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Ультрамелкозернистые (УМЗ) полуфабрикаты из жаропрочных сплавов на осно-
ве никеля и железа1 используют для изготовления деталей ротора газотурбин-
ных двигателей в условиях сверхпластической деформации (СПД). Технология по-
лучения таких полуфабрикатов в западных странах, известная как геторайзинг-
процесс, является дорогостоящей, поскольку осуществляется с использованием 
мощного оборудования и безокислительной атмосферы [1]. В данной работе 
рассмотрена возможность применения более экономичного процесса – интен-
сивной пластической деформации суперсплавов методом кручения под сжимаю-
щим давлением в режиме СПД или, напротив, кручения с растяжением, осу-
ществляемого в условиях обычной воздушной среды. В обработке металлов дав-
лением метод кручения под давлением известен как осадка с кручением [2]. 
Этот метод позволяет значительно снизить критически важную осевую 
нагрузку на инструмент, который требуется нагревать до высокой температу-
ры деформации, и существенно уменьшить количество операций, необходимых 
для формирования однородной УМЗ-структуры в прутках и дисках больших диа-
метров. 
 
Ключевые слова: сверхпластичность, осадка с кручением, жаропрочные сплавы, 
сдвиговая и ротационная компоненты деформации, границы деформационного 
происхождения 

Введение 

В процессе реализации методов интенсивной пластической деформа-
ции металлические материалы испытывают сложное нагружение, при ко-
тором вследствие значительного изменения ориентации тензора дефор-
мации последняя становится немонотонной [3–5]. В этом случае длина и 
кривизна траектории деформации определяют структурообразование. 
Длина траектории определяет степень деформации, необходимую для 
возникновения множества границ деформационного происхождения мик-
рополос, а кривизна – угол разориентировки таких границ. Немонотон-
ность деформации является причиной множественных пересечений гра-

                                                            
1 Во многих странах такие сплавы называют суперсплавами. 
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ниц деформационного происхождения и формирования сетки большеуг-
ловых границ мелких зерен. К числу таких немонотонных методов интен-
сивной пластической деформации принадлежит кручение под давлением, 
которое широко применяется для получения наноматериалов и исследо-
вания их физико-механических свойств [6–9]. Однако этим методом изго-
тавливают небольшие цилиндрические образцы – диски диаметром  
10–20 mm и толщиной обычно менее одного миллиметра. Из-за недоста-
точной изученности механики кручения под давлением этот процесс 
практически невозможно использовать для изготовления больших дисков 
из труднодеформируемых жаропрочных сплавов для газотурбинных дви-
гателей. 

В настоящей работе показано, что если кручение под давлением жаро-
прочных сплавов осуществлять в температурно-скоростном режиме 
сверхпластичности, то такую деформацию можно реализовать при не-
большом давлении и с меньшей степенью сдвиговой (формоизменяющей) 
деформации, чем обычно, что позволит использовать данный метод для 
изготовления дисков газотурбинных двигателей больших диаметров. Но 
для этого важно обеспечить рациональное распределение сдвиговой и ро-
тационной компонент деформации в заготовке для образования в услови-
ях СПД множества центров рекристаллизации. Такими центрами стано-
вятся границы деформационного происхождения, отличающиеся повы-
шенными значениями кривизны и кручения [10,11]. 

В этой связи следует отметить, что нет данных о применении в инду-
стриальных странах кручения под давлением для изготовления дисков 
газотурбинных двигателей из суперсплавов. В России для развития дина-
мической рекристаллизации и измельчения зерен в дисках из жаропроч-
ных сплавов используют дробную квазиизотермическую осадку цилин-
дрических заготовок [12]. Их помещают в теплоизолирующий контейнер 
и деформируют за 3–4 перехода со степенями деформации 25–30% в каж-
дом, между которыми проводят длительные рекристаллизационные отжи-
ги. Из-за многооперационности и нестационарности температурных усло-
вий обработки такой процесс изготовления дисков газотурбинных двига-
телей становится не только трудоемким, но и приводит к трещинообразо-
ванию. При этом в осаженных шайбах формируется неоднородная УМЗ-
структура, искажается их форма, что существенно (до 50%) снижает ко-
эффициент использования металла. 

Кручение под давлением в режиме СПД позволяет повысить эффек-
тивность процесса образования УМЗ-структуры в жаропрочных сплавах, 
избежать трещинообразования и снизить число операций вплоть до од-
ной. Впервые возможность применения кручения под давлением была 
изучена в работе [2]. В ней этот процесс проанализирован для материалов 
с различной исходной реологией, характерной для изотермической де-
формации крупнозернистого и УМЗ-материалов, что согласуется с режи-
мом СПД, приводящим к измельчению зерен. Более того, позднее было 
показано, что изготавливать УМЗ-полуфабрикаты из жаропрочных спла-
вов можно не только кручением под давлением, но и кручением с растя-
жением [3,13]. Поэтому в данной работе результаты исследования напря-
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женно-деформированного состояния и практического использования кру-
чения рассмотрены ниже с разной направленностью вектора осевой силы 
как для случая сжатия цилиндрической заготовки, так и для ее растяже-
ния. 

1. Деформированное состояние материала при комбинированной  
деформации 

Допустим, что цилиндрическая заготовка с исходным радиусом r0 и дли-
ной L0 одновременно подвергается равномерному растяжению (осадке) со 
скоростью v при постоянной температуре и кручению с угловой скоростью 
. В цилиндрической системе координат (r, , z) компоненты вектора скоро-
сти u материальной точки, отвечающие граничным условиям и несжимаемо-
сти, имеют вид 

/ 2ru rv L  , /zr L   ,  /zu zv L . (1) 

В соответствии с известными формулами [14] тензор скорости деформации 
запишем 

 
/ 2       0              0

    0     / 2     / 2  .

    0      / 2       /     
ij

v L

v L r L

r L v L

 
     
  

 (2) 

Интенсивность скорости деформации представим выражением 

2 2
22 1

3 3e ij ij
r

v
L


       . (3) 
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Рис. 1. Траектории деформации при соотношениях e2/e1 = ci для i = 1, 2, 3 

Интегрирование величины ξe по времени деформации приводит к гро-
моздкой зависимости степени деформации от ее осевой и ротационной 
компонент. Для анализа деформирования материала, необходимого для 
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измельчения зерен, удобнее использовать траекторию деформации в 
плоской системе координат, в которой абсцисса e1 и ордината e2 показы-
вают степень соответственно осевой и ротационной деформаций. Учиты-
вая, что линейная скорость движения активного инструмента v = dL/dt, а 
вращения  = d/dt, на основе формулы (3) запишем: 

2 2 2
1 2(d ) (d ) (d )e e e  , (4)

где 

1 0d d( / )e L L , 2d d / 3e r L  . (5)

Траекторию деформации определит кривая перемещения конца вектора  

e = e1i + e2j, где e1 = ln(L/L0), 2 ( / 3)de r L  . Варианты траекторий, по-

лученные при различных соотношениях e2/e1 = ci (где i = 1, 2, 3), представ-
лены на рис. 1. Как видим, при ci  2 даже в случае небольшой осадки со 
степенью e1  0.2–0.25 ротационная составляющая достигает величины  
e2  0.7–0.8, достаточной для измельчения зерен [3]. 
 
 

2. Напряженное состояние и осевая сила при комбинированной  
деформации 

 
Установить интенсивность напряжений можно, используя гипотезу о 

пропорциональности девиаторов скоростей деформации и напряжений ijS , 

допустимую для умеренных сдвиговых деформаций. Девиатор напряжений 
в соответствии с этой гипотезой имеет вид, аналогичный девиатору скоро-
стей: 

    0        0

 0         

 0         

rr

ij z

z zz

S

S S S

S S

 



 
 

  
  
 

. (6)

Исходя из этого, интенсивность напряжений описывается выражением 

2 2

2

3 3
1

2 2 3
e ij ij zz

r
S S S

v


    . (7)

Для изотермической деформации с небольшими скоростями, характерными 
для режима СПД и не вызывающими разогрев заготовки, уравнения дви-
жения сплошной среды в цилиндрической системе координат сводятся к 
уравнениям равновесия: 
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d / d 0 ( ),

d / d 0 ( ),

d / d 0 ( ).

rr rr rr

z z z

zz zz zz

z z

z r

z r

  

     
     

     

 (8) 

Применяя смешанные граничные условия, где заданы осевая и угловая 
скорости движения торцов деформируемого цилиндра друг относительно 
друга, определяем компоненты тензора напряжений. Помимо этого, прини-
маем следующее условие: 

0rr r R
p   . (9) 

Здесь p0 – гидростатическое давление, приложенное извне. 
Отсюда находим 

0rr p     , 0
3

2zz zzS p   . (10) 

Учитывая уравнения равновесия (8), получаем 

2 2 2
01 / 3zz e r v p      . (11) 

Величину осевого усилия определяем по формуле 

2 2 2
0( )d 1 / 3 dz zz eS S

P p S r v S        , (12) 

где S – область интегрирования по площади торцевой поверхности ци-
линдра. 

Осевую силу, необходимую для деформации образца при кручении, со-
поставим с силой деформации в отсутствие кручения. При этом требуется 
знать реологическое определяющее соотношение, связывающее напряжение 
с деформацией. Для жаропрочных сплавов установление определяющих со-
отношений при горячей деформации является трудоемкой задачей ввиду из-
менения микроструктуры (поскольку в исходном состоянии она может быть 
крупнозернистой, полученной в результате горячей деформации, литья или 
методом порошковой металлургии). Для сравнительной оценки сил в каче-
стве определяющих соотношений сил можно использовать реологические 
уравнения, приведенные в [2]: 1) для нелинейно-вязкой среды, 2) для вязко-
пластичной. Эти уравнения позволяют достаточно адекватно описывать по-
ведение материала на начальной и завершающей стадиях горячей изотерми-
ческой деформации в условиях СПД. 

Для нелинейно-вязкой среды уравнение имеет вид 

mK   . (13) 

Здесь K = const;  – скорость деформации; m = d(log)/d(log) – коэффици-
ент скоростной чувствительности, характеризующий вязкость материала. 

Для вязкопластичной среды уравнение запишем как 

0 A     , (14) 
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где A = 3,  – вязкость материала. 
Величину осевой силы при осадке с кручением Pk получим, подставляя 

первое определяющее соотношение в формулу (12): 

1
2 2 2

0
2

0

3(1 ) 2
1 1

(1 ) 1 1 3(1 )

m
m

k
rv

P K
L m

 
       

                 
 

. (15)

Здесь e = v0t/L0 и  = r00/v0 – относительные параметры соответственно 
осевой и ротационной деформаций. 

В случае осадки без кручения (P0 = 0) силу осадки выражаем в виде 

2
0

0
0(1 ) 1

m
rv

P K
L e e

  
    

. (16)

Снижение осевой силы определим как частное от деления выражения (15) на 
(16). Аналогичное снижение найдем и для вязкопластичной среды, исполь-
зуя в знаменателе уравнение (14).  
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Рис. 2. Снижение осевой силы при различных параметрах деформации: а, б – для 
нелинейно-вязкого материала, в, г – для вязкопластичного. Штриховые кривые по-
строены по результатам, полученным при: в –  = 10 и k = 1; г – е = –0.5 и различ-
ных значениях k = Av/0L0 (отмечены цифрами у кривых). Более подробное описа-
ние рисунка представлено в работе [3]  
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На рис. 2 показано снижение осевой силы для нелинейно-вязкого и 
вязкопластичного материалов. Во всех случаях очевидное снижение от-
носительной силы зависит от различных параметров, влияние которых 
детально рассмотрено в работе [3]. Для качественного анализа важно 
подчеркнуть, что представленные графики демонстрируют эффект сни-
жения осевого усилия в 1.2–2.5 раза, а также отметить, что расчетные 
данные согласуются с экспериментальными результатами, приведенными 
в [15].  

3. Результаты экспериментальных исследований 

Основные положения работы подтверждены экспериментальными ис-
следованиями, проведенными на станах для формообразования деталей из 
жаропрочных сплавов (дисков, полых валов) в условиях СПД,  
совместно разработанных и изготовленных в Институте машиноведения 
им. А.А. Благонравова РАН и Институте проблем сверхпластичности ме-
таллов РАН [16–18]. В частности, образец из титанового сплава ВТ9 с ис-
ходной крупнозернистой структурой изготовили диаметром 100 mm и 
длиной 700 mm (рис. 3) и нагрели в камере раскатного стана до 950С. 
Далее произвели закручивание на 2160 (6 оборотов) со скоростью  
0.6 rpm при одновременном растяжении на 15 mm. 

Металлографические исследования выявили, что в результате дефор-
мации в сплаве сформировалась УМЗ-структура с размером зерен менее 
10 m. 

 
 

а 
 

б 

Рис. 3. Образец из жаропрочного сплава ВТ9, подвергнутый растяжению с круче-
нием на стане для раскатки дисков, (а) и его макротемплет с однородной УМЗ-
структурой (б) 

Для технологической реализации комбинированной деформации были 
разработаны способы и устройства [18,19], позволяющие изготавливать 
УМЗ-прутки и диски из жаропрочных сплавов. Один из примеров такого 
устройства – изотермический штамп – представлен на рис. 4. 

Принцип работы штампа следующий. Нагретую и покрытую cтек-
лосмазкой заготовку с исходной крупнозернистой структурой устанавли-
вают на нижний боек. Верхний боек опускают на заготовку. После ее по-
догрева до температуры деформации производят осадку заготовки с од-
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новременным кручением в режиме СПД. Операцию деформации завер-
шают после установления стационарного режима кручения нижнего бой-
ка вследствие трансформации исходной микроструктуры в ультрамелко-
зернистую, при которой напряжение течения сплава становится постоян-
ной величиной. Затем осевое давление снижают до нуля, верхний боек 
поднимают на расстояние, равное глубине пазов на гравюрах инструмен-
та, и производят реверсивное кручение нижнего бойка для отделения 
диска от поверхности штампа. Далее верхний боек поднимают на рассто-
яние, необходимое для введения захвата в зону штампа, и извлекают диск. 

 
Рис. 4. Схематическое изображение изотермического штампа: 1, 2 – соответственно 
верхняя и нижняя плиты штампа; 3 – диск; 4, 5 – соответственно верхний и нижний 
бойки; 6 – теплоизоляция; 7 – индукционный нагреватель; 8, 9 – гравюры соответ-
ственно нижнего и верхнего бойков; 10, 11 – подшипники; 12, 13 – червячный ре-
дуктор; 14, 15 – пазы на гравюрах штампа для передачи крутящего момента 

4. Обсуждение результатов 

Эффект снижения осевого усилия комбинированной деформации. В 
кристаллических материалах решеточные дислокации являются носите-
лями деформации сдвига. Для их перемещений требуются напряжения, 
способствующие генерации дислокаций и преодолению сопротивления их 
скольжению в кристаллической решетке. Суммой этих напряжений опре-
деляется общее напряжение, необходимое для деформации. При кручении 
с растяжением момент кручения M = sV (где s – напряжение сдвига,  
V – объем очага деформации заготовки) активизирует генерацию дисло-
каций. Роль осевой силы состоит лишь в создании напряжения, которое 
ориентирует вектор кристаллографического скольжения дислокаций в 
направлении, обеспечивающем удлинение образца. При отсутствии кру-
чения осевая сила становится ответственной как за производство дисло-
каций, так и за их перемещение в направлении деформации образца. По-
этому по величине она больше, чем при совместно выполняемых осевой и 
ротационной деформациях. 
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В случае осадки с кручением передача на заготовку момента кручения 
от инструмента осуществляется за счет профилирования поверхности 
бойков и формирования на торцах заготовки адекватной поверхности. 
Осадку заготовки обеспечивает осевая сила. При этом вследствие приме-
нения стеклосмазки снижается реактивное радиальное трение, препят-
ствующее «растеканию» заготовки, и соответственно дополнительно 
уменьшается осевая сила. 

Механизм измельчения зерен. Формирование УМЗ-структуры в жаро-
прочных сплавах при кручении в режиме СПД обусловлено появлением 
центров рекристаллизации (участков с большой кривизной границ де-
формационного происхождения), миграция которых вызывает образова-
ние множества мелких зерен. В свою очередь, формирование таких гра-
ниц связано со значительным вкладом ротационной компоненты дефор-
мации. В результате измельчения зерен увеличивается протяженность 
большеугловых границ, механизм сдвига становится зернограничным – 
соответствующим переходу материала в состояние СПД. 

Выводы 

Выявлено напряженно-деформированное состояние материала при 
комбинированной пластической деформации образцов методами круче-
ния с одноосным сжатием или растяжением в изотермических условиях 
среды. Установлен механизм значительного снижения осевой силы и 
накопления степени деформации, необходимой для формирования УМЗ-
структуры в заготовках из жаропрочных сплавов. С практической точки 
зрения применение процесса кручения под давлением в режиме СПД поз-
волит значительно упростить технологию, оборудование и инструмент 
для изготовления УМЗ-полуфабрикатов (дисков и прутков) из жаропроч-
ных сплавов. Вследствие снижения осевой силы повысится стойкость ин-
струмента, уменьшатся мощность оборудования и размеры инструмента. 
Количество операций, необходимых для получения УМЗ-структуры в су-
персплавах, сократится вплоть до одной. 
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F.Z. Utyashev, R.Y. Sukhorukov 

COMBINATION OF AXIAL AND ROTATIONAL DEFORMATIONS AS A METHOD 
OF PROCESSING OF ULTRA-FINE GRAIN SEMI-FABRICATED PRODUCTS MADE 
OF HEAT-RESISTANT ALLOYS 

Ultrafine-grained (UFG) semi-finished products made of heat-resistant alloys based on 
nickel and iron are applied to the manufacture of parts for gas turbine engines under 
superplastic deformation (SPD). The technology for production of the semi-finished 
products is known as the getraising process. It is expensive because of required power-
ful equipment and non-oxidizing atmosphere [1]. The present paper reports possible 
application of more economical process, that is intensive plastic deformation of superal-
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loys by torsion with uniaxial compression or stretching in isothermal air conditions. 
The method of twisting under compression is known as torsional settlement [2]. The 
method allows reduced the critical load on the tool that should be heated up to a high 
temperature of deformation. The number of operations providing uniform UFG struc-
ture of large-sized superalloy products (rods and disks) is reduced, too. 

Keywords: superplasticity, torsional settlement, heat-resistant alloys, shear and rotation 
components of deformation, boundaries of deformation origin 

Fig. 1. Deformation trajectories at the ratio e2/e1 = ci for i = 1, 2, 3 

Fig. 2. Reduction of axial force at varied deformation: а, б – for a non-linear viscous ma-
terial, в, г –for a viscoplastic one. Dashed curves represent results obtained at: в –  = 10 
and k = 1; г–е = – 0.5 and varied k = Av/0L0 (marked by numbers). Detailed description 
of the figure see in [3] 

Fig. 3. Sample made of heat-resistant alloy ВТ9, subjected to stretching and twisting on a 
disk-rolling mill, (а) and the macro-template with uniform UFG structure (б) 

Fig. 4. Scheme of the isothermal press tool: 1, 2 – top and bottom plates; 3 – disc; 4,  
5 – top and bottom heads; 6 – thermal isolation; 7 – induction heater; 8, 9 – engraving of 
top and bottom heads; 10, 11 – supports; 12, 13 – worm gear; 14, 15 – slots on engrav-
ings of the press tool for transmission of twisting moment 
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Продолжено развитие варианта теории Ландау, представленного автором ранее 
[1], для описания фазовых переходов беспорядок–порядок, например, в сплавах 
Fe3Al. В настоящей статье одновременно используются понятия деформацион-
ного и концентрационного параметров порядка, как взаимно дополняющих друг 
друга. Получены аналитические выражения для компонентов деформационного 
параметра порядка в области частичного и полного упорядочения сплава. 
Предложена трактовка возникновения слабой тетрагональности сплавов как 
результата разделения компонентов по подрешеткам при протекании фазового 
перехода беспорядок–полубеспорядок и полубеспорядок–порядок (по крайней мере, 
для сплава Fe3Al). Зависимость равновесного значения деформационного 
параметра порядка от степени взаимодействия его с концентрационными 
параметрами порядка проиллюстрирована графически на изменении положения и 
характера минимумов свободной энергии на плоскости деформационного 
параметра порядка. 
 
Ключевые слова: фазовые переходы беспорядок–порядок, мартенситные фазовые 
переходы, параметры порядка 

Введение 

В предыдущей статье автора была развита теория фазового перехода 
беспорядок–порядок для нестехиометрического сплава Fe3Al в терминах 
деформационного параметра порядка [1]. Кратко заметим, что обоснован-
ность такого описания следует из того факта, что в процессе упорядочения 
атомы алюминия стремятся занять одну из четырех ГЦК-подрешеток 
общей ОЦК-структуры с удвоенным периодом. В итоге подрешетки 
перестают быть эквивалентными, что неизбежно приводит к дисторсион-
ным искажениям. Степень такого искажения и будет мерой упорядочения 
сплава. 

Поскольку ранее в классических работах по сплавам и растворам [2–5] 
считалось, что исходная кристаллическая решетка после упорядочения 
остается идеально кубической, указанными ее дисторсионными искажени-
ями, по сути, пренебрегали. В принципе, с одной стороны, это является 
хорошим нулевым приближением в теории сплавов, а с другой – деформа-
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ционный параметр порядка (степень тетрагональности), о котором речь 
шла в работе [1], должен быть очень малой величиной, чтобы в нулевом 
приближении им можно было пренебречь. 

Возможность существования нескольких фаз с разными степенями 
тетрагональности наблюдалась на таком сплаве, как двуокись циркония  
[6–8]. Очевидно, что подобная ситуация имеет место и в других сплавах, 
по крайней мере, при фазовых переходах беспорядок–порядок. При этом 
две тетрагональные фазы с меньшей и большей степенями тетрагональ-
ности разделены потенциальным барьером. Можно предположить, что в 
случаях фазовых переходов беспорядок–порядок слабая тетрагональ-
ность появляется по причине возникновения внутренних полей 
напряжения вследствие регулярного разделения компонентов сплава по 
подрешеткам. 

По сути, в статье [1] для описания фазового перехода вместо кон-
центрационного параметра порядка предлагалось использовать вторич-
ный деформационный параметр порядка, что позволяет учесть искаже-
ние самой кубической структуры в процессе перехода. В то же время 
концентрационный параметр порядка можно вполне трактовать как 
первичный параметр порядка почти в строгом смысле теории Ландау. 

Действительно, сама концентрация является величиной скалярной, 
но параметр порядка, например, в сплаве Fe3Al, определяется как 
разность концентрации железа Ci (i = I, II, III, IV) в различных 
подрешетках: 

1 I III II IVS C C C C    , (1) 

2 III IVS C C  . (2) 

Если отнести эту разность к расстоянию, разделяющему такие 
подрешетки, то получим фактически градиент концентрации, т.е. некото-
рую векторную величину. Если к тому же учесть, что изменение 
концентрации в подрешетках осуществляется за счет диффузии компонен-
тов на расстояния, в среднем сопоставимые с размером элементарной 
ячейки, то получим определение первичного параметра порядка почти в 
смысле теории Ландау, однако с тем отличием, что в теории Ландау эти 
перемещения атомов носят сугубо детерминистический и регулярный 
характер, а в нашем – скорее статистический. 

Тем не менее с учетом сказанного для более полного описания 
процессов, протекающих при таких фазовых переходах, необходимо ис-
пользовать одновременно и первичный, и вторичный параметры порядка и 
взаимодействие между ними. 
 

1. Одновременный учет концентрационного и деформационного  
параметров порядка 

 
С учетом вышеприведенного анализа представим свободную энергию f в 

виде следующей суммы: 

1 2 intdf f f f f    , (3) 
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где 

     22 2 2 2 2 2
2 3 3 3 2 2 3

1 1 1
3

2 3 4df a e e be e e c e e       (4)

– деформационная часть свободной энергии (обозначения см. в [1] и в ссыл-
ках к ней), 

     2 21 1
1, 2

2 4i i i i if = a S c S i   , (5)

– часть свободной энергии, связанной с концентрационными параметрами 
порядка, 

int 12 1 2 22 2 2 13 1 3 23 2 3f = g S e g S e g S e g S e       (6)

– часть свободной энергии, отвечающая за взаимодействие концентрацион-
ного и деформационного параметров порядка. В формулах (5) и (6) исполь-
зованы концентрационные параметры порядка, удовлетворяющие симмет-
рии относительно главной диагонали куба элементарной ячейки [1]: 

1 11 1 12 2S S S    , (7)

2 21 1 22 2S S S    , (8)

где 11 = 1, 12 = –1/2, 22 = 3 / 2 , 21 = 0. 
Физический смысл коэффициентов в (4)–(6) вполне очевиден. Здесь пока 

не учтены взаимодействие концентрационных параметров порядка между 
собой и более высокие степени разложения свободной энергии. 

Равновесные значения параметров порядка определим из условия мини-
мума для свободной энергии: 

 2 2
2 3 2 3 12 1 22 22

2

2 0
f

e a be c e e g S g S
e

           
, (9а)

 2 2 2
3 3 2 3 2 2 13 1 23 2

3

0
f

e a be c e e b e g S g S
e

            
, (9б)

 21 1 1 1 13 3 12 2
1

0
f

= S a +c S g e g e =
S

     
 

, (9в)

 22 2 2 2 23 3 22 2
2

0
f

= S a +c S g e g e =
S

     
 

. (9г)

Очевидно, что нулевые значения всех параметров порядка e2 = e3 = 1S   = 

= 2S   = 0 удовлетворяют системе (9). Это состояние соответствует идеальной 

кубической симметрии кристалла и полному разупорядочению атомов желе-
за и алюминия в ней, все атомы с одинаковой вероятностью занимают узлы 
решетки. 

Основная (критическая) температурная зависимость задачи осуществля-
ется через коэффициенты a1, a2, a, которые можно выбрать в форме 
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, 2 20
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a a
T

 
  

 
, 0 1

m

T
a a

T

 
  

 
, (10) 

где T1, T2 и Tm – критические температуры фазовых переходов соответ-
ственно беспорядок–частичный беспорядок, частичный беспорядок–порядок 
и мартенситный переход; a10, a20, a0 – новые константы модели. 

Таким образом, в сплавах, описываемых свободной энергией в виде  
(3)–(6) и (9), может протекать целая цепочка фазовых переходов. Критиче-
ские температуры естественно расположить по возрастанию структурного 
порядка в сплаве: 

T1 > T2 > Tm. (11) 

Для численных расчетов, приведенных ниже, примем T1 = 200 K, T2 = 175 K, 
Tm = 150 K. 

При высоких температурах T > T1 устойчивым является нулевое решение: 
e2 = e3 = 0, 1S   = 2S   = 0, и сплав находится в неискаженном неупорядоченном 

состоянии. В температурном интервале T1–T2 справедливо неравенство 1S   ≠ 0, 

и сплав пребывает в частично упорядоченном состоянии. При температурах 
ниже температуры T2 справедливы неравенства 1S   ≠ 0 и 2S   ≠ 0, и сплав полно-

стью упорядочен. При этом, если пренебречь взаимодействием между струк-
турными и концентрационными параметрами порядка gik = 0, компоненты де-
формационного параметра порядка по-прежнему будут равны нулю: e2 = e3 = 0 
вплоть до температуры Tm. Однако при наличии взаимодействия gik ≠ 0 они бу-
дут отличаться от нуля и в интервале T1–T2 будут равны 

12 1
2

1

g a
e

a c
   , 13 1

3
1

g a
e

a c
   , (12) 

а в интервале T2–Tm 

1 2
2 12 22

1 2

1 a a
e g g

a c c

 
      

 
, 1 2

2 13 23
1 2

1 a a
e g g

a c c

 
      

 
. (13) 

Иными словами, в обоих интервалах будет иметь место слабая тетрагональ-
ность, наведенная разделением компонентов по подрешеткам, в то время как 
основная тетрагональная фаза при температурах ниже температуры Tm еще 
не зародилась. 

2. Численные примеры 

Для иллюстративных расчетов выберем следующие параметры модели: 
a0 = 0.7, b = 0.333, c = 1, Tm = 150 K, a10 = 0.7, c1 = 1, T1 = 200 K, a20 = 0.7, 
c2 = 1, T2 = 175 K. 

При полном отсутствии взаимодействия деформационных и концентра-
ционных параметров порядка все gij = 0, и в этом случае система (9) распа-



Физика и техника высоких давлений 2023, том 33, № 2 

 20 

дается на три независимые подсистемы (9а,б), (9в) и (9г). Уравнения (9а) и 
(9б) описывают искажения кристаллической решетки, по сути мартенситные 
переходы, хорошо исследованные ранее [9,10]. При температурах ниже Tm 
мартенситная фаза устойчива, а аустенитная – абсолютно неустойчива; вы-
ше же температуры Ta = 156 K, наоборот, устойчива аустенитная фаза, а 
мартенситная – абсолютно неустойчива. При температурах между Tm и Ta 
устойчивы обе фазы. При температуре Teq = 155 K все потенциальные ямы – 
одна аустенитная (0) и три мартенситные (1, 2, 3) – имеют одинаковую глу-
бину (рис. 1) [9,10]. 

Проследим теперь изменение потенциального рельефа на плоскости па-
раметров e3–e2 при возможном влиянии на него параметров упорядочения 

1S   и 2S   по мере перехода от высоких температур к низким. При температу-

ре T = 195 K (т.е. чуть ниже температуры T1) и нулевом значении параметра 
g13 минимум свободной энергии находится в центре плоскости деформаци-
онного параметра порядка (т.е. при его нулевом значении e2 = e3 = 0), что 
соответствует строго аустенитному состоянию (рис. 1 и рис. 2,а). 

 
Рис. 1. Рельеф свободной энергии на плоскости деформационных параметров по-
рядка e3–e2 [9,10] 

 
а б в 

Рис. 2. Смещение минимума свободной энергии при росте параметра g13 от 0 (а) до 
0.03 (б) и 0.1 (в). Здесь полагается b = 0. Оси координат плоскости e3–e2 
направлены так же, как на рис. 1 

По мере роста параметра g13 от нуля до значений 0.03 (рис. 2,б) и 0.1 
(рис. 2,в) минимум свободной энергии пропорционально смещается влево 
– в область отрицательных значений компоненты параметра порядка e3. 
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Фактически это эквивалентно возникновению в системе тетрагонального 
искажения. Однако данное искажение возникает не скачкообразно, а в ре-
зультате непрерывного смещения или превращения аустенитного мини-
мума в мартенситный, что отлично от сценария фазового перехода второ-
го рода. Действительно, при фазовом переходе второго рода аустенитный 
минимум превращается в максимум, а мартенситный минимум непрерыв-
но отделятся от него. Здесь же смещается сам аустенитный минимум, а 
его характер изменяется в результате разделения компонентов сплава по 
подрешеткам и, как следствие, возникновения между подрешетками 
внутренних напряжений. 

Для наглядности изображения величины смещения минимума, а следо-
вательно, и степени тетрагональности намеренно преувеличены. На самом 
деле это очень малые величины, что и дает основания пренебречь ими в 
классической теории сплавов [2–5]. В то же время такую слабую тетраго-
нальность уверенно обнаруживают экспериментально на многих многоком-
понентных соединениях, например на двуокисях циркония [6–8], ее роль и 
важность еще предстоит выяснить. 

Поскольку после фазового перехода при температуре T1 параметр поряд-
ка 2S   согласно (9г) равен нулю, система остается частично неупорядочен-

ной, и такой фазовый переход уместно назвать переходом беспорядок– 
–полубеспорядок. При температуре T2 в этом контексте осуществляется фа-
зовый переход полубеспорядок–порядок, поскольку оба параметра порядка 

1S   и 2S   не равны нулю. Причем вклад в величину деформационного пара-

метра порядка будет увеличен (сравним формулы (12) и (13)), однако каче-
ственных отличий это не внесет. Ввиду сказанного мы опускаем расчеты ре-
льефа свободной энергии для данного перехода при температурах ниже T2, 
подобные приведенным на рис. 2. 

Таким образом, в температурном интервале T1–T2–Ta, т.е. в области ча-
стичного или полного упорядочения, мы имеем слабую тетрагональность, 
наведенную разделенными по подрешеткам компонентами. Возникает во-
прос, каким образом будет влиять на рельеф свободной энергии взаимодей-
ствие между деформационными и концентрационными параметрами поряд-
ка при температурах ниже температуры Ta, т.е. в области основного мартен-
ситного перехода, который характеризуется большими тетрагональными ис-
кажениями. 

Численный расчет свободной энергии для нашей модели при температу-
ре T = Teq = 155 K и g13 = 0.001 показал, что первый мартенситный мини-
мум (см. рис. 1) становится значительно глубже по сравнению с двумя дру-
гими (рис. 3). Таким образом, в данном примере наведенная при более высо-
ких температурах слабая тетрагональность в направлении 1-го минимума 
свободной энергии создает «благоприятные условия» для формирования 
именно данного варианта мартенситной фазы, но уже при основном мартен-
ситном переходе с более высоким уровнем тетрагональных искажений. Это 
дает некоторые основания надеяться на то, что изучение слабой тетраго-
нальности поможет раскрыть механизмы формирования мартенситной фазы, 
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в том числе относительно ее доменной структуры, количества и размеров 
различных вариантов мартенсита. 

 

 Рис. 3. Рельеф свободной энергии на плоскости e2–e3 при T = 155 K и g13 = 0.001. 
Оси координат плоскости e3–e2 здесь направлены так же, как на рис. 1 

Используя уравнения типа Ландау–Халатникова, легко рассчитать эволю-
цию параметров порядка, например, при охлаждении с постоянной скоростью 
(рис. 4). Если образец изначально находился при температуре выше T1, то в 
процессе охлаждения при температуре чуть ниже T1 мы наблюдаем фазовый 
переход беспорядок–полубеспорядок, признаком которого является ненуле-
вое значение параметра беспорядка 1S   (рис. 4,б). При температуре T2 наблю-

дается фазовый переход полубеспорядок–порядок (рис. 4,б), и, наконец, при 
температуре Tm имеет место мартенситный фазовый переход (рис. 4,а). Наве-
денная слабая тетрагональность за счет взаимодействия деформационного и 
концентрационного параметров порядка при температурах T1 и T2 на графике 
e3 не просматривается в силу большого масштаба на данном рисунке. Вывод 
фрагмента кривой на этом температурном интервале в меньшем масштабе 
проявляет ненулевые значения этого параметра порядка (рис. 5). 
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Рис. 4. Эволюция параметров порядка e3 (а) и 1S  , 2S   (б) при постоянной скорости 
охлаждения 
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Рис. 5. Эволюция параметров порядка e3 при постоянной скорости охлаждения в 
интервале температур, примыкающем  к интервалу T1–T2 

Интересно отметить, что реальный мартенситный переход протекает при 
температуре чуть выше Tm, т.е. раньше, чем он должен быть в соответствии 
со смыслом данной температуры. Такое поведение обусловлено тем, что 
наведенная слабая тетрагональность провоцирует этот переход раньше вре-
мени. Указанный момент важно учитывать при определении по эксперимен-
тальным данным температуры Tm как одного из параметров теории. 

Циклическое охлаждение–нагревание вокруг температур T1 (рис. 6,I) и T2 
(рис. 6,II) выявило гистерезисный характер этого процесса. Строго говоря, в 
рамках принятой модели согласно виду свободной энергии (5), (6) фазовые 
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переходы при температурах T1 и T2 должны быть квалифицированы как фа-
зовые переходы второго рода и свойством гистерезиса обладать не должны. 
Причина гистерезиса либо заключается в кинетической задержке процесса, 
либо обусловлена взаимодействием деформационного и концентрационного 
параметров порядка, а также влиянием еще не наступившего при этих тем-
пературах мартенситного перехода за счет свойств деформационной части 
свободной энергии (4). Истинную причину гистерезиса еще предстоит выяс-
нить. 
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Рис. 6. Гистерезис параметров порядка e3 (I,а и II,а), 1S   (I,б) и 2S   (II,б) при цикли-

ческом охлаждении–нагреве вокруг температуры T1 = 200 K (I) и T2 = 175 K (II) 

Заключение 

Для описания фазовых переходов беспорядок–порядок в стехиометри-
ческих сплавах типа Fe3Al развит вариант теории Ландау в терминах 
первичного (концентрационного) и вторичного (деформационного) 
параметров порядка. Основанием для рассмотрения концентрационного 
параметра порядка в качестве первичного служит тот факт, что разность 
концентраций одного из компонент сплава (железа) в различных 
подрешетках, отнесенная к постоянной решетки, можно считать, по 
существу, градиентом некоторой скалярной величины. В таком случае 
квадрат модуля этого вектора будет инвариантом. 
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Свободную энергию можно разложить по деформационным инвариан-
там, двум инвариантам концентрационного параметра порядка, а также по 
произведениям первичного и вторичного параметров порядка, характеризу-
ющих их взаимодействие. Температурная зависимость по каждому типу па-
раметра порядка позволяет выделить в процессе понижения температуры 
три отдельных фазовых перехода: беспорядок–частичный беспорядок, ча-
стичный беспорядок–порядок и обычный мартенситный переход. При цик-
лическом охлаждении–нагреве вокруг температур T1 и T2 выявлен гистере-
зисный характер процесса. 

В области существования частично неупорядоченных и упорядоченных 
фаз возникает наведенная слабая тетрагональность кристаллической решет-
ки. Для деформационных параметров порядка в этой области получены яв-
ные аналитические выражения. 
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L.S. Меtlov 

CONDITION OF WEAK TETRAGONALITY IN ORDER-DISORDER PHASE 
TRANSITIONS BY THE EXAMPLE OF THE Fe3Al ALLOY 

A variant of Landau theory is developed further [1] in order to describe order-disorder 
phase transitions in the Fe3Al alloy, for instance. In the present work, the complementary 
concepts of deformation and concentration order parameters are used at the same time. 
Analytical expressions for the components of deformation order parameter in the range of 
partial and total ordering of the alloy are derived. An interpretation of emergence of weak 
tetragonality of alloys as a result of distribution of the components over sublattices in the 
course of disorder–semiorder and semiorder–order phase transitions at least in the Fe3Al 
alloy is suggested. Relation between the equilibrium value of the deformation order 
parameter and the degree of interaction with the concentration order parameters is 
illustrated by a change in positions and characters of the minima of free energy at the 
plane of deformation order parameter. 
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Fig. 1. Free energy relief on the plane of deformation order parameters e3–e2 [9,10] 

Fig. 2. Shift of the free energy minimum at the increase of g13 from 0 (а) tо 0.03 (б) and 
0.1 (в). Here b = 0. The axes of plane e3–e2 are directed as in Fig. 1 

Fig. 3. Free energy relief on plane e2–e3 at T = 155 K and g13 = 0.001. The axes of plane 
e3–e2 are directed as in Fig. 1 

Fig. 4. Evolution of order parameters e3 (а) and 1S  , 2S   (б) at a constant cooling rate 

Fig. 5. Evolution of order parameters e3 at a constant cooling rate within the temperature 
range adjacent to T1–T2 

Fig. 6. Hysteresis of order parameters e3 (I,а and II,а), 1S   (I,б) and 2S   (II,б) under 

cycling cooling-heating around T1 = 200 K (I) and T2 = 175 K (II) 
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Методами электронного парамагнитного резонанса (ЭПР) и рентгеноструктур-
ного анализа изучены монокристаллы YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4 с примесью меди. 
Определены параметры решетки и координаты атомов в этих монокристаллах. 
Исследование спектра ЭПР показало, что медь находится в двухвалентном состо-
янии, замещая ионы алюминия с симметрией узла С2. Рассчитаны параметры спи-
нового гамильтониана, описывающего поведение спектра Cu2+. Отклонения оси Z 
спектра от оси С3 в кристаллах YAl3(BO3)4 (53.1) и EuAl3(BO3)4 (54.2) вызваны 
вибронным взаимодействием Яна–Теллера совместно с моноклинным искажением. 
В кристалле YAl3(BO3)4 наблюдается дополнительное расщепление сверхтонких 
компонент спектра, вызванное взаимодействием электронного спина ионов двух-
валентной меди с ядерными моментами ближайших ионов иттрия. 
 
Ключевые слова: спектр ЭПР, алюминиевый борат, спиновый гамильтониан, эф-
фект Яна–Теллера, лигандная структура 
 

Введение 
 

Кристаллы RM3(BO3)4 (где R – редкоземельные ионы или иттрий,  
M – Al, Fe, Ga, Cr) обладают нелинейными оптическими свойствами, а также 
хорошими люминесцентными характеристиками. Увеличение в алюмобора-
тах концентрации примесных ионов не сопровождается концентрационным 
тушением, а благодаря физическим и химическим свойствам эти кристаллы 
являются перспективными материалами для твердотельных лазеров [1–4]. 

Структура кристаллов такова, что позволяет вводить в них в качестве 
примеси ионы редких земель и ионы группы железа. Это дает возможность 
изменять магнитные свойства кристаллов. Ионы железа, взаимодействуя в 
квазиодномерных цепочках, переводят кристаллы из парамагнитного состо-
яния в антиферромагнитное при температуре 37 K. Взаимодействие ионов 
железа с редкоземельной подсистемой в кристалле GdFe3(BO3)4 вызывает 
спин-переориентационный переход при 10 K [5,6]. В ряде алюминиевых и 
галлиевых боратов обнаружен большой магнитоэлектрический эффект [7,8]. 
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Ввиду того, что полезные свойства кристаллов определяются примесями, 
вводимыми специально или попадающими в кристалл неконтролируемым 
путем, предметом современных исследований являются энергетические со-
стояния, местоположение примесей и искажения кристаллической структу-
ры, которые они создают. Изучению примесных центров в алюмоборатах 
посвящен целый ряд работ: Eu2+ – [9], Mn2+ – [10–12], Ru3+ – [13],  
Сr3+ – [14–18], Ti3+ – [19], Yb3+ – [20], Er3+ – [21], Nd3+ – [22], Co2+ – [23], 
Gd3+ – [24–26] и Dy3+ – [27]. Кристаллы галлоборатов изучены в меньшей 
степени [28–32]. 

В данной работе представлены результаты исследования примесных 
ионов двухвалентной меди, внедренных в кристаллы EuAl3(BO3)4 и 
YAl3(BO3)4. Находясь в кристаллических полях тригональной или кубиче-
ской симметрии, ионы Cu2+ ввиду особенностей электронной конфигурации 

93d  подвергаются воздействию эффекта Яна–Теллера. Вследствие этого в 
статических и динамических свойствах спектров ЭПР появляются необыч-
ные характеристики. Изучаемые кристаллы относятся к тригональной син-
гонии с пространственной группой R32, а значит, они способны проявлять 
необычные свойства, не характерные для других примесей. 
 

1. Образцы и особенности эксперимента 
 

Соединения RM3(BO3)4 имеют структуру хантита CaMg3(BO3)4 с про-
странственной группой R32. Параметры решетки и координаты атомов в 
монокристаллах YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4 с примесью двухвалентной меди 
приведены в табл. 1. 

Таблица 1 
Параметры решетки и координаты атомов в монокристаллах  

YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4 с примесью двухвалентной меди 
 

Кристалл 
Параметры 
решетки, Å 

Кристалл 
Параметры 
решетки, Å 

YAl3(BO3)4:0.1  
at.% Cu 

a = 9.28022(4) 
c = 7.22747(4) 

EuAl3(BO3)4:0.1  
at.% Cu 

a = 9.30832(8) 
c = 7.26947(8) 

Координаты атомов 
Элемент x y z Элемент x y z 

Y 0 0 0 Eu 0 0 0 

Al/Cu 
0.5545 

(2) 
0 0 Al/Cu 

0.5520
(4) 

0 0 

B1 0 0 0.5 B1 0 0 0.5 

B2 
0.4478 

(8) 
0 0.5 B2 

0.4188
(32) 

0 0.5 

O1 
0.8595 

(4) 
0 0.5 O1 

0.8747
(10) 

0 0.5 

O2 
0.5823 

(5) 
0 0.5 O2 

0.5604
(13) 

0 05 

O3 
0.4476 

(4) 
0.1501 

(4) 
0.5206

(4) 
O3 

0.4442
(9) 

0.1509 
(9) 

0.5224 
(9) 
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Рентгеновские дифракционные измерения проводили с использованием 
лабораторного дифрактометра X’Pert Pro Alpha1 MPD (Panalytical), осна-
щенного рентгеновской трубкой CuKα, монохроматором первичного пучка 
Ge (111) и позиционно-чувствительным линейным полупроводниковым де-
тектором X’Celerator. Полученные дифракционные картины анализировали 
методом Ритвельда с помощью программы Fullprof.2k. Для уточнения при-
меняли соответствующую модель, описывающую кристаллическую струк-
туру образца и условия измерений. 

Спектры ЭПР измерены в X-диапазоне (9.384 GHz) и Q-диапазоне 
(34.053 GHz) в интервале температур 4–460 K с помощью спектрометра 
Bruker ELEXSYS E580. Для ЭПР-исследований в Х-диапазоне использовали 
высокочастотный резонатор ER 4122 SHQE Super X с криостатом  
ER 4118CF, а в Q-диапазоне – резонатор ER 5106 QT-W с криостатом  
ER 4112HV. Образцы помещали на кварцевые стержни диаметрами 4 и  
2 mm для измерений в X- и Q-диапазонах. 

Элементарная ячейка RAl3(BO3)4 содержит 3 формульные единицы. Ио-
ны R3+, Al3+ и B3+ окружены ионами кислорода, которые образуют соответ-
ственно тригональные призмы, октаэдры и треугольники. Структура кри-
сталла ReAl3(BO3)4 показана на рис. 1. 

 
Рис. 1. Фрагмент кристаллической структуры YAl3(BO3)4 . Ионы Y находятся в 
призме, в вершинах которой расположены ионы кислорода О3. Ионы Al находятся 
в искаженных октаэдрах из ионов кислорода О1, O2, О3. Ось С3 направлена пер-
пендикулярно плоскости рисунка 

Кристаллы YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4, легированные 0.1% Cu2+, выращи-
вали методом спонтанной кристаллизации из раствора в расплаве. Окислы 
брали в соотношении, которое соответствует уравнению Re2O3 + 3Al2O3 + 
+ 4B2O3 = 4ReAl3(BO3)4 (где Re – Y или Eu). Для получения однородной 
массы состав тщательно перемешивали, помещали в платиновый тигель и в 
течение 5 h прогревали при температуре 750C. В качестве растворителя ис-
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пользовали молибдат калия K2Mo3O10.  Раствор, находящийся в платиновых 
тиглях, охлаждали от 1150 до 900C со скоростью 2 deg/h. Были получены 
кристаллы с размерами 2–3 mm. Измерения проводили на кристаллах, име-
ющих хорошо выраженную огранку. 
 

2. Спектр ЭПР Cu2+ в кристаллах EuAl3(BO3)4 и YAl3(BO3)4 
 

В кристаллах, легированных окисью меди CuO, был обнаружен спектр 
ЭПР двухвалентной меди, имеющий характерные признаки, присущие 
именно этому иону. На рис. 2 показаны записи спектров при 15 K в кри-
сталлах EuAl3(BO3)4 и YAl3(BO3)4, когда магнитное поле направлено вдоль 
оси Z спектра. Наблюдается сверхтонкая структура, вызванная двумя изо-
топами меди, у которых одинаковый спин ядра (I = 3/2), разные магнитные 
моменты ядра – 65Cu (–0.220), 63Cu (–0.204) и различная распространен-
ность – 65Cu (31%) и 63Cu (69%). В кристалле EuAl3(BO3)4 отчетливо 
наблюдается изотопическая структура, в YAl3(BO3)4 каждая линия имеет 
дополнительное расщепление. Из угловой зависимости установлены 
направления осей спектра относительно огранки кристалла. Ось Z спектра 
отклонена от оси С3. В кристаллах наблюдаются три магнитно-
неэквивалентных спектра, которые имеют одинаковые параметры и повто-
ряются при повороте на 120 при вращении вокруг оси С3. Оси Z и X лежат 
в плоскости ( 12 10 ), а ось Y, которая является осью второго порядка, пер-
пендикулярна этой плоскости. 

2600 2800 3000

B, Gs  
а 
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Рис. 2. Спектры ЭПР иона Cu2+ в кристаллах EuAl3(BO3)4 (а) и YAl3(BO3)4 (б):  
а – отчетливо видна изотопическая структура, обусловленная изотопами 65Cu и 63Cu; 
б – кроме этой изотопической структуры наблюдаются дополнительные линии ли-
гандной структуры, вызванные взаимодействием с ядрами ионов иттрия 

Спектр ЭПР иона Cu2+ для всех направлений магнитного поля относи-
тельно кристаллографических осей может быть интерпретирован с помощью 
ромбического спинового гамильтониана [33]: 

ˆ ˆˆ ˆH gS SA I  B , 

где β – магнетон Бора; В – вектор индукции магнитного поля; g – тензор 
спектроскопического расщепления; А – тензор сверхтонкого взаимодей-
ствия; Ŝ, Î  – операторы соответственно электронного и ядерного спинов. 
Параметры спектров ЭПР для кристаллов EuAl3(BO3)4 и YAl3(BO3)4 пред-
ставлены в табл. 2. 

Таблица 2 
Параметры спинового гамильтониана, описывающего спектр ЭПР в  

кристаллах YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4 при температуре 15 K 
 

Кристалл gx gy gz 
Ax Ay Az, MHz , 

deg MHz 65Cu 63Cu 

YAl3(BO3)4 
2.122 

(2) 
2.132 

(2) 
2.500

(2) 
66.3
(3) 

55.8
(3) 

320.04
(2) 

300.23 
(2) 

53.1 

EuAl3(BO3)4 
2.111 

(2) 
2.106 

(2) 
2.428

(2) 
68.3
(3) 

57.1
(3) 

304.27
(2) 

291.36 
(2) 

54.2 
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На рис. 3 показаны габитус кристаллов YAl3(BO3)4 в виде вытянутой 
шестигранной призмы, кристаллографические оси, а также направления 
осей X, Y, Z спектра ЭПР иона Cu2+. Оси Z и X лежат в плоскости ( 12 10 ), 
а ось Y перпендикулярна этой плоскости и совпадает с кристаллографиче-
ской осью второго порядка [ 12 10 ]. Там же показаны углы отклонения 
оси Z от оси С3. 

φ

Z

C3

X

[0 0 0 1]

[1 2 1 0]
[1 0 1 0]

Y

φ

 
Рис. 3. Габитус кристаллов YAl3(BO3)4 в виде вытянутой шестигранной призмы. 
Показаны кристаллографические оси, а также направления осей X, Y, Z спектра 
ЭПР иона Cu2+. Оси Z и X лежат в плоскости ( 12 10 ), а ось Y перпендикулярна 
этой плоскости и совпадает с кристаллографической осью второго порядка 
[ 12 10 ] 

В X-диапазоне при 15 K в кристалле EuAl3(BO3)4 ширина линии ЭПР 
составляет 4 Gs в Z-ориентации и 5.5 Gs в X-ориентации, в кристалле 
YAl3(BO3)4 – соответственно 4.7 и 7 Gs. В Q-диапазоне ширина линии 
ЭПР ~ 30 Gs и тонкие особенности спектров не наблюдаются. 

При нагревании кристаллов выше 20 K наблюдается уширение спек-
тральных линий, которое происходит вследствие увеличения скорости 
спин-решеточной релаксации. На рис. 4 приведена зависимость ширины 
линии ЭПР от температуры в обоих кристаллах, которая может быть ин-
терпретирована экспоненциальной зависимостью ΔB = a + bexp(–c/T). В 
кристалле EuAl3(BO3)4 a = 54 ± 0.4, b = (1.7 ± 0.5)ꞏ103, c = 271 ± 21 K (или 
187 ± 14 cm–1); в кристалле YAl3(BO3)4 a = 4.1 ± 0.4, b = (2 ± 0.5)ꞏ102,  
c = 284 ± 28 K (или 196 ± 19 cm–1). Скорость спин-решеточной релакса-
ции эффективнее в кристалле EuAl3(BO3)4, но показатели в экспоненци-
альной зависимости в обоих кристаллах почти одинаковы. Одновременно 
с уширением линий при повышении температуры наблюдается уменьше-
ние gz (рис. 5). 
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Рис. 4. Температурная зависимость ширины линии спектра ЭПР иона Cu2+ в кри-
сталлах YAl3(BO3)4  (кривая 1) и EuAl3(BO3)4 (кривая 2) 
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Рис. 5. Температурная зависимость g-фактора спектра ЭПР иона Cu2+ в кристалле 
EuAl3(BO3)4 

3. Обсуждение результатов 

При обсуждении наблюдаемых экспериментальных данных необходимо 
ответить на следующие вопросы: 1) в каком узле кристаллической решетки 
алюмобората находится примесь двухвалентной меди; 2) почему угол от-
клонения оси Z спектра ЭПР иона Cu2+ от оси С3 существенно отличается от 
наблюдаемых ранее углов для ионов Cr3+, Ti3+, Co2+, Mn2+, Ru3+; 3) каковы 
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причины возникновения дополнительного расщепления сверхтонких линий 
в кристалле YAl3(BO3)4 и их отсутствия в кристалле EuAl3(BO3)4. 

1. Как упоминалось ранее, в решетке алюмобората имеются два узла, в 
которые могут попасть примесные ионы – трехвалентный иттрий и трехва-
лентный алюминий. Ионы Cr3+, Ti3+, Co2+ замещают трехвалентный алюми-
ний с симметрией узла С2. В результате такого замещения наблюдаются три 
магнитно-неэквивалентных спектра ЭПР, повторяющиеся через 120 при 
вращении магнитного поля в плоскости, перпендикулярной оси С3. Бли-
жайшее окружение иона Al3+ составляют шесть ионов кислорода, образую-
щих искаженный октаэдр. Оси Z спектров ЭПР незначительно отклонены от 
оси С3. В спектре ЭПР ионов Cr3+ угол отклонения ~ 2, ионов Ti3+ – 7, 
ионов Co2+ – 9. С другой стороны, ионы Mn2+ замещают трехвалентный ит-
трий, в результате чего наблюдается единственный спектр с аксиальной 
симметрией, соответствующей симметрии узла D3. 

По нашему мнению, основную роль играет соотношение радиусов ионов 
хозяйской решетки и примесных ионов. Согласно работе [34] ионные радиу-
сы имеют следующие значения, Å: Y3+ – 0.9, Al3+ – 0.53, Cr3+ – 0.615,  
Ti3+ – 0.67, Co2+ – 0.75, Mn2+ – 0.83. Ионы двухвалентного марганца значи-
тельно больше ионов алюминия и поэтому замещают ионы иттрия. Ионы 
двухвалентной меди имеют ионный радиус 0.73 и спектр ЭПР, состоящий из 
трех магнитно-неэквивалентных положений. На этом основании можно 
утверждать, что ионы Cu2+ замещают в решетке ионы Al3+ и находятся в ис-
каженном октаэдре из ионов кислорода. 

2. Ближайшее окружение двухвалентной меди, заместившей Al3+, состо-
ит из шести ионов кислорода, образующих слегка искаженный октаэдр  

(см. рис. 1). Электронная конфигурация двухвалентной меди 93d  и спин  
S = 1/2. Основной D-терм в кристаллическом поле октаэдра расщепляется на 
орбитальный дублет Eg и орбитальный триплет T2g. Дублет Eg нижний по 
энергии. Симметрия узла, в котором находятся ион Al3+ и замещающий его 
ион Cu2+, моноклинная с единственным элементом симметрии – осью C2. 
Оси Z спектров ЭПР Cr3+, Ti3+ и Co2+ направлены почти вдоль тригональной 
оси кристалла, что свидетельствует о преимущественно тригональном иска-
жении октаэдрического окружения примесных ионов с незначительной до-
бавкой моноклинного вклада. В правильном октаэдре, а также в искаженном 
вдоль тригональной оси дублет Eg не расщепляется. Моноклинное искаже-
ние совместно с вибронным взаимодействием Яна–Теллера снимает вырож-
дение орбитального дублета. 

В правильном октаэдре эффект Яна–Теллера приводит к искажению вдоль 
одной из трех осей четвертого порядка С4, которые повернуты относительно 
оси С3 на 54.73 [33]. Ось Z спектра ЭПР иона Cu2+ повернута относительно 
оси С3 на 53.1 для YAl3(BO3)4 и на 54.2 для EuAl3(BO3)4, что служит убеди-
тельным доказательством проявления эффекта Яна–Теллера в исследуемых 
кристаллах. Ввиду того, что в потенциале кристаллического поля присутству-
ет моноклинная составляющая, три искажения вдоль псевдоосей четвертого 
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порядка становятся неэквивалентными. Минимальной энергией обладает 
конфигурация, в которой искажение происходит в направлении на ион кисло-
рода O1, куда направлена ось Z спектра ЭПР (см. рис. 1). 

Состояние Eg в кристаллическом поле с тетрагональным искажением рас-

щепляется на два уровня с волновыми функциями 2 23z r  и 2 2x y , 

энергетическое расположение которых определяет соотношение g-факторов 

[33]. Для вытянутого октаэдра g|| = 2 – 8λ/Δ, g = 2 – 2λ/Δ, где λ – параметр 
спин-орбитальной связи, Δ – величина расщепления состояний Eg и T2g. Экс-

периментально наблюдаемое соотношение g-факторов (g|| > g) в обоих кри-

сталлах (см. табл. 2) показывает, что основной орбиталью является 2 2x y . 

3. Обратим внимание на рис. 2, на котором показаны спектры ЭПР иона 
Cu2+ в кристаллах YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4. Различие заключается в том, 
что линии сверхтонкой структуры в кристалле YAl3(BO3)4 имеют дополни-
тельное расщепление, которое, очевидно, вызвано взаимодействием элек-
тронов Cu2+ c ядрами лигандов. Рассмотрим, какие ядра в окружении иона 
меди имеют магнитный момент и могли бы вызвать дополнительное рас-
щепление спектральных линий. В ближайшем окружении находятся ионы 
кислорода, состоящие из двух изотопов: 16О с естественной распространен-
ностью 99.757% и магнитным моментом ядра μ = 0, а также 17О с естествен-
ной распространенностью 0.038% и μ = –1.894μn (Sn = 5/2), где μn – ядерный 
магнетон Бора. Магнитный момент ядер бора для 10B μ =1.8μn (Sn = 3), для 
11B μ = 2.688μn (Sn = 3/2). Ядра алюминия 27Al также имеют магнитный мо-
мент μ = 3.641μn (Sn = 5/2). Ядра европия в кристалле EuAl3(BO3)4 имеют два 
магнитных изотопа: 151Eu μ = 3.472μn (Sn = 5/2) и 153Eu μ = 1.53μn (Sn = 5/2). 
Ядра иттрия 89Y, составляющие основу кристалла YAl3(BO3)4, обладают 
магнитным моментом μ = 0.137μn (Sn = 1/2). Изотопов 17O очень мало. Маг-
нитные моменты ядер бора и алюминия должны были вызвать лигандную струк-
туру в обоих кристаллах, но она наблюдается только в кристалле YAl3(BO3)4. 

Мы приходим к выводу, что суперсверхтонкая структура вызвана ядрами 
89Y. В кристалле EuAl3(BO3)4 ядра европия экранированы от электронного 
облака двухвалентной меди значительно эффективнее, чем ядра иттрия в 
изоморфном кристалле YAl3(BO3)4. Электронная конфигурация Y3+ – это 
замкнутые оболочки криптона [Kr], а электронная конфигурация Eu3+ – это 
[Kr]4d105s26p64f6. В ближайшем окружении иона Cu2+, замещающего Al3+, 
находятся два иона Y3+ на расстоянии 3.65 Å, два – на расстоянии 5.56 Å, 
один – на расстоянии 4.15 Å  и еще один – на расстоянии 5.16 Å. Следующие 
ионы Y3+ находятся на расстояниях, превышающих 8 Å. Определить, какие 
именно ядра иттрия вызывают суперсверхтонкую структуру, и какова вели-
чина вклада каждого ядра, можно, только рассчитав распределение элек-
тронной плотности основного состояния двухвалентной меди. 

Температурная зависимость ширины линии ЭПР отличается от анало-
гичных зависимостей других примесных ионов, находящихся в том же узле 
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решетки, что и ион меди, например от ионов Cr3+ и Co2+. Ион Cr3+, который 
находится в кристалле YAl3(BO3)4, слабо связан с колебаниями решетки, и 
поэтому линия ЭПР не уширяется вплоть до комнатной температуры. В кри-
сталле EuAl3(BO3)4 линии хрома можно наблюдать только до температуры 
70 K ввиду того, что спин-решеточная релаксация осуществляется с участи-
ем возбужденных состояний иона Eu3+ (322 K). Комбинационные процессы 
для ионов Co2+ гораздо эффективнее, чем релаксация через возбужденные 
уровни иона Eu3+, поэтому температурные зависимости ширины линий в 
кристаллах YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4 не отличаются. 

Как видно из рис. 4, ширина линии ЭПР иона Cu2+ увеличивается с воз-
растанием температуры быстрее в кристалле EuAl3(BO3)4, но зависимости 
для обоих кристаллов описываются экспоненциальными кривыми с почти 
одинаковыми показателями. Качественное объяснение можно предложить с 
учетом ян-теллеровских искажений ближайшего окружения иона Cu2+. Если 
ион двухвалентной меди находится в центре правильного октаэдра, то для 
того чтобы снять вырождение состояния Eg октаэдр искажается вдоль оси  
4-го порядка. Поскольку таких осей три, имеем три равнозначных возмож-
ности искажений с одинаковыми энергиями. Впервые такая ситуация 
наблюдалась экспериментально в работе [35]. В кристаллах YAl3(BO3)4 и  
EuAl3(BO3)4 симметрия узла, где находится ион Cu2+, С2 (т.е. кроме доми-
нирующего кубического кристаллического поля имеется небольшая добавка 
моноклинной составляющей). В результате три искажения становятся 
неравнозначными, и спектр ЭПР наблюдается только в одном, имеющем 
минимальную энергию. Два других имеют более высокую энергию и могут 
вносить свой вклад в спин-решеточную релаксацию иона Cu2+. Как следует 
из экспериментальной зависимости, приведенной на рис. 4, ближайшее воз-
бужденное состояние в кристалле EuAl3(BO3)4 составляет 187 cm–1, а в кри-
сталле YAl3(BO3)4 – 196 cm–1. Ситуация, когда эффект Яна–Теллера прояв-
ляется в низкосимметричном кристалле, не уникальна. В качестве примера 
можно привести работу [36], в которой описан спектр иона двухвалентной 
меди в моноклинном кристалле ZnSeO4ꞏ6H2O. 

Повышение температуры приводит к уменьшению g-факторов, линии ЭПР 
сдвигаются в более высокие магнитные поля. Аналогичное явление наблюдалось 
в спектре редкоземельного иона Dy3+ в кристалле KY(WO4)2 [37]. Зависимость  
gz от температуры для иона Cu2+ в кристалле EuAl3(BO3)4 показана на рис. 5. 

Магнитный момент основного состояния уменьшается вследствие сов-
местного действия орбитально-решеточного и зеемановского взаимодей-
ствий. В модели Дебая уменьшение g-фактора пропорционально выражению 

4T
/ 3

0

d

1

T

x

x x

e



  
 [38]. Температура Дебая для кристалла EuAl3(BO3)4 равна 358 K 

[23,31], поэтому множитель при 4T  остается постоянным при низких темпе-
ратурах. Существенное влияние на величину уменьшения g-фактора оказы-
вают возбужденные состояния иона. Температурный вклад тем больше, чем 
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меньше энергетическое расстояние до возбужденных уровней. На рис. 5 

подгоночная кривая, пропорциональная 4T , достаточно хорошо описывает 
экспериментальную температурную зависимость g-фактора. 
 

Заключение 
 

Проведено исследование алюмоборатов EuAl3(BO3)4 и YAl3(BO3)4 с 
примесью меди. Кристаллы выращены методом раствора в расплаве с ис-
пользованием в качестве растворителя калиевого молибдата K2Mo3O10. Кри-
сталлическая структура изучаемых материалов определена с помощью рент-
геноструктурного анализа. Исследование методом ЭПР позволило устано-
вить, что в исследуемых кристаллах ионы меди находятся в двухвалентном 
состоянии и замещают ионы алюминия. В результате проявления эффекта 
Яна–Теллера ближайшее окружение иона двухвалентной меди искажается 
таким образом, что магнитная ось Z спектра (ось gz-тензора) развернута от-
носительно оси С3 кристалла на 53.1 в YAl3(BO3)4 и на 54.2 в EuAl3(BO3). 

Определены параметры спектра ЭПР – g-факторы и константы сверхтон-
кого расщепления. Каждая сверхтонкая линия в кристалле YAl3(BO3)4 имеет 
дополнительное расщепление от ядер иттрия (I = 1/2). В кристаллах 
EuAl3(BO3) лигандная сверхтонкая структура не наблюдается ввиду более 
эффективного экранирования ядер европия его электронной оболочкой. 
Увеличение температуры выше 20 K приводит к уширению спектральных 
линий за счет роста скорости спин-решеточной релаксации, который описы-
вается экспоненциальной зависимостью ΔB = a + bexp(–c/T). В кристалле 
EuAl3(BO3) a = 5.4 ± 0.4, b = (1.7 ± 0.5)ꞏ103, c = 271 ± 21 K (или 187 ± 14 cm–1); 
в кристалле YAl3(BO3)4 a = 4.1 ± 0.4, b = (2 ± 0.5)ꞏ102, c = 284 ± 28 K (или 
196 ± 19 cm–1). Одновременно с уширением линий при повышении темпера-
туры наблюдается уменьшение gz. 
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А.А. Prokhorov, R. Minikaev, А.D. Prokhorov 

JAHN-TELLER EFFECT AND LIGAND SUPERFINE STRUCTURE OF THE Cu2+ 
ION IN THE CRYSTALS OF EuAl3(BO3)4 AND YAl3(BO3)4 

Single-crystal YAl3(BO3)4 and EuAl3(BO3)4 doped by copper are studied by the methods 
of electron paramagnetic resonance (EPR) and X-ray structure analysis. Lattice parame-
ters and positions of the atoms in the tested single crystals are evaluated. The study of the 
EPR spectrum has demonstrated that being in bivalent state, copper substitutes aluminum 
with node symmetry С2. The parameters of spin Hamiltonian describing the Cu2+ spec-
trum are calculated. Deviations of Z axis from С3 in YAl3(BO3)4 (53.1) and Eu-
Al3(BO3)4 (54.2) are generated by Jahn–Teller vibronic interaction combined with 
mononclinic distortion. In YAl3(BO3)4 , additional splitting of superfine components of 
the spectrum is registered that is due to interaction of electron spin of the electrons of bi-
valent copper with nuclear moments of the neighbor yttrium ions. 

Keywords: EPR spectrum, aluminumborate, spin Hamiltonian, Jahn–Teller effect, ligand 
structure 

Fig. 1. Fragment of crystal structure of YAl3(BO3)4. Ions of Y are in a prism, oxygen ions 
О3 are located at the nodes. The Al ions are positioned at distorted octahedrons formed 
by oxygen ions О1, O2, О3. Additional lines mark the directions of distortion of Cu2+ 
neighborhood and the direction of Z axis of the EPR spectrum 
 
Fig. 2. EPR spectra of Cu2+ in EuAl3(BO3)4 (а) and YAl3(BO3)4 (б): а – isotopic struc-
ture is explicitly seen, being determined by 65Cu and 65Cu; б – besides the isotopic struc-
ture, additional lines of ligand structure generated by interaction with yttrium nuclei are 
observed 
 
Fig. 3. Habitus of YAl3(BO3)4 in the form of elongated hexagonal prism. Crystallograph-
ic axes and directions of spectrum axes X, Y, Z for EPR spectrum of Cu2+are shown. Axes 

Z and X are in ( 12 10 ) plane, and normal axis Y coincides with the second-order crys-

tallographic axis [ 1 2 1 0 ] 
 
Fig. 4. Temperature dependence of the line width of EPR spectrum of Cu2+ in crystals of 
YAl3(BO3)4  (curve 1) and EuAl3(BO3)4 (curve 2) 
 
Fig. 5. Temperature dependence of g-factor of the EPR spectrum of Cu2+ in EuAl3(BO3)4 
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Получены нестандартные формы соотношения Грюнайзена в термодинамике. Ис-
пользованы методологии якобианов и внешних дифференциальных форм. 
 
Ключевые слова: соотношение и параметр Грюнайзена, якобиан, внешние диффе-
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Введение 

Известно, что основными характеристиками нормального колебания яв-
ляются его амплитуда и частота. При описании ангармонических колебаний 
используется гамильтониан с кубической (и более высоких степеней) зави-
симостью потенциальной энергии от смещений осцилляторов. При этом 
собственная частота колебаний зависит от коэффициента упругости (жест-
кости) «пружинки», который, в свою очередь, может зависеть от смещения. 
Рассматривая сплошную среду как систему ангармонических осцилляторов 
[1–7], мы сталкиваемся с проблемой корректного описания системы взаимо-
действующих частиц. В длинноволновом пределе в термодинамике дефор-
мацию среды принято описывать коэффициентами расширения ,S P  , а 

также постоянной Грюнайзена G . Как показывают расчеты [1–7], соответ-

ствующие ангармонические коэффициенты взаимозависимы. Они связаны 
так называемым соотношением Грюнайзена. При этом их взаимообуслов-
ленность непосредственно из определений не видна. Как будет продемон-
стрировано ниже, связь между вышеупомянутыми ангармоническими вели-
чинами осуществляется посредством других термодинамических коэффици-
ентов механической и калориметрической природы, а также иных парамет-
ров (температуры и др.). 

1. Представления соотношения Грюнайзена через термодинамические 
производные 

Параметр Грюнайзена для изотропной конденсированной среды опреде-
ляется как G ( / )VV P U     [1–5]. Данная величина входит в уравнение со-

стояния Ми–Грюнайзена (см. ниже замечания, а также [1–5]). Вышеупомя-
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нутое определение может быть переписано в терминах исчислений прямых 
и внешних дифференциальных форм [1–4]: 

G
( , ) d d

( , ) d d

P V P V
V V

U V U V

 
  

 

 
  . (1.1) 

При вычислениях, опираясь на методологии якобианов и внешних диффе-
ренциальных форм, будем использовать наряду с «простыми» условными 
единицами вида 

( , ) d d
1

( , ) d d

x y x y

x y x y

 
 
 

 
   (1.2) 

так называемые «фундаментальные» условные единицы [3–7]: 

( , ) d d
1 ,

( , ) d d

( , ) d d
1 .

( , ) d d

T S T S

P V P V

P V P V

T S T S

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 

 (1.3) 

При этом в (1.2) переменные ( , )x y  выбираются из множества ( , , , , )U T S P V , 
где , , ,T S P V  – это традиционные независимые термодинамические пере-
менные, а U  – термодинамическая функция (внутренняя энергия). 

В дальнейших преобразованиях нам понадобятся различные выражения 
для дифференциала внутренней энергии (в зависимости от выбора пары не-
зависимых переменных). Будем исходить из общеизвестного равенства, со-
держащего «свои» переменные ( , )S V : 

d ( , ) d d d d
V S

U U
U S V S V T S P V

S V

              
. (1.4) 

В терминах внешних дифференциальных форм (1.4) записываем как 

d ( , ) d d d d
V S

U U
U S V S V T S P V

S V

              
     . (1.5) 

Из (1.4) и (1.5) автоматически следуют равенства 

V

U
T

S

    
, 

S

U
P

V

    
. (1.6) 

Из равенств (1.6) вытекает соотношение 
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( / ) ( , ) / ( , )

( / ) ( , ) / ( , )
V

S

U ST U V S V

P U V U S V S

   
    

   
 

( , ) / ( , ) ( , )
.

( , ) / ( , ) ( , ) U

U V S V U V V

U S S V U S S

            
 (1.7)

При условии равенства смешанных производных из (1.6) получаем соотно-
шение Максвелла [9,10]: 

S V

T P

V S

            
. (1.8)

Трансформируем равенство (1.4), переходя к другим независимым перемен-
ным ( , )S P : 

 d , ( , ) d d
P S

U U
U S V P S S P

S P

             
 

d d ( , ) d d d
S P

V V
T S P V P S T S P P S

P S

                   
 

d d
P S

V V
T P S P P

S P

                
. (1.9)

Из (1.9) следуют термодинамические соотношения 

P P

U V
T P

S S

            
, (1.10)

S S

U V
P

P P

            
. (1.11)

Применяя методологию якобианов, из (1.9)–(1.11) получаем соотношение 

( / )

( / )
P

SU S V

T P V SP T P P

S P V P P V S

                         
. (1.12)

Далее, используя переменные ( , )S T , трансформируем равенство (1.4). В 
этом случае будем иметь 

 d , ( , ) d d
T S

U U
U S V T S S T

S T

             
 

d d ( , ) d d d
S T

V V
T S P V T S T S P T S

T S

                   
 

d d
T S

V V
T P S P T

S T

                
, (1.13)
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откуда получим соотношения 

T T

U V
T P

S S

            
, (1.14) 

S S

U V
P

T T

            
. (1.15) 

Из равенств (1.13)–(1.15) находим уравнение 

U S V

T T T T

S P V S

                    
. (1.16) 

Переходя к представлению с использованием переменных ( , )V T , перепи-
шем дифференциал (1.4) в форме 

 d ( , ), d ( , ) dU S V T V T S V T P V    

d d d
T V

S S
T V T P V

V T

                 
 

d d
T V

S S
T P V T T

V T

                 
 

d d
T V

U U
V T

V T

            
. 

 
 
 
 
 

 
(1.17) 

Таким образом, 

T T

U S
T P

V V

            
, (1.18) 

V V

U S
T

T T

           
. (1.19) 

Разделив (1.18) на (1.19) и выполнив соответствующие преобразования, по-
лучим равенство 

U V S

T P T T

V T S V

                    
. (1.20) 

В свою очередь, разделив (1.19) на (1.18), можем прийти к выражению 

1

( / )( / ) ( / )V SU

V

T P T T S T V

         
. (1.21) 

Следовательно, еще раз доказывается, что с термодинамическими производ-
ными (и с соответствующими якобианами) можно обращаться по тем же 
правилам, что и с обычными дробями. 
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Очевидно, что в переменных ( , )V P  будем иметь 

 d ( , ), d ( , ) dU S V P V T S V P P V    

d d d
P V

S S
T V P P V

V P

                 
 

d d
P V

U U
V P

V P

            
 

(1.22)

и, соответственно, такие термодинамические соотношения: 

P P

U S
T P

V V

            
, (1.23)

V V

U S
T

P P

           
. (1.24)

Используя (1.22) или (1.23) и (1.24), находим, что 

U V S

P P P P

V T S V

                    
. (1.25)

Наконец, наиболее сложные преобразования следует производить для слу-
чая переменных ( , )T P , когда в (1.4) ( , )S S P T  и ( , )V V P T : 

 d ( , ), ( , ) d ( , ) d ( , )U S T P V T P T S T P P V T P    

d d d d
P T P T

S S V V
T T P P T P

T P T P

                                        
 

d d
P T

U U
T P

T P

            
. 

 

(1.26)

Отсюда получим соотношения 

P P P

U S V
T P

T T T

                    
, (1.27)

T T T

U S V
T P

P P P

                    
. (1.28)

Исходя из (1.26) при constU   или составляя дробь из (1.27) и (1.28), бу-
дем иметь 

1

SP P

U

T T T

P PS V
T P

T TT TP
S V P VT T P
P P T S

                                               

. (1.29)
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Рассмотрим дифференциальное уравнение, вытекающее из (1.4), содер-
жащее энтропию как термодинамическую функцию: 

1
d ( , ) d d

P
S U V U V

T T
  . (1.30) 

Очевидно, что определение давления, получаемое при условии 
constS  , остается таким же, как и в (1.6). При этом коэффициенты в (1.30) 

являются обратными по отношению к величинам, найденным в (1.6) и (1.7), 
а именно: 

1 ( , )

( , )V

S S V

T U U V

      
, (1.31) 

( , )

( , )U

P S S U

T V V U

      
. (1.32) 

Определим условие полноты для дифференциала (1.30). Для этого вычислим 
следующие вторые производные: 

2

1

V UU

S T

V U VT

                 
, 

2

1

U V VV

S P P T

U V T U UT

                         
. 

Приравняем их и получаем искомое уравнение (приведенное соотношение 
Максвелла для данного набора переменных): 

U V V

T P T
T P

V U U

                     
. (1.33) 

Согласно (1.33) параметр Грюнайзена (1.1) будет иметь вид 

G
( , )

( , ) V U

P V VP T V T
V

U V T U T V

                
. (1.34) 

Теперь примем за независимые переменные величины ( , )P V  и, исходя из 
уравнения (1.30), записанного в виде 

d ( , ) d ( , ) dT S P V U P V P V  , (1.35) 

получаем равенство 

d d d d d
V P V P

S S U U
T P T V P V P V

P V P V

                              
. 
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Отсюда следуют соотношения 

V V

S U
T

P P

           
, (1.36)

P P

S U
T P

V V

            
. (1.37)

Изучая случай независимых переменных ( , )P T , аналогично вышеизложен-
ному получаем равенство 

d d d d
T P T P

S S U U
T P T T P T

P T P T

                              
 

d d
T P

V V
P P P T

P T

            
. 

Далее находим соотношения 

T T T

S U V
T P

P P P

                    
, (1.38)

P P P

S U V
T P

T T T

                    
. (1.39)

Исследуем данную термодинамическую функцию как зависящую от пере-
менных ( , )V T : 

d d d d d
T V T V

S S U U
T V T T V T P V

V T V T

                              
. 

Отсюда получаем равенства 

T T

S U
T P

V V

            
, (1.40)

V V

S U
T

T T

           
. (1.41)

Перейдем непосредственно к вычислению параметра Грюнайзена. При-
меняя фундаментальную условную единицу, будем иметь 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P V P V T S
V V V

U V U V U V P V

   
      

   
 

( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , )

P V T S T S
V V

P V U V U V

  
     

  
 

V U V U

T S S T
V

U V U V

                               
. (1.42)
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Если в (1.42) подставить выражения (1.31)–(1.33), то получим тождество. 
Используя определения термодинамических производных (1.6), (1.7), 

(1.19), (1.20), из (1.42) находим 

G 2 2

1

V V S S

P T P T T V T
V

S S T V T VT T

                                   
. (1.43) 

Применяя фундаментальную единицу, обратную предыдущей, получаем 
тождество 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P V P V P V
V V V

U V U V U V T S

   
      

   
 

( , ) ( , )

( , ) ( , ) V

P V P V P
V V

T S U V U

          
. 

 
 

(1.44) 

Опираясь на обычные условные единицы, а также равенство (1.19), бу-
дем иметь следующие результаты: 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P V P V V T
V V V

U V U V U V V T

   
      

   
 

( , ) ( , )

( , ) ( , ) V V V V

P V V T P T V P T
V V

V T U V T U T T S

                                  
. 

 
 

(1.45) 

Выкладки с условной единицей ( , ) / ( , )V P V P   очевидным образом приво-
дят к тождеству. 

Используя еще одну условную единицу, будем иметь 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P V P V V S
V V V

U V U V U V V S

   
      

   
 

( , ) ( , )

( , ) ( , ) V V V

P V V S P S V P
V V

V S U V S U T S

                           
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

V P V T S V P V T S

T S V T S T T S S V

   
      

   
 

( , )
1

( , ) S

V T S V T

T V S T V

           
. 

 
 
 
 
 
 
 

(1.46) 

Очевидно, что (1.46) тождественно (1.42). Далее, применяя условную еди-
ницу ( , ) / ( , )P T P T  , в результате простых преобразований получаем сле-
дующий результат: 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P V P V P T
V V V

U V U V U V P T

   
      

   
 

.
P T V

V P T
V

T V U

                     
 

 

 
(1.47) 
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Используя другую условную единицу, имеем 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P V P V P S
V V V

U V U V U V P S

   
      

   
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V P S P V T S P S P T
V V

P S U V T S P S P T U V

     
      

     
 

.
S P T V

T S P T
V

P T V U

                             
 (1.48)

2. Представления параметра Грюнайзена через термодинамические  
коэффициенты 

Для сравнения с экспериментом в термодинамике пользуются термоди-
намическими коэффициентами [13]. Последние определяются через термо-
динамические производные. 

Термодинамическими коэффициентами являются величины, включаю-
щие в себя выражения вида ( / )zx y  , где , ,x y z  выбираются из величин 

( , , , )V P S T . Они подразделяются на дилатометрические (механического ти-
па) и калориметрические (описывающие тепловые свойства). К первым [13] 
относятся термические коэффициенты объемного расширения сплошной 
среды (соответственно адиабатического и изобарического типов): 

1
S

S

V

V T

     
, 

1
P

P

V

V T

     
. (2.1)

Далее термические коэффициенты давления (соответственно изохорический 
и адиабатический) выразятся как 

1
V

V

P

P T

     
, 

1
S

S

P

P T

     
. (2.2)

Коэффициенты упругости (изотермический и адиабатический) имеют вид 

T
T

P
K V

V

     
, S

S

P
K V

V

     
. (2.3)

К калориметрическим следует отнести шесть коэффициентов [5,13]. При 
этом существует три уравнения, в которые упомянутые коэффициенты вхо-
дят попарно. Каждое из таких уравнений связывает бесконечно малое коли-
чество теплоты, необходимое для изменения внутренней энергии системы и 
совершения работы, с дифференциалами термодинамических переменных. 
Поскольку по определению калориметрические коэффициенты – это термо-
динамические коэффициенты, которые характеризуют тепловые свойства 
системы, определенные на множестве переменных ( , , )P V T , они отвечают за 
изменение количества тепла, связанное с изменением соответствующей пе-
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ременной при постоянстве двух других. При этом мы работаем с уравнением 
состояния 

( , , ) 0f P V T  . (2.4) 

В геометрической интерпретации оно описывает поверхность в трехмерном 
пространстве, по которой движется воображаемая точка. Траектория такой 
точки зависит от оставшихся двух переменных.  

Целесообразно использовать второе начало термодинамики 

d
Q

S
T


 , (2.5) 

в котором дифференциал энтропии обладает свойством полноты и вытека-
ющими отсюда следствиями (см. выше). 

Таким образом, на множестве переменных ( , )V T  (случай поверхности 
( , ) constP V T  ) получаем равенство 

( ) ( , ) d d d dP

T V T V

Q Q S S
Q V T V T T V T T

V T V T

                                
 

( ) ( )( , )d ( , )dP P
T Vl V T V C V T T  . 

 
 

(2.6) 

Здесь и ниже, где нет необходимости, будем опускать верхний индекс (такое 
обозначение принято в классической литературе). Таким образом, вводим 
коэффициенты 

( ) ( , )
( , )P

T
T

S V T
l V T T

V

    
, (2.7) 

( ) ( , )
( , )P

V
V

S V T
C V T T

T

    
. (2.8) 

Выражение (2.7) отображает теплоту изотермического расширения, а  
(2.8) – изохорическую теплоемкость.  

Если рассматриваем множество независимых переменных ( , )P T , то бу-
дем исходить из уравнения 

( ) ( , ) d d d dV

T P T P

Q Q S S
Q P T P T T P T T

P T P T

                                
 

( ) ( )( , )d ( , )dV V
T Pl P T P C P T T  . 

 

 
(2.9) 

Здесь имеем следующие коэффициенты: 

( ) ( , )
( , )V

T
T

S P T
l P T T

P

    
, (2.10) 

( ) ( , )
( , )V

P
P

S P T
C P T T

T

    
. (2.11) 
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Соответственно своему физическому смыслу величины (2.10) и (2.11) пред-
ставляют собой соответственно теплоту изотермического расширения и изо-
барическую теплоемкость. 

Далее, рассматривая уравнение на множестве переменных ( , )P V  (точка 
движется по поверхности ( , ) constT P V  ), имеем 

( ) ( , ) d d d dT

V P V P

Q Q S S
Q P V P V T P T V

P V P V

                                
 

( ) ( )( , )d ( , )dT T
V Pm P V P m P V V  , (1.41)

где введены следующие коэффициенты: 

( ) ( , )
( , )T

V
V

S P V
m P V T

P

    
, (2.13)

( ) ( , )
( , )T

P
P

S P V
m P V T

V

    
. (2.14)

Здесь (2.13) и (2.14) – соответственно теплота изохорического сдавливания и 
теплота изобарического расширения (так называемые скрытые теплоты из-
менения состояния системы). 

Выразим параметр Грюнайзена через дилатометрические коэффициенты. 
Согласно определению из (1.43) получаем связь 

G
1

SS

V T

T V T

        
. (2.15)

Такой же результат можем найти, исходя из (1.46). 
Используя равенство (1.45), получаем определение 

G
V

VV V V V

P T V P T
V VP

T U T T S C

                              
. (2.16)

Исходя из (1.47), приходим к следующему результату: 

G
P T

VP T V

V KV P T
V

T V U C

                      
. (2.17)

Подчеркнем, что формула (2.17) – это наиболее употребляемое в литературе 
определение параметра Грюнайзена. 

Используя (1.48), получаем такую формулу: 

G
1 P T

V SS P T V

C KT S P T
V

P T V U PT C

                                 
. (2.18)
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Запишем теперь параметр Грюнайзена с применением калориметриче-
ских коэффициентов. Вначале используем теплоемкости, которые выража-
ем, исходя из (2.7) и (2.8), как 

V
V V

S U
C T

T T

            
, (2.19) 

P
P P P P

S W U V
C T P

T T T T

                              
, (2.20) 

где U  – это внутренняя энергия, W  – энтальпия. 
Очевидно, что  

( , ) ( , ) ( , ) 1 ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )V
S V S V P V U V

C T T V
T V T V U V V P V

   
    

   
 

G G G

( , ) ( , ) 1 1

( , ) ( , )
V

V V

VPS V P V S P
TV TV

U V T V U T

                       
. 

Отсюда следует 

G
V

V

PV

C


  . (2.21) 

Ту же формулу можно получить, исходя из другого определения, преоб-
разуя его таким образом: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )V V
G

U V U V P V U V P V V
C P

T V T V P V P V T V

    
       
     

. 

В отношении изобарической теплоемкости имеем, с одной стороны, 

G
G

G

( , ) ( , ) 1 ( , )

( , ) ( , ) ( , )P
P

S S P S P U V
C T T T

T T P T P V P V

                 
 

G G( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

T TS P U V S P V P U V T V

V P V T P V V P S T T P T V

      
        

     
 

G G( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S V

T

T TP CS P V P U V T V

V S T V P T V T P K

     
      

   
, 

откуда следует 

G
T P

S V

K C

TP C
  


,  (2.22) 

что совпадает с (2.18). 
Используя прямой подход к работе с якобианами, будем иметь 
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( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )P
P

S S P S T S P S T
C T T T

T T P S T S T T P

                
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

S P S T V P S P S T V P
T T

S T T P V P S T V P T P

     
      

     
 

S PTVP   . (2.23)

С другой стороны, преобразуя выражение (2.20), находим 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )P
P P

U V U P P V V P
C P P

T T T P P V T P

                      
 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) P P P

U P P V V P U V V
P P

P V T P T P V T T

                              
 

P P P P

V U V S
P T

T V T V

                                 
. 

Здесь использована формула (1.23). Проводя дальнейшие преобразования, 
будем иметь  

P
P P P V P

V S V U S
C T

T V T S V

                                      
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
P S

GP P

KV U V S P V U V S P

T S V V P T V P S V V

                        
. 

Отсюда следует связь 

G
P S

P

V K

C


  . (2.24)

Заметим, что если учесть связь / /P V S TC C K K , то из (2.24) можно полу-

чить наиболее известную форму соотношения Грюнайзена.  
Свяжем теперь параметр Грюнайзена с другими калориметрическими 

величинами, а именно ( )P
Vl  и ( )V

Tl . Исходя из определений, находим 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
P

V
T

S S T V P S T V P
l T T T

V V T V P V P V T

                
 

G
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) V
P V U V P V U V T

T T C
T V U V U V T V V

   
       

   
. (2.25)

Таким образом, из формулы (2.25) следует  

( )

G

P
V

V

lV

T C
   . (2.26)
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Заметим, что промежуточные выкладки в (2.25) дают связь 

( )P
VV

V

P
l T TP

T

     
. (2.27) 

Аналогично (2.25)–(2.27) будем иметь, с одной стороны: 

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
V

T
T

S S T V P
l T T

P P T V P

          
 

( , ) ( , )

( , ) ( , ) P
P

S T V P V
T T TV

V P P T T

             
, 

 
 

(2.28) 

а с другой – 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
V

T
S T V P S T V P

l T T
P T V P V P P T

   
    

   
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P V U V P V U V V T
T T

P T U V U V P T V T

    
         

    
 

G
G

V

TV T

T CT U V

V T P K

              
. 

 
 
 

 
(2.29) 

Из (2.29) вытекает следующее определение параметра Грюнайзена: 

( )

G

V
TT

V

l K

TC
   , (2.30) 

из которого при учете (2.28) получаем часто употребляемое соотношение 
(2.17).  

Аналогичным способом преобразуем иные калориметрические коэффи-
циенты: 
 

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
T

V
V

S S V U V S V U V
m T T T

P P V U V U V P V

                
 

G G

1 1

( , ) / ( , )V

S V V
T T

U P V U V T

           
. 

Из этого равенства вытекает такое соотношение: 

G ( )T
V

V

m
  . (2.31) 

Другой термодинамический коэффициент можно записать в виде  
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( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
T

P
P

S S P U V S P U V
m T T T

V V P U V U V V P

                
 

G G

( , ) ( , ) V ( , ) ( , )

( , ) ( , ) γ ( , ) ( , )

S P T P TV S P T P
T

U V T P T P U V

    
              

 

G G G

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
SP P T

P
G V

KVC C KV T P T V T P T V
C

U V T V T V U V C

   
        

       
, 

откуда следуют равенства 

G ( )
P T

T
V P

C K

C m
   (2.32)

и 

G ( )
S
T

P

K

m
  . (2.33)

Замечания. Отметим, что на начальной стадии работы над статьей це-
лью авторов являлось установить зависимость дифференциала внутрен-
ней энергии от всех пар независимых переменных, включая «естествен-
ные», чтобы затем использовать полученные результаты для определения 
параметра Грюнайзена в различных формулировках. В этой связи целесо-
образно было бы напомнить, что естественные переменные называются 
так потому, что принятая в физике дифференциальная форма первого 
начала термодинамики по природе вещей содержит именно данные пере-
менные в качестве независимых. Поэтому условие полноты пфаффовой 
формы (т.е. равенства смешанных производных) приводит к наиболее 
простым соотношениям между термодинамическими коэффициентами по 
сравнению с другими вариантами использования других наборов пере-
менных. 

В этом контексте полученные в первой части статьи различные выра-
жения для пфаффовых форм (которые по большей части были впослед-
ствии использованы в данной работе) могут быть в принципе использова-
ны для отыскания различных дополнительных связей между термодина-
мическими коэффициентами. При этом существует возможность приме-
нить методологию как прямых, так и внешних дифференциальных форм. 
Вышеизложенные идеи касаются свободной энергии Гельмгольца, эн-
тальпии, а также энергии Гиббса. 

Авторы считают необходимым отметить, что перспективность исполь-
зования равенства смешанных производных термодинамических потен-
циалов при определении сложных связей между термодинамическими ко-
эффициентами наиболее полно освещена в монографии К.Б. Толпыго [14]. 
В этой работе соотношения между термодинамическими величинами 
находятся с помощью II начала термодинамики, причем в общем виде, 
охватывающем всевозможные варианты.  
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Уместно также подчеркнуть, что некоторые формулы данной статьи, в 
частности (1.40), получены ранее в монографиях [15,16] другими метода-
ми. В последующем авторы предполагают использовать подготовленный 
материал для определения связей между термодинамическими коэффици-
ентами (которые не фигурируют в настоящей и предыдущих работах) ме-
тодами исчисления внешних дифференциальных форм. 

Отметим, что связи между термодинамическими коэффициентами, как 
уже было отмечено выше, можно найти, опираясь на исчисление внешних 
дифференциальных форм. Так, в [3] получены следующие формулы (из 
числа не приведенных в настоящей работе): 

( ) ( ) ( )P T T T
T P V

K
l m m

V
  , (2.34) 

( ) ( ) ( )V T T
T V P

T

V
l m m

K
  , (2.35) 

( )V
P V VTC C l P   , (2.36) 

( ) ( )T V P
V T

V

C
m l

P
 


, (2.37) 

( ) ( )T P V
P T

P

C
m l

V
 


. (2.38) 

Наряду с уравнениями (2.34)–(2.38) в работах [3–5] были найдены соот-
ношения, демонстрирующие влияние ангармонизма на термодинамические 
коэффициенты: 

P V V PC C TPV    , (2.39) 
2

P V T PC C TVK   . (2.40) 

Кроме того, были получены равенства, подобные (2.39), (2.40) и связан-
ные с ангармонизмом непосредственно через параметр Грюнайзена: 

 G1P V PC C T    , (2.41) 

 G1S T PK K T    . (2.42) 

Следует подчеркнуть, что из связей (2.41), (2.42) можно найти известное со-
отношение / /P V S TC C K K . 

Опираясь на  равенства (2.41) и (2.42), параметр Грюнайзена выразим та-
ким образом: 

G
P V S T

P V P T

C C K K

T C T K

 
  

 
. 

Применяя определения параметра Грюнайзена (2.22)–(2.24), (2.26), 
(2.30)–(2.33) и приравнивая их друг к другу, получаем соотношения между 
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термодинамическими коэффициентами. Дополнительные соотношения 
между термодинамическими коэффициентами следуют из равенств  
(2.34)–(2.38). 

Кроме того, исходя из тех же равенств, находим нетрадиционные формы 
соотношения Грюнайзена. Например, если использовать формулу (2.34), то, 
исходя из (2.25), имеем 

( ) ( )
G

T T T
V P V

KT
C m m

V V
   , 

из которой следует 

( ) ( )
G

T T T
P V

V V

KV
m m

TC TC
   . (2.43)

Если в этом же случае исходить из равенства (2.31), получим 

G ( ) ( )
T

T P
P T

K

m l
 


. (2.44)

Отметим, что детерминант устойчивости [5,6] выражается через параметр 

Грюнайзена как  G2
/Y P

T
D

V
   . Исходя из вышеизложенного, его можно 

представить различными способами через термодинамические коэффициен-
ты. Кроме всего прочего, отметим, что некоторые соотношения, полученные 
в статье методом якобианов, ранее были найдены авторами на основе исчис-
ления внешних дифференциальных форм [3–6]. 

Выводы 

Продемонстрированы приемы работы с термодинамическими потенциа-
лами, зависящими от «не своих» переменных, с использованием методоло-
гии якобианов с целью нахождения соотношений между термодинамиче-
скими коэффициентами и определения через них параметра Грюнайзена. 
Показана взаимосвязь дилато- и калориметрических коэффициентов между 
собой. Опосредованно (через параметр Грюнайзена) продемонстрирована 
роль ангармонизма при описании термодинамических процессов в конден-
сированной среде. 

Приложение 

Связь термодинамики и статистической физики при описании  
процессов,  обусловленных ангармонизмом конденсированной среды 

При освещении данного вопроса будем придерживаться методологии, 
описанной в [5,11]. 

Будем рассматривать конденсированную среду (кристалл) с точки зре-
ния модели фононного газа, когда твердое тело как структурированная си-
стема состоит из осцилляторов, находящихся в узлах кристаллической ре-
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шетки. В этом контексте в соответствии с гармонической моделью уровни 
энергии кристалла совпадают с уровнями энергии набора 3N-линейных 
гармонических осцилляторов (N – число узлов решетки). При этом частоты 
мод обозначаются как j , а циклические частоты – как 2j j    

(j = 1–3N). 
Согласно квантовой механике уровни энергии гармонического осцилля-

тора равны 

,
1 1

2 2n j j jE h n n
           
   

 , (П1.1) 

где 0n   . 
Энергетическое состояние структурированной конденсированной среды 

при заданных внешних параметрах характеризуется объемом V и набором 
целых чисел. То есть энергия среды может быть представлена как 

3

1 2 0
1

1
( , , ,...) ( ) ( )

2

N

j j
j

E V n n U V n V


     
 

  , (П1.2) 

где первое слагаемое – это упругая энергия вида 

2
0

0
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( )1
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2 T
V V

U V K
V


  . (П1.3) 

Здесь коэффициент упругости среды ( / )T TK V P V    . 

Статистическая сумма, описывающая энергетическое состояние систе-
мы, может быть записана в виде 

1 2

B

1 2

( , , ,...)

0 0

( , , ) ...

E V n n

k T
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Z T V N e
 

 
   . (П1.4) 

Далее в расчетах у всех n будем опускать индекс j, оставляя его при ча-
стотах, и вводить обозначения 

B

j
jx

k T





. 

j
x

jy e


 . 

Тогда выражение (П1.4) можно записать в виде 
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Здесь 
3

B
0 0

12

N

j
j

k T
E U x


   . Учитывая, что соотношение (П1.5) содержит 

геометрическую прогрессию, сумму последней выразим как 
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 . Таким образом, определение (П1.5) при-

обретает вид 
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 . (П1.6)

Зная статистическую сумму, получаем свободную энергию Гельмгольца: 

3

B 0 B
1

ln ( , , ) ln 2sh
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N
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 .  (П1.7)

Основываясь на (П1.7), вычислим энтропию 

 /
V

S F T   , 

внутреннюю энергию 
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V

V

F
U F TS F T F T T

T T

                
 

и другие термодинамические функции, в частности теплоемкость 
   / /V V V

C U T T S T      . Кроме этого, получим уравнение состояния 

системы в виде уравнения Ми–Грюнайзена: 
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(П1.8)

Уточним, что равенство (П1.8) верно при выполнении условия Грюнайзена 

G ln ( ) / ln const 0j V V       , в котором константа независима от ин-

декса j. В этом контексте из (П1.8) следует наиболее простое определение 
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параметра Грюнайзена для изотропного случая (1.1). Условие Грюнайзена 
позволяет переписать его в виде формулы 

G
0

(0)
j

j

V

V

    
  

, (П1.9) 

в которой отражена зависимость изменения частот от изменения объема. 
Более общие определения этой величины намечены в работах [8,11,12]. 

Сочетая термодинамику и статистическую физику (П1.7), уравнение 
Грюнайзена в наиболее общем виде легко получить, исходя из соотношения 
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 . (П1.10) 

Подчеркнем, что ангармонизм связан и с изменением колебательных 
частот среды, и с ее естественным расширением [1,5–12]. Особо отметим, 
что, как показывают расчеты, коэффициент расширения P  и параметр 

Грюнайзена G , характеризующие дилатометрические свойства среды раз-

ной природы, взаимосвязаны. Так, расширение объема системы непосред-
ственно связано, с одной стороны, с нелинейностью выше второй степени 
осцилляторов P , а с другой – с изменением коэффициента упругости 

каждого отдельно взятого осциллятора j , что и отражает параметр 

Грюнайзена. 
Отметим еще раз (косвенно это было отмечено выше), что в случае не-

изотропной среды даже в кристаллах кубической симметрии (в силу присут-
ствия анизотропии распространения упругих волн) необходимо, в принципе, 
вводить две постоянные Грюнайзена [11], обусловленные различной скоро-
стью распространения продольных и поперечных волн. В этом контексте 
полученные выше формулы, связанные с постоянной Грюнайзена, базиру-
ются на модели изотропной среды. 
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DIFFERENT FORMULATIONS OF GRÜNEISEN RELATION 

Non-standard forms of Grüneisen relation in thermodynamics are derived. The methods 
of Jacobians and external differential forms have been used.   
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Представлено исследование особенностей экситоноподобных возбуждений в не-
идеальном 1D фотонном кристалле – цепочке пор (туннельно-связанных микроре-
зонаторов) со случайной вариацией расстояний между ними. С использованием 
приближения виртуального кристалла (ПВК) выполнено численное моделирование 
зависимости плотности состояний экситоноподобных возбуждений в исследуе-
мом массиве микропор от концентрации структурных дефектов. 
 
Ключевые слова: энергетический спектр экситоноподобных возбуждений, неиде-
альная 1D фотонная кристаллическая решетка, структурные дефекты, приближение 
виртуального кристалла 

Введение 

В связи с появлением новых оптоэлектронных устройств и формированием 
соответствующих нанокомпозитных материалов как источников когерентного 
излучения расширяется предмет исследований современной фотоники и ее 
приложений – от сбора света нанофотонными волноводами до квантовой обра-
ботки информации. Особую актуальность в последнее время приобретает изу-
чение решеток Либа [1–3] – отдельного класса нанокристаллических фотонных 
структур [4], которые представляют собой поляритонные кристаллы [5], обес-
печивающие сильное удержание света и открывающие пути для разработки но-
вых схем его захвата. Необходимость исследования поляритонных структур, в 
которых реализуется сильная связь квантовых возмущений среды (экситонов) и 
оптического поля, порождает новую область науки – поляритонику как само-
стоятельный раздел фотоники. 

Примером поляритонной структуры может служить пространственно-
периодическая система связанных микрорезонаторов [6,7]. В последние го-
ды в связи с созданием оптоэлектронных устройств [8–10] значимость изу-
чения оптических мод в системе микрорезонаторов растет. В частности, ав-
торы [5,11] полагают, что микрорезонаторы могут быть привлекательными 
объектами для целей квантовой обработки информации. Важно отметить, 
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что благодаря использованию высокодобротных полупроводниковых мик-
рорезонаторов с брэгговскими зеркалами удалось получить и исследовать 
как бозе-эйнштейновскую конденсацию, так и сверхтекучие свойства поля-
ритонов нижней дисперсионной ветви в квантовых ямах, внедренных в по-
лупроводниковые структуры (CdTe/CdMgTe или GaAs) микрорезонаторов 
[12,13]. 

Дальнейшее развитие фотоники лежит в области исследования несовер-
шенных структур. Например, в работах авторов [14–16] рассмотрено влия-
ние дефектов структуры на дисперсию поляритонных возбуждений в решет-
ке туннельно-связанных микрорезонаторов, содержащих квантовые точки, и 
экситоноподобных возбуждений в микропорах без этих точек. Результаты, 
полученные в рамках неидеальной фотоники, показали, что введением в ис-
следуемый объект определенных дефектов или управляемым внешним воз-
действием (в частности, упругой деформацией [17]) можно добиться необ-
ходимых изменений энергетического спектра элементарных электромагнит-
ных возбуждений и, следовательно, оптических свойств объекта, обуслов-
ленных деформацией структуры. 

Существенное место в физике конденсированных сред занимают иссле-
дования плотности энергетических состояний системы. Знание плотности 
состояний важно при определении многих характеристик системы, напри-
мер термодинамических, кинематических и оптических. В связи с этим вы-
зывает интерес представленное в данной работе исследование плотности со-
стояний квазичастичных (экситоноподобных) возбуждений в одном из ти-
пов пористых структур – неидеальной 1D-цепочке микропор со случайной 
вариацией расстояний между ними. 

Теоретическая модель 

Общая модель квазичастичных возбуждений электромагнитного поля, 
локализованного в идеальной решетке микропор-резонаторов (фотонной 
подсистеме), содержащих квантовые точки (атомарная подсистема), развита 
авторами ранее (см., напр., работы [15,16,18]). В соответствии с этой моде-
лью, предполагая, что плотность возбужденных состояний структурных 
элементов в фотонной и атомарной подсистемах решетки мала, можно огра-

ничиться квадратичной частью гамильтониана exĤ , которая описывает эле-
ментарные возбуждения в исследуемой системе в одноуровневой модели в 
приближении Гайтлера–Лондона [19]. Обобщая результаты работы [12] для 

идеального кристалла, exĤ  преобразуем к виду  

ex
,
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В выражениях (1) и (2) at
 n  – энергия возбуждения квантовых точек в 

узле n; B̂ n , B̂
n  – бозе-операторы рождения и уничтожения этого воз-

буждения; ph
n  – частота фотонной моды электромагнитного возбуждения, 

локализованного в n-м узле (резонаторе); ˆ 
n , ˆ

n  – бозе-операторы 

рождения и уничтожения этой фотонной моды в узельном представлении; 

,A  n m  – матрица резонансного взаимодействия, характеризующая пере-

крытие оптических полей резонаторов n-го и m-го узлов решетки и, сле-
довательно, определяющего вероятность туннельного перехода соответ-
ствующего электромагнитного возбуждения; ,W  n m  – матрица резонанс-

ного взаимодействия квантовых точек в узлах n и m; g n  – матрица ре-

зонансного взаимодействия квантовых точек в узле n с локализованным в 
этом узле электромагнитным полем. Индексы ,  фиксируют наличие или 
отсутствие (при ,  = 2) квантовых точек в соответствующей поре. 

В случае идеальной решетки дисперсионное соотношение (k), опреде-
ляющее спектр элементарных возбуждений, вытекает из расчета в  
k-представлении собственных значений гамильтониана (1). Дальнейшие вы-

числения, которые проводятся путем диагонализации exĤ  с помощью при-
менения преобразования Боголюбова–Тябликова [19], позволяют получить 
следующее уравнение: 

det ( ) ( ) 0D
      k k . (3) 

Решением (3) является выражение для дисперсионного соотношения (k). 
Заметим, что волновой вектор k, характеризующий собственные состояния 
электромагнитных возбуждений в исследуемой системе, изменяется в пре-
делах первой зоны Бриллюэна. 

В случае неидеальной фотонной системы спектр (k) квазичастичных 
возбуждений получаем в рамках ПВК, используя аппарат усредненных 
функций Грина. В указанном приближении усредненная резольвента квази-
частичного гамильтониана системы равна резольвенте усредненного га-

мильтониана. Поэтому величины ,n mD
   в равенстве (1) следует заменить на 

их конфигурационно усредненные (по всем возможным вариациям положе-

ний микропор) значения, т.е. , ,n m n mD D 
     (угловыми скобками обо-

значена процедура конфигурационного усреднения массива микропор). Та-
кая операция «восстанавливает» трансляционную инвариантность и позво-
ляет перейти в k-представление (с последующим выполнением указанных 
выше процедур) и получить систему линейных однородных уравнений, 
условием разрешимости которой является равенство нулю детерминанта (3). 
Решение уравнения (3) определяет спектр элементарных возбуждений (k) 
исследуемой системы. 
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Рис. 1. Схема двухподрешеточной цепочки туннельно-связанных микропор  
(резонаторов) 

Опираясь на полученные авторами в [15,16] результаты исследований 
несовершенных фотонных структур, рассмотрим в рамках ПВК [20,21] осо-
бенности электромагнитных возбуждений в топологически упорядоченной 
двухподрешеточной 1D-системе туннельно-связанных пор – микрорезонато-
ров, каждый из которых содержит по одной оптической моде. Пусть струк-
турными дефектами в данном случае являются случайные вариации поло-
жений микропор. Таким образом, рассматриваются собственные квазича-
стичные возбуждения микропор в цепочке с переменным периодом 

1 2d a a   . Здесь 1a , 2a  – варьируемые положения микропор соответ-

ственно в первой и второй подрешетках (нижние индексы  
1 и 2 отражают номер подрешетки, верхние индексы ,  обозначают поло-
жение соответствующего резонатора в ячейке, которые также могут прини-
мать значения 1 или 2) (рис. 1). Период виртуальной решетки в данном слу-
чае имеет вид 

(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)
21 1 1 1 1 2 2 2 2d a a C a C a C a C a       , (4)

где 1(2)
1(2)C  – концентрация соответствующих положений микропор 1a , 2a . 

Причем (1) (2)
1 1 1C C  , (1) (2)

2 2 1C C  , следовательно, (2) (1)
11 11C C C   , 

(2) (1)
22 21C C C   . Таким образом,      1 1 2 2 1 2,d a C a C d C C   , где 

   (1) (2) (1)
1 1 11 1 1a C a a a C   ,    (1) (2) (1)

2 2 22 2 2a C a a a C   . 

Особенности спектра исследуемых квазичастиц проявляются в их плот-
ности состояний (). В рамках ПВК кристалла на основе приведенной об-
щей модели рассмотрим подробнее плотность состояний элементарных 
электромагнитных возбуждений в зависимости от концентрации структур-
ных дефектов в неидеальных пористых 1D-структурах. 

Результаты и обсуждение 

На основе приведенной выше общей теории рассмотрим электромагнит-
ные возбуждения в двухподрешеточной 1D-решетке микрорезонаторов (см. 

рис. 1) без квантовых точек (следовательно, 12 21
, , 0n m n mD D     ) – так назы-

ваемые экситоноподобные возбуждения [14]. Причем описания квазича-
стичных возбуждений фотонной подсистемы исследуемой пористой струк-
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туры и экситонов Френкеля в молекулярных кристаллах [19] весьма схожи, 
поэтому данный тип элементарных электромагнитных возбуждений есте-
ственно называть экситоноподобным. Заметим, что никаких переходов в 
электронной подсистеме при этом не происходит. 

В случае рассматриваемой неидеальной решетки пор, диагонализации 
усредненного гамильтониана (1) и при выполнении указанных выше проце-
дур в приближении ближайших соседей с использованием ПВК выражение 
(3) принимает вид 

   
   

ph
1 2 12 1 21

ph
21 1 2 1 22

, , , ,
0

, , , ,

k C C A k C C

A k C C k C C

   


   

 

 
. (5) 

В результате решения уравнения (5) получаем спектр экситоноподобных 

возбуждений (k) в исследуемой системе пор. Фурье-образы  1 2, ,A k C C  

соответствующих ближайшим соседям компонентов матрицы ,n mA    ре-

зонансного взаимодействия в рамках модели [22] с учетом соотношений 

12 21 11 22,A A A A  имеют следующий вид: 

          
          

12 1 2 12 1 1 1 1 12 2 2 2 2

21 1 2 21 1 1 1 1 21 2 2 2 2

, , exp exp ,

, , exp exp .

A k C C A a C ika C A a C ik a C

A k C C A a C ika C A a C ik a C

                

                

 
 
 

(6) 

Здесь С1 и С2 – концентрации дефектов структуры, которые связаны с вари-
ацией положений микропор. В этом случае 

   
   

 
1(2) 1(2) 1(2)

12(21) 1(2) 1(2) 12(21) 1(2)
1(2)

0
0 exp

0

a C a
A a C A a

a

 
         
 

. (7) 

Соответствующие величины, определяющие особенности спектра электро-
магнитных возбуждений, получены в результате численного расчета в рамках 
используемой модели для значений частот резонансных фотонных мод, лока-

лизованных в резонаторах решетки, ph
1 2 311  HzT    и ph

2 2 331  HzT   . 

Вслед за [8,11,18,22] полагаем:   14
12 1(0) / 2 3.5 10  HzA a   , 

  14
12 2(0) / 2 1.2 10   HzA a   , 13

11 / 2 1 10   HzV   , 12
1 / 5 10 Hzg   , 

(1) 7
1 1(0) 10  ma a   , (1) 7

2 2(0) 3 10  ma a    , причем 1 2(0) (0) (0)d a a  . 

Поверхности, описывающие дисперсионную зависимость частот 

 1 2, ,k C C  исследуемых коллективных возбуждений в неидеальной ре-

шетке микрорезонаторов, представлены на рис. 2. 
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а б 
Рис. 2. Концентрационная зависимость  1 2, ,k C C : а – при С2 = 0.1; б – при  

С1 = 0.55 

Применительно к исследуемому случаю неидеальной 1D-системы мик-
рорезонаторов выражение для функции  1 2, ,C C   плотности состояний 

имеет вид: 

   
 

1 2
1 2

1 2

, 1
, , .

2 d , ,

d
i

i

k

d C C
C C

k C C

k




  
   

(8)

Расчет (8) проведен для всех значений волнового вектора ki, являющихся 
корнями уравнения  1 2, ,k C C    в пределах первой зоны Бриллюэна: 

1 2 1 2( , ) ( , )
k

d C C d C C

 
   . 

На графиках функций  1 2, ,C C   (рис. 3) хорошо видны особенности 

плотности состояний – сингулярности Ван Хова, связанные с наличием в k-
пространстве (см. рис. 2) локальных минимумов  1 2, ,k C C  (критических 

точек, в которых групповая скорость обращается в нуль как при значениях 
0k  , так и при 0k  ). 

а б 
Рис. 3. Зависимость плотности состояний  1 2, ,C C   от концентрации С1 (а) и С2 

(б) структурных дефектов 
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Эти особенности формы дисперсионной поверхности  1 2, ,k C C , по-

лученной авторами ранее [22], представлены на рис. 2. Они свидетельствуют 
о возможности существования бозе-эйнштейновского поляритонного кон-
денсата при определенных концентрациях структурных дефектов благодаря 
наличию на указанных графиках дисперсионных поверхностей 

 1 2, ,k C C  локального минимума при 0k  , а также при 0k   (дополни-

тельно к установленному существованию конденсата при 0k  ). 

Заключение 

В настоящее время наблюдается повышенный интерес к разработке источ-
ников когерентного излучения и созданию соответствующих новых материалов 
на основе использования поляритонных структур, в частности пространствен-
но-периодических систем связанных микрорезонаторов [6]. Дальнейшее разви-
тие данного направления требует изучения неидеальных поляритонных струк-
тур. Таким образом, достаточно актуально представленное в настоящей работе 
исследование особенностей спектра экситоноподобных возбуждений в двух-
подрешеточной неидеальной 1D-решетке туннельно-связанных микрорезона-
торов со случайной вариацией их положений. 

В рамках ПВК выполнено численное моделирование соответствующей 
трансформации плотности состояний данных элементарных возбуждений в не-
идеальной цепочке микропор и проведен анализ полученных результатов в за-
висимости от концентрации указанных дефектов структуры. При этом важно 
отметить, что анализ особенностей плотности состояний свидетельствует о 
наличии сингулярностей Ван Хова. Последние, в частности, свидетельствуют о 
том, что в исследуемой структуре при определенных концентрациях соответ-
ствующих дефектов появляется (даже при 0k  ) возможность образования бо-
зе-эйнштейновского поляритонного конденсата. 
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А.Ye. Rybalka, V.V. Rumyantsev, S.А. Fedorov, К.V. Gumennik, A.V. Mishchenko 

DEPENDENCE OF DENSITY OF STATES OF EXCITON-LIKE EXCITATIONS ON 
THE DEFECT CONCENTRATION IN A NON-IDEAL CHAIN OF MICROPORES 

Study of the specific features of exciton-like excitations in a non-ideal 1D photon crystal 
is reported. The photon crystal is considered as a chain of pores (tunnel-connected micro-
resonator) at a random distance. With the application of virtual crystal approximation 
(VCA), dependence of the state density of exciton-like excitations on the structure defect 
concentration is modeled in the studied array of micropores. 

Keywords: energy spectrum of exciton-like excitations, non-ideal 1D photon crystal lat-
tice, structural defects, virtual crystal approximation 

Fig. 1. Scheme of double-sublattice chain of tunnel-connected micropores (resonators) 

Fig. 2. Concentration dependence of  1 2, ,k C C : а – at С2 = 0.1; б – at С1 = 0.55 

Fig. 3. Dependence of state density  1 2, ,C C   on structure defect concentration  

С1 (а) and С2 (б)   
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ЭФФЕКТ ЛЕГИРОВАНИЯ КЕРАМИКИ НА ОСНОВЕ ДИОКСИДА  
ЦИРКОНИЯ ОКСИДАМИ КРЕМНИЯ И АЛЮМИНИЯ 
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Исследовано влияние оксидов кремния и алюминия на процесс структурообразова-
ния керамики на основе диоксида циркония, стабилизированного иттрием. С по-
мощью методов рентгеновской дифракции, внутреннего трения, 4-точечного из-
гиба и электронной микроскопии продемонстрировано, что в нанопорошковой си-
стеме ZrO2 + 3 mol% Y2O2 + n wt% SiO2 +2 wt% Al2O3 наблюдается снижение раз-
меров области когерентного рассеяния (ОКР) до 26 nm. Установлено, что в кера-
мике на основе данных нанопорошков происходит образование новой фазы в виде 
ортосиликата циркония, наличие которого приводит к существенному росту зна-
чений физико-механических характеристик. 
 
Ключевые слова: диоксид циркония, нанопорошки, керамика, структура, свойства 

Введение 

Одним из наиболее перспективных керамических материалов является 
частично стабилизированный иттрием диоксид циркония (YSZ) [1]. Он 
обладает высокой прочностью, вязкостью разрушения, а также химиче-
ской и коррозионной стойкостью [2,3]. YSZ широко используется в каче-
стве конструкционного материала в машиностроении и промышленности 
[4,5]. Модуль упругости тетрагонального диоксида циркония составляет 
более 210 GPa. В работе [6] показано, что это значение также типично для 
температур ~ 1150С. Для диоксида циркония твердость по Виккерсу ко-
леблется от 10 до 12 GPa. Однако в исследовании [7] установлено, что для 
диоксида циркония характерно увеличение твердости при температуре  
~ 1300°C из-за осаждения мелкозернистой фазы. В работах [5,8,9] указано, 
что предел прочности керамики на основе YSZ может достигать  
900‒1100 MPa. Но эти значения не наблюдаются у ZrO2 при высоких тем-
пературах – его прочность снижается более чем на 30% [7]. Этот матери-
ал также является биосовместимым, что делает его перспективным для 
использования в качестве медицинских имплантатов [10]. 

Высокая термическая стабильность, а также радиационная устойчи-
вость позволяют рассматривать ZrO2 керамики в качестве перспективного 
защитного покрытия для тепловыделяющих элементов в активной зоне 
ядерных реакторов. Авторы работы [11] обнаружили, что при облучении 
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ионами криптона (Kr+) высокой энергии в нанокристаллическом цирко-
нии не наблюдается аморфизация. Методы моделирования, представлен-
ные в исследовании [12], показывают, что в диапазоне энергий  
0.1‒0.5 MeV не происходит радиационное повреждение диоксида цирко-
ния. Кроме того, образующиеся дефекты изолированы друг от друга, что 
не наносит существенного ущерба материалу [12]. 

Развитие науки и техники требует новых подходов к улучшению раз-
личных свойств керамики из ZrO2. Модификация структуры YSZ путем 
изменения параметров синтеза к настоящему времени изучена достаточно 
широко [13]. Вариация способов консолидации порошков диоксида цирко-
ния позволяет достичь в материале субмикронной, в том числе нанораз-
мерной, структуры [14–16]. Использование технологии «горячего прессо-
вания» дает возможность синтезировать прозрачную керамику для специ-
альных оптических линз с высокой термостойкостью и твердостью [17]. 

Тем не менее наиболее распространенным способом улучшения физи-
ко-механических свойств циркониевой керамики является ее химическая 
модификация. Легирование YSZ на стадии синтеза порошка способствует 
изменению структуры конечной консолидированной системы. Например, 
в работе [18] указано, что небольшие добавки TiO2 способствуют сниже-
нию температуры спекания керамики YSZ ввиду высокой реакционной 
способности оксида титана. В исследовании [19] авторы обнаружили, что 
при использовании оксида гафния в качестве легирующей примеси обра-
зуется структура на основе твердого раствора, для которой характерна 
гомогенность структуры и, как следствие, высокая прочность. Добавле-
ние наночастиц оксида кремния к YSZ приводит к увеличению твердости 
композита до 12.45 GPa [20]. Также указано, что частицы SiO2 диффун-
дируют в пористые области композита и улучшают прочностные свойства 
материала. 

Цель данной работы – оценить, каким образом добавки оксидов крем-
ния и алюминия влияют на структуру и свойства  нанопорошковой систе-
мы YSZ–SiO2–Al2O3 и керамики на ее основе. Выбор добавки SiO2 обу-
словлен необходимостью получения ортосиликата циркония (циркона 
ZrSiO4) в качестве гибридного включения в керамической структуре. Для 
повышения твердости материала в качестве третьей легирующей добавки 
был выбран оксид алюминия, поскольку керамика на его основе обладает 
более высокой твердостью по сравнению с ZrO2. 

1. Материалы и методы исследования 

Исследовали нанопорошки тетрагонального диоксида циркония, стаби-
лизированные оксидом иттрия (ZrO2 + 3 mol% Y2O3), дополнительно леги-
рованные оксидом кремния с концентрацией 3, 5, 7, 9 wt% и оксида алю-
миния с концентрацией 2 wt% (YSZnSi2Al, n = 3, 5, 7, 9 wt%), а также изу-
чали керамику на их основе. Синтез исследуемых нанопорошков осу-
ществляли методом обратного химического осаждения из растворов солей 
хлорида циркония, нитрата иттрия, кремнефтористоводородной кислоты и 
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хлорида алюминия при комнатной температуре с последующей кристалли-
зацией материалов при T = 1000C в течение 2 h. 

Керамику из указанных порошков получали путем формования в сталь-
ных пресс-формах с последующим уплотнением в условиях высокого гид-
ростатического давления P = 400 MPa и дальнейшим спеканием на воздухе 
при T = 1500C в течение 1 h. 

Структуру образцов изучали методом рентгеновской дифракции на 

установке ДРОН-3 с CuK-излучением. Плотность  и пористость  опре-
деляли методом гидростатического взвешивания. Значение нормального 
модуля упругости (модуля Юнга E) измеряли методом составного пьезо-
электрического вибратора с резонансной частотой ~ 91 kHz по технологии, 
описанной в [3,8]. Твердость по Виккерсу HV исследовали на твердомере 
ТП-7Р-1 с нагрузкой 30 kgf. Предел прочности  экспериментальных об-
разцов керамики измеряли на установке Tinius Olsen H50KT методом  
4-точечного изгиба. Исследование структуры поверхности образцов осу-
ществляли на сканирующем электронном микроскопе JEOL JSM 6510LV. 
Погрешность измерений определяли методом стандартного отклонения. 

Для получения достоверных экспериментальных данных все измерения 
проводили на 5 образцах каждой концентрации. 

2. Результаты исследования 

2.1. Рентгеновские исследования порошков и керамики 

Фазовый состав и размеры ОКР исследованной нанопорошковой систе-
мы представлены в табл. 1. Как видим, все составы однофазные и включают 
100% t-ZrO2. При дополнительном легировании оксидом алюминия в порош-
ках наблюдается уменьшение размеров ОКР до 26 nm (~ 20%). В работе [21] 
авторы показали, что катионы Al3+ на этапе синтеза сырья растворяются в ре-
шетке ZrO2, тем самым препятствуя его кристаллизации из аморфного со-
стояния. 

Таблица 1 
Фазовый состав и размеры ОКР нанопорошковой системы 

YSZ–SiO2–Al2O3 
 

Химический состав Фазовый состав, % Dt, nm 

YSZ 100 t-ZrO2 31.5 

YSZ3Si2Al 

100 t-ZrO2 (s.s) 26 
YSZ5Si2Al 

YSZ7Si2Al 

YSZ9Si2Al 

Примечание: t – тетрагональный диоксид циркония, Dt – размер ОКР тетрагональ-
ной фазы, s.s – твердый раствор. 
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Рис. 1. Дифрактограммы исследованной порошковой системы YSZ‒SiO2‒Al2O3:  
1 ‒ YSZ9Si2Al, 2 ‒ YSZ 

Типичные дифрактограммы исследованных порошков состава YSZ и 
YSZ9Si2Al, отожженных при температуре 1000C, приведены на рис. 1. 
Все легирующие примеси создают твердый раствор с диоксидом циркония. 
Подтверждением этого факта является смещение дифракционных пиков в 
область больших углов при легировании исходных порошков. Такое сме-
щение указывает на уменьшение параметров решетки ZrO2, что находится 
в соответствии с правилом Вегарда, поскольку ионный радиус Si4+ = 0.39 Å, 
Al3+ = 0.57 Å, Zr4+ = 0.82 Å. 

Фазовый состав керамики, полученной путем компактирования порош-
ков состава YSZ–SO2–Al2O3 в условиях высокого гидростатического дав-
ления и спекания на воздухе при T = 1500C, приведен в табл. 2. 

Таблица 2 
Фазовый состав керамики YSZ–SiO2–Al2O3 

 

Химический состав Фазовый состав, % 

YSZ 100 t-ZrO2 

YSZ3Si2Аl 96.5t + 1.5m + 2ZrSiO4 

YSZ5Si2Аl 92.5t + 1.5m + 6ZrSiO4 

YSZ7Si2Аl 92t + m + 7ZrSiO4 

YSZ9Si2Аl 91.5t + m + 7.5ZrSiO4 

Примечание: m ‒ моноклинная модификация ZrO2. 
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Рис. 2. Зависимость количества ортосиликата циркония в керамике от 
концентрации оксида кремния 

Во всех исследованных керамиках наблюдалось образование ортоси-
ликата циркония (циркона). Его количество росло с увеличением концен-
трации SiO2 в образцах (рис. 2). Дифрактограммы циркона, полученного при 
температуре 1500C, а также трехфазной керамической системы 
YSZ‒SiO2‒Al2O3 представлены на рис. 3. 
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Рис. 3. Дифрактограммы исследованной керамической системы YSZ‒SiO2‒Al2O3:  
1 ‒ ZrSiO4, 2 ‒ YSZ3Si2Al, 3 ‒ YSZ5Si2Al, 4 ‒ YSZ7Si2Al, 5 ‒ YSZ9Si2Al 
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2.2. Физико-механические свойства керамики 

Результаты исследования физико-механических характеристик керамиче-
ской системы YSZ + SiO2 + Al2O3 приведены на рис. 4. Как видим, плотность 
образцов уменьшается с повышением концентрации SiO2, особенно для образ-
цов, легированных 7 и 9 wt% SiO2. Это связано с увеличенным количеством 
циркона, плотность которого составляет 4.7 g/cm3, что примерно на 25% ниже 
плотности t-ZrO2. Твердость, прочность и модуль упругости в зависимости от 
концентрации SiO2 показывают максимальные значения для образцов с  
5 wt% SiO2 в их составе: E = 228 GPa, HV = 1273,  = 882 MPa. 
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Рис. 4. Физико-механические свойства исследованной керамики: а – плотность  и по-
ристость ε; б – модуль Юнга E и скорость звука c; в – твердость по Виккерсу HV;  
г – прочность  
 

2.3. Структура исследуемой керамики 
 

Микроструктуры поверхности керамики составов YSZ5Si2Al и 
YSZ7Si2Al представлены на рис. 5. Сравнение изображений позволяет за-
ключить, что снижение уровня механических свойств при повышении кон-
центрации легирующей примеси свыше 5% (см. рис. 4) обусловлено измене-
ниями микроструктуры образцов. В частности, при легировании керамики  
7 wt% SiO2 в образцах существенно увеличиваются размер зерен, количе-
ство и размер пор. 
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Рис. 5. Микрофотографии поверхности керамических образцов составов YSZ5Si2Al (а) 
и YSZ7Si2Al (б) 

Средние размеры зерен в исследуемой керамике, найденные методом 
случайных секущих, приведены  в табл. 3. Как видим, наименьший средний 
размер зерен (749 nm) имеет керамика, в составе которой содержится 5% SiO2. 
Максимальный размер зерна (1146 nm) наблюдается при концентрации окси-
да кремния 9%. Повышение его концентрации приводит к росту размеров зе-
рен, что позволяет заключить: увеличение доли циркона вследствие повышения 
концентрации SiO2 влияет на кинетику процессов самоорганизации (коагуля-
ционные процессы) в керамической системе при спекании, причем имеет место 
экстремальный характер концентрационной зависимости 

Таблица 3 
Размер зерен в исследуемой керамике 

 

Керамика Размер зерен, nm 

YSZ3Si2Al 805 

YSZ5Si2Al 749 

YSZ7Si2Al 1088 

YSZ9Si2Al 1146 
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3. Обсуждение результатов 

Исследованные в работе зависимости физико-механических характери-
стик от концентрации легирующей примеси имеют вид немонотонных кри-
вых с максимумом при концентрации оксида кремния равной 5%, что соот-
ветствует содержанию ортосиликата циркония на уровне 6%. При данной 
концентрации легирующей примеси отмечается существенный прирост фи-
зико-механических свойств и максимальные значения исследованных харак-
теристик составляют:  = 882 MPa, Е = 228 GPa, HV = 1273. Однако с ростом 
концентрации легирующей примеси и, как следствие, с увеличением коли-
чества ортосиликата циркония в керамической матрице отмечаются сниже-
ние плотности и рост пористости. Снижение значения плотности обусловле-
но увеличением концентрации менее плотного включения в структуре мате-
риала – для матрицы из тетрагонального диоксида циркония  = 6.1 g/сm3, 
для циркона  = 4.7 g/сm3. Рост пористости в исследованных образцах связан с 
образованием циркона, поскольку в местах контакта разноплотных материалов 
происходит сегрегация пор. 

Увеличение пористости в материале также коррелирует с зависимостью 
скорости звука в керамике от содержания оксида кремния (рис. 4). Согласно 
этому рисунку, начиная с 5 wt% SiO2 наблюдается снижение скорости распро-
странения механической волны, обусловленное увеличением дефектов  
(в нашем случае – пор), на которых она рассеивается. 

Немонотонные зависимости физических свойств свидетельствуют о про-
текании при формировании гибридной системы YSZ‒ZrSiO4, как минимум, 
двух разнонаправленных структурообразовательных процессов, формами 
проявления которых являются, с одной стороны, упрочнение (эффект армиро-
вания) цирконом структуры керамики (при концентрации SiO2 до 5%), а с 
другой – увеличение пористости (количества и объема пор). 

Армирующий эффект в керамике обусловлен тем, что матрица t-ZrO2 и 
включение ZrSiO4 имеют схожий тип решетки (обе тетрагональные, объемно-
центрированные) и удельные объемы, отличающиеся друг от друга более чем 
на 29%. Можно утверждать, что колонии циркона создают вокруг себя доволь-
но сильные поля упругих напряжений, которые вносят существенный вклад в 
упрочнение керамики при концентрации SiO2 менее чем 5%. Однако при 
увеличении концентрации SiO2 более 5% интенсификация, вызванная упрочне-
нием от упругих напряжений, сменяется негативным эффектом структурного 
разупрочнения в результате появления и роста пор. 

Таким образом, в керамике на основе YSZ вследствие формирования ги-
бридной компоненты в виде циркона при понижении плотности и повыше-
нии пористости в структуре происходит увеличение основных физико-
механических характеристик – твердости, прочности, модуля нормальной 
упругости и скорости звука. В силу того, что порообразование – процесс, огра-
ничивающий дальнейшее уплотнение структуры, для снятия этого ограниче-
ния необходимо повысить порог активации порообразования путем оптими-
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зации химического состава или за счет введения в лигатуру дополнительно-
го компонента. 
 

Выводы 

1. Установлено образование гибридных компонент в керамике на основе 
диоксида циркония при ее дополнительном легировании оксидами кремния 
и алюминия в виде ортосиликата циркония, количество которого растет с 
увеличением концентрации SiO2. 

2. Образование ортосиликата циркония в матрице из ZrO2 приводит к 
существенному повышению физико-механических свойств, несмотря на 
рост значения пористости в материале. 

3. Упрочнение керамики обусловлено формированием полей упругих 
напряжений, вносимых частично когерентными включениями ZrSiO4 в мат-
рице из диоксида циркония.  
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D.R. Belichko, G.К. Volkova, Т.Ye. Konstantinova, А.V. Maletskii 

EFFECT OF ZIRCONIA-BASED CERAMICS DOPING BY SILICON OXIDE AND 
ALUMINUM OXIDE 

The effect of silicon oxide and aluminum oxide on structure formation in zirconia-based 
ceramics stabilized by yttrium has been studied. By application of the methods of X-ray 
diffraction, inner friction, 4-point bending and electron microscopy, it has been demon-
strated that nanopowder system ZrO2 + 3 mol% Y2O2 + n wt% SiO2 +2 wt% Al2O3 is 
characterized by reduction of coherent scattering region (CSR) size down to 26 nm. It is 
found that formation of a new phase in the form of zirconium orthosilicate occurs in the 
ceramics based on these powders that results in a substantial increase in physical and me-
chanical characteristics. 

Keywords: zirconia, nanopowders, ceramics, structure, properties 

Fig. 1. Diffractograms of the tested powder system YSZ‒SiO2‒Al2O3: 1 ‒ YSZ9Si2Al,  
2 ‒ YSZ 

Fig. 2. Silicon oxide concentration dependence of the content of zirconium orthosilicat  

Fig. 3. Diffractograms of the tested ceramic system YSZ‒SiO2‒Al2O3: 1 ‒ ZrSiO4,  
2 ‒ YSZ3Si2Al, 3 ‒ YSZ5Si2Al, 4 ‒ YSZ7Si2Al, 5 ‒ YSZ9Si2Al 

Fig. 4. Physical and mechanical characteristics of the tested ceramics: а – density  and po-
rosity ε; б – Young modulus E and sound velocity c; в – Vickers hardness HV; г – strength  

Fig. 5. Microphotographs of the surface of ceramic samples of YSZ5Si2Al (а) and 
YSZ7Si2Al (б) 
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Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
 

Статья поступила в редакцию 26 мая 2023 года 
 
На основании оригинальных и литературных данных изучены энергетические ха-
рактеристики образования точечных дефектов в легированном манганите  
La1–xSrxMnO3+. Представлены результаты неэмпирических расчетов энергии 
формирования кислородных и металлических вакансий в кристалле из первых прин-
ципов методом функционала плотности в приближении LDA + U. Установлено, 
что при переходе от кислород-дефицитного состояния кристалла к кислород-
избыточному существует энергетический барьер, обусловленный включением ме-
ханизма формирования катион-дефицитных кристаллических ячеек, более за-
тратного, чем процесс заполнения кислородных вакансий диффузионным путем. 
Это, в частности, объясняет природу установленного ранее эффекта «стабили-
зации» кислородного содержания (КС) в пленках La0.8Sr0.2MnO3+. Оценена воз-
можность существования необычного дефекта в виде замещения атома лантана 
атомом кислорода. 
 
Ключевые слова: легированные манганиты, кислородный индекс, вакансия кисло-
рода, вакансия лантана, энергия формирования дефекта, метод LDA + U, эффект 
«стабилизации» кислородного содержания 
 

Как было установлено нами ранее, в тонких пленках на основе легиро-

ванного манганита La0.8Sr0.2MnO3– на подложках NdGaO3 проявляется так 
называемый эффект «стабилизации» кислородного содержания КС = 3 при 
оптимальных условиях термообработки пленочной структуры в кислородсо-
держащей газовой среде, в частности на воздухе [1–3]. Установленная зако-
номерность крайне полезна для решения практических задач, например для 
обеспечения стехиометрического КС в материале пленки или для подстрой-
ки ее электрических и магнитных характеристик, оптимальных с точки зре-
ния конкретных технических применений. Основная технологическая задача 
заключается в том, чтобы в процессе термообработки кислород-дефицитной 
пленки в условиях относительно высокого парциального давления кислоро-
да произошло заполнение кислородных вакансий без образования дополни-
тельных дефектных кристаллических ячеек. Дело в том, что формирование 
кислород-избыточного состояния в пленках легированного манганита со-
провождается генерацией дополнительных структурных дефектов, причем 
процесс этот практически необратим. 
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Легированные манганиты характеризуются перовскитоподобной кри-
сталлической структурой с плотной упаковкой, не допускающей образова-
ния междоузельных атомов. В соответствии с наиболее популярной в насто-
ящее время физической моделью Шоттки–Вагнера возможны только точеч-
ные дефекты в виде анионных и катионных вакансий. Поэтому процесс об-
разования избыточного КС в кристалле со стехиометрическим составом по 
кислороду происходит без сохранения объема путем формирования допол-
нительных кристаллических ячеек за счет обеднения катионами нескольких 
полнокомплектных. В результате получается кристалл увеличенного объема 
с недостатком катионов. Формально в рамках квазихимического подхода 
механизм дефектообразования описывается следующим образом [4–6]: 

La1–xSrxMnO3 + (/2)O2 = (3 + )/3{La3(1–x)/(3+)Sr3x/(3+)V
///
/(3+)Mn3/(3+)O3} (1) 

или с учетом различной степени ионизации атомов Mn: 

La1–xSrxMn+3
1–xMn+4

xO3 + (/2)O2 = (3 + )/3{(La3(1–x)/(3+)Sr3x/(3+)V
///
/(3+))  

 (Mn+2
3(2)/(3+)Mn+3

3(1–x–2+2)/(3+)Mn+4
3(x+)/(3+)V

///
/(3+))O3}. 

 
(2) 

Здесь параметр  характеризует количественное соотношение между ионами 
Mn+2, Mn+3, Mn+4. 

Далее следует предположить, что образование избыточного КС является 
не только более сложным многошаговым процессом, но и энергетически 
значительно более затратным, чем заполнение вакансий в кислород-
дефицитном состоянии кристалла. Это предположение должно объяснить 

наблюдаемый эффект «стабилизации» КС = 3 в пленках La0.8Sr0.2MnO3+. 
Наличие энергетического барьера (порога) при переходе от стехиометриче-
ского к кислород-избыточному составу пленок на основе легированных ман-
ганитов является практически важным, но в то же время природа эффекта 
остается недостаточно изученной. 

В настоящей работе приведены результаты исследований энергетических 
характеристик актуальных точечных дефектов численным методом функци-
онала плотности в приближении LDA + U (Local Density Approximation), где 
U – параметр Хаббарда, обеспечивающий учет у атомов Mn оболочек с ло-
кализованными и сильно взаимодействующими d-электронами. Данное при-
ближение довольно успешно используется для расчетов зонной структуры 
чистого манганита [7,8]. 

Электронное строение указанных соединений рассчитывали в рамках 
теории функционала плотности методом проекционных присоединенных 
волн [9], программный пакет VASP (Vienna ab initio simulation package). Для 
обменно-корреляционного потенциала использовали обобщенное градиент-
ное приближение в виде, предложенном в работе [10]. В качестве псевдопо-
тенциалов применяли стандартные псевдопотенциалы VASP. При интегри-
ровании по зоне Бриллюэна в расчетах выбирали набор k точек 4 × 4 × 4, а 
энергию обрезания принимали равной Ecut = 300 eV. В результате проведе-
ния самосогласованных расчетов находили оптимизированные позиции всех 
атомов и полную энергию системы. В процессе оптимизации выполняли тре-
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бование, чтобы силы, действующие на атомы, были меньше, чем 0.1 eV/Å. 
Как описано в работе [11], были проведены соответствующие процедуры и 
получена величина параметра U = 4 eV. 

Кристаллическая структура La1–xSrxMnO3+ (LSMO) при x > 0.175 явля-
ется ромбоэдрической. Чтобы верно смоделировать подобные структуры и 
провести неэмпирические расчеты с нужным составом x необходимо вы-
брать увеличенные элементарные ячейки. Так, для расчета электронных ха-
рактеристик легированного манганита La0.79Sr0.21MnO3 мы использовали 
учетверенную ромбоэдрическую ячейку, которая сводится к гексагональной 
с параметрами: a = b = 11.012 Å, c = 13.3291 Å. Отметим, что выбранные па-
раметры увеличенной ячейки согласуются со значениями, известными из 
экспериментальных данных [12]. Общий вид исследуемой гексагональной 
ячейки, содержащей 120 атомов La19Sr5Mn24O72, приведен на рис. 1. 

 

Рис. 1. Общий вид учетверенной элементарной ячейки La0.79Sr0.21MnO2.96 

Расчеты характеристик были проведены как для полнокомплектной 
структуры, так и для трех дефектных: а) с вакансией кислорода – 
La0.79Sr0.21MnO2.96; б) с вакансией лантана – La0.75Sr0.21MnO3; в) с замеще-
нием атома лантана на кислород в одной позиции – La0.75Sr0.21MnO3.04. 

Вычисление энергии формирования дефекта ( , )fE j q  в рамках этого ме-

тода осуществляли в соответствии со следующим выражением [8]: 

Defectiv bulk( , ) ( )f j j v fE j q E E n q E E       . (3)

Здесь первые два члена представляют собой полную энергию кристалла со-
ответственно в дефектной EDefectiv и бездефектной Ebulk системах. Третий 
член учитывает химический потенциал дефекта в виде вакансии атома кис-
лорода или металла (nj – количество дефектов), четвертый – учитывает заря-
довое состояние дефекта. 

С точки зрения абсолютных значений члены EDefectiv и Ebulk характери-
зуются относительно большой величиной (~ 103 eV), причем их разность по 
величине на 2 порядка меньше. Поэтому расчетная точность должна быть 
высокой. Третий и четвертый члены выражения (3) по величине составляют 
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единицы электронвольт, но важны для получения численного значения 
( , )fE j q . 

На рис. 2 приведены результаты исследований энергетических характе-
ристик формирования точечных дефектов. Незаполненными кружками пока-
зана разность расчетных значений полной энергии совершенного кристалла 
и кристалла, содержащего дефекты в виде вакансий кислорода V(O) или 
лантана V(La). Значения получены без учета двух последних членов в выра-
жении (3). Следует отметить, поскольку расчеты ввиду технических ограни-
чений выполнены для кристалла с относительно небольшим (120) количе-
ством атомов, введение одной кислородной вакансии в пересчете на фор-
мульную единицу соответствует значительному изменению кислородного 
индекса ( = –0.0416). В случае избыточного КС, обусловленного наличием 
вакансий катиона La, значение индекса  рассчитано по правилам квазихи-
мического подхода в соответствии с уравнением (1). 
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Рис. 2. Энергетические характеристики формирования точечных дефектов в  
La1–xSrxMnO3+: ,  – значения энергии формирования вакансий, рассчитанные 
соответственно с учетом и без учета двух последних членов в выражении (3); ☆ – 
экспериментальные данные по энергии активации атомов O в кислород-дефицитных 
пленках La0.8Sr0.2MnO3+ [13]; линия 1 – расчетное значение энергии формирования 
вакансии La в учетверенной ячейке La0.79Sr0.21MnO3; линии 2 и 3 – значения энергии 
формирования вакансий соответственно La и Mn в чистом манганите [8] 

Как видно из рис. 2, энергия формирования вакансии лантана  
(E = 14.0025 eV) почти в 2 раза превышает соответствующее значение для 
вакансии кислорода (E = 8.4762 eV). Это демонстрирует ожидаемую тен-
денцию в отношении наличия энергетического порога при переходе кри-
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сталла в кислород-избыточное состояние. Учет в расчетах последующих 
членов выражения (3) существенно понижает величину E: для вакансии 
кислорода – 2.95 eV, для вакансии лантана – 7.68 eV. 

В отношении энергетических характеристик вакансий кислорода в обла-
сти кислород-дефицитного состояния пленок легированного манганита по-
лезная информация ранее была получена из экспериментов по диффузии 
атомов кислорода [13,14]. По результатам численного моделирования вре-
менных зависимостей вариации КС в кислород-дефицитных LSMO-пленках 
энергия активации атомов кислорода была оценена величинами 2.7 eV (при 
x = 0.2) и 3.21 eV (при x = 0.3). С учетом этих данных значение E = 2.95 eV 
для LSMO при x = 0.21 можно считать вполне приемлемым. 

Таким образом, на основе полученных данных можно сделать вывод о 
том, что при переходе от кислород-дефицитного к кислород-избыточному 
состоянию в точке  = 0 существует энергетический порог, связанный со 
сменой физического механизма формирования дефектов от менее к более 
энергетически затратному. Этот факт отражен на рис. 2: линия 1 указывает 
энергию порога для легированного манганита (x = 0.21); линии 2, 3 соответ-
ствуют значениям энергии формирования вакансий лантана и вакансий мар-
ганца в чистом манганите. В качестве опорных данных по энергии формиро-
вания вакансий металлических атомов взяты расчетные значения для чисто-
го манганита из работы [8], соответствующие зарядовому состоянию дефек-
тов q = 0. 

Значения ( , )fE j q  в связи с возможным уточнением поправки на зарядо-

вое состояние вакансий могут несколько измениться, но на качественном 
уровне картина на рис. 2 наглядно демонстрирует природу энергетического 
барьера, который порождает эффект «стабилизации» КС = 3 в пленках 

La0.8Sr0.2MnO3+. 
В заключение отметим еще один интересный факт, который в моделях 

дефектообразования обычно не рассматривается. Если поместить атом кис-
лорода на позицию вакансии лантана, то энергии формирования двух видов 
дефектов (вакансии лантана с атомом кислорода и без него) оказываются 
близкими между собой (см. рис. 2). Это, в частности, может означать, что  
диффузионный процесс атомов кислорода во время термообработки может 
происходить без значительных энергетических затрат, в том числе по вакан-
сиям лантана. Иными словами, дефекты такого типа не разрушают кристал-
лическую ячейку и в принципе возможны, но пока неясно, как они отража-
ются на макроскопических характеристиках легированных манганитов. 
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ENERGY ASPECT OF DEFECT FORMATION IN THIN FILMS OF La0.8Sr0.2MnO3+ 

Based on original and published data, the energy characteristics of the formation of point 
defects in doped La1–xSrxMnO3+ manganite are studied. The results of ab initio calcula-
tions of the formation energy of oxygen and metal vacancies in a crystal by the LDA + U 
method are presented. It has been established that in the course of the transition from the 
oxygen-deficient state of a crystal to the oxygen-excessive one, there exists an energy 
threshold determined by the inclusion of a more energy expensive mechanism for the 
formation of cation-deficient crystal cells than the process of filling oxygen vacancies by 
diffusion. This fact explains the nature of the previously established effect of «stabiliza-
tion» of the oxygen content (OC) in the La0.8Sr0.2MnO3+ films, in particular. The possi-
bility of the existence of an unusual defect in the form of substitution of a lanthanum by 
oxygen atom is estimated. 

Keywords: doped manganites, oxygen index, oxygen vacancy, lanthanum vacancy, de-
fect formation energy, LDA + U method, oxygen content «stabilization» effect 

Fig. 1. General view of the quadruple unit cell of La0.79Sr0.21MnO2.96 

Fig. 2. Energy characteristics of the formation of point defects in La1–xSrxMnO3+:  
,  – the values of the vacancy formation energy calculated with and without taking 
into account the last two terms in expression (3), respectively; ☆ – experimental data 

on the activation energy of oxygen atoms in the oxygen-deficient La0.8Sr0.2MnO3+ 
films [13]; line 1 – calculated value of the formation energy of lanthanum vacancies in 
the La0.79Sr0.21MnO3 quadruple cell; lines 2 and 3 – the values of formation energy of 
lanthanum and manganese vacancies, respectively, in pure manganite [8] 
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Исследованы прямоугольные пластины, изготовленные из компактированного ре-
акторного порошка сверхвысокомолекулярного полиэтилена (СВМПЭ) под давле-
нием 100 MPa в течение 30 min при температуре T = 145C (выше их точек плав-
ления). Образцы подвергнуты охлаждению по трем различным режимам, а затем 
– прокатке при 70–80°C с максимальной степенью одноосной вытяжки roll = 5.2. 
При воздействии на образцы только прокаткой достигнутые модуль упругости и 
предел прочности на разрыв составляют соответственно 3 GPa и 145 MPa. Пока-
зано, что при использовании на втором этапе обработки пластин процесса много-
разовой высокотемпературной зонной ориентационной вытяжки образцы эффек-
тивно вытягиваются до общей степени  = 130, и значения модуля упругости при 
растяжении и предела прочности на разрыв достигают соответственно 120 и 
3.74 GPa. 
 
Ключевые слова: сверхвысокомолекулярный полиэтилен, реакторные порошки, 
компактирование, синтезирование, модуль упругости, предел прочности, анализ 
зависимости напряжение–деформация 

Введение 

Cверхвысокомолекулярный полиэтилен, как известно, обладает некото-
рыми выдающимися физическими и механическими свойствами, такими 
как высокая ударная вязкость, стойкость к истиранию, самосмазывание и 
устойчивость к воздействию химических веществ. Из-за сетчатой надмоле-
кулярной структуры, образованной переплетениями молекулярных цепей, 
СВМПЭ имеет очень высокую вязкость расплава, что ограничивает его 
производственную технологичность с помощью традиционных методов 
формования [1]. С целью уменьшения плотности реакторных порошков 
СВМПЭ были начаты работы в поисках «правильного» катализатора и ре-
альных условий синтеза, при которых получается реакторный порошок, 
пригодный для монолитизации и последующего эффективного ориентаци-
онного упрочнения. 
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Первоначальная идея была сформулирована голландским ученым про-
фессором Полом Смитом [2,3]. Он показал, что если проводить синтез при 
низкой температуре, то получается полимер с низкой плотностью молеку-
лярных зацеплений, который потом можно растянуть до высоких значений 
ориентационного удлинения и получить ориентированную пленочную нить 
с механическими характеристиками, не уступающими гель-волокнам. 

В дальнейшем эта методология получила значительное развитие в ра-
боте С. Растоги с сотрудниками [4], где использовались комплексы на ос-
нове металлов IV группы, содержащих лиганды бис(феноксииминового) 
типа (обычно обозначаемые в качестве катализаторов F1). Эти комплексы 
при активации подходящим сокатализатором (наиболее распространенным 
из которых является метилалюмоксан) могут давать полиолефины различ-
ной архитектуры в зависимости от выбранной пары металл/лиганд. В 
настоящее время именно на постметаллоценовых одноцентровых катализа-
торах F1 фирмой Teijin Aramid построено коммерческое производство 
прочных высокомодульных лент СВМПЭ (Endumax). 

В лаборатории профессора А.Я. Валендо (ИФОХ НАНБ, г. Минск) нас-
центный реакторный полимеризат СВМПЭ получают суспензионной по-
лимеризацией этилена на каталитической системе Тi(AcAc)2Сl2– 
–А1(С2Н5)2Cl–MgPh2 (здесь AcAc – ацетилацетонат, Ph – фенил) при дав-
лении 0.05–0.3 MPa, температуре полимеризации 10–50C, концентрации 
соединения Тi в пределах 0.015–0.03 g/L и мольных отношениях Al к Тi от 
35:1 до 200:1 и магния к титану от 5:1 до 20:1. Изготовленные реакторные 
порошки хорошо спекаются и проходят ориентационную вытяжку [5]. 

Для получения высокопрочных высокомодульных ориентированных 
пленок и пленочных нитей профессор С.С. Иванчев (ИК им. Г.К. Борескова 
РАН) и профессор, член-корреспондент РАН А.Н. Озерин с сотрудниками 
(ИСПМ им. Н.С. Ениколопова РАН) синтезировали реакторный порошок 
СВМПЭ с применением постметаллоценового самоиммобилизующегося 
катализатора полимеризации. В начале полимеризации этот порошок рабо-
тает как гомогенный катализатор, а далее (вследствие молекулярного свя-
зывания катализатора с образующимся полимером) постепенно превраща-
ется в гетерогенный иммобилизованный катализатор, формирующий 
СВМПЭ по механизму «живой» полимеризации [1,6]. 

Было обнаружено, что реакторный порошок СВМПЭ малой плотности 
можно обрабатывать в твердом состоянии методами порошковой метал-
лургии. Вначале порошок компактируют при высоком давлении и темпера-
туре ниже температуры плавления, затем компакт подвергается процессу 
двухэтапной вытяжки. На первом этапе вытяжки полиэтиленовые ленты 
получают экструзией в твердом состоянии: уплотненную полосу компакта 
зажимают между половинками медных, алюминиевых или полимерных за-
готовок высокой плотности и сборку подвергают совместной экструзии 
через коническую бронзовую фильеру. 

На втором этапе экструдированные пленки длиной 20–40 mm растяги-
вают в испытательной машине Instron 1321, снабженной камерой контроля 
температуры [7]. С помощью метода твердофазной соэкструзии полоски 
компактированного реакторного порошка СВМПЭ были вытянуты до ко-
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эффициента вытяжки 77 с соответствующим модулем упругости при рас-
тяжении усилием 100–107 GPa при 120–135C [8]. Ограничением этого ме-
тода является сложность в изготовлении образцов больших размеров. 

В настоящее время в двухэтапном процессе вытяжки СВМПЭ на пер-
вом этапе в основном используют вытяжку прокаткой в твердом состоянии 
при различных температурах валков. 

Известно, что прокатка влияет на физические и механические свойства 
полимеров. Ее преимущества перед экструзией заключаются в масштабно-
сти и скорости. Опубликовано несколько исследований прокатки СВМПЭ, 
в которых вытяжку листов полиэтилена проводили при температуре валков 
Troll = 100–140°C. В листах, вытянутых валками, наблюдается ориентация 
оси c решетки к направлению прокатки и выравнивание оси (100) в плос-
кости листа [1]. 

В работе [9] реакторный порошок СВМПЭ был успешно подвергнут 
прокатке. На однородность прокатанных лент существенно влияли как 
температура прокатки, так и скорость вращения валков. Наибольшая эф-
фективность процесса была обнаружена при температуре валков 124°C. 
Для получения высокой степени вытяжки прокатку многократно повторяли 
в одном и том же направлении с уменьшением ширины зазора между вал-
ками после каждого прохода. Эффективность прокатки, оцененная мето-
дом усадки, составляла 85%. Прокатанную полосу подвергали дополни-
тельному второму шагу вытягивания – прокатанные пленки длиной 40 mm 
вытягивали в испытательной машине Instron 1321. Эта вторая вытяжка бы-
ла выполнена при постоянной температуре 135°C и скорости деформации 
200%/min. Для образца, приготовленного двухэтапной вытяжкой, макси-
мальные модуль упругости и предел прочности на разрыв составили 81 и 
1.3 GPa соответственно. 

Полиэтилен, изготовленный из реакторных порошков, синтезирован-
ных на постметаллоценовых одноцентровых катализаторах F1, с умень-
шенным количеством межмолекулярных зацеплений в порошинках, можно 
одноосно растягивать в твердом состоянии для получения высокоориенти-
рованных лент и пленок. Ориентация цепи в сочетании с уменьшенным 
числом ее концов обеспечивает высокие модуль упругости и предел проч-
ности на растяжение вытянутых материалов. Для этой цели в работе [10] 
был использован двухэтапный процесс с начальным этапом прокатки и по-
следующим этапом растяжения. Чтобы гарантировать сохранность харак-
тера межмолекулярных зацеплений образцы предварительно спекали в те-
чение 25 min при температуре 125C, т.е. ниже температуры плавления на-
сцентного СВМПЭ (~ 141C). 

Прокатку образцов проводили между двумя валками при температуре 
125°C и повторяли каждый раз с уменьшением зазора между ними до до-
стижения требуемого значения коэффициента вытяжки, определенного как 
отношение между длинами образца после и до прокатки. По завершении 
выполненных друг за другом шагов такой вытяжки из прокатанных лент 
вырезали образцы длиной 100 mm и шириной 55 mm и маркировали их че-
рез каждые 5 mm. Далее эти образцы подвергали одноосной вытяжке с по-
мощью тензометра Hounsfield, оборудованного окружной камерой, настро-
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енной на температуру 125°C, на длину датчика 60 mm и скорость  
60 mm/min. Вытяжку повторяли несколько раз до достижения требуемого 
значения коэффициента вытяжки, определенного как отношение между 
длинами растянутого и прокатанного образца. 

Цель данной работы – создание современного метода двухэтапной вы-
тяжки реакторных порошков СВМПЭ для получения высокопрочных пле-
ночных лент. На первом этапе осуществляется многократная вытяжка вал-
ками при прокатке ленты, на втором – многоразовая высокотемпературная 
зонная ориентационная вытяжка. Многократная прокатка позволяет полу-
чить ленту с более высокой ориентацией и более низкой степенью кри-
сталличности (по возможности, аморфное состояние) при температуре ни-
же температуры кристаллизации полимера. Деформационное упрочнение 
при высокотемпературной ориентационной вытяжке происходит без ката-
строфического изменения внутренней структуры частиц порошка ленты, 
которая не разорвется в процессе ориентирования прежде, чем достигнет 
предельно возможной степени вытяжки. Этот вопрос мало изучен, но име-
ет первостепенное значение для оптимизации процесса твердофазного 
формования. 

1. Образцы и эксперимент 

Исследования проводили на реакторном порошке СВМПЭ-5224, синте-
зированном в лабораторных условиях в Институте высокомолекулярных 
соединений РАН (г. Санкт-Петербург) путем суспензионной полимериза-
ции в толуоле на одноцентровом металлоценовом катализаторе PS-1229 
концентрации 3.996ꞏ10–5 mol/L при температуре полимеризации Tpolym =  
= 40С. Молекулярная масса порошка Мw = 3.1ꞏ106 g/mol, кристалличность 
составляет 74.4%, температура плавления Tmelt = 142.13C, насыпная плот-
ность ρbulk = 0.051 g/cm3. Обозначается порошок как IVA-7. Выбор этого 
порошка обоснован литературными данными о формировании его опти-
мальной структуры при твердотельной обработке [11]. 

1.1. Приготовление образцов 

Компактирование порошков осуществляли в прямоугольной матрице 
размерами 9.03  11  49.92 mm при комнатной температуре под давлением 
100 MPa в течение 15 min. Спекание проводили в той же пресс-форме при 
температуре 130C под давлением 100 MPa в течение 30 min. Затем при 
этом давлении температуру матрицы повышали до 145C (что на 3C выше 
температуры плавления пленок СВМПЭ: Тmelt = 142С) и выдерживали в 
течение 30 min. Далее под давлением температуру снижали до 130°C и 
охлаждали образец по одному из трех режимов: I – быстро вынимали из 
матрицы пресс-формы и охлаждали до комнатной температуры между 
двумя металлическими пластинами, II – оставляли остывать в матрице без 
давления, III – охлаждали в матрице под давлением 100 MPa. 
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Идея повышения температуры спекания полиэтилена выше Tmelt при ат-
мосферном давлении была направлена на увеличение скорости диффузии 
звеньев цепи на границах частиц порошка и тем самым на повышение проч-
ности межчастичных границ, что не позволило бы образцу преждевременно 
разрушиться в процессе ориентационного упрочнения. При этом предпола-
галось, что спекание при 145°C под давлением 100 MPa не приведет к ре-
кристаллизации исходной структуры, образовавшейся в процессе синтеза, и 
тем самым не ухудшит деформационно-механические свойства материала. 

В работе [12] сделан вывод, что спекание реакторных порошков 
СВМПЭ под давлением 100 MPa при температуре выше температуры 
плавления и с применением трех режимов охлаждения не приводит к су-
щественным изменениям в кристаллической структуре полимера и эти 
спеченные порошки могут использоваться как прекурсоры для ориентаци-
онного упрочнения материала. Однако дальнейшее исследование [13] по-
казало, что некоторые условия охлаждения спеченных образцов все же 
влияют на их кристаллическую структуру. Так, например, в образце, мед-
ленно охлажденном в прессе без давления, соотношение пластин тонкой и 
толстой фракций сместилось в сторону более толстых пластин, а содержа-
ние пластин средней толщины удвоилось (режим II). Максимально дости-
жимая прочность ориентированных нитей, полученных в режиме II, оказа-
лась значительно выше (3.3 GPa), чем у полученных в режимах I и III  
(1.9 GPa), что, возможно, связано с более правильной складкой нанокри-
сталлов в ламелях. Однако эти результаты получены для небольшого числа 
образцов, что пока не позволяет сделать однозначный вывод, который тре-
бует гораздо больше статистических данных. В связи с этим в настоящей 
работе мы используем образцы, приготовленные по методике более ранних 
исследований [12,13]. 

1.2. Конструкция валкового пресса 

Для прокатки компактов реакторного порошка СВМПЭ-5224 в Донец-
ком физико-техническом институте им. А.А. Галкина изготовлен валковый 
пресс специальной конструкции. Его основными элементами являются 
валки, выполненные в форме типа шип–паз [13,14] исходя из результатов 
плоскостной деформации при сжатии порошка в канальной пресс-форме 
(пресс-форме с отрытыми торцами) [15,16]. Процесс включает прокатку 
материала (порошка, компактов и др.) внутри канала, сформированного по 
окружности одного валка другим валком, имеющим толщину, соответ-
ствующую ширине канала в первом валке. Второй валок выполняет функ-
цию пуансона, а стенки сторон канала на первом валке составляют боковые 
ограничения, как в пресс-форме канала. 

Известно, что при холодном вытягивании кристаллических полимеров 
часто вблизи предела текучести наблюдается их внезапное отбеливание, 
которое является признаком кавитации. Последняя при пластической де-
формации значительно снижает прочность ориентируемых полимерных 
материалов [17]. Плоскостная деформация при сжатии в канальной пресс-
форме (матрица, открытая с торцов) ориентирует полимеры с пределом 
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прочности намного выше, чем материалы, деформированные пуансонами 
пресса без матрицы (без каких-либо ограничений). В таком режиме дефор-
мации боковые ограничения, наложенные на материал во время его прес-
сования, помогают предотвратить нежелательную кавитацию и изготовить 
материал с хорошо определенной и четкой текстурой [18] без образования 
шейки. Прокатка с боковыми ограничениями обладает преимуществами по 
сравнению с обычной прокаткой, при которой относительно слабые боко-
вые ограничения возникают просто вследствие сил трения между материа-
лом и валками, и, как результат, на краях тонких пленок часто образуются 
нежелательные изломы или трещины. 

 

а 

 

б 
Рис. 1. Устройство для прокатки ленточных пленок СВМПЭ различной ширины 
при различных давлениях, сдвиговых деформациях и температурах (a). Стрелками 
D показаны рабочие поверхности валков (б) 

Опытный образец валкового пресса показан на рис. 1. Он содержит па-
ру нагреваемых валков, изготовленных из стали ШХ15 с последующей 
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объемной закалкой до твердости 43 HRC, с диаметром рабочих поверхно-
стей 54.3 mm и общей длиной 183 mm. Температура нагревания валков ре-
гулируется до максимальной величины 130C внутренними нагревателями 
ТЭН-500 W. Электродвигателем мощностью 100 W через плавные регуля-
торы окружных скоростей 0–15 m/min валки приводятся в действие. Они 
прижаты друг к другу с углублением в одном валке и соответствующим 
выступом в другом (рис. 1,б). Зазор между ними изменяется вручную в 
диапазоне 0.05–2 mm. Валковый пресс позволяет прокатывать пленочные 
ленты шириной 5, 10, 15, 30 mm и минимальной толщиной 50 m. 

1.3. Многоразовая высокотемпературная зонная ориентационная  
вытяжка 

Многочисленные эксперименты показали, что метод зонной высоко-
температурной многоступенчатой вытяжки полимеров является един-
ственным, который позволяет получать рекордные значения их механиче-
ских характеристик [19,20]. Пластическая деформация часто осуществля-
ется в одну стадию при постоянных величинах температуры и растягива-
ющего напряжения. Однако установлено, что высокие прочность и жест-
кость, длительный срок службы полученных образцов, а также их способ-
ность к упрочнению одновременно могут быть достигнуты только в режи-
ме зонной вытяжки, проводимой в 3–4 этапа. Для уменьшения вероятности 
разрывов молекул при вытяжке образцы следует выдерживать в нагрева-
тельном устройстве в течение ограниченного времени, составляющего ме-
нее 15% времени жизни молекулы: 0 0exp( / )U kT     , вытекающего из 

кинетической теории твердого тела. В этой формуле предэкспоненциаль-
ный множитель 0 = 10–12–10–13 s, коэффициент U0 определяет энергию ак-
тивации процесса разрушения полимерных пленочных лент, множитель  
имеет размерность объема [19]. 

В приборе, разработанном в Физико-техническом институте им. А.Ф. Иоф-
фе РАН на основе термофлуктуационной теории прочности С.Н. Журкова, 
используется специальный нагреватель в виде тонкой полированной ме-
таллической пластинки ножевого типа («утюга»). Область плотного кон-
такта образца с пластиной (вдоль оси ориентации) составляет доли милли-
метра, что позволяет резко уменьшить время нахождения полимера при 
высокой температуре и тем самым существенно снизить механодеструк-
цию макромолекул [20,21]. 

Для полного зонного прогрева «утюгом» из образцов толщиной до 
0.13–0.14 mm вырубают полоски миллиметровой ширины, концы которых 
зажимают специальными держателями. Верхний держатель надевают на 
крючок тяги, которая идет к электромотору, на нижний вешают груз из 
расчета 0.5–0.9 kg/mm2. При включении электромотора под действием это-
го груза образец с начальной скоростью 10 mm/min перемещается по «утю-
гу» от нижнего зажима к верхнему при температурах от 100 до 145C и 
растягивается с образованием шейки. Эта процедура повторяется несколь-
ко раз при увеличении массы груза и повышении температуры. Для каждой 
вытяжки берут новую миллиметровую полоску и увеличивают нагрузку на 
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30%, а после малого прироста вытягивания поднимают температуру «утю-
га» на 5C при том же грузе. 

Необходимо подчеркнуть, что ориентационная вытяжка включает два 
принципиально разных по своей физической природе процесса: a) образо-
вание шейки вследствие разрушения исходной структуры путем разгиба-
ния молекулярных складок с последующим формированием фибриллярной 
структуры; б) пластическую деформацию образовавшейся фибриллярной 
структуры. Если первый процесс по сути является твердофазным перехо-
дом (кристаллы со складчатыми цепями переходят в кристаллы с выпрям-
ленными цепями), то второй процесс – это скольжение фибрилл друг отно-
сительно друга, сопровождающееся конформационными переходами в 
неупорядоченных внутрифибриллярных областях и увеличением числа мо-
лекулярных сегментов, несущих нагрузку. 

Неправильный выбор сценария ориентационной вытяжки может приве-
сти к тому, что из-за накопления дефектов прочность предельно ориенти-
рованных нитей может оказаться ниже, чем прочность менее ориентиро-
ванных [22]. 

2. Результаты и обсуждения 

Компактированные и спеченные образцы реакторного порошка 
СВМПЭ-5224 размерами 9.03  49.92 mm и толщиной d = 0.45–0.68 mm 
прокатывали в валковом прессе с шириной шипа 10 mm со скоростью  
11 m/min при температуре валков 70–80C. Осуществляли несколько про-
ходов с уменьшением зазора между валками приблизительно на 20% от ис-
ходной толщины образца. Предварительные опыты прокатки при высоких 
температурах ~ 124C и скоростях вращения валков менее 30 cm/min пока-
зали, что после прохождения через валки: a) ленты высвобождали часть 
упругой накопленной энергии, и это приводило к увеличению их толщины 
больше размера зазора между валками; б) в образце ориентированные мо-
лекулярные цепи релаксировали сильнее, чем при скорости 11 m/min. По-
этому для получения максимальной величины коэффициента вытяжки вал-
ками необходимо было всегда каждую ленту прокатывать 6–10 раз. Вопрос 
оптимальных величин температуры и скорости вращения валков при про-
катке требует особого изучения. 

Коэффициент вытяжки валками roll оценивали как отношение исход-
ной толщины образца h0 к толщине прокатанного образца h: roll = h0/h. 
Толщина образцов уменьшалась вследствие их удлинения, а ширина прак-
тически не изменялась. 

Прокатанные валками пленочные ленты оценивали визуально на одно-
родность обработки, к которой относятся: размеры каждой пленки по тол-
щине и ширине по всей длине прокатки; механическая целостность (на 
кромках лент часто образуются трещины после многократной прокатки 
одного и того же образца); прозрачность пленочной ленты на пропускание 
света. Готовая лента должна иметь гладкую бездефектную поверхность без 
наплывов и ровные края. Выборочно проводили измерения физико-
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механических свойств готового проката с помощью рентгеноструктурного 
анализа и деформационных кривых. 

Далее прокатанные ленты разделяли на две группы. Из лент первой груп-
пы нарезали согласно ГОСТ 14236–81 [23] двусторонние лопаточки с разме-
рами рабочей части 30  7 mm и толщиной образцов d = 0.130–0.140 mm. Их 
тестировали в разрывной машине испытания пластмасс 2167 Р-50 со ско-
ростью 5 mm/min до разрыва (исследования проведены в ДонФТИ им.  
А.А. Галкина). 

По результатам измерений построили кривые зависимости истинное 
напряжение–истинная деформация для пленок, полученных при различных 
режимах спекания и охлаждения (рис. 2). Внешний вид кривых деформа-
ционного тестирования хорошо согласуется с известными данными работы 
[24], где показано, что полимеры демонстрируют широкий диапазон пове-
дения напряжения–деформации: 1) хрупкий полимер, который упруго де-
формируется и хрупко разрушается перед пластической деформацией;  
2) пластиковый полимер, у которого кривая зависимости напряжение– 
–деформация очень похожа на кривые многих металлов; 3) класс полиме-
ров – эластомеры. 
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Рис. 2. Зависимости истинное напряжение–истинная деформация пленок СВМПЭ, 
приготовленных в различных условиях спекания–охлаждения и прокатанных на вал-
ковом прессе: 1 – режим I,  = 4.28; 2 – режим II,  = 2.91; 3 – режим III,  = 3.33;  
4, 5 – сырые неспеченные пленки («green») соответственно 1 ( = 3.18) и 2 ( = 5.23) 

Хрупкое разрушение полимеров происходит при малых деформациях (10–
15%), что существенно ограничивает области их применения. Возникает это 
разрушение из-за микротрещин, зарождающихся в результате появления де-
фектов (крейзов, трещин на границах зерен, нестабильного распространения 
шейки и т.д.). Для демонстрации хрупкого разрушения на рис. 2 приведены 
данные по неспеченным, сырым («green») компактам реакторных порошков 
СВМПЭ, в которых возможен хрупко-пластический переход. Выше было от-
мечено, что процесс монолитизации пленочных лент в канальной пресс-
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форме является предшественником прокатки валками. В работе [25] исследо-
вано влияние стадии монолитизации реакторных порошков СВМПЭ на про-
цесс получения высокопрочных нитей методом прямого формования в ка-
нальной пресс-форме. Для определения эффективности монолитизации ис-
пользована степень плоскостной деформации как отношение толщины образ-
ца до и после деформации: pl.def = h0/h. Было показано, что с увеличением 
pl.def растет предел прочности на разрыв и уменьшается однородное удлине-
ние при разрыве. Однако при pl.def  5 наступает хрупкий разрыв при малых 
значениях удлинения при разрыве. При еще более высоких степенях дефор-
мации пленка рассыпается на части уже в руках. В своих экспериментах мы 
так же сталкиваемся с этим явлением. В настоящее время сложилось мнение, 
что процесс прокатки подавляет хрупкое поведение полимера, устраняет 
шейку и порообразование. Поэтому для окончательного вывода нужны до-
полнительные исследования. 

С помощью специальной программы для извлечения ключевых пара-
метров из кривой зависимости напряжение–деформация Stress-strain 
analysis, Version 1.0.0, написанной на языке MATLAB, проводили анализ 
экспериментальных кривых и определяли механические параметры прока-
танных пленок (табл. 1). Из таблицы видно, что с повышением средних (по 
8 тестам) значений коэффициента прокатки пленок растут и усредненные 
значения модуля упругости и предела прочности. Кроме того, при прокатке 
не наблюдается шейка, что говорит об однородной деформации с равно-
мерным отдалением меток, нанесенных на образец. 

Таблица 1 

Механические параметры прокатанных пленок СВМПЭ-5224,  
протестированных на разрывной машине 2167 Р-50 

Из прокатанных лент второй группы толщиной d = 0.130–0.140 mm вы-
рубали полоски миллиметровой ширины вдоль направления прокатки и 
подвергали ориентационному упрочнению на узком контактном нагревате-
ле по методу многоразовой зонной ориентационной вытяжки и зонного 
отжига (работа проведена в лаборатории физики прочности ФТИ им. Иоф-
фе РАН). На данном этапе вытяжки происходят два физических процесса: 
перестройка структуры из ламеллярной в фибриллярную с разворачивани-
ем цепей в направлении ориентации, а затем – пластическая деформация 
фибриллярной структуры. 

Режимы 
Модуль  

упругости, 
GPa 

Предел 
текучести, 

MPa 

Предел 
прочности, 

MPa 

Коэффициент 
прокатки, 

roll 
Спекание–охлаждение 

I 2.311 34.494 94.1973 4.28 
II 1.6045 25.2818 57.4979 2.91 
III 2.1911 30.856 75.8044 3.33 

Исходные неспеченные пленки 
«green» 1 2.1025 42.7205 72.8646 3.18 
«green» 2 3.0617 52.7131 145.3049 5.23 
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Пленочные ленты после ориентационной вытяжки и зонного отжига 
имели толщину ~ 0.025 mm и ширину ~ 0.3 mm. Их подвергали тестирова-
нию на разрывной машине AG-5kNXplus HS фирмы Shimadzu (Япония). 
Полученные типичные кривые зависимости истинное напряжение–
истинная деформация для некоторых образцов показаны на рис. 3, а меха-
нические параметры приведены в табл. 2. 
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Рис. 3. Истинные кривые зависимости напряжение–деформация для образцов 
СВМПЭ-5224 DR27, полученных в режиме III, построенные по данным 1-й (—) и  
4-й (---) вытяжек на разрывной машине AG-5kNXplus HS фирмы Shimadzu (Япония) 

Таблица 2 

Механические параметры образца СВМПЭ-5224 DR27, обработанного в 
режиме III, для 1-й и 4-й вытяжек 

 

Вы-
тяжки 

Модуль 
упруго-

сти, 
GPa 

Предел 
текуче-

сти, 
GPa 

Предел 
прочно-
сти при 

растяже-
нии, 
GPa 

Однород-
ное удли-

нение, 
% 

Макси-
мальное 
напряже-

ние, 
% 

Коэффи-
циент вы-

тяжки, 
orient 

Истинные параметры 
1-я 29.0883 1.4215 1.5808 5.71 5.95 27.53 
4-я 26.7950 1.9497 1.3195 4.85 5.18 27.53 

Инженерные параметры 
1-я 26.7728 1.3126 1.4914 5.77 6.13 27.53 
4-я 25.4604 1.1651 1.2549 4.95 5.32 27.53 

Номер вытяжки при многоразовой высокотемпературной зонной ориен-
тационной вытяжке определяли следующим образом. Ясно, что после пер-
вого прохода «утюгом» миллиметровой полоски № 1 ресурс пластической 
деформации, возможно, еще не исчерпан и, если эту полоску поместить в 
разрывную машину, она будет растягиваться в процессе испытания. Поэто-
му берем миллиметровую полоску № 2, вырубленную из этого же образца, и 
проводим первый этап. Затем увеличиваем нагрузку на 30% на втором про-
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ходе «утюгом» и измеряем прочность этой полоски на разрывной машине. 
Ресурс пластической деформации полоски уже меньше. Аналогично посту-
паем с полосками № 3, 4 и т.д., на каждом этапе увеличивая нагрузку на 
30%. При этом, обнаруживая, что прирост вытяжки совсем маленький, по-
вышаем температуру «утюга» (125–130C) на 5 градусов при том же грузе. 
Последнее значение температуры, при которой удается еще увеличить длину 
образца, составляет 143C, т.е. выше температуры плавления полимера. Это 
оказывается возможным, поскольку под напряжением температура плавле-
ния выше. Такое прерывистое тестирование на разрывной машине необхо-
димо для правильного выбора сценария ориентационной вытяжки. 

Как следует из рис. 3 и табл. 2, в результате накопления дефектов уже 
после вытяжки № 4 упругий модуль и прочность на разрыв ниже, чем после 
менее ориентационной вытяжки № 1. Для образцов СВМПЭ-5224 DR27, об-
работанных в режиме III, размеры пленочных лент составили, mm: до ори-
ентационной вытяжки – ширина b = 1, толщина d = 0.135; после 1-й вы-
тяжки – b1 = 0.3, d1 = 0.03; после 4-й – b4 = 0.2, d4 = 0.025. 

Выше обсуждался разработанный нами специальный режим ступенча-
того нагрева компактов реакторного порошка СВМПЭ под давлением и 
несколько режимов охлаждения спеченных лент. Повышение температуры 
спекания дает положительный эффект. Однако разброс по прочностям до-
вольно велик. Лучшие результаты усредненных измерений предела проч-
ности на разрыв пленочных нитей, вытянутых двухэтапным методом (про-
катка на первом этапе и ориентированное упрочнение – на втором), для 
двух различных образцов реакторного порошка СВМПЭ-5224 представле-
ны на рис. 4. Каждая точка является результатом усреднения по 8 тестам 
одних и тех же вытяжек. Коэффициент прокатки roll для образца 1 соста-
вил 2.4, а для образца 2 – 4.2. Коэффициенты ориентационной вытяжки 
orient этих образцов составили соответственно 33 и 30. Суммарный коэф-
фициент вытяжки  = roll + orient. 
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Рис. 4. Зависимость усредненной (по 8 образцам) прочности ориентированных 
прокатанных пленок СВМПЭ-5224 от суммарной степени вытяжки : для образца  
1 (■) – прочность пленок с  roll = 2.4, а для образца 2 (●) –  roll = 4.2 



Физика и техника высоких давлений 2023, том 33, № 2 

 98

На основании представленных предварительных данных можно заклю-
чить, что более высокий коэффициент вытяжки на этапе прокатки roll  4.2 
обеспечивает достижение большего суммарного коэффициента вытяжки  
 = 126–130 и соответственно большей прочности конечного материала: 
модуля упругости при растяжении до 120 GPa и предела прочности на раз-
рыв до 3.74 GPa. Прочность предельно вытянутых пленок почти в 2 раза 
выше, чем прочность коммерческих пленок Endomax, выпускаемых фир-
мой Teijin Aramid, и не уступает по механическим показателям волокнам 
Dyneema, производимым по гель-технологии. Полученные результаты сви-
детельствуют о перспективности производства высокопрочного материала 
безрастворным методом при использовании прокатки спеченных прекур-
соров с последующей ориентационной вытяжкой 

Выводы 

Компакты реакторного порошка СВМПЭ были успешно подвергнуты 
прокатке. Для дальнейшего улучшения механических свойств образцов 
использовали двухэтапный метод вытяжки: компактированные порошко-
вые пластины прокатывали до величины roll = 5.2 с последующей много-
разовой высокотемпературной зонной ориентационной вытяжкой. Важ-
ным для успешной реализации предлагаемого метода твердофазного 
формования образца является применение реакторных порошков 
СВМПЭ, синтезированных на катализаторах нового поколения, которые 
характеризуются минимальным количеством межмолекулярных зацепле-
ний в порошинках. 

Предварительные результаты свидетельствуют, что при использова-
нии только прокатки достигнутые величины модуля упругости и предела 
прочности на разрыв составили соответственно 3 GPa и 145 MPa. Приме-
нение многоразовой высокотемпературной зонной ориентационной вы-
тяжки на втором этапе позволяет эффективно вытянуть прокатанные об-
разцы дальше до общей величины  = 130. Такие сильно вытянутые плен-
ки показали модули упругости при растяжении и предел прочности на 
разрыв соответственно до 120 и 3.74 GPa. Полученные значения гораздо 
выше, чем, например, прочность коммерческих пленок Endomax  
(2.5 GPa), и не уступает прочности волокон Dyneema (DSM, The 
Netherlands) и Spectra (Honeywell, USA) (3.2–3.6 GPa), производимых по 
гель-технологии. 
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V.M. Tkachenko, I.M. Makmak, N.E. Pis’menova, E.I. Radovanova, S.A. Terekhov 

TWO-STAGE METHOD FOR OBTAINING HIGH-STRENGTH UHMWPE TAPES  
BY SOLID-PHASE FORMING 

Rectangular plates are studied that have been made of compacted reactor powder of ultra-
high molecular weight polyethylene (UHMWPE) under pressure of 100 MPa for 30 min 
at a temperature of T = 145°C, above their melting points. The samples are subjected to 
cooling in three different modes and subsequent rolling at 70–80°C with maximum uniax-
ial drawing ratio roll = 5.2. After the exposure to single rolling, the achieved elastic 
modulus and ultimate tensile strength are 3 GPa and 145 MPa, respectively. It is shown 
that when using the process of reusable high-temperature zone orientational drawing at 
the second stage of plate processing, the samples are effectively drawn to the total degree 
of  = 130, and the values of the tensile modulus and tensile strength reach 120 and  
3.74 GPa, respectively. 

Keywords: ultrahigh molecular weight polyethylene reactor powders, compaction, syn-
thesis, elastic modulus, ultimate tensile strength, stress-strain analysis 

Fig. 1. General view of the device for rolling tape films UHMWPE of various widths at 
varied pressure, shear deformation and temperature (a). Arrows D mark the working sur-
faces of the rolls (б) 

Fig. 2. True stress–true strain curves for UHMWPE films prepared under various sinter-
ing–cooling conditions and rolled on the roller press: 1 – mode I,  = 4.28; 2 – mode II,  
 = 2.91; 3 – mode III,  = 3.33; 4, 5 – green polyethylene films 1 ( = 3.18) and  
2 ( = 5.23), respectively 

Fig. 3. True stress-strain curves for UHMWPE-5224 DR27 (mode III) specimens pro-
cessed from the first drawing (—) and the fourth drawing (---) data at Simadzu tensile 
testing machine AG-5kNXplus HS (Japan) 

Fig. 4. Dependence of the averaged (over 8 samples) strength of oriented rolled films of 
UHMWPE-5224 on the total drawing ratio : for sample 1 (■) – the strength of films with 
roll = 2.4, and for sample 2 (●) – roll = 4.2 
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В рамках полимеразно-таутомерной модели ультрафиолетового (УФ) мутагенеза 
предложен механизм образования его горячих и холодных пятен. Для проверки 
этой модели рассчитаны относительные вероятности образования мутаций на 
запаздывающей нити молекулы ДНК supF гена. Показано, что горячими пятнами 
УФ-мутагенеза являются те цис-син циклобутановые пиримидиновые димеры, на 
которые передается больше энергии, чем на другие такие же димеры. Выводы по-
лимеразно-таутомерной модели находятся в хорошем согласии с эксперименталь-
ными данными. 
 
Ключевые слова: ультрафиолетовый мутагенез, редкие таутомерные формы основа-
ний ДНК, горячие и холодные пятна УФ-мутагенеза, передача энергии возбуждения по 
ДНК, синглетные и триплетные уровни энергии оснований ДНК 

Введение 

Мутации – главная причина эволюции, старения, раковых и генетиче-
ских заболеваний, а также появления новых штаммов вирусов. Молекула 
ДНК в результате облучения УФ-светом повреждается, причем около 80% 
повреждений – это циклобутановые пиримидиновые димеры [1,2]. В даль-
нейшем при синтезе ДНК [3,4] напротив 5–10% таких димеров [5] образу-
ются мутации. Чаще всего это мутации замены оснований, когда одно ос-
нование ДНК заменяется другим [6,7]. По молекуле ДНК мутации распре-
делены неравномерно [8,9]. 

Общепринятая полимеразная модель мутагенеза [10–15] и другие моде-
ли [16–36] претендуют только на объяснение механизма образования ми-
шенных мутаций замены оснований [37]. Мной были предложены полиме-
разно-таутомерные модели УФ-мутагенеза, включающие механизмы фор-
мирования мишенных, немишенных, мишенных задерживающихся и 
немишенных задерживающихся мутаций [37–72]. Они опираются на тау-
томерную гипотезу Уотсона и Крика [73]. С целью разработки механизмов 
образования мутаций при облучении двухцепочечной молекулы ДНК УФ-
светом мы с К.Б. Толпыго выполнили несколько циклов работ, посвящен-
ных исследованию свойств возбужденных водородных связей в такой мо-
лекуле [74–96]. Эти результаты обобщены в монографии [65]. Эксперимен-
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тальные данные [97,98] подтверждают полимеразно-таутомерные модели 
УФ-мутагенеза [37–72]. 

Как показано в работах [8,9], напротив некоторых пиримидиновых ди-
меров мутации замены оснований образуются очень часто. Такие димеры 
называются горячими пятнами УФ-мутагенеза. Пиримидиновые димеры, 
напротив которых мутации замены оснований формируются очень редко 
или вообще не формируются, называются холодными пятнами УФ-
мутагенеза [8,9]. Механизм образования горячих и холодных пятен в 
настоящее время не ясен. 

В рамках полимеразно-таутомерных моделей УФ-мутагенеза [37–72] 
мной была разработана модель образования горячих и холодных пятен УФ-
мутагенеза [50,69,70]. Как было показано [37,59], к мишенным мутациям 
замены оснований могут приводить только цис-син циклобутановые пири-
мидиновые димеры, основания которых находятся в определенных редких 
таутомерных формах. В экспериментах [8,9] установлено, что напротив та-
ких димеров образуются мутации замены оснований. Следовательно, мож-
но сделать вывод, что холодные пятна УФ-мутагенеза – это циклобутано-
вые пиримидиновые димеры, основания которых находятся в канониче-
ских таутомерных формах, поскольку напротив них мутации образовы-
ваться не могут. А горячие пятна УФ-мутагенеза – это димеры, основания 
которых находятся в редких таутомерных формах и напротив которых му-
тации формируются очень часто. 

Цели настоящей работы – проверка правильности полимеразно-
таутомерной модели образования горячих и холодных пятен УФ-
мутагенеза, а также сравнение выводов, полученных при изучении участка 
ДНК supF гена, с экспериментальными данными [8,9]. 

1. Основы полимеразно-таутомерной модели образования горячих и  
холодных пятен УФ-мутагенеза 

В молекулах ДНК и РНК возможна триплет-триплетная миграция энер-
гии [99]. На участках с неоднородным нуклеотидным составом возможна 
миграция на 10 нуклеотидных пар [100,101]. В полимеразно-таутомерной 
модели УФ-мутагенеза показано, что различия в вероятности образования 
мутаций связаны с процессами распространения энергии возбуждения по 
нити ДНК [50,69,70]. 

Энергия возбуждения может распространяться по молекуле ДНК  
[102–104]. Для расчета относительной вероятности образования мутаций 
на данном основании ДНК необходимо использовать соотношение между 
энергиями синглетного и триплетного уровней энергии различных основа-
ний ДНК, которые были найдены в [105] (рис. 1). Как показано в [47,49], 
тепловая релаксация возбуждения с триплетного уровня энергии является 
основной причиной повреждений молекул ДНК под действием УФ-света. 
Кроме того, следует учитывать, что молекулы цитозина тимина гораздо 
чаще изменяют свое таутомерное состояние, чем молекулы тимина [106]. 

На основе этих данных построены диаграммы, описывающие распро-
странение энергии возбуждения по лидирующей и запаздывающей нитям 
молекулы ДНК supF гена [50,69,70]. 
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Рис. 1. Диаграмма энергетических уровней различных оснований ДНК [105]:  
S1, T1 – соответственно нижние синглетный и триплетный уровни  

2. Горячие и холодные пятна УФ-мутагенеза, образующиеся на  
лидирующей нити и на основаниях № 99–146 запаздывающей нити  

молекулы ДНК supF гена 

Чтобы проверить правильность полимеразно-таутомерной модели об-
разования горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза, необходимо срав-
нить ее выводы с экспериментальными данными. Для этого рассчитаны 
относительные вероятности формирования мутаций горячих и холодных 
пятен УФ-мутагенеза на лидирующей и запаздывающей нитях участка 
ДНК supF, кодирующего супрессорную транспортную РНК supF. В рабо-
те [50] для лидирующей нити данного участка ДНК исследованы не-
сколько горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза. Проведена оценка 
энергии возбуждения, которая может передаваться на различные основа-
ния. С использованием методики, представленной в работе [50], изучены 
вероятности образования мутаций на всех основаниях № 99–146 запазды-
вающей нити молекулы ДНК supF [69]. Другими словами, для 47 основа-
ний рассчитаны передающиеся на них энергии возбуждения. 

3. Горячие и холодные пятна УФ-мутагенеза, образующиеся на  
основаниях № 167–181 запаздывающей нити молекулы ДНК supF гена 

На запаздывающей нити молекулы ДНК supF [8] находится участок ДНК, 
состоящий из 10 пиримидинов: T167С168С169T170T171С172С173С174С175С176 
(рис. 2). Здесь образовалось много мутаций. Напротив С168С169 сформиро-
вались 4 тандемные мутации: 3 транзиции C–G  T–A и мутация, состо-
ящая из транзиции C–G  T–A и трансверсии C–G  A–T, появившейся 
напротив цитозина С169 [8]. Кроме того, напротив цитозина С168 образо-
вались 4 транзиции C–G  T–A; напротив цитозина С169 – 3 транзиции 
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C–G  T–A [8]; напротив тимина T170 – трансверсия T–A  G–C; напро-
тив С172С173 – 2 тандемные транзиции C–G  T–A; напротив цитозина 
С173 – 2 транзиции C–G  T–A [8]. 

 
 

Рис. 2. Диаграмма, описывающая распространение энергии возбуждения по 
части участка запаздывающей нити молекулы ДНК supF гена, на котором  
были получены горячие пятна УФ-мутагенеза [8]. По оси абсцисс отложены 
основания и их номера, а по оси ординат – триплетные и синглетные уровни 
энергии. В скобках указано количество мутаций, образовавшихся напротив 
данного основания ДНК 

Поскольку напротив С168С169 появились тандемные мутации, это од-
нозначно свидетельствует о том, что образовался цис-син циклобутано-
вый цитозиновый димер С168С169. Напротив него сформировалось, как 
минимум, 8 мутаций: 4 транзиции C–G  T–A – напротив цитозина С168; 
3 транзиции C–G  T–A – напротив С168; трансверсия C–G  A–T – 
напротив цитозина С169. Возможно, что напротив димера С168С169 обра-
зовалось еще 7 мутаций, т.е. их максимально возможное число равно 15. 

На исследуемом участке ДНК могут появиться два цис-син циклобута-
новых пиримидиновых димера, содержащих цитозин С168: T167С168 и 
С168С169. Поскольку на Т167С168 может быть передано много энергии воз-
буждения (таблица), а молекулы тимина гораздо реже изменяют свои тау-
томерные состояния, чем молекулы цитозина, напротив именно молекулы 
цитозина С168 сформировалось много мутаций. Могут появиться или пи-
римидиновый димер T167С168, или цитозиновый димер С168С169. Образо-
вание этих димеров – вероятностное событие, поэтому вероятности фор-
мирования мутаций напротив цитозина C168 удваиваются. Следовательно, 
напротив цитозина C168 могло появиться 8 мишенных мутаций замены 
оснований. 
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Таблица 

Горячие и холодные пятна УФ-мутагенеза, образующиеся на основаниях 
№ 142–181 запаздывающей нити молекулы ДНК supF гена [8] 

№ 
п/п 

Сайт 
ДНК 

Пятно 

Энергия, ко-
торая может 
передаваться 

на данный 
сайт ДНК* 

Размер пири-
мидинового 

участка (коли-
чество осно-

ваний) 

Количество 
оснований, с 
которых мо-
жет переда-

ваться энергия 

Коли-
чество 
мута-
ций 

1 2 3 4 5 6 7 

1 
T145C146 

C146 
– 

3.75 Tr
TE  

2.5 Tr
CE  

2 
2 

8 
4 

1 
1 

2 
T148C149 

C149 
Холод-

ное 
3.25 Tr

TE  

4 Tr
CE  

2 
2 

8 
5 

0 
0 

3 
C152T153 

C152 
Холод-

ное 
3.25 Tr

TE  

2.5 Tr
CE  

4 
4 

8 
4 

0 
0 

4 T153T154 
Холод-

ное 
3.25 Tr

TE  4 8 0 

5 
T154C155 

C155 
Горячее 

3.25 Tr
TE  

4 Tr
CE  

4 
4 

8 
6 

19 
19 

6 
T161T162 

T162 
Горячее 

4 Tr
TE  

5 Tr
TE  

3 
3 

10 
10 

1 
1 

7 
T162C163 

C163 
Горячее 

4 Tr
TE  

6 Tr
CE  

3 
3 

10 
10 

7 
6 

8 
T167C168 

C168 
 

4.5 Tr
TE  

2.5 Tr
CE  

10 
10 

15 
7 

8 
8 

9 
C168C169 

C169 
Горячее 

5 Tr
CE  

2.5 Tr
CE  

10 
10 

7 
7 

15 (8) 
7 

10 
C169T170 

T170 
Горячее 

4125 Tr
TE  

2.5 Tr
TE  

10 
10 

13 
13 

4 
1 

11 
T170 T171 

T171 
Горячее 

5.75 Tr
TE  

3.25 EТ
Tr 

10 
10 

13 
13 

1 
0 

12 
T171C172 

C172 
Холод-

ное 
5.75 Tr

TE  

3.25 Tr
CE  

10 
10 

8 
8 

0 
2 

13 
C172C173 

C173 
Горячее 

3.25 Tr
CE  

3.25 Tr
CE  

10 
10 

8 
8 

6(4) 
4 

14 
C173C174 

C174 
 

3.25 Tr
CE  

3.25 Tr
CE  

10 
10 

8 
8 

2 
0 
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Продолжение таблицы 

1 2 3 4 5 6 7 

15 
C174C175 

C175 
Холод-

ное 
3.25 Tr

CE  

3.25 Tr
CE  

10 
10 

8 
8 

0 
0 

16 
C175C176 

C176 
Холод-

ное 
3.25 Tr

CE  

3.25 Tr
CE  

10 
10 

8 
8 

0 
0 

17 C178C179 
Холод-

ное 
3 Tr

CE  2 4 0 

  

*Энергия дана в величинах энергии триплетного уровня тимина Tr
TE  или цитозина Tr

CE . 

 
Напротив молекулы цитозина C169 образовалось 7 мишенных мутаций 

замены оснований [8]. Поскольку на С168С169 может быть передано 5 Tr
CE  

энергии возбуждения, ее может хватить на формирование и цис-син цик-
лобутанового цитозинового димера, и мутаций. Кроме того, могут обра-
зоваться два пиримидиновых димера, содержащих цитозин C169: С168С169 
и С169T170. Напротив цитозина C169 мутации могут появляться в обоих 
случаях, поэтому вероятности их образования удваиваются, т.е. могут по-
явиться 7 мишенных мутаций замены оснований. 

Хотя напротив тимина Т170 сформировалась только одна мутация [8], 
тиминовый димер Т170Т171 или пиримидиновый димер С169T170 можно 
считать горячим пятном УФ-мутагенеза, так как напротив молекул тими-
на мутации образуются редко. Это возможно потому, что на С169Т170 мо-

жет быть передано 4.125 Tr
TE  энергии возбуждения, а на Т170Т171 – 5.75 Tr

TE . 

Кроме того, могут сформироваться 2 цис-син циклобутановых пири-
мидиновых димера, содержащих тимин Т170: С169T170 и Т170Т171. В обоих 
случаях напротив тимина Т170 могут появляться мутации, поэтому веро-
ятности их образования удваиваются. Следовательно, напротив тимина 
Т170 могла появиться мишенная мутация замены оснований. 

Две мишенные мутации замены оснований образовались напротив ци-

тозина С172 [8], на который может быть передано 3.25 Tr
CE  энергии воз-

буждения. Могут образоваться 2 цис-син циклобутановых пиримидино-
вых димера, содержащих цитозин C172: T171С172 и С172С173. Напротив ци-
тозина C172 мутации могут появляться в обоих случаях, поэтому вероят-
ности их образования удваиваются и могут сформироваться 2 мишенные 
мутации замены оснований. 

Напротив цитозина С173 образовались 4 мишенные мутации замены 

оснований [8]. На цитозин C173 может быть передано 3.25 Tr
CE  энергии 

возбуждения. Могут образоваться 2 цис-син циклобутановых пиримиди-
новых димера, содержащих цитозин C173: С172С173 и С173С174. Напротив 
цитозина C173 мутации могут появляться в обоих случаях, поэтому веро-
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ятности их образования удваиваются и могут сформироваться 4 мишен-
ные мутации замены оснований. 

Напротив цис-син циклобутанового цитозинового димера С173С174 
могли образоваться максимум 2 мутации [8]. Как показано в таблице, на 

С173С174 может быть передано 3.25 Tr
CE  энергии возбуждения. Так что 

напротив него вполне могли бы образоваться мутации, но не слишком 
много. Напротив С174С175 и С175С176 мутации не появились [8]. Как пока-
зано в таблице, на димеры С174С175 и С175С176 может быть передано 

3.25 Tr
CE  энергии возбуждения. Они находятся на участке ДНК, состоящем 

из 10 пиримидинов. Казалось бы, напротив них могли бы появиться мута-
ции. По всем параметрам они ничем не отличаются от цис-син циклобу-
тановых цитозиновых димеров С172С173 и С173С174, напротив которых об-
разовалось несколько мутаций. Возможно, здесь свою роль сыграли крае-
вые эффекты. 

Напротив молекул цитозина С178С179 не сформировалось ни одной му-
тации [8]. Это произошло потому, что на эти молекулы может быть пере-

дано всего лишь 3 Tr
CE  энергии возбуждения. 

Выводы 

Рассмотрена полимеразно-таутомерная модель механизма образова-
ния горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза, разработанная на основе 
предложенной полимеразно-таутомерной модели УФ-мутагенеза. Уста-
новлено, что к мутациям замены оснований приводят те цис-син цикло-
бутановые пиримидиновые димеры, основания которых изменили свои 
таутомерные состояния под действием УФ-света. В соответствии с вы-
двинутой ранее идей показано, что вероятность образования мутаций 
зависит, в частности, от процессов распространения энергии возбужде-
ния по молекуле ДНК. Изучены вероятности образования мутаций на 
запаздывающей нити молекулы ДНК supF гена. Проведено сравнение 
полученных вероятностей и экспериментальных данных. Имеется согла-
сие этих результатов. Оказалось, что для интерпретации эксперимен-
тальных данных необходимо учитывать структуру участка ДНК, окру-
жающего основание. 

В работе [8] было экспериментально найдено очень много мутаций, 
образующихся напротив пиримидиновых циклобутановых димеров. Од-
нако при облучении УФ-светом молекулы ДНК supF, находящейся в 
клетке, может появиться гораздо меньше мутаций. Пиримидиновые ди-
меры удаляются с помощью различных репарационных процессов, таких 
как фоторепарация, эксцизионная и пострепликативная репарация и др. 
[107,108]. Если по какой-либо причине в молекуле ДНК образовалось 
много мутаций, то, как правило, такая клетка погибает, например, в ре-
зультате апоптоза – механизма контролируемой гибели клетки [109]. 
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H.A. Grebneva 

MODEL OF FORMATION OF HOT AND COLD SPOTS OF ULTRAVIOLET  
MUTAGENESIS IN A SEGMENT OF DOUBLE-STRANDED DNA MOLECULE OF 
THE supF GENE 

Within the framework of the polymerase-tautomeric model of ultraviolet (UV) mutagene-
sis, a mechanism was proposed for the formation of hot and cold spots. To test the model, 
we calculated the relative probabilities of the formation of mutations on the lagging 
strand of a segment of the supF DNA region. It has been shown that the hot spots of ul-
traviolet mutagenesis are those cis-syn cyclobutane pyrimidine dimers that receive more 
energy than other similar cis-syn cyclobutane pyrimidine dimers. It turned out that the 
conclusions of the polymerase-tautomeric model are in good agreement with the experi-
mental data. 

Keywords: ultraviolet mutagenesis, rare tautomeric forms of DNA bases, hot and cold 
spots of ultraviolet mutagenesis, DNA excitation energy transfer, singlet energy levels of 
DNA bases, triplet energy levels of DNA bases 

Fig. 1. Diagram of energy levels of various DNA bases [105]. S1 is the bottom singlet 
level, T1 is the bottom triplet level 

Fig. 2. Diagram illustrating propagation of the excitation energy over segment No. 142–181 
of the lagging DNA strand of the supF gene, on which hot spots of ultraviolet mutagene-
sis were obtained in [8]. The abscissa shows the bases and their numbers, and the ordinate 
shows their triplet and singlet energy levels. The number of mutations formed opposite 
the given DNA base is indicated in brackets 
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Описано устройство для тестирования характеристик слабомагнитных кон-
струкционных материалов (в том числе магнитной восприимчивости), в котором 
для измерения магнитного поля используется прецизионный измеритель – магни-
тометр ядерного магнитного резонанса (ЯМР). Высокая точность измерений 
обеспечивается тем, что однородное магнитное поле создают как сверхпроводни-
ковый соленоид (СПС), служащий для возбуждения внешнего магнитного поля, 
так и исследуемый образец, изготовленный в виде полого цилиндра. Его длина и 
наружный диаметр заданы в относительных единицах, приведенных к внутренне-
му диаметру. 
 
Ключевые слова: сверхпроводниковый соленоид, магнитное поле, характеристики 
материалов, магнитная восприимчивость, намагниченность и магнитное поле 
намагниченного образца, магнитометр ЯМР 

Введение 

При создании СПС некоторые их узлы (каркасы, силовые бандажи, 
фланцы) изготавливают из конструкционных материалов – металлов. Ос-
новным требованием к этим материалам является то, что их остаточное 
поле не должно искажать распределение и высокую однородность маг-
нитного поля соленоидов [1,2], т.е. они должны быть немагнитными или 
слабомагнитными. К таким конструкционным материалам в первую оче-
редь относится нержавеющая сталь и реже – сплавы на основе меди, 
алюминия и титана. Важной задачей является создание простого по кон-
струкции устройства для тестирования характеристик слабомагнитных 
конструкционных материалов, в том числе магнитной восприимчивости. 

Основные характеристики таких материалов – намагниченность и 
магнитная восприимчивость. Для измерения их малых величин, как пра-
вило, применяют метод, основанный на измерении силы, действующей на 
образец, помещенный в магнитное поле, а также вибрационный метод, 
позволяющий измерять магнитное поле, создаваемое намагниченным об-
разцом. 

Силовой метод имеет ряд ограничений, главным из которых является 
требование создания сильного магнитного поля, которое может влиять на 
магнитную структуру вещества. 
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Суть вибрационного метода и устройства для его реализации состоит 
в том, что намагниченный образец подвергают колебаниям с большой ча-
стотой в постоянном магнитном поле и регистрируют ЭДС с помощью 
измерительных детектирующих катушек. Для измерения магнитного поля 
применяют магнитометр Фонера [3] или СКВИД-магнитометр – так назы-
ваемый сверхпроводниковый квантовый интерференционный датчик, ос-
нованный на эффекте Джозефсона [4], причем первый применяют глав-
ным образом в измерениях при комнатных температурах, а второй – при 
гелиевых. 

1. Схема устройства и геометрия исследуемого образца 

Для тестирования характеристик слабомагнитных материалов (в том 
числе магнитной восприимчивости) предлагаем относительно простое 
устройство, в котором в качестве измерителя магнитного поля использу-
ется прецизионный магнитометр ЯМР. Высокая точность измерений маг-
нитного поля обеспечивается за счет того, что в зоне расположения дат-
чика магнитометра ЯМР однородное магнитное поле создают как СПС, 
возбуждающий внешнее магнитное поле, так и исследуемый образец. Из-
вестно, что чем выше однородность магнитного поля, тем больше ампли-
туда и меньше ширина сигнала ЯМР, а следовательно, тем выше точность 
измерения магнитного поля. 

С целью достижения высокой однородности магнитного поля солено-
ида в его обмотке выполнен корректирующий элемент внутреннего или 
наружного паза либо произведена токовая коррекция с использованием 
дополнительных сверхпроводниковых обмоток. Улучшенная однород-
ность магнитного поля намагниченности исследуемого образца обеспечи-
вается путем выбора его геометрии. Для этого образец выполнен в виде 
полого цилиндра, длина и наружный диаметр которого связаны между 
собой и с внутренним диаметром строго заданным соотношением. Кроме 
того, длина и наружный диаметр образца заданы в приведенных к внут-
реннему диаметру относительных единицах. Такая геометрия образца яв-
ляется универсальной, поскольку для определения его длины и наружно-
го диаметра необходимо задать только внутренний диаметр. Отметим 
также, что магнитометр ЯМР можно использовать для измерения магнит-
ного поля в широком диапазоне температур – от гелиевой до комнатной. 

Схема устройства для тестирования характеристик слабомагнитных 
материалов приведена на рисунке. В криостате 1 размещен СПС 2, в от-
верстии которого установлен датчик 3 магнитометра ЯМР 4. Образец 5 
изготовлен в виде полого цилиндра и закреплен на штанге 6. Уплотнение 
7 используется для герметизации штанги и датчика магнитометра в крио-
стате. 

Сверхпроводниковый соленоид служит для возбуждения сильного и 
однородного магнитного поля в области расположения датчика магнито-
метра ЯМР и исследуемого образца. Использование СПС в качестве ис-
точника сильного магнитного поля обусловлено тем обстоятельством, что 
применяемые конструкционные материалы, из которых изготавливают 
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узлы и детали соленоидов, находятся в аналогичных условиях – в силь-
ном магнитном поле и при низких температурах. 

Отметим, что если необходимо выполнить тестирование характери-
стик слабомагнитных материалов при комнатной температуре, то для 
возбуждения магнитного поля могут использоваться другие источники, 
например медные соленоиды, электромагниты с железным ярмом, маг-
нитные системы на постоянных магнитах. 

Тестирование магнитных характеристик слабомагнитных конструкци-
онных материалов проводят следующим образом. В исходном положении 
исследуемый образец размещают в области слабого магнитного поля над 
СПС, а в его центре устанавливают датчик магнитометра ЯМР. В солено-
ид вводят ток от внешнего источника питания (на рисунке не показан) и 
возбуждают заданное значение магнитного поля H0. Его величину с вы-
сокой точностью измеряют магнитометром ЯМР. Далее образец с помо-
щью штанги опускают вниз и устанавливают в центре СПС. 

 

 
 

Рис. Схема устройства для тестирования характеристик слабомагнитных ма-
териалов 

Образец равномерно намагничивается в однородном магнитном поле 
СПС и создает собственное магнитное поле Н. Магнитометром ЯМР изме-
ряют суммарное магнитное поле соленоида и образца (Н0 – Н), из которого 
определяют магнитное поле намагниченного образца. Знак «минус» перед Н 
означает, что поле образца направлено в противоположную сторону относи-
тельно поля СПС. 

C другой стороны, выражение для магнитного поля намагниченного об-
разца имеет вид 
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0 0 ( , )H H F    . (1) 

Здесь χ – магнитная восприимчивость; 0( , )F     – форм-фактор образца, за-

висящий от его геометрических размеров, где  = D/d – приведенный 
наружный диаметр (D, d – соответственно наружный и внутренний диамет-
ры), β = l/d – приведенная длина (l –длина образца). 

Из выражения (1) определяем магнитную восприимчивость: 

0 0/ ( , )H H F    . (2) 

Найдем условие, при котором образец будет создавать магнитное поле 
повышенной однородности. Магнитное поле намагниченности образца (по-
лого цилиндра) вдоль его оси Z можно записать в виде степенного ряда: 

       
2

0 2 2, , , cosz z
r

H r M F F P
             

 

   
4

4 4, cos ...
r

F P
         
, 

 
 
 

(3) 

где Mz – намагниченность материала образца; r – радиус-вектор до заданной 
точки; 0( , )F   , 2 ( , )nF    – коэффициенты, которые зависят от геометриче-

ских размеров образца, при этом 2( , )F    > 4 ( , )F   ; P2n(cosθ) – полиномы 

Лежандра, описывающие зависимость членов разложения ряда от полярного 
угла θ; n = 1, 2, 3 и т.д. 

Коэффициент 0( , )F    (форм-фактор образца) определяем по формуле 

 0 2 2 2

1 1
,

1
F

 
     
    

. (4) 

Выражения для коэффициентов 2( , )F    и 4 ( , )F    приведены в [6]. 

Форм-фактор 0( , )F    определяет абсолютную величину магнитного поля 

намагниченности в центре образца, а коэффициенты 2( , )F   , 4 ( , )F    и 

т.д. характеризуют отклонение магнитного поля вдоль оси Z от поля в цен-
тре. Иными словами, ими определяется степень неоднородности магнитно-
го поля образца на заданной длине. 

По аналогии с СПС для повышения однородности магнитного поля об-
разца в теле последнего можно выполнить корректирующий элемент, од-
нако это усложняет конструкцию и процесс изготовления образца. Нами 
найдено другое решение, которое заключается в следующем. Если приве-
денные размеры   и   образца в виде полого цилиндра удовлетворяют 
условию 
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2 2 4/5 4/5( ) ( 1)      , (5)

то этот образец создает магнитное поле намагниченности повышенной од-
нородности ввиду того, что в выражении (3) наибольший по абсолютной ве-
личине квадратичный член разложения поля в ряд 2( , )F    равен нулю [6]. 

Такое возрастание однородности магнитного поля образца вызывает увели-
чение точности измерения магнитного поля магнитометром ЯМР и, следова-
тельно, точности измерения магнитной восприимчивости слабомагнитных 
материалов. 

Измерения магнитной восприимчивости проводили на двух образцах из 
конструкционной немагнитной нержавеющей стали марки 12Х18Н10Т. Пер-
вый был выполнен из круглой стальной заготовки с диаметром отверстия  
15 mm, наружным диаметром 24 mm, длиной 25 mm. Второй образец был 
вырезан из трубы с наружным диаметром 24 mm, диаметром отверстия  
20 mm и длиной 26.5 mm. 

Магнитную восприимчивость измеряли в магнитном поле 5 T с однород-
ностью ~ 2ꞏ10–4 arb. unit на длине 25 mm вдоль оси. У первого образца маг-
нитная восприимчивость составила ~ 4.2ꞏ10–4, у второго ~ 4ꞏ10–4, что с при-
емлемой степенью точности совпадает с результатами работы [4], в которой 
применяли аустенитную нержавеющую сталь. 

2. Применение устройства для тестирования магнитных  
характеристик продуктов магнитной сепарации 

Разработанное устройство также может быть использовано для изме-
рения магнитных характеристик некоторых других слабомагнитных мате-
риалов. К этим материалам относятся полезные ископаемые, такие как 
уголь, в состав которого в качестве примесей входят железосодержащие 
соединения  (пириты FeS, FeS2), некоторые составляющие золы (MnO, 
TiO, Fe2O3), каолины, содержащие окислы железа, и др. Созданное 
устройство мы применяли как прибор для проведения экспресс-анализа 
по определению намагниченности исходных продуктов и продуктов маг-
нитной сепарации при отработке технологических режимов обогащения 
углей высокоградиентным магнитным сепаратором, т.е. когда требуется 
быстро и оперативно измерять магнитные характеристики продуктов се-
парации.  

Пробу (образец) угля или каолина в виде мелкодисперсного  
( 100 µm) порошка засыпали в специальный контейнер из немагнитного 
материала, размеры которого выбраны согласно выражению (5). В каче-
стве источника магнитного поля использовали медный соленоид или 
электромагнит с железным ярмом. Соленоид, охлажденный до темпера-
туры жидкого азота, в отверстии 42 mm создавал магнитное поле 0.4 T, а 
электромагнит в зазоре 40 mm между полюсами диаметром 250 mm – по-
ле 1.1 T. Для определения магнитного поля, наряду с магнитометром 
ЯМР, применяли измеритель поля на базе датчика Холла. 
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По результатам измерения магнитной восприимчивости проб угля и 
каолина косвенно определяли эффективность магнитной сепарации по 
вместимости железосодержащих соединений в исходных продуктах и 
продуктах сепарации. Заметим, что традиционно выполняемые физико-
химические анализы проб исходных продуктов и продуктов магнитной 
сепарации очень дорогие, занимают много времени и выполняются в спе-
циализированных лабораториях. 

В заключение отметим, что если необходимо повысить точность изме-
рений, то в первую очередь следует улучшить однородность магнитного 
поля соленоида, например, до уровня ~ (10–5–10–6) arb. unit в объеме об-
разца, что достигается за счет использования сверхпроводниковых обмо-
ток компенсации градиентов магнитного поля СПС [7]. 

Выводы 

1. Описано устройство для тестирования характеристик слабомагнит-
ных конструкционных материалов, в том числе магнитной восприимчиво-
сти, а также принцип его действия. В качестве измерителя магнитного поля 
использован прецизионный измеритель магнитного поля – магнитометр 
ЯМР. 

2. Для повышения точности измерений магнитного поля образца по-
следний выполнен в виде полого цилиндра, размеры которого выбраны из 
условия получения однородного магнитного поля. 

3. Исследования показали, что разработанное устройство позволяет из-
мерять магнитную восприимчивость слабомагнитных материалов на 
уровне ~ 10–4 и меньше. 
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N.V. Тaryanik, D.V. Varyukhin, V.N. Solenyi 

TESTING OF CHARACTERISTICS OF WEAK-MAGNETIC  
CONSTRUCTIONAL MATERIALS  

A device for testing of characteristics of weak-magnetic constructional materials (includ-
ing magnetic susceptibility) is described. Magnetic field is measured with a precision in-
strument that is magnetometer of nuclear magnetic resonance (NMR). High accuracy is 
provided by the fact that uniform magnetic field is formed by both superconducting sole-
noid (SCS) generating external magnetic field and the tested hollow-type cylinder-shaped 
sample. The length and the external diameter are reported in arbitrary units as fractions of 
the inner diameter. 

Keywords: superconducting solenoid, magnetic field, material characteristics, magnetic 
susceptibility, magnetization and magnetic field of a magnetized sample, NMR magne-
tometer 

Fig. Scheme of the device for testing of characteristics of weak-magnetic materials   
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