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КРИСТАЛЛИЗАЦИЯ АМОРФНОГО СПЛАВА  
И РАЗМЕРНЫЙ ЭФФЕКТ ТОЛМЕНА 
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Статья поступила в редакцию 3 июня 2021 года 

Проведен термодинамический анализ кристаллизации аморфного сплава при учете 
размерного эффекта Толмена и наличия адсорбционного слоя вокруг сферического 
зародыша новой фазы. Введено понятие энергии упорядочения, установлена зависи-
мость движущей силы кристаллизации (разности химических потенциалов фаз) и 
объемной доли упорядоченной области от радиуса сферического зародыша. Показа-
но, что эффект Толмена проявляется в образовании допороговых устойчивых на-
носфер малого размера. Исследованы частные случаи образования зародышей с 
критическим радиусом как при отсутствии эффекта Толмена, так и при его реализа-
ции. Установлено влияние энергии адсорбции на вид и положение кинетической кривой 
кристаллизации. 

Ключевые слова: аморфный сплав, кристаллизация, эффект Толмена, сферический 
зародыш, энергия Гиббса, критический радиус 

Введение 

При нагреве или длительной выдержке при заданной температуре в 
аморфном сплаве спонтанно образуются зародыши кристаллической фазы 
(самосборка) в виде наносфер, или они формируются на неоднородностях и 
дефектах системы [1–3]. Предзародышевые объединения частиц в кластеры 
(кватароны) рассмотрены в [4–6], они имеют спонтанную геометрическую 
конфигурацию и служат затравками для рождения других наночастиц. По 
известной формуле Лапласа разность давлений внутри и вне сферического 
зародыша равна отношению удвоенного значения удельной поверхностной 
энергии (поверхностного натяжения) к радиусу зародыша. Устойчивость 
геометрической формы обеспечивается взаимодействием между объединен-
ными в зародыш частицами, при этом изменение связей компенсирует на-
рушение механического равновесия фаз по Лапласу. Поэтому в [4–6] утвер-
ждается, что сферодизация совокупности частиц при определенных услови-
ях задается раздуванием объединения лапласовским давлением, а при про-
тивоположных ‒ его сжимающими усилиями. Отсюда возникает необходи-
мость введения в термодинамику зародышей новой характеристики, описы-
вающей устойчивость сферической формы зародыша по отношению к на-
рушениям условия механического равновесия Лапласа. 
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Кроме того, в экспериментальных и теоретических работах указывается 
на зависимость термодинамических величин от размера зародыша и толщи-
ны переходного слоя между фазами [7–9]. Рост кристаллитов [10] сопрово-
ждается преобразованием их сферической формы в выпуклые многогранни-
ки с различными осями симметрии [11], даже запрещенными кристаллогра-
фической теорией, например образованием кристаллитов с осью пятого по-

рядка в быстроохлажденном сплаве Mn14Al86 [12]. 

По теории Гиббса при формировании зародышей новой фазы весьма важ-
ную роль играет их поверхностная энергия [13]. Кристаллические зародыши 
в неупорядоченной однофазной среде возникают под действием движущей 
силы процесса кристаллизации ‒ переохлаждения ( 0T  , T – температура 
по шкале Кельвина) или пересыщения ( 0c  , c – концентрация частиц, 

формирующих кристаллит) при образовании межфазного переходного слоя. 
Следует отметить, что перед искривленной граничной поверхностью пере-
охлаждение (пересыщение) всегда больше, чем вблизи плоской межфазной 
поверхности. Зародившаяся наносфера радиуса r окружена адсорбционным 
слоем толщиной δ [14], который является переходной зоной между кристал-
литом и аморфной матрицей [15]. При росте зародыша толщина слоя δ ста-
новится значительно меньше радиуса r, поэтому внутренняя граница пере-
ходной области для сферического кристаллита определяется наносферой с 

площадью поверхности s1 и объемом ω1: 

2
1 4s r  ,   3

1
4

3
r   .                        (1) 

В линейном приближении по малому параметру / 1r   геометрические 

размеры внешней границы (границы между адсорбционным слоем и диффу-
зионной зоной подвода структурных элементов из аморфной матрицы) за-
даются формулами 

 2 2
2 1

2 2
4 4 1 1s r r s

r r

    
           

   
,   1 2

2
1s s

r

 
  

 
,  (2) 

 3 3
2 1

4 4 3 3
1 1

3 3
r r

r r

    
             

   
,   1 2

3
1

r

 
    

 
, (3) 

где учтено, что 
1

(1 ) 1m

z
z mz


   . Геометрический фактор (формулы (2) и 

(3)) описывает размерный эффект Толмена [15], который изменяет и термо-
динамические характеристики зародыша [16–19]. 

Авторами [20,21] получены выражения для описания изменений объем-

ной доли x1 кристаллической фазы в зависимости от температуры как без 

учета свободного от частиц пространства в аморфном сплаве [20], так и при 
его учете [21]. В работах [20–22] продемонстрирована применимость фор-
мул [20], в частности выражения 
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1
( )1

1 th ( )
2

xT T q
x a q

T

   
    

  
,   1( ) 2 ( ) ( )x xa q T q u T ,  (4) 

(q – скорость прогрева образца, T – температура сплава по шкале Кельвина, 

Tx(q)  – температура, при которой скорость кристаллизации u1(Tx) = (dx1/dT)d / d
xT T

u T x T


 

достигает максимального значения) для описания одно- и многостадийной 
кристаллизации аморфных сплавов. 

Детальное описание кристаллизации аморфных сплавов базируется на ис-
следовании явлений зарождения и роста кристаллических зародышей, выяс-
нении их энергетической основы, роли поверхностного натяжения и других 
процессов в формировании зародыша критического размера, что и является 
целью данной работы. 

1. Энергии упорядочения и адсорбции 

Разобьем объем Vi фазы i ( 2,1i ) на Ni элементов с объемами 

i
i

i

V

N
  .                                   (5) 

Тогда вероятность pi того, что наудачу выбранный элемент в объеме V 

аморфного сплава принадлежит фазе i, равна объемной доле этой фазы xi: 

i
i i

V
p x

V
  .                                       (6) 

Вероятности pi связаны соотношением 

1 2 1p p  .                                      (7) 

Введя параметр порядка 

1 2p p   ,                                      (8) 

изменяющийся в пределах от ‒1 до +1, можно записать, что 

1
1

2
p


 ,   2

1

2
p


 .                         (9) 

Энергия Гиббса сферического элемента фазы i с учетом формирования 
межфазной поверхности и адсорбционной оболочки задается выражением 

i i i i i ig s r      ,                              (10) 

где μi ‒ химический потенциал структурного компонента фазы, γi ‒ удельная 

поверхностная энергия, si ‒ площадь элемента фазы i, νi ‒ удельная линейная 

энергия (реакция связей) для адсорбционной оболочки с радиусами внут-

ренней r1 и внешней r2 границ. Средняя объемная плотность энергии Гиббса 

сплава определяется выражением 
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1 1 2 2g g p g p   ,                              (11) 

здесь i i ig g   . Используя равенства (9), перепишем (11) в виде 

sg g g     ,                            (12) 

где 1 2( ) / 2sg g g     ‒ среднее арифметическое значение объемной плотности 

энергии Гиббса, 1 2( ) / 2g g g      ‒ объемная плотность энергии упорядоче-

ния, которая способствует формированию элементарных ячеек кристалла в про-
странстве, т.е. образованию упорядоченной периодической структуры с опре-

деленными осями симметрии. Величина (11) совпадает с gsω при значении па-
раметра порядка 0   (в [20] ‒ объемные доли фаз (6) совпадают, при этом 

начинается столкновение растущих зерен и замедляется скорость их роста) 

или при тривиальном значении энергии упорядочения 0
g

g


  


. 

Пусть энергия упорядочения отлична от нуля (необходимое условие зарож-
дения и роста кристаллитов), тогда с учетом (1)–(3) запишем ее в виде 

 eff

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 1 1
1

1 1 1 3 1
1

32 2 2 2
1

g g g g
g g g g g

r

r



 
      
                               

 = 

= 1 2 1 1 2 1 2
1 1

1 3 2 3 3
1 1 1 1 1

2 2

g
s r

r r r r r

                 
                                     

 = 

=      
eff eff eff1 2 1 1 2 1

1
12

1

1 1

2 2
rs r s          


  

 
 


 ,   (13) 

где величины 
eff2 2

3
1g g

r

 
  

 
, 

eff2 2
3

1
r

 
    

 
, 

eff2 2 1
r

 
    

 
, 

eff2 2
2

1
r

 
    

 
, 

eff1 2g g g   , 
eff1 2   , 

eff1 2    , 
eff1 2     и 

использована формула   1

1
1 1

z
z z


   . Введенные величины 

eff2g , 

eff2 , 
eff2 , 

eff2  учитывают влияние размерного эффекта Толмена [15] и его 

последствий [16] на термодинамические характеристики материнской фазы 
[17–19]. Из (13) следует, что изменение химического потенциала при фор-

мировании зародыша  

3 2
1 1

8
2 4

3

g
g s r r r r



               ,          (14) 

где слагаемое r∆ν в (14) определяет энергетические затраты на сохранение 

геометрической формы зародыша. В дальнейшем будем считать ∆gω, ∆γ и ∆ν 

постоянными величинами. 
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Модель [20] (идеальные фазы находятся в химическом равновесии) реа-
лизуется при выполнении равенства ∆μ = 0: 

 3 2 28
4 0

3

g
r r r r r r

                             (15) 

(φ = 8π∆gω/3, ψ = 4π∆γ, ζ = ∆ν). Уравнение (15) при различных значениях ко-

эффициентов может иметь три действительных корня, один из которых обя-
зательно равен нулю [23]. Из (15) получаем, что для модели [20] объемная 
плотность энергии упорядочения 

3

2 4
g

r r


 
    

 
.                      (16) 

Тривиальность суммы в скобках в (16) приводит к тому, что удельные по-
верхностные энергии границ адсорбционного слоя связаны соотношением 

2 1
4 r


   


.                         (17) 

Эффект «размытия» внешней границы (γ2 = 0) зародыша по (17) происходит 
при выполнении равенства 

1
4 r


  


.                                   (18) 

Нахождение зародыша в адсорбционной оболочке и размерный эффект 
Толмена приводят (4) к виду 

 1
1

1 th , ,
2

x T q      ,                                  (19) 

где 

 
 ( ) ( )

, , xa q T T q
T q

T

  
   ,                              (20) 

 3 2
B

B

8
4 2

32

g
r r r k

k
  

       
 

,      (21) 

kB ‒ постоянная Больцмана. Учет формул (5) и (6) позволяет записать плот-

ность зародышей n1 как функцию их размера и температуры: 

 1
1 3

3
1 th , ,

8

N
n T q

V r
      


,                   (22) 

Из (22) видно, что с ростом зародышей их плотность резко снижается. Это 
указывает на стремление скорости зарождения кристаллитов к нулю. 
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2. Критический размер наносферы зародыша 

Интерес к эффекту Толмена связан с тем, что он лежит в рамках подхода 
Ван-дер-Ваальса, Гуггенгейма, Русанова и других авторов, которые рассмат-
ривают межфазную область как слой с конечной толщиной [17–19]. Кроме 
того, интенсивное развитие нанофизики и нанотехнологий показало, что свой-
ства наночастиц не только существенно отличаются от таких же свойств объ-
емных материалов, но и зависят от размера наночастиц. В этой связи рас-
смотрим образование критического зародыша с учетом размерного эффекта. 

Функция (14) зависит от радиуса наносферы и достигает экстремума при 

критическом значении радиуса зародыша rc. Если радиус сферического крис-

таллита меньше rc, то он распадается на структурные элементы. Причинами 

такого поведения являются преобладание десорбции над адсорбцией, избы-
ток необходимой для дальнейшего роста удельной поверхностной энергии 

или другие деструктивные процессы. При r = rc разрушение зародыша или его 

дальнейший рост равновероятны, а при r ˃ rc происходит увеличение крис-

таллитов с последующим превращением в зерна упорядоченного материала. 
Критический размер зародыша задается уравнением 

0

cr rr 





.                                    (23) 

Воспользовавшись формулой (14), записанной в виде ( , , constg    ) 

3 2r r r                               (24) 

( 8 3g   , 4   ,    ), получим для ее первой производной по r 

выражение 

2
2

(1,2)
3

3 2 0
3c

c

c
r rr r

r r r
r 

   
       

 


.          (25) 

Для наглядного представления полученных формул будем считать, что 
все величины приведены к безразмерному виду. На рис. 1 показаны графики 
функций ∆μ(r) и ∂∆μ(r)/∂r при значениях коэффициентов φ = –0.2, ψ = –4.2 и 
ζ = 3.0. Рассмотрим влияние величины параметров на вид функции (24). В 
формуле (24) возрастание значений параметра φ (при фиксированных вели-
чинах других коэффициентов) приводит к увеличению радиуса критическо-

го зародыша rc и максимума функции (24). Рост значений параметра ψ вы-

зывает уменьшение значения радиуса rc и появление области размеров, в ко-

торой разность химических потенциалов аморфной и упорядоченной фаз 
(24) принимает отрицательные значения. Это свидетельствует о том, что 
объединение частиц с малым радиусом будет устойчивым. Уменьшение па-

раметра ζ не изменяет величину критического радиуса rc, но повышает мак-

симум энергии (24). 
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Следовательно, эффект Толмена может проявляться в спонтанном обра-

зовании устойчивых агрегатов частиц с малыми размерами. Превышение 

радиусом зародыша порогового значения rс вызывает рост размера наносфе-

ры кристаллита с последующим превращением ее в многогранник. Это из-
менение геометрии зародыша кристаллической фазы связано с бóльшим пе-
реохлаждением вблизи искривленной поверхности, чем около плоскости. 

Рассмотрим частные случаи формул (24) и (25): 
1) 0 0      ‒ отсутствует адсорбционный энергетический барьер, 

межфазная граница представляет собой моноатомный слой Гиббса, т.е. про-
цесс кристаллизации контролируется диффузией. Уравнение (24) имеет два 
решения: 0cr   и 

2

3
cr





.                                 (26) 

В силу положительности радиуса наносферы величины ψ и φ должны иметь 
одинаковый знак. Подставив (26) в (24), получим 

 

 

33

2 2

4 4

327cr r
g




 
    

 
;                   (27) 

2) 0 0     ‒ критический радиус зародыша задается выражением 

3
cr





,                                                   (28) 

а функция (24) ‒ 

2

3c
cr r

r



   ;                            (29) 

3) 0 0g     ‒ функция (12) совпадает со средним арифметическим 

значением объемной плотности энергии Гиббса. Критический радиус заро-
дыша 

Рис. 1. Зависимости функции ∆μ (кри-
вая 1) и ее первой производной (кри-
вая 2) от радиуса зародыша r 
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2
cr


 


,                                   (30) 

а разность химических потенциалов при критическом размере зародыша 

2

4cr r


 


.                                       (31) 

Формулы (26)–(31) показывают, что формирование адсорбционной оболоч-
ки вокруг зародыша и размерный эффект Толмена расширяют возможности 
возникновения наносфер с пороговым радиусом. 

3. Скорость кристаллизации аморфного сплава 

Запишем (19) с учетом (6) в виде 

     
3

1
1

4 1
, ( ), , ( ) 1 th , ( ), , ( )

3 2

Nr
x P T t r t T t q T t r t T t

V


      ,       (32) 

где функция 

  
 ( ) ( )

, ( ), , ( ) xa q T T q
q T t r t T t

T

  
  ,     th , ( ), , ( )q T t r t T t    .  (33) 

На рис. 2 приведены графики объемной доли x1 (32) кристаллитов и ее 

первой производной u1 = ∂x1/∂r в зависимости от радиуса r зародышей с уче-

том выражения (24) при фиксированной температуре Т. Параметры выбраны 
так, чтобы максимумы функции 1u  наблюдались при одном и том же значе-

нии радиуса r = r(Tx) = rx, который является одним из корней уравнения (15), 

превышающим rc. 

 

 

                                а                                                                б 

Рис. 2. Зависимости объемной доли x1 кристаллической фазы (а) и ее первой про-
изводной (б) от радиуса r наносфер зародышей при T = 520 K, Tx = 580 K, a = –30 и 

значениях параметров φ/kB, ψ/kB и ζ/kB: 1 ‒ соответственно (‒0.2), 0, 0; 2 ‒ 0, 5.3, 0; 
3 ‒ 0, 0, 138; 4 ‒ (‒0.2), 5.3, (‒140) 
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Представим в виде ряда Тейлора функцию   в окрестности точки rx с 

учетом того, что ∆ε(rx) = 0: 

   21 2 ...x xr r r r       ,                  (34) 

где коэффициенты 

  2
1 3 2

x

x x

r r

r r
r



 
      


,                   (35) 

 2

2 2

1
3

2
x

x

r r

r
r



 
    


.                (36) 

1. При значении параметра ζ = 0 радиус критического зародыша rc опре-

деляется формулой (26), а радиус закритического зародыша, при котором 

наблюдается химическое равновесие, rx = ψ/φ – по уравнению (15). Тогда 

(35) и (36) переходят в равенства 

 
2

1 3 x x cr r r


    


,   2 3 2
2
c

x
r

r
 

      
 

.                 (37) 

Так как rx ˃ rc, то знаки параметров α1 и α2 задаются знаком коэффициента φ 

(из последнего равенства (37) следует, что знаки φ и ψ одинаковы), т.е. зна-
ком функции (13): 

 eff

2 1 2
1 2 1 2

1 1 1 2

1 1 3 3
1

2 2 2

g g g
g g g g g

r g r


     
                

. (38) 

При φ ˃ 0 и увеличении радиуса r функция (14) возрастает (α1 ˃ 0), а ее гра-

фик является вогнутым (α2 ˃ 0); при 0   функция (14) принимает отрица-

тельные значения и убывает (α1 ˂ 0), а ее график имеет выпуклый вид (α2 ˂ 0). 

2. Тривиальность параметра ψ = 0 приводит к тому, что пороговое значе-
ние радиуса наносферы зародыша вычисляется по формуле (28), а по урав-

нению (15) ‒ /xr    , т.е. (35) и (36) принимают вид 

2

1
2

 


,   2 3 0    .             (39) 

Из (39) вытекает, что коэффициенты φ и ζ имеют одинаковые знаки, а поведение 
функции (34) определяется знаком φ, график функции (14) вогнутый. 

3. Нулевое значение величины φ приводит к тому, что 

1 2
3

1g g
r

 
  

 
,   1   ,   2   .         (40) 
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С одной стороны, исходя из (32), скорость кристаллизации аморфного спла-
ва 1 1d dx x t  (t  ‒ время) равна 

21 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

d d d 3d
4

d d d d

x N N xr
n I r I n s W I W

t V t t V t r

 
            , (41) 

т.е. она определяется [24] скоростями зарождения в единице объема V  центров 

кристаллизации 1d1

d

N
I

V t
  и роста зародыша 

d d d

d d d

r r r T r T
W v

t t T t T t

  
    

  
 

(ν ‒ локальная скорость роста зародыша в выбранной точке сплава). Отметим, 
что  W = ν тогда, когда радиус зародыша явно не зависит от температуры или в 
случае постоянства температуры (T  = const). 

С другой стороны, скорость кристаллизации аморфного сплава (41) с учетом 
равенств (32) и (33) равна 

     21
2

d 1 1 d 1 d 1 d
1 th 1 th 1 th

d 2 d 2 d 2 dch

x

t t t t

  
           


 = 

=    1 1 1 1
d d d

2 1 2 1
d d d

T r r T
x x x x

t T t r t T t

       
             

.   (42) 

Следовательно, можно записать, что 

   1
1 1 1 1 1

3d
2 1 2 1

d

xr T
x x I W x x v

T r T t r r

    
        

    
, (43) 

где производные 
2

xaT

T T





, 

21 ( ) 3 2

2

r r

r T r

       
 

  
, Bk T  . 

4. Виды кристаллизации неупорядоченной среды 

1. В случае изотермической кристаллизации (аморфный сплав выдержи-
вается при постоянной температуре T) скорости зарождения и роста связаны 

соотношением, следующим из (43) при 
d

0
d

T

t
 : 

 1 1
3

2 1I n W x
r r

 
     

.              (44) 

Рост кристаллического зародыша приводит к экспоненциально быстрому убы-

ванию величины  1
3

2 1 0
r

x
r r 


  


, т.е. скорость зарождения центров 

кристаллизации приближается к нулевому значению ( 0
r

I

 ) при 0W  . Из 

(44) следует, что число центров кристаллизации задается формулой 
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 1 10 1
3

exp 2 1 dN N W x t
r r

   
       

 ,    (45) 

следовательно, 1 10
r

N N

 . 

2. При изменении температуры аморфного образца и выполнении условия 

0
r

T r T

  
 

  
,                              (46) 

определяющего тепловой рост кристаллитов, равенство (44) принимает вид 

 1 1
3

2 1I n W x v
r r

 
     

.                 (47) 

Это означает, что субстанциональная скорость роста зародыша (скорость 
роста наносферы в любой точке неупорядоченной среды) 

 1
2

1
3r

W r x v
r


  


. 

3. При невыполнении условия (46) и непостоянстве температуры T про-
исходит неизотермическая кристаллизация. До некоторого момента време-
ни t    

 

 

1

1 1 1

2
1 ,

3

d
2 1 .

d

W r x v
r

r T
I x x

T r T t


   


            

           (48) 

Дальнейшее увеличение времени может привести к выполнению (46), тогда 
выражения (48) преобразуются к виду 

 1

1 10

2
1 ,

3

, 0,

0.

W r x v
r

N N I

r

T r T


   


 

  
  
  

                         (49) 

Таким образом, неизотермическая кристаллизация аморфного сплава состо-
ит из двух этапов: 

‒ при t    возникает большое количество центров кристаллизации, ско-

рость роста которых невелика; зародыши, достигшие критического размера, 
равновероятно растут или разрушаются; 

‒ при t    скорость зарождения мала, а устойчивые кристаллиты крити-

ческого размера продолжают рост до столкновения зерен и образования по-
ликристаллического материала. 

Столкновение зерен происходит при достижении температурой линии 

равных объемных долей фаз (6) (x1 = x2 = 0.5), уравнение которой следует из 

обращения в нуль (33): 
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 2 ( ) 2 ( )xa q a q       ,                  (50) 

где θ = kBT. На этой кривой параметр порядка (8) принимает тривиальное 
значение ( 0  ), что по (12) приводит к равенству средней объемной плот-

ности энергии Гиббса сплава ее среднему арифметическому значению. Под-
ставим в (50) разложение (34), ограничившись первыми двумя членами ряда, 
и получим 

 21 2 2 ( )r r a q       .                         (51) 

Отсюда находим, что приращение радиуса кристаллита связано с переохла-
ждением формулой 

2
1 1 2

2

8 ( )

2

a q
r

     
 


.                (52) 

В решении уравнения (51) выбран тот корень, который при ∆θ = 0 дает ∆r = 0. 
Если удельная поверхностная энергия играет ведущую роль в регулирова-
нии процесса кристаллизации ( 0   и 0  ), то, исходя из (40), коэффи-

циенты α1 = 0 и α2 = –ψ, а формула (52) принимает вид 

2 ( )a q
r


  


.                                         (53) 

При законе изменения переохлаждения ∆T = χt
d 

выражение (53) преобразу-
ется к виду 

/2dr Kt  ,                                               (54) 

где 
2 ( )a q

K


 


. Случай d =1 отвечает параболическому закону роста 

зародыша (диффузионный режим роста зерен: (∆r)
2
 = Defft, Deff = 2a(q)χ/ψ), 

при d = 2 зародыш растет по линейному закону (кинематический режим рос-
та зерен: r = wt, w = K) и т.д. Формула (53) позволяет оценить удельную по-
верхностную энергию при реализации определенного режима роста зерен. 

Заключение 

Применение термодинамической модели Гиббса к проблеме кристалли-
зации аморфного сплава позволяет не только получить выражение для энер-
гии упорядочения, но и проанализировать на ее основе вопросы, связанные с 
образованием зародыша критического размера, выяснить роль размерного 
эффекта Толмена в его зарождении, установить связь скорости кристаллиза-
ции со скоростями зарождения и роста зародышей, классифицировать виды 
атомной перестройки неупорядоченной среды при фиксированной и пере-
менной температурах сплава. 

Предлагаемая модель помимо классических результатов позволяет полу-
чить ранее неизвестные закономерности, в частности связанные с появлени-
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ем и ростом критических зародышей. В работе также показано, что при ве-
дущей роли поверхностных явлений и зависимости переохлаждения от вре-
мени возможны разные режимы роста кристаллитов. Последовательное 
применение теории Гиббса в изложенном материале позволяет надеяться на 
экспериментальное подтверждение целого ряда новых фактов, установлен-
ных в данной работе. 
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S.V. Terekhov 

CRYSTALLIZATION OF AN AMORPHOUS ALLOY  
AND TOLMAN SIZE EFFECT 

A thermodynamic analysis of the crystallization of an amorphous alloy is carried out with 
taking into account Tolman size effect and the presence of an adsorption layer around a 
spherical nucleus of a new phase. The concept of ordering energy is introduced, and the 
dependence of the driving force of crystallization (the difference in the chemical poten-
tials of the phases) and the volume fraction of the ordered region on the radius of the 
spherical nucleus is established. It is shown that Tolman effect manifests itself in the 
formation of pre-threshold stable nanospheres of small size. Special cases of the forma-
tion of nuclei with a critical radius are investigated both in the cases of Tolman effect re-
alized and not. The effect of the adsorption energy on the type and position of the kinetic 
curve of crystallization is established. 

Keywords: amorphous alloy, crystallization, Tolman effect, spherical nucleus, Gibbs 
energy, critical radius 

Fig. 1. Dependences of function ∆μ (curve 1) and its first derivative (curve 2) on the ra-
dius of the nucleus r 

Fig. 2. Dependences of the volume fraction of the crystal phase x1 (а) and its first 
derivative (б) on the radius of the nuclei nanospheres r at T = 520 K, Tx = 580 K, 
a = –30 and the values of the parameters φ/kB, ψ/kB and ζ/kB: 1 ‒ (‒0.2), 0, 0; 2 ‒ 0, 
5.3, 0; 3 ‒ 0, 0, 138; 4 ‒ (‒0.2), 5.3, (‒140), respectively 
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ГРУППОВАЯ СКОРОСТЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЗБУЖДЕНИЙ  
В НЕИДЕАЛЬНОЙ 1D-РЕШЕТКЕ МИКРОПОР 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 23 июля 2021 года 

Рассмотрено распространение поляритонных возбуждений в цепочке пор – тун-
нельно связанных микрорезонаторов, содержащих атомарные нанокластеры 
(квантовые точки). В рамках приближения виртуального кристалла исследованы 
особенности спектра электромагнитных возбуждений, вызванные как случайными 
вариациями состава атомарной подсистемы и положений микропор, так и одно-
родной упругой деформацией данной 1D-структуры. Выполнено численное модели-
рование зависимости групповой скорости поляритонных возбуждений от концен-
трации структурных дефектов и параметра деформации данной неидеальной 
системы. 

Ключевые слова: неидеальный 1D-фотонный кристалл, микропоры, квантовые 
точки, поляритоны, приближение виртуального кристалла 

Введение 

Разработка и использование новых функциональных материалов в каче-

стве источников когерентного излучения представляют сегодня огромную 

область экспериментальных и теоретических исследований на стыке раз-

личных научных направлений: физики конденсированного состояния, ла-

зерной физики, а также нанотехнологий. В связи с появлением оптоэлек-

тронных устройств, использующих различные приложения современной фо-

тоники (от концентрации света в нанофотонных волноводах до квантовой 

обработки информации), особую актуальность приобретает применение на-

нокристаллических фотонных систем [1,2]. Среди задач, которые приходит-

ся решать при создании новых нанокомпозитных материалов как источни-

ков когерентного излучения и устройств, работающих на их основе, встает 

проблема изучения особых систем – поляритонных структур [3]. Последние 

представляют собой отдельный класс фотонных кристаллов [4], в которых 

реализуется сильная связь квантовых возмущений электронной подсистемы 

(экситонов) среды и оптического поля. Необходимость исследования поля-

ритонных систем порождает новую область науки – поляритонику как само-

стоятельный раздел фотоники. 
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В качестве поляритонных структур могут рассматриваться и простран-

ственно-периодические системы связанных микропор (резонаторов) [5,6], и 

массивы квантовых точек (атомарных нанокластеров), встроенных в фотон-

ные наноструктуры [7,8]. В настоящее время проводятся исследования оп-

тических мод в комбинированной системе микрорезонаторов, содержащих 

квантовые точки. В частности, в работе [9] продемонстрировано достижение 

сильной связи между атомарной подсистемой и фотонной подсистемой (ло-

кализованным в массиве микрорезонаторов электромагнитным полем). 

Представляют интерес также работы, связанные с модификацией физичес-

ких свойств нанокомпозитных материалов в результате внешних воздей-

ствий (например, упругой деформации [10]) и с возможностью контролиро-

вать распространение электромагнитных возбуждений в полученных компо-

зитных (в частности, поляритонных [11]) структурах. 
Важные особенности обсуждаемых поляритонных структур связаны с так 

называемым «медленным» светом [12] – фундаментальным физическим яв-
лением, которое может быть использовано при проектировании различных 
квантово-оптических запоминающих устройств. В частности, эффективное 
снижение групповой скорости продемонстрировано в соответствующих оп-
тических волноводных резонаторах [13,14] и в различных типах твердотель-
ных полупроводниковых многослойных структур [15]. Ключевую роль в 
снижении групповой скорости в этих системах играют так называемые свет-
лые и темные поляритоны, представляющие собой суперпозицию фотонных 
состояний внешнего электромагнитного поля и когерентных возмущений 
атомарной среды. При этом заметим, что время жизни поляритонов в ато-
марных системах ограничено временем жизни возбужденных состояний 
атомов и обычно характеризуется наноразмерностью [16]. В то же время в 
идеальных условиях при очень низких температурах могут существовать 
слабо затухающие экситоны с бóльшим на 2-3 порядка временем жизни. Та-
кие сравнительно слабо затухающие фотопереходы названы в [17] «истинно 
сильными». В рамках данной работы ограничимся рассмотрением в иссле-
дуемой поляритонной структуре экситонных поляритонов, связанных с по-
добными истинно сильными фотопереходами. 

Современный уровень развития нанотехнологий и нанофотоники позво-

ляет изучать «медленный» свет и фазовые переходы поляритонов путем соз-

дания массива связанных микрополостей, содержащих кластеры двухуров-

невых атомов [18–20]. Технологически такие структуры могут быть получе-

ны на основе фотонных кристаллов с дефектами в виде микрополостей, ле-

гированных атомарными нанокластерами [2]. 
Приведенный выше краткий обзор указывает не только на актуальность, 

но и на новизну выполненных нами исследований, которые заключаются в 
изучении особенностей взаимодействия электромагнитного поля с новым 
классом функциональных пористых материалов (поляритонных систем) – 
массивов микропор, содержащих атомарные нанокластеры. Эти поляритон-
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ные системы позволяют контролировать скорость распространения электро-
магнитных возбуждений в подобных композитных структурах путем управ-
ляемого внедрения в них структурных дефектов и/или в результате упругой 
деформации. 

С учетом развитых нами ранее представлений о неидеальных одномер-
ных (1D) поляритонных структурах [21,22] в данной работе в рамках при-
ближения виртуального кристалла  изучена дисперсия поляритонных воз-
буждений в цепочке пор (туннельно-связанных микрорезонаторов), содер-
жащих атомарные нанокластеры. Исследованы особенности спектра электро-
магнитных возбуждений, вызванные как случайными вариациями состава 
атомарной подсистемы и положений микропор, так и однородной упругой 
деформацией 1D-решетки. Выполнено численное моделирование зависимо-
сти групповой скорости поляритонных возбуждений от концентрации струк-
турных дефектов и параметра деформации данной неидеальной 1D-системы. 

Теоретическая модель 

Опираясь на разработанный в [4,9,11] подход, рассмотрим электромаг-
нитные возбуждения в неидеальной решетке микропор-резонаторов (фотон-
ная подсистема), содержащих атомарные нанокластеры (квантовые точки). 
В дальнейшем предположим, что плотность возбужденных состояний струк-
турных элементов в фотонной и атомарной подсистемах решетки мала. В 

этом случае можно ограничиться квадратичной частью exĤ  (описывающей 

элементарные возбуждения) гамильтониана Ĥ , которая в одноуровневой 
модели в приближении Гайтлера–Лондона [23] в результате обобщения дан-
ных работы [9] принимает вид 
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В выражениях (1) и (2) ph
n  – частота фотонной моды электромагнитного 

возбуждения, локализованного в nα -м узле (резонаторе); ˆ 
n , ˆ

n  – бозе-

операторы рождения и уничтожения этой фотонной моды в узельном пред-

ставлении; at
n  – энергия возбуждения квантовой точки в узле nα; B̂ n , 

B̂
n  – бозе-операторы рождения и уничтожения этого возбуждения; Anα,mβ – 

матрица резонансного взаимодействия, характеризующая перекрытие опти-
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ческих полей резонаторов nα -го и mβ -го узлов решетки и, следовательно, 
определяющего вероятность туннельного перехода соответствующего элек-

тромагнитного возбуждения; Wnα,mβ – матрица резонансного взаимодейст-

вия квантовых точек в узлах nα и mβ; ˆ( )g  n  – матрица  резонансного взаимо-

действия квантовой точки в узле nα с локализованным в нем электромаг-
нитным полем. Индексы λ,  фиксируют наличие или отсутствие (при зна-
чении 2) квантовой точки в соответствующей поре. 

В равенстве (1) величины (D
 k)  и ( k)  имеют вид соответственно 

   , expD D i 
    

  
  n m n m

m

k k r r  и    
1ˆ ˆ exp i
N

       n n
n

k k r  

(N – число элементарных ячеек исследуемой решетки). Такое представление 
матриц оказалось возможным в силу сохранения в рамках используемого 
приближения виртуального кристалла [24,25] трансляционной инвариантно-
сти системы. Заметим, что волновой вектор k, характеризующий собствен-
ные состояния электромагнитных возбуждений в исследуемой системе, из-
меняется в пределах первой зоны Бриллюэна. 

Расчет собственных значений гамильтониана (1) проведем путем его диа-
гонализации с помощью преобразования Боголюбова–Тябликова [23]. Вы-
полнение указанной процедуры позволяет получить выражение для диспер-
сионного соотношения Ω(k), определяющего спектр элементарных возбуж-
дений: 

   det 0D
      k k ,             (3) 

а затем и соотношение для групповой скорости распространения поляри-
тонных возбуждений V(k) в исследуемой системе: 

( )
( )V






k
k

k
.                                    (4) 

На основе приведенной теории ниже исследуются особенности зависимо-
сти групповой скорости элементарных электромагнитных возбуждений от 
концентрации структурных дефектов и однородной деформации в конкрет-
ной неидеальной пористой структуре.  

2. Результаты и обсуждение 
 

2.1. Двухподрешеточная цепочка микропор с переменным периодом 

Рассмотрим модельную одномерную двухподрешеточную систему – це-
почку туннельно-связанных микропор-резонаторов с переменным периодом 
(рис. 1). Причем поры одной из подрешеток в качестве атомарной подсистемы 
содержат атомарные нанокластеры (квантовые точки). Концентрации струк-
турных дефектов, связанных со случайной вариацией расстояний между мик-

ропорами в первой и второй подрешетках, обозначим соответственно  C1 и C2. 
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                        a1(C1)          a2(C2) 
 
Рис. 1. Схематическое изображение усредненного неидеального двухподрешеточ-
ного 1D-массива микропор, первая подрешетка которого содержит одинаковые 
квантовые точки 

 
В данном случае в рамках обозначенной выше теоретической модели со-

отношение (3), определяющее спектр поляритонных возбуждений Ω(k) в 
приближении ближайших соседей, принимает вид 

at
1 11 1

ph
1 121

ph
21 2

( ) ( ) 0 0

0 ( ) 0 0
0

0 ( ) ( )

0 0 ( ) ( )

W k k g

k

g k A k

A k k

   




   

   

 

 

 

.      (5) 

На основе уравнения (5) при использовании численных значений соответ-

ствующих величин [22] получена зависимость дисперсии поляритонов Ω1,2,3 

от величины волнового вектора k и концентрации дефектов структуры C1, C2 
для различных значений параметра 1 /g g   резонансного взаимодействия 

квантовой точки в узле с локализованным в нем электромагнитным полем. 
 

     

                                а                                                                 б 

Рис. 2. Зависимость дисперсии поляритонов Ω1,2,3 от величины волнового вектора k и 
концентраций дефектов структуры C1, C2: а – при C2 = 0, g = 10

12 Hz; б – при C1 = 0.35, 
g = 210

14
 Hz. Стрелки указывают на изменение величины «бутылочного горла» в 

зависимости от величины g 
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На рис. 3 отражены особенности зависимости групповой скорости рас-

пространения элементарных возбуждений в данной системе микропор от 

концентрации структурных дефектов. Линии уровня минимума функции  

Ω1,2,3(k, C1, C2), получаемые из условия  V1,2,3(k, C1, C2) = 0 для соответствую-
щих значений величины g , приведены на рис. 3,в. Особый интерес пред-

ставляет зависимость k(C1,C2), которая следует из условия V3(k, C1, C2) = 0 

(рис. 3,г). Этот результат важен при поиске возможности получения бозе-

эйнштейновского поляритонного конденсата для значений 0k  . 

 

    

                                а                                                                  б 

   

                                в                                                                 г 

Рис. 3. Зависимости групповой скорости V1,2,3(k): а – при C1 = 0.35, C2 = 0, g = 81013 Hz; 

б – V1,2,3(k, C2); в – линии уровня V1,2,3(k, C1, C2) = 0 при C1 = 0.35, g = 810
13 Hz; 

г – зависимость k(C1, C2), которая следует из соотношения V3(k, C1, C2) = 0 
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Концентрационная зависимость V1,2,3(k, C1, C2) определяет дополнитель-

ный механизм управления скоростью распространения волновых пакетов 

оптических возбуждений путем варьирования параметров C1, C2 в изучае-

мой неидеальной структуре. 

2.2. Влияние однородной деформации на дисперсию  
поляритонных возбуждений в неидеальной цепочке микропор 

Особый интерес представляет возможность регулировать распростране-
ние электромагнитных возбуждений в поляритонной структуре посредством 
управляемого внешнего воздействия (например, упругой деформации [10]). 
В качестве модельной системы рассмотрим одноподрешеточную цепочку 
одинаковых пор, случайным образом содержащих квантовые точки двух ти-

пов с концентрациями (1)
CC  и (2)

CC . Причем эта цепочка находится в услови-

ях одноосного напряжения (сжатия или растяжения), направленного вдоль 
ее оси. При однородном деформировании исследуемого массива, которое 
описывается с помощью тензора деформации ̂  [11], положение каждой 

микропоры изменяется. Для таких деформаций постоянная d(ε) 1D-решетки 

имеет вид d(ε) = (1+ ε)d0, где d0 – постоянная решетки недеформированной 

структуры,  – соответствующая компонента тензора ̂ . При этом микропо-

ры-резонаторы также случайным образом удалены на расстояниях между 

ближайшими соседями либо a1(ε) с концентрацией (1)
TC , либо a2(ε)  с кон-

центрацией (2)
TC . 

Расчет поляритонного спектра Ω(k, ε) для такой системы проведем путем 
диагонализации  усредненного  гамильтониана (1), используя теоретическую 

  

 

                              а                                                                  б 

Рис. 4. Дисперсионная зависимость исследуемых поляритонных возбуждений 

 , , ,C Tk C C   в неидеальной решетке 1D-микропор-резонаторов при соответ-

ствующих значениях концентрации дефектов структуры: а – при CC = 0.1, CT = 0.5; 
б – при CC = 0.5, CT = 0.1 
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модель [11] и приближение виртуального кристалла [24,25]. В результате 
вышеуказанной процедуры получаем систему линейных однородных урав-
нений, условием разрешимости которой является равенство нулю детерми-
нанта (3), которое в данном случае имеет вид 

       

       

at

,

ph

, ,
0

, ,

n nC T CC

n C T

W k k g

g A k k

       


       

 

 
.   (6) 

Здесь 
2

at at

1
n C

C
C




   , (1) (2)(1) (2)
n C CC

g g C g C  , причем (1) (2) 1C CC C  , 

   1 2
1T TC C  . 

 

 

                                а                                                                 б 

Рис. 5. Зависимости групповой скорости поляритонных возбуждений V+ в исследуемой 
неидеальной структуре от волнового вектора k, параметра деформации  и концентра-
ций дефектов структуры CC, CT: а – при CC = 0.4, CT = 0.17; б – при CC = 0.1, CT = 0.5 
 
Следовательно, 

(1) (2)1 CC CC C C   , 

(1) (2)1 TT TC C C   , 

    
2

,
, 1

, ,T C CC T
W k W k C C C  

 

  , 

       , , exp ,T nm nm T
T

m

W k C W ikr C        . 

Аналогично 

       , , exp ,T nm nm TT
m

A k C A ikr C      , 
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где       , ,nm T Tr C d C n m    . Угловыми скобками в (6) обозначена 

процедура конфигурационного усреднения массива микропор по всевоз-
можным вариациям положений микропор T и составу квантовых точек C, 

  ,Td C   – период «виртуальной» одномерной решетки резонаторов, по-

лученный в результате усреднения:    (1) (2)
1 2, ( ) ( )T T Td C C a C a      (см. 

[11]). Частотные характеристики резонаторной и атомарной подсистем, а 
также явный вид в приближении ближайших соседей и численные значения 
соответствующих параметров взяты такими же, как и в работах [9–11]. 
 

  

                                а                                                               б 

 

                                в                                                                г 

Рис. 6. Зависимости волнового вектора k от параметра деформации  и концентраций 
структурных дефектов CC, CT : а – при CC = 0.2, б – CT = 0.2, в – CC = 0.5, г – CT = 0.5; 

0CC , 
0TC  – критические значения концентраций структурных дефектов 
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Из уравнения (6) следует закон дисперсии  , , ,C Tk C C   поляритонных 

возбуждений в искомой неидеальной системе (рис. 4). 
На рис. 5 представлены графики зависимостей групповой скорости 

 , , ,C TV k C C   поляритонных возбуждений в исследуемой неидеальной 

структуре от концентраций дефектов CC, CT и параметра деформации . 

Анализ графиков  , , ,C Tk C C  , приведенных на рис. 4, показывает, что 

при наличии деформации в исследуемой структуре минимум функции 

 , , ,C Tk C C  , при котором групповая скорость  , , , 0C TV k C C   , для 

0k   достигается не для любых значений концентраций (в отличие от рас-

смотренной выше системы в отсутствие деформации). На рис. 6 указаны 

критические значения 
0CC , 

0TC  концентраций структурных дефектов, при 

которых происходит переход от случая а к случаю б на рис. 4. 

Заключение 

Изучена модификация энергетической структуры электромагнитных воз-
буждений и, следовательно, оптических свойств нанокомпозитного пористо-
го материала (неидеального 1D-массива микропор-резонаторов, содержащих 
атомарные квантовые точки), вызванная наличием дефектов структуры и 
воздействием однородной упругой деформации. Исследованы особенности 
зависимости  дисперсии и групповой скорости поляритонов от концентра-
ции структурных дефектов и однородной деформации в модельной неиде-
альной пористой структуре. 

Представленные результаты открывают возможность создания нового 
класса нанокомпозитных пористых материалов – поляритонных систем, по-
зволяющих контролировать распространение электромагнитных возбужде-
ний в таких структурах, а следовательно, и скорость передачи сигнала в со-
ответствующем оптоэлектронном устройстве путем управляемого внедрения 
в его функциональный элемент структурных дефектов и/или воздействия 
упругой деформацией. 
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V.V. Rumyantsev, S.А. Fedorov, К.V. Gumennik, А.Е. Rybalka 

GROUP VELOCITY OF PROPAGATION OF ELECTROMAGNETIC  
EXCITATIONS IN AN IMPERFECT 1D LATTICE OF MICROPORES 

Propagation of polariton excitations in a chain of pores is considered. The pores are 
treated as tunnel connected microresonators containing atomic nanoclusters (quantum 
points). Within the frameworks of the virtual crystal approximation, specific features of 
the spectrum of electromagnetic excitations are analyzed that are emerged due to both 
random variations of the composition of the atomic subsystem and uniform elastic defor-
mation of the tested 1D-structure. The dependence of the group velocity of polariton exci-
tations on the structure defect concentration and the deformation parameter of the tested 
imperfect system is modeled. 

Keywords: imperfect 1D photonic crystal, micropores, quantum dots, polaritons, ap-
proximation of the virtual crystal 

Fig. 1. Scheme of an average imperfect two-sublattice 1D-array of micropores, with the 
first sublattice containing identical quantum dots 
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Fig. 2. Dependence of polariton dispersion Ω1,2,3 on the wavevector k and structure defect 

concentration C1, C2: а – at C2 = 0.1, g = 1012 Hz; б – at C1 = 0.35, g = 21014 Hz. The 
arrows mark the change of the bottle-neck size with respect to g 

Fig. 3. Group velocity V1,2,3(k): а – at C1 = 0.35, C2 = 0, g = 810
13

 Hz; б – V1,2,3(k, C2); 
в – lines of level V1,2,3(k, C1, C2) = 0 at C1 = 0.35, g = 810

13
 Hz; г – k(C1, C2) deter-

mined by relation V3(k, C1, C2) = 0 

Fig. 4. Dispersion dependence of the studied polariton excitations  , , ,C Tk C C   in an 

imperfect lattice of 1D-micropores/resonators at the related structure defect concentra-
tion: а – at CC = 0.1, CT = 0.5; б – at CC = 0.5, CT = 0.1 

Fig. 5. Group velocity of polariton excitations V+ in the tested imperfect structure on 
wavevector k, deformation parameter  and structure defect concentration CC, CT: а – at 
CC = 0.4, CT = 0.17; б – at CC = 0.1, CT = 0.5 

Fig. 6. Dependence of wavevector k on deformation parameter  and concentration of the 

structural defects CC, CT: а – at CC = 0.2, б – CT = 0.2, в – CC = 0.5, г – CT = 0.5; 
0CC , 

0TC  – critical concentrations of the structure defects 
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Показано распределение ионов марганца Mn
2+

 по подрешеткам и структурно не-
эквивалентным положениям в элементарной ячейке кристаллической решетки мо-
нокристалла литий-галлиевой шпинели Li0.5Ga2.5O4. Такое распределение и самоор-
ганизация элементарной ячейки монокристалла происходят в процессе его роста и 
определяют свойства как моно-, так и нанокристаллических веществ. Самоорга-
низация и распределение обеспечиваются специальной технологией и проявляются 
в спектрах электронного парамагнитного резонанса (ЭПР). 

Ключевые слова: электронный парамагнитный резонанс, монокристалл шпинели, 
элементарная ячейка кристаллической решетки, структурно неэквивалентные по-
ложения ионов 

Введение 

В настоящее время ведется активное изучение шпинелей, обусловленное 
их широким научным и технологическим применением [1–8]. Разработка оп-
тимальной технологии синтеза нанокристаллических материалов возможна на 
основе исследования свойств монокристаллов шпинелей того же состава. 

В работе [1] изучены магнитные свойства и структура шпинели Co3O4. 

Авторами [2] обсуждаются проблемы достоверного описания структуры хи-

мических соединений, в частности MgAl2O4. Исследование свойств нанопо-

рошков MgAl2O4 позволяет значительно улучшить механические, оптиче-

ские, люминесцентные и другие функциональные характеристики материа-
лов шпинелей. Так, прозрачная (от ультрафиолетовой до средней инфра-

красной области спектра) наноструктурная керамика MgAl2O4 служит пре-

восходным бронематериалом для защиты авиационной, космической и на-
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– Li+ 

– Ga3+ 

– O2– 

– Mn2+, узел A 

– Mn2+, узел В 

земной техники от разрушения, а также личного состава – от пуль и пора-
жающих осколков. Она может применяться в качестве оптического диэлек-
трического материала в различных электронных приборах и устройствах, а 
также подложек для получения полупроводниковых пленок в интегральных 
электронных схемах. 

В работах [3–6] рассматриваются условия синтеза исходных порошков, в 
[7] проведены экспериментальное исследование и теоретическое обсуждение 
распределения введенных магнитных ионов и их локальной симметрии. Ав-

торами [3,8–11] тщательно изучены свойства нанокристаллов Li0.5Ga2.5O4, до-

пированных ионами кобальта. В работах [12–18] представлены результаты ис-
следований, выполненных с целью более глубокого понимания структуры 
шпинелей. Последние обладают целым рядом необычных физико-химических 
свойств, которые обращают на себя внимание специалистов благодаря возмож-
ностям их технологического применения. В частности, это высокие химическая 
и термическая стабильность, электросопротивление, квантовый выход; повы-
шенная твердость; низкотемпературная спекаемость и др. [19,20]. 

Соединения со структурой шпинели характеризуются катионным распре-
делением между тетраэдрическим (А) и октаэдрическим (В) типами положе-
ний. Исходя из этого, различают шпинели: 

1) нормальные, когда все двухвалентные ионы металла находятся в А-по-

ложениях: Me
2+

[Me 3
2
 ]O4 (в квадратных скобках обозначены ионы в В-поло-

жениях), например магний-алюминиевая шпинель MgAl2O4 [22]; 
2) обращенные, когда все двухвалентные ионы металла находятся в В-по-

ложениях: Me
3+[Me

2+
Me

3+]O4, например литий-галлиевая шпинель Li0.5Ga2.5O4 
[3,21] (рис. 1); 

3) промежуточные (смешанные) между нормальным и обращенным рас-
пределениями, когда в тетраэдрических положениях одновременно находят-
ся и двух-, и трехвалентные катионы. 

 
Рис. 1. Элементарная ячейка монокристалла обращенной литий-галлиевой шпине-
ли Li0.5Ga2.5O4. В двух из восьми подрешеток для вводимых ионов марганца пока-

заны два типа узлов: A – в центре тетраэдра, образованного четырьмя ионами кис-

лорода, и B – в центре октаэдра, образованного шестью ионами кислорода  



Физика и техника высоких давлений 2021, том 31, № 3 

 33 

Литий-галлиевая шпинель может существовать в упорядоченном и не-
упорядоченном состояниях. Вводимые парамагнитные ионы способны за-

мещать как ионы Ga
3+

 в координации с тетраэдрической симметрией, так и 

ионы Li
+
 и Ga

3+
 в октаэдрической координации. Поэтому в данной шпинели 

могут одновременно реализоваться окта- и тетраэдрическое окружения для 
одного и того же иона. Изменение окружения от октаэдрического к тетраэд-
рическому приводит к изменению знака кристаллического поля и, следова-
тельно, к обращению орбитальных уровней. Кроме того, если в решетке 
имеется один тип катионов, то в этом случае предполагается только один 
способ построения решетки кристалла. В противном случае возникают раз-
личные способы катионного распределения, и существует возможность со-
здания композиционно-сложной системы. 

Свойства материалов определяются ориентацией магнитных осей ионов 
относительно кристаллографических осей моно- или нанокристалла, коли-
чеством возможных структурно неэквивалентных положений ионов в эле-
ментарной ячейке, а также симметрией кристаллического поля в месте на-
хождения магнитного иона. 

В данной работе применен один из наиболее информативных методов ис-
следования электронной структуры соединений с точечными примесями – 
метод ЭПР [23]. Проблема расшифровки исследуемых спектров ЭПР заклю-
чается в том, что вместо одного спектра магнитного иона в монокристаллах 
шпинелей наблюдается в несколько раз большее количество линий тонкой 
структуры. Это происходит вследствие наличия неэквивалентных комплек-
сов с магнитными зондами в координационных соединениях. 

Цель работы – исследование самоорганизации элементарной ячейки мо-

нокристалла обращенной шпинели Li0.5Ga2.5O4 и распределения допируе-

мых магнитных ионов Mn
2+

 по неэквивалентным положениям во время рос-
та монокристалла, что определяет свойства как моно-, так и нанокристалли-
ческих веществ. 

1. Результаты исследования 

Структурная и магнитная неэквивалентность ионов марганца в монокри-
сталлах литий-галлиевой шпинели изучена методом ЭПР. Методика работа-
ет с хорошей точностью при допировании магнитными зондами до 0.1 wt%. 
Рассмотрена детальная картина электрического потенциала внутри нано-
комплекса монокристалла шпинели с ионами марганца. 

Возникновение самоорганизованных структур происходит в процессе 
роста кристалла в результате предпочтения иона занимать определенное по-
ложение в элементарной ячейке относительно кристаллографических осей. 
В результате существуют, как минимум, восемь возможностей получения 
новых материалов с определенной позицией ионов марганца, поскольку в 
элементарной ячейке монокристалла допированные ионы марганца обладают 
различными предпочтительными возможностями для распределения в четы-

рех тетраузлах, замещая ионы Ga
3+

, и в четырех октаузлах, замещая ионы Li
+
. 
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Двухвалентный марганец имеет электронную конфигурацию A(3d
5
). Маг-

нитная d-оболочка заполнена наполовину, орбитальный момент L = 0, элек-

тронный спин S = 5/2. Основное спектроскопическое состояние 
6
S5/2 орби-

тально не вырождено и в кубическом кристаллическом поле в первом при-
ближении теории возмущений не расщепляется. Нижний уровень является 
орбитальным синглетом, который шестикратно вырожден по спину. Спектр 
ЭПР наблюдается в широкой области температур при любой симметрии 
кристаллического поля. Фактор спектроскопического расщепления g почти 
изотропен и слабо отклоняется от фактора свободного электрона. 

Кристаллическое поле не снимает спинового вырождения, и во внешнем 
магнитном поле существует шесть равноотстоящих уровней энергии. На 
рис. 2 показано схематическое расположение энергетических состояний ио-

на марганца Mn
2+

 в монокристалле при параллельной ориентации магнитно-

го поля. Наблюдается тонкая структура спектра ЭПР в виде 5 линий, соот-
ветствующих правилам разрешенных переходов ΔM ± 1. Центральная линия 
соответствует переходу 1/2 ↔ –1/2 с g = 2 и является изотропной для моно- 
и немонокристаллов. Остальные 4 линии анизотропны для монокристаллов. 

 
Рис. 2. Энергетические уровни и разрешенные переходы для иона марганца Mn

2+
 в 

монокристалле шпинели Li0.5Ga2.5O4 с магнитным полем H, параллельным главной 

магнитной оси иона. Стрелками показаны квантовые переходы между энергетичес-

кими уровнями с начальными расщеплениями 4D и 2D. Римскими цифрами обо-

значены линии тонкой структуры спектра ЭПР 

 
Марганец представляет собой один устойчивый изотоп с массовым чис-

лом 55, ядро которого имеет спин I = 5/2, d-электроны в этом случае под-
вержены воздействию не только внешнего магнитного поля, но и поля ядра. 
Каждый из 2S + 1 уровней парамагнитного иона расщепится на 2I + 1 поду-
ровней. Таким образом, всего окажется (2S + 1)(2I + 1) = 36 уровней, между 
которыми (в силу правила отбора 1M   , 0m  ) возможны 5  6 = 30 

переходов. В кристаллическом поле при выполнении условия сильного поля 
наблюдается тонкая структура спектра из 5 линий.  
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Спектр ЭПР ионов марганца Mn
2+

 (концентрация 0.1% по весу шихты) в 

шпинели Li0.5Ga2.5O4 исследовали в два этапа. 

На первом этапе изучали спектр ЭПР ионов Mn
2+

 в порошке шпинели на 

частоте 72 GHz при T = 4.2 K (рис. 3). Спектр представляет собой широкую 
линию шириной ∆H ≈ 1000 G, на которую наложена узкая линия шириной 
∆H ≈ 460 G с разрешенной сверхтонкой структурой, и описывается спин-
гамильтонианом [23]: 

 2 1
1

3
zH g HS D S S S ASI

 
       

.                             (1) 

Без учета сверхтонкой структуры в спектрах ЭПР монокристаллов при 
выполнении условия сильного поля наблюдается 5 переходов (см. рис. 2), 
соответствующих правилу отбора 1SM  : 

5 / 2 3 / 2   ,    22 3cos 1h g H D     , 

3 / 2 1/ 2   ,    23cos 1h g H D     ,      (2) 

1/ 2 1/ 2   ,   h g H   . 

Узкая линия с разрешенной 
сверхтонкой структурой относится 
к переходу 1/2   –1/2. Широкая 

линия представляет собой усред-
ненную тонкую структуру перехо-
дов 5/2   3/2, 3/2   1/2. Мак-

симальное расстояние между ли-
ниями спектра ЭПР указанных пе-
реходов согласно уравнению (2) со-
ответствует величине 4D. Отсюда 
получаем D   250 G. Константа 
сверхтонкой структуры спектра 

ЭПР A   80 G. 
Затем на частоте 72 GHz измерен 

спектр ЭПР ионов Mn
2+

 (0.1%) в мо-

нокристаллах Li0.5Ga2.5O4 для слу-

чая, когда магнитное поле H0 параллельно кристаллографической оси 0 111H �  

(рис. 4). Спектр представляет собой широкую линию, на которой видны раз-
решенные тонкая и сверхтонкая структуры. По ним  можно уточнить кон-
станту D. Расстояние между крайними (при отсчете от g = 2) линиями 
сверхтонкой структуры перехода 5/2   3/2 составляет 1250 G. Следова-

тельно, расстояние между линиями перехода 5/2   3/2 составляет 850 G. 

Отсюда уточненная величина D   212 G. 

Рис. 3. Спектр ЭПР в порошке нанокри-
сталлов Li0.5Ga2.5O4, легированных 0.1% 

Mn
2+, на частоте 72 GHz при T = 4.2 K 
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Рис. 4. Спектр ЭПР ионов Mn2+ в монокристаллах Li0.5Ga2.5O4 при T = 4.2 K на час-

тоте 72 GHz, H0 ||0 111H � . Указаны переходы (см. уравнение (2)) и соответствующие 

им линии тонкой структуры (I–V), каждая из которых расщеплена на 6 линий 

сверхтонкой структуры (↓) 

 

Второй этап изучения спектра ЭПР ионов Mn
2+

 в монокристалле 

Li0.5Ga2.5O4 проводили на частоте 37 GHz при T = 77 K (гелиевые и комнат-

ные температуры играли вспомогательную роль) (рис. 5). Наблюдали два 
спектра ЭПР разной интенсивности, обязанных ионам двухвалентного мар-
ганца. Оба спектра имеют разрешенные тонкую и сверхтонкую структуры. 
Пиковая интенсивность основного спектра более чем в 30 раз выше, чем у 
второго (слабого) спектра. Переходы 1/2   1/2 обоих спектров с указан-

ной точностью совпадают. В перпендикулярной ориентации четко разреше-
ны только линии переходов 1/2   3/2; 1/2   1/2 обоих спектров. 

На рис. 5 представлена угловая зависимость положения в магнитном поле 

линий спектра ЭПР двух центров ионов Mn
2+

 в плоскости {110} для одного 

структурно и магнитно неэквивалентного положения Mn
2+

 при T = 77 K. 

Анализ зависимости показал, что в элементарной ячейке имеются по 4 маг-

нитно-неэквивалентных положения для каждого центра ионов Mn
2+

, спектр 

которых можно описать спиновым гамильтонианом 

0 0 0 0
2 2 4 4

1 1

3 60
H g HS b O b O ASI     ,           (3) 

где g, m
nb  и A – константы спинового гамильтониана; S = 5/2; I = 5/2; m

nO  – 

спиновые операторы четных степеней, число которых зависит от симметрии 
кристаллического поля, а степень – от величины спина. В дальнейшем ис-
пользуем операторы [24]: 

 

     

0 2
2

20 4 2 2
4

3 1 ,

35 30 1 25 6 1 3 1 .

z

z z

O S S S

O S S S S S S S S

  

         

             (4) 
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                                   [110]                      [111]                       [100] 

Рис. 5. Угловая зависимость положения линий спектра ЭПР двух центров ионов 

Mn2+ в плоскости {110} для одного положения при T = 77 K. Экспериментальные 

точки соответствуют последней линии сверхтонкой структуры (при отсчете от g = 2). 

В скобках указаны переходы для основного (1) и слабого (2) центров 

 
Константы m

nb , имеющие смысл начальных расщеплений, связаны с тра-

диционными константами D и F следующим образом: 

0
2b D ,   0

4
1

4
b F .                                 (5) 

Для нахождения энергетических уровней воспользуемся матрицей энергии 
спинового гамильтониана (1) (матрица и ее элементы при S = 5/2 и I = 5/2 
представлены в работе [24]). 

Запишем уровни энергий: 

0 0
5/2 2 4

10 5

3 2
W b b g H     , 

0 0
3/2 2 4

2 3
3

3 2
W b b g H      ,                (6) 

0 0
1/2 2 4

8 1
2

3 2
W b b g H      . 

С учетом правила отбора 1M    разности энергий для наблюдаемых 
переходов тонкой структуры будут следующими: 

0 0
5/2 3/2 2 44 4h W W g H b b       , 

0 0
3/2 1/2 2 42 5h W W g H b b       , 
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1/2 1/2h W W g H     ,                                         (7) 

0 0
1/2 3/2 2 42 5h W W g H b b        , 

0 0
3/2 5/2 2 44 4h W W g H b b        . 

Магнитные поля переходов тонкой структуры (7) запишем как 

0 0
1 0 2 44 4H H b b   , 

0 0
2 0 2 42 5H H b b   , 

3 0H H ,                  (8) 

0 0
4 0 2 42 5H H b b   , 

0 0
5 0 2 44 4H H b b   . 

Для определения 0
2b  и 0

4b  составим систему двух уравнений: 

0 0
5 1 2 4

0 0
4 2 2 4

8 8 ,

4 10 .

H H b b

H H b b

  

  
                       (9) 

Измерения первого (основного) и второго (слабого) спектров ЭПР ионов 

Mn
2+

 при T = 77 K и обработка их по вышеизложенной методике показали, 
что константы спин-гамильтониана имеют следующие значения: 

– для основного спектра: 

0 4 1
2

0 4 1
4

4 1

2.001 0.003,

(92 9) 10 cm ,

(4.7 1) 10 cm ,

(76.6 0.5) 10 cm ;

g

b

b

A

 

 

 

 

  

  

  

                          (10) 

– для второго спектра: 

0 4 1
2

0 4 1
4

4 1

2.001 0.004,

(368 7) 10 cm ,

(6 1) 10 cm ,

(82 2) 10 cm .

g

b

b

A

 

 

 

 

  

  

  

                               (11) 

Главная ось кристаллического поля в обоих случаях направлена вдоль  
кристаллографической оси 111. 

В силу того, что недиагональные матричные элементы равны нулю, уров-
ни энергии относятся к чистым состояниям и характеризуются волновой 
функцией ,M m с M = 5/2; 3/2; 1/2 и m = 5/2; 3/2; 1/2. 

Спектр иона Mn
2+

 в одном структурно неэквивалентном положении для 

обоих центров состоит из 30 линий. 



Физика и техника высоких давлений 2021, том 31, № 3 

 39 

В случае, когда микроволновое поле направлено вдоль магнитной оси x, 
учитывая, что 

 ˆ ˆ ˆ
xS M S M S M   , 

где 

 

 

1/2

1/2

ˆ 1 ( 1) 1 ,

ˆ 1 ( 1) 1 ,

S M S S M M M

S M S S M M M





      

      

              (12) 

вероятности переходов между уровнями энергий запишем в виде 

5/2 3/2W W   : 
1 5 3 5ˆ
2 2 2 2

x xg H S g H     , 

3/2 1/2W W   : 
1 3 1 8ˆ
2 2 2 2

x xg H S g H     , 

1/2 1/2W W   : 
1 1 1 9ˆ
2 2 2 2

x xg H S g H    ,       (13) 

1/2 3/2W W  : 
1 1 3 8ˆ
2 2 2 2

x xg H S g H   , 

3/2 5/2W W  : 
1 3 5 5ˆ
2 2 2 2

x xg H S g H   . 

Интенсивности переходов тонкой структуры спектра будут соответственно 
5 : 8 : 9 : 8 : 5, а сверхтонкой структуры в пределах каждой линии тонкой струк-
туры будут одинаковы (см. рис. 4) ввиду того, что уровни энергии относятся к 
чистым состояниям и недиагональные матричные элементы равны нулю. 

Знак константы 0
2b  второго спектра определен из измерений интенсивно-

стей линий I и V при температурах 300 и 4.2 K. При понижении температу-
ры от 300 до 4.2 K интенсивность линии I по сравнению с линией V возрас-
тает на порядок, что свидетельствует о том, что знак отрицателен. 

Знак константы 0
2b  первого спектра определен аналогично. При пониже-

нии температуры от комнатной до гелиевой интенсивности линий IV и V 
растут по сравнению с интенсивностями линий I и II соответственно. Из рис. 4 
видно, что при T = 4.2 K интенсивности линий IV и V больше интенсивностей 

линий I и II спектра. Поэтому для основного спектра знак 0
2b  положителен. 

3. Обсуждение результатов 

В проведенных экспериментальных исследованиях наблюдали два типа 

спектров ЭПР ионов Mn
2+

 с разрешенными тонкой и сверхтонкой структу-
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рами. Спектр одного (из четырех) структурно неэквивалентного положения 
для тетра- и октацентров состоит из 30 линий (пять линий тонкой структуры 
(см. рис. 2)), каждая из которых состоит из 6 линий сверхтонкой структуры 

(рис. 4). Таким образом, в спектрах ЭПР ионов Mn
2+

 в монокристаллах на-

блюдаются 40 линий тонкой структуры и 240 линий сверхтонкой структуры, 
а в нанокристаллических материалах (порошки, пленки, полимеры и т.д.) – 
только одна линия тонкой структуры и 6 линий сверхтонкой структуры. 

Изучение этих спектров позволило сделать вывод о существовании в мо-

нокристаллах Li0.5Ga2.5O4: Mn
2+

 двух центров – тетра- и октаэдрического. 

Различие пиковых интенсивностей линий более чем в 30 раз свидетельству-

ет о преимущественном образовании ионами Mn
2+

 тетраэрического типа 

центров, где начальные расщепления согласно полученным константам в 4 
раза меньше, чем в октаэдрическом центре. Это объясняется тем, что в при-
нятой нами модели кристаллического поля величина потенциала кубическо-
го кристаллического поля тетраэдрической симметрии составляет 4/9 от ве-
личины потенциала поля октаэдрической симметрии [24]. Поэтому схема 
расщепления энергетических уровней иона, находящегося в тетраэдриче-
ском поле, будет обращенной, а величина расщепления заметно меньше по 

сравнению с ионами в октаэдрическом поле. Знаки констант 0
2b  для тетра- и 

октаположений будут противоположными. 
Результаты эксперимента позволяют предположить, что первый спектр 

обязан центру Mn
2+

, занимающему тетраузел. Второй же спектр принадле-

жит иону Mn
2+

, занимающему октаузел. Это предположение основано на 
таких фактах: 

1) величины констант 0
2b  и 0

4b  первого спектра меньше соответствующих 

констант второго спектра; 

2)  знак 0
2b  первого спектра противоположен знаку 0

4b  второго спектра; 

3)  константы A сверхтонкой структуры первого спектра меньше, чем вто-
рого. 

Октаузлы в матрице Li0.5Ga2.5O4 характеризуются наличием либо Li
+
, ли-

бо Ga
3+

. Наиболее вероятно, что ионы октаэдрического Mn
2+

 замещают ио-

ны Li
+
 по следующим соображениям: 

1. Наблюдаемый спектр имеет аксиальную симметрию, что характерно 

для октаузла Li
+
. 

2. Характеристические расстояния анион–катион составляют 2.135 для 

Li
+
, 1.993 – для Ga

3+
, 2.220 – для Mn

2+
. Поэтому иону Mn

2+
 энергетически 

более выгодно заместить ион Li
+
, чем Ga

3+
. 

3. Благодаря наличию наполовину заполненной электронной оболочки  и 

небольшого положительного заряда ионы Mn
2+

 не проявляют тенденции к 
образованию ковалентных комплексов. Как свидетельствуют наши исследо-

вания спектра ЭПР ионов Co
2+

, ковалентность октаузла Ga
3+

 выше, чем ок-

таузла Li
+
. 
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В спектрах ЭПР ионов марганца в монокристаллах шпинелей ZnAl2O4 и 

MgAl2O4 ионы Mn
2+

 склонны к тетраэдрической концентрации [25–27]. В 

исследованной нами литий-галлиевой шпинели Li0.5Ga2.5O4 ионы Mn
2+

 на-

ходятся в окта- и тетраузлах. Однако интенсивность спектра ЭПР в тетрауз-
лах в 30 раз больше. К такому же выводу приходят и авторы работы [28]. 

Заключение 

Установлено, что существует возможность получения, как минимум, 

восьми типов материалов литий-галлиевой шпинели Li0.5Ga2.5O4, допиро-

ванной ионами Mn
2+

 с заданными свойствами. Достижение такого результа-

та может быть обеспечено с помощью определенной технологии изготовле-
ния как моно-, так и нанокристаллических материалов. Это объясняется тем, 

что в элементарной ячейке исследованной шпинели ионы Mn
2+

 имеют раз-

личные предпочтительные возможности для распределения в четырех тетра-

узлах, замещая ионы Ga
3+

, и в четырех октаузлах, замещая ионы Li
+
. В слу-

чае смешанного распределения ионов Mn
2+

 возможно получение гораздо 

большего числа новых типов материалов. 
Результаты исследования могут быть использованы при анализе свойств 

немонокристаллических материалов, а также для разрешения одной из ос-
новных проблем современных молекулярных нанотехнологий и супрамоле-
кулярной химии – определения условий возникновения самоорганизованных 
нанокомплекcов. 

Выражаем глубокую благодарность руководящему и преподавательскому 

составу организации «Математика для Америки» (Math for America), в осо-
бенности профессору Джону Эвингу (Prof. John Ewing) как вдохновителю, 
мисс Кортни Эллисон (Ms. Courtney Allison) и мистеру Майклу Дрискиллу 
(Mr. Michael Driskill) за поддержку. 
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V.V. Shapovalov, V.А. Shapovalov, А.N. Yurasov,  

V.I. Val’kov, Yu.А. Sluzhbin, T.V. Drokina, A.M. Vorotynov 

DISTRIBUTION OF MAGNETIC NANOPROBES OF S-IONS  
OF MANGANESE AS A RESULT OF STRUCTURAL  

NON-EQUIVALENCE IN A SINGLE-CRYSTAL SPINEL Li0.5Ga2.5O4 

The distribution of manganese ions Mn2+ over the sublattices and structurally nonequiva-
lent positions within a unit cell of the lattice of single-crystal lithium-gallium spinel 
Li0.5 Ga2.5O4 is demonstrated. The distribution and the self-organization of the unit cell of a 
single crystal progress in the course of the crystal growth and determine the properties of 
both single- and nanocrystal substances. Self-organization and distribution are provided by 
a special technology and affect the spectra of electron paramagnetic resonance (EPR). 

Keywords: electron paramagnetic resonance, single-crystal spinel, lattice unit cell, struc-
turally non-equivalent positions of ions   

Fig. 1. Unit cell of single-crystal inversed lithium-gallium spinel Li0.5Ga2.5O4. In two of 
eight sublattices, two types of the nodes for the doping manganese ions are presented: A – 
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at the center of the tetrahedron formed by four oxygen ions, B – at the center of the octa-
hedron formed by six oxygen ions 

Fig. 2. Energy levels and allowed transitions for a manganese ion Mn2+ in single-crystal 
spinel Li0.5Ga2.5O4 with magnetic field H, parallel to the principal magnetic axis of the 
ion. Quantum transitions between the energy levels with the initial splitting 4D and 2D 
are marked by arrows. The lines of fine structure of the EPR spectrum are marked by 
Roman numerals 

Fig. 3. EPR spectrum in the powder of nanocrystals of Li0.5Ga2.5O4 doped by 0.1% Mn
2+

 
at the frequency of 72 GHz at T = 4.2 K 

Fig. 4. EPR spectrum of Mn2+ in single-crystal Li0.5Ga2.5O4 at T = 4.2 K at the frequency 

of 72 GHz, H0 || 0 111H � . The transitions are pointed out (see (2)) as well as the related lines 

of fine structure (I–V) split to 6 lines and superfine structure (↓) 

Fig. 5. Angular dependence of the positions of the lines of EPR spectrum of two center of 
the Mn

2+ ions in plane {110} for one position at T = 77 K. Experimental points are re-
lated to the last line of the superfine structure (counting from g = 2). The transitions for 
the basic site (1) and the weak one (2) are listed in brackets 
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И.Е. Драгунов 
 
МОДЕЛЬНЫЕ РАСЧЕТЫ РАВНОВЕСНЫХ ПАРАМЕТРОВ  
И КРИТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДОМЕНОВ  
В МНОГОСЛОЙНЫХ ФЕРРОМАГНИТНЫХ ПЛЕНКАХ  
С ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 19 августа 2021 года 

Проведено теоретическое исследование равновесного состояния изолированного 
цилиндрического магнитного домена (ЦМД) в многослойной ферромагнитной пленке 
с перпендикулярной анизотропией на основе энергетического метода. Определены 
равновесные и критические параметры ЦМД и установлена область его существо-
вания и устойчивости. Проведена оценка результатов, полученных в упрощенных 
моделях на основе двухкомпонентной пленки. 

Ключевые слова: многослойные ферромагнитные пленки, энергетический метод, 
энергия полей рассеяния, цилиндрический магнитный домен, поле коллапса, поле 
эллиптической неустойчивости, силовая функция 

Введение 

В конце 1980-х гг., когда была отработана методика получения сложных 

тонких пленок с интерфейсами Co/Pt, Co/Pd и Co/Ni, а также Co/Au, Fe/V, 

Fe/Ag, Ni/Cu, Ni/Au и т.д., появились новые методы измерения свойств на-

номасштабных материалов. Были открыты новые эффекты, связанные с ин-

терфейсами, в частности гигантское магнитосопротивление [1]. Особое зна-

чение имеют многослойные системы Co/Pt, Co/Pd и Co/Ni с толщиной слоя 

Co в несколько ангстрем, так как они обладают сильной перпендикулярной 

магнитной анизотропией. Это свойство представляет большой интерес и для 

фундаментальных, и прикладных исследований, особенно для магнитоопти-

ческой записи [2,3]. Наиболее изученными являются системы Co/Pt и Co/Pd 

с похожим поведением, поскольку они содержат один ферромагнитный 

атом, тогда как интерфейс Co/Ni содержит два. 
В многослойных пленках с перпендикулярной магнитной анизотропией 

конкуренция последней и магнитостатического взаимодействия вызывает со-
стояния неоднородной намагниченности на микро- и наномасштабах [4–13]. 
В пределе ультратонких магнитных пленок эта конкуренция иногда приво-
дит к образованию специфических магнитных текстур (как результат мини-
мизации полной энергии), состоящих из магнитных вихрей [14–16] или 
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скирмионов [17–20]. Хотя данные объекты были предложены для использо-
вания в устройствах магнитной памяти [21,22], но для разработки ее техно-
логий основными типами были цилиндрические магнитные и полосовые до-
менные структуры, возникающие в более толстых пленках с перпендику-
лярной анизотропией [23–30]. 

По сравнению с легкоплоскостными магнитными материалами системы с 
перпендикулярной магнитной анизотропией демонстрируют гораздо более 
богатое разнообразие магнитных структур. На различную форму и геомет-
рию этих структур сильно влияет их тонкий энергетический баланс. По-
скольку структуры магнитных доменов, демонстрируемые системами с пер-
пендикулярной магнитной анизотропией, являются интересными морфологи-
ческими системами, важно понимать лежащий в их основе процесс формиро-
вания. Понимание того, как образуются магнитные доменные структуры в 
микроскопическом масштабе, позволит идентифицировать микроскопические 
магнитные переходы и управлять ими [31,32]. Кроме того, это может стабили-
зировать доменные текстуры даже в массивных системах без необходимости 
введения дополнительных энергетических вкладов, нарушающих симметрию, 
таких как, например, взаимодействие Дзялошинского–Мориа [33,34]. 

Исследования структуры магнитных доменов в тонких ферромагнитных 
пленках с перпендикулярной магнитной анизотропией установили некото-
рые корреляции между формой или размером домена и толщиной пленки 
[10,13,26]. Если пленка достаточно тонкая, магнитные домены часто прини-
мают форму полос, характерная ширина которых обычно составляет около 
50–200 nm. Соответствующая длина может достигать многих микрон в зави-
симости от толщины и микроструктуры пленки, а также от истории магнит-
ного поля, воздействию которым подвергался материал. При достаточной 
длине полосовые домены противоположных направлений намагничивания 
переплетаются и образуют лабиринтный узор. Если длина полосовых доме-
нов порядка 100 nm, они принимают форму цилиндров с радиусом основа-
ния R, образуя, таким образом, узор из цилиндрических доменов одного на-
правления намагниченности, встроенных в один фоновый домен с противо-
положным направлением намагниченности. Если в пленке наблюдается ну-
левая или слабая остаточная намагниченность, то общие площади, покрытые 
доменами двух противоположных направлений намагничивания, приблизи-
тельно равны [35].  

Хотя ЦМД были открыты и интенсивно исследовались в середине прошло-
го века, тем не менее и сейчас интерес к ним не ослабевает. Новые магнитные 
наноматериалы и способы генерации ЦМД [36–40] позволяют проводить ин-
женерию магнитных состояний для развития современных систем обработки 
магнитных данных и элементной базы спиновой электроники [41–46]. 

Первые систематические исследования магнитных доменов в тонких 
пленках, помещенных во внешнее магнитное поле, были выполнены в рабо-
тах [47–49]. Авторами [50] впервые было отмечено, что ЦМД могут быть 
использованы для передачи и записи информации в вычислительной технике.  
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Практически все теоретические исследования устойчивости ЦМД осно-
вываются на энергетическом методе, представленном в работе [51]. В ней 
показано, что ЦМД могут наблюдаться только тогда, когда толщина пленки 
и диаметр домена есть некоторое малое, кратное характеристической длине 

lc c sl M   w/4πMs (Ms , w – соответственно намагниченность насыщения и плот-

ность энергии доменной стенки). Таким образом, общая проблема формы 
границы домена была сведена к проблеме минимизации полной магнитной 
энергии пленки. 

В данной работе исследовано поведение изолированных ЦМД в ферро-
магнитных мультислоях с сильной перпендикулярной анизотропией. На ос-
нове результатов [52,53] получено выражение для полной энергии изолиро-
ванного ЦМД и выполнен анализ его равновесного состояния. Этот анализ 
позволил определить критические параметры существования ЦМД – поле 
коллапса и поле перехода в полосовой домен. Полученные зависимости раз-
мера ЦМД как функции внешнего магнитного поля задают область его су-
ществования и устойчивости. Рассчитаны также зависимости полей коллап-
са и перехода в полосовой домен как функции толщины пленки. 

В качестве примера для многослойной пленки  
1

Co / Pt Co / Ru
X N

    

рассчитаны критические параметры и поля с использованием трех моделей. 

Магнитная энергия 

Рассмотрим многослойную систему, представляющую собой N идентич-
ных ферромагнитных слоев с толщинами h, бесконечных в направлениях x и 
y, разделенных слоями немагнитного материала с толщинами s. Полная 
энергия содержит энергию взаимодействия доменных границ, энергию 
взаимодействия с внешним магнитным полем H  и энергию полей рассеяния 
(магнитостатическую) [50]: 

( ) ( ) ( )( )
tot

N N NN
w H sfE E E E   .                          (1) 

Очевидно, что два первых слагаемых в (1) пропорциональны числу магнит-

ных слоев, и соответственно сумма энергий ( )( ) NN
w HE E , приходящаяся на 

один слой, вообще не зависит от N: 

( )( ) 3( ) 2
2

NN
w w H d cH

dH
E E N E E N K h d

 
       

 


,                 (2) 

где 

2
2

0

2
2

s
d s

M
K M  


,   

2R
d

h
 ,   

4 s

H
H

M



 ,   

2
w c

c
d

l

K h h


   . 

Mагнитостатическая энергия ( )N
sfE  включает собственную магнитостати-

ческую энергию Esf  изолированного ферромагнитного слоя [53] 
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 32 ( )sf dE K h I d   , 

где 

 
2

3 2
3 2 2

2 1
( ) 1 1

3 1 1

d d d
I d d d E K

d d d

                              

. 

Здесь 
/2

2 2
0

d
( )

1 sin
K k

k





 

 , 
/2

2 2

0

( ) 1 sin dE k k


     – полные эллипти-

ческие интегралы соответственно первого и второго рода, 
21

d
k

d



. Кро-

ме того, необходимо учитывать энергию взаимодействия магнитных зарядов 
на плоскостях всех ферромагнитных слоев. В используемой модели ЦМД 
эта энергия представляет собой энергию взаимодействия заряженных дисков 
в отдельных слоях. Так, для двух дисков с поверхностной плотностью маг-
нитных зарядов 2 sM   , находящихся на расстоянии Y  друг от друга, 

энергия взаимодействия 

 
2

3 2 2
int

2 2

4 1
( ) 1

3 1 1
d

d d d
E Y K Y K d E d

d d

      
                     

  
 

  ,   (3) 

где 
2R

d
Y




. 

Для получения полной энергии взаимодействия в мультислое необходимо 
просуммировать взаимодействия всех пар слоев. В общем случае для разных 
толщин немагнитных слоев и одинаковых толщин h магнитных энергию 
взаимодействия можно представить в виде 

 
1

( ) ( )
int

1 1

N N
N N

kj
k j k

E E L


  

   .                            (4) 

Здесь 

       ( )
int int int2N

kj kj kj kjE L E L h E L h E L     .  (5) 

где  
1j

kj i
i k

L h s




  , si – толщина i-го немагнитного слоя; знак «–» перед по-

следним слагаемым появляется вследствие того, что оно соответствует 
взаимодействию двух одноименно заряженных магнитных дисков. 

Поскольку мы рассматриваем систему с немагнитными слоями одинако-
вой толщины s , выражение (4) упрощается: 

 
1

( ) ( )
int

1

N
N N

j
j

E N j E




  ,                             (6) 

       int int int2
N

jE E s h j h E s h j h E s h j                  .         (7) 
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Для удобства перейдем к переменным /s h  , 1    . Тогда 

     ( ) , 1 , 1 2 ,N
jE d j d j d j          ,       (8) 

где 

2 2
3 3

2 2 2 2 2 2

4
( , ) 1 1

3
d

d d d d
d K h E K

d d

     
                             

.   (9) 

С учетом всего сказанного для полной энергии мультислоя можно записать: 

2
( ) 3 ( )
tot 2 ( , )

2

N N
d c

Hd
E K h N d d

 
        

 


.    (10) 

Здесь 

     
1

( )

1

( ) ( ) 1 , 1 , 1 2 ,
N

N

j

j
d I d d j d j d j

N





                   
    ,   (11) 

где 

 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2
( , )

3

d d
d d d E K

d d

    
           

            

.  (12) 

В дальнейшем при анализе равновесных параметров и условий устойчивости 
ЦМД будем использовать выражение для энергии, приведенной на один слой: 

2
( ) 3 ( )
tot 2 ( )

2

N N
d c

Hd
E K h d d

 
       

 


.             (13) 

При разнесении магнитных слоев на бесконечность ( )s   мультислой 

может рассматриваться как система N невзаимодействующих ферромагнит-
ных слоев, а при сближении слоев ( 0)s   – как монослой толщиной Nh. 

Условия устойчивости ЦМД в мультислоях 

Исследуем устойчивость ЦМД в многослойном материале. Для этого нам 
надо найти функции устойчивости. Исходя из общих энергетических прин-
ципов [50,51], условия потери стабильности ЦМД определяем из уравнений 

( )
tot 0
NE

d





, 

( )2
tot
2

0
NE

d





. Приравнивая нулю производную по d от (13), получаем 

( ) ( , ) 0N
cF d Hd     ,                          (14) 

где ( )( , )NF d   – так называемая силовая функция, равная 
( )

( ) ( , )
( , )

N
N d

F d
d

 
 


. 

Из уравнения (14) можно найти внешнее магнитное поле H , в котором реа-
лизуются равновесные ЦМД диаметра d . 
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Используя определение силовой функции для монослоя [53], получим 

выражение для ее аналога  ( ) ,NF d   в мультислое: 

         
( ) 1

1

( , )
, ( ) 1 , 1 , 1 2 ,

N N
N

j

d j
F d F d f d j f d j f d j

d N





   
                

 .  (15) 

В этом выражении F(d) – силовая функция, которая характеризует энергию 
полей рассеяния монослоя, 

22 ( )
( ) 1

d E k
F d

k

 
     

,                       (16) 

  2 2

2 2

2
,

d d
f d d E

d

 
     

    
.          (17) 

Функция устойчивости, отвечающая за коллапс ЦМД в мультислое, опре-
деляется следующим образом: 

( )
( ) ( )
0

( , )
( , ) ( , )

N
N N F d

S d F d d
d

 
   


 = 

=      
1

0 0 0 0
1

( ) 1 , 1 , 1 2 ,
N

j

j
S d d j d j d j

N





 
               

 
 .          (18) 

Здесь 

   
 

 
 2

0
2

2
1

1

F d K k
S d F d d d d d E k

d d

 
      

    
,         (19) 

 
2

2 2
0

2 2 2 2 2 2

2
,

d d d
d K d E

d d d

    
         

              

.   (20) 

Еще одна важная функция, отвечающая за устойчивость ЦМД относи-
тельно эллиптических деформаций в мультислое, имеет вид 

           
1

2 2 2 22
1

2
, 1 , 1 , 1 2 ,

9

N
N

j

j
S d S d d j d j d j

d N





 
                   

 , (21) 

   
 2

2 2 2 2

2 8 8
1 1 5

9 1

K k
S d d d d E k

d d d

    
               

,         (22) 

Где 

 
   2 2 2 4 2 2 4

2 2 2 2

2
2 2

8 5 8 9 4

,

d d
d K d d E

d d
d

d

   
             

        
 

.  (23) 
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По аналогии с монослоем, можно выписать выражения для критических 
полей в многослойной системе: 

( )(
0(

)
) ( ) ( )

bc

N
N

NF d S d
H

d


 .                                    (24) 

Критическое поле ( )

bc

NH  (поле коллапса) ограничивает область существо-

вания ЦМД сверху. С увеличением поля H  равновесный радиус ЦМД 

уменьшается и при ( )

bc

NH H   достигает своего минимального значения, от-

личного от нуля. В этом поле ЦМД становится неустойчивым по отношению 
к сжатию и исчезает скачком. 

Поле ( )

bs

NH  определяет нижнюю границу устойчивости ЦМД: 

( )(
2(

)
) ( ) ( )

bs

N
N

NF d S d
H

d


 .                         (25) 

В поле H H  ( )

bs

NH  возникает эллиптическая неустойчивость ЦМД, и при 

( )

bs

NH H   он превращается в вытянутый эллипс, или полосовой домен. В 

связи с этим поле ( )

bs

NH называют полем эллиптической неустойчивости, или 

полем развертывания ЦМД. 

Еще одно характерное поле – 
0

( )

b

NH выразим в виде 

   
0

( )
2

( () )2
b

NN NdF d d
d

H   
 

 .                   (26) 

Это поле, при котором полная энергия ЦМД обращается в нуль. В таком поле 
сравниваются энергии однородно намагниченной пленки и пленки с ЦМД. 

Анализ полученных выражений позволяет сделать следующие выводы. С 
увеличением числа слоев силовая функция и функция устойчивости возрас-
тают, что связано с повышением энергии взаимодействия между слоями. 
При увеличении расстояния между ферромагнитными слоями эти функции 
уменьшаются вследствие спадания энергии взаимодействия с разнесением 
слоев друг от друга.  

Магнитостатические поля ЦМД 

В экспериментальных магнитных исследованиях большое значение имеет 
метод магнитно-силовой микроскопии [54,55]. Поэтому при анализе экспери-
ментальных результатов, полученных данным методом, необходимо уметь 
рассчитывать магнитостатические поля рассеяния и размагничивания ЦМД, 
а также их производные. Для расчета этих полей будем использовать модель 
однородно намагниченного цилиндра радиусом R, высотой h и намагничен-
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ностью 2Ms. Ось цилиндра выбрана вдоль оси OZ  декартовой системы ко-

ординат. В этом случае его можно представить двумя магнитными дисками 
радиусами R , находящимися на расстоянии h друг от друга, с поверхност-
ной плотностью заряда 2 sM .  

Магнитостатический потенциал такой системы, как функция переменных 
r и z можно представить в виде [56]: 

0 1

0

d
( , ) 4 ( ) ( )

z h z
sV r z M R e e J r J R


          

.               (27) 

В рассматриваемом нами случае мультислоя этот потенциал равен: 

1
( )

0 1
0 0

d
( , ) 4 ( ) ( )

N
mT z mT h zN

s
m

V r z M R e e J r J R


    



        
  ,    (28) 

где T h s  ; 0 ( )J r , 1( )J R  – функции Бесселя соответственно нулевого и 

первого порядка. Для радиальной ( , )rH r z  и нормальной ( , )zH r z  компо-

нент магнитного поля получим 

( )( , ) 1 ( , )
( , )

4 4

N
r

r
s s

H r z V r z
h r z

M M r


  

  
 = 

= 
1

1 1
0 0

d ( ) ( )
N

mT z mT h z

m

R e e J r J R


    



        ,                   (29) 

( )( , ) 1 ( , )
( , )

4 4

N
z

z
s s

H r z V r z
h r z

M M z


  

  
 = 

= 
1

0 1
0 0

d ( ) ( )
N

mT z mT h z

m

R e e J r J R


    



        .          (30) 

Компоненты ( , )rh r z и ( , )zh r z  магнитного поля можно выразить через 

полные эллиптические интегралы первого K(k) и второго E(k)  рода: 

2 2
1, 1, 1, 2, 2, 2,1

1, 2,0

1 1
1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

2 2 2
( , )

m m m m m mN

r
m mm

k K k E k k K k E k
R

h r z
r k k





   
      

     
 



  

   0 1, 1, 0 2, 2,, ,
 +

2

m m m m
     



,             (31) 

 

     
1

1, 1, 2, 2,
0

1
( , ) ( )  +

2

N

z m m m m
m

h r z k mT z K k k mT h z K k
rR





         
  

   0 1, 1, 0 2, 2,, ,
+

2

m m m m
      



,   Rr                       (32) 
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       
1

1, 1, 2, 2,
0

1
( , )

2

N

z m m m m
m

h r z k mT z K k k mT h z K k
R





       
 ,   r R ,    (33) 

       
1

1, 1, 2, 2,
0

1
( , )

2

N

z m m m m
m

h r z k mT z K k k mT h z K k
rR





          
  

   0 1, 1, 0 2, 2,, ,
 

2

m m m m
      

 


,   Rr  ,  (34) 

где 

   
1,

2 2

2
m

rR
k

mT z r R


  
,   

   
2,

2 2

2
m

rR
k

mT h z r R


   
, 

1, 1,arcsinm mk  ,   2, 2,arcsinm mk  , 

   
1,

2 2
 arcsinm

mT z

mT z r R

 
  

     

,    

   
2,

2 2
arcsinm

mT h z

mT h z r R

 
   

      

. 

Эллиптические функции Хумана 0 , ,( , )i m i m    выражаются через пол-

ные эллиптические интегралы третьего рода: 

  ,
0 , , , ,

2
, , ,

2

i m
i m i m i m i m

q
p

 
      

  
,            (35) 

 

/2

, ,
2 2 2

0 , ,

d
, ,

2 1 sin 1 sin
i m i m

i m i m

t
p

p t k t


 

   
   

 ,                 (36) 

 
2
,

, ,
,

1 1
i m

i m i m
i m

k
q p

p

 
   
 
 

, 
 

2
,

, 2 2
, ,1 1 sin

i m
i m

i m i m

k
p

k


  
,   1, 2 ;      0,..., 1i m N       1, 2 ;      0,..., 1i m N   . 

В нашем случае: 

  
       

2
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1,
2 2 2 22
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2
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2 2 2 22

2,

1 m

m

m

mT h z k R r
q

k mT h z R r mT h z R r

   


       
, 
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 
1, 2, 2

4
m m

Rr
p p

R r
 


. 

Как показывает анализ, радиальная компонента поля имеет максимум на 
границе ( )r R  ЦМД. При увеличении расстояния в любом направлении от 

ЦМД радиальная компонента убывает, что является результатом уменьше-
ния взаимодействия магнитных зарядов. Нормальная компонента поля над 
поверхностью мультислоя при r R  и r R  выходит на некоторое по-
стоянное значение. 

Найдем нормальную компоненту магнитного поля hz(0, z) на оси ЦМД. 
Из (31), c учетом равенства ( ) (1 )mT z m h s z m h z        , получим 

 

 

  

1

2 22 20

(1 ) 1(1 )
(0, )

(1 ) (1 ) 1

N

z
m

h m zh m z
h z

h m z R h m z R





 
      

   
         
 

 . (37) 

При больших толщинах ( h , а фактически уже при h/R ≈ 8 ) поведе-

ние hz(0, z) не зависит от числа слоев и определяется соотношением 

2 2
(0, ) 1z h

z
h z

z R


 


. 

При увеличении толщины немагнитных слоев    ( s , сonsth  ) 

определим поле для уединенного слоя толщиной h: 

2 2 2 2
(0, )

( )
z

z h z
h z

z R h z R



 

  
. 

В пределе 0   (уменьшении толщины немагнитных слоев 0s  ) получим 

0 2 2 2 2
(0, )

( )
z

z Nh z
h z

z R Nh z R



  

  
, 

что соответствует магнитному полю hz(0, z) для уединенного слоя толщиной Nh. 

Как уже отмечалось выше, существенную роль при анализе эксперимен-
тальных данных, полученных методом магнитно-силовой микроскопии, иг-
рают первая и вторая производные от нормальной составляющей магнитно-

го поля Hz(r, z) по z. Найдем эти производные. 

Дифференцируя (30) по z, получим 

1

0 1
0 0

( , )
d ( ) ( )

N
mT z mT h zz

m

h r z
R e e J r J R
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  .      (39) 
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Вычисление соответствующих интегралов дает: 
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Производные 
(0, )zh z
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


 и 
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
 представим в виде 
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4. Асимптотические выражения поля ( ),zh r z  

Можно выделить два предельных случая, которые позволяют выразить 
магнитостатические поля и их производные через элементарные функции. 

1. Расстояния, малые по сравнению с радиусом ЦМД: Rr  . Проводя в 
(32) соответствующие разложения, получаем для нормальной компоненты 

магнитного поля с точностью O(r
3
): 

 

 

  

1

2 22 20

(1 ) 1(1 )
( , )

(1 ) (1 ) 1

N

z
m

h m zh m z
h r z

h m z R h m z R





 
      

    
          

   
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  
 

  

2
2

5/2 5/22 2 22

(1 ) 13 (1 )

4 (1 ) 1(1 )

h m zR h m z
r

h m z Rh m z R

 
       

   
               

 .  (44) 

Аналогично, в этом приближении, для производных от поля ( , )zh r z  из 

(40), (41) находим 

     
1

2
3/2 3/22 22 20

( , ) 1 1

(1 ) (1 ) 1 )

N
z

m

h r z
R

z
h m z R h m z R





 
  

    
             

  

 

  
  

  

22 22
2

7/2 7/22 22 2

4 (1 ) 14 (1 )3
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(1 ) (1 ) 1 )

R h m zR h m z
r

h m z R h m z R

 
         

   
                

, (45) 
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    
               
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r

h m z R h m z R

 
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   
                

. (46) 

2. Расстояния, большие по сравнению с радиусом ЦМД: r R . В том же 
приближении асимптотические разложения имеют вид 

  
 

  
2 1

3/2 3/22 22 20
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     
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           

 , (47) 
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 , (48) 
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     
  

22

7/22 2

(1 ) 1 3 2 (1 ) 1
   

(1 ) 1

h m z r h m z

h m z r


            

 
       

.            (49) 

5. Модельные расчеты равновесных параметров структур 

   1
Co Pt / Co / Ru

X N
 

В работе [57] активно исследовались многослойные пленки 

 
1

Co Pt / Co / Ru
X N

   . Они интересны, в частности, тем, что в них наблю-

дается большое многообразие полидоменных состояний в широком интер-
вале изменения внешних магнитных полей. Помимо чисто академического 
интереса, с практической точки зрения такие системы представляют инте-
рес, например, в качестве материалов для жестких дисков с перпендикуляр-
ной записью информации.  

Для определенности рассмотрим систему {[Co(4Å)/Pt(7Å)]8/Co(4Å)/Pt(9Å)}18, 

в которой, как показал эксперимент, при увеличении магнитного поля поло-
совая доменная структура трансформируется в ЦМД [67]. Измеренное поле 
эллиптической неустойчивости оказалось равным 0.38 T. 

Проведем расчет критических параметров и полей для системы, исполь-
зуя модель, которую будем называть XN-моделью. Суть ее состоит в сле-
дующем. Имеется набор (стек) X ферромагнитных слоев Co толщиной h, раз-

деленных X–1 немагнитными слоями Pt толщиной s1 каждый. Всего таких 

стеков N. Они разделены N–1 немагнитными слоями Ru толщиной s2. Всего 

в такой системе будет XN ферромагнитных слоев и XN–1  немагнитных слоев. 
Магнитостатическая энергия рассматриваемой системы представляет со-

бой сумму, состоящую из следующих слагаемых: 
1) суммы собственных магнитостатических энергий каждого ферромаг-

нитного слоя: 

sfNXE ;                                (50) 

2) суммы энергий взаимодействия между ферромагнитными слоями 
внутри каждого стека: 

( )
int

XNE ,                                (51) 

где ( )
int

XE  определяется выражением (6) при 1
1 1

s

h
     ; 

3) суммы энергий взаимодействия между ферромагнитными слоями раз-
ных стеков: 
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 . (52) 
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Здесь 2
2 1

s

h
    и  

       1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , 1 , 1 2 ,I d m m d m m d m m d m m                  , 

а  ,d   определяется выражением (9). Полная энергия, приходящаяся на 

один слой, равна 

     
2

3
tot 1 22 , ,

2

XN XN
d c

Hd
E K h d d

 
        

  


,                  (53) 

где 
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 

 

   
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                    


     (54) 

Аналогичным образом можно получить соотношения для силовой функ-
ции и функции устойчивости: 
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В этих выражениях 

       1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , 1 , 1 2 ,F d m m f d m m f d m m f d m m                 , 

       0 1 1 2 2 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2 0 1 1 2 2, , 1 , 1 2 ,S d m m d m m d m m d m m                   , 

       2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2, , 1 , 1 2 ,S d m m d m m d m m d m m                   . 

Функции F(d), S0(d), S2(d) определяются формулами (16), (19), (22), а f(d), 

0( )d  и 2 ( )d  – формулами (17), (20), (23). 
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На рисунке представлена зависимость равновесного диаметра ЦМД от 

приложенного внешнего магнитного поля для пленки {[Co(4Å)/Pt(7Å)]8/ 

/Co(4Å)/Pt(9Å)}18. 

 

 

         D, nm 

Рис. Зависимость равновесного диаметра ЦМД от приложенного внешнего магнит-
ного поля для пленки [[Co(4Å)/Pt(7Å)]8/Co(4Å)/Pt(9Å)]18. Точка 1 соответствует 
коллапсу, точка 2 – переходу в полосовой домен 

 
В качестве альтернативы рассмотрим еще две другие модели для расчета 

критических параметров и полей ЦМД. Эти модели будем условно называть 
N-моделью и  моделью монослоя (мономодель). 

В рамках N-модели стеки Co/Pt  рассматриваются как монослой с намаг-

ниченностью кобальта Ms, усредненной по объему стека: 

 
( ) ( )

11
N Ns

s s
M hX

M M
Xh X s

  
 

, 

где ( )N  – объемный фактор, представляющий собой долю магнитного ма-
териала в стеке. 

В результате такого усреднения получаем систему N магнитных слоев 
толщиной   11Xh X s  , разделенных немагнитным слоем рутения Ru тол-

щиной s2. Это позволяет уйти от суммирования по стекам, а выражения для 

критических параметров и полей получаются из XN-модели, если сделать 
замены 

( )
( )

N
N

H
H H 




  ,   ( )

( )
N c

c c N

l
l l 


. 

В мономодели вся многослойная система сводится к монослойной одно-

родно намагниченной ферромагнитной пленке толщиной   1 2 21Xh X s s N s      

1 2 21Xh X s s N s       с намагниченностью ( ) ( )m m
s sM M  . Объемный фактор в этом 

случае имеет вид 
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Xh X s

NXh

s N s
 

    
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Все формулы остаются в силе, если сделать замены 

( )
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m
m

H
H H 




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( )
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c c m

l
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
. 

В таблице приведены критические параметры, рассчитанные для пленок 

{[Co(4Å)/Pt(7Å)]8/Co(4Å)/Pt(9Å)}18. Были использованы следующие пара-

метры пленки: sRu = 0.9 nm, sPt = 0.7 nm, h = hCo = 0.4 nm. Характеристиче-

ская длина lc = 4.43 nm рассчитана из экспериментальных данных по перио-

ду D0 = 264.3 nm полосовой доменной структуры. Из таблицы видно, что 

критические параметры, вычисленные в разных моделях, мало отличаются 
друг от друга, что позволяет использовать для оценок простую модель мо-
нослоя. 

Таблица 
Критические параметры ЦМД, рассчитанные в трех моделях 

Параметры Мономодель N-модель XN-модель 

Характеристическая длина cl , nm 4.53 4.53 4.59 

Поле коллапса 
4

cb

s

H

M
 0.2183 0.2177 0.2178 

Поле эллиптической неустойчивости 

4
sb

s

H

M
 

0.1764 0.1760 0.1758 

Диаметр коллапса 
cbd , nm 71.2981 71.3610 71.3240 

Диаметр перехода в полосовой домен 

sbd , nm 197.9853 198.1119 197.9140 

Заключение 

На основе энергетического метода проведен анализ равновесного состоя-
ния изолированного ЦМД в многослойных ферромагнитных пленках с пер-
пендикулярной анизотропией. Этот анализ позволил определить критиче-
ские параметры существования ЦМД: поле коллапса и поле перехода в по-
лосовой домен как функции толщины пленки. 

Для анализа экспериментальных данных, полученных методом магнитно-
силовой микроскопии в мультислоях, рассчитаны магнитостатические поля 
ЦМД и их производные. Асимптотические разложения нормальной компо-

ненты hz(r,z) магнитостатического поля позволили определить выражения 

для этой компоненты в элементарных функциях.  

Полученные теоретические результаты можно использовать, в частности, 

для анализа пленок типа  
1

Co / Pt Co / Ru
X N

   , которые активно исследу-
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ются экспериментально. В качестве примера была выбрана двухкомпонент-

ная система {[Co(4Å)/Pt(7Å)]8/Co(4Å)/Pt(9Å)}18. Рассчитаны критические 

параметры и поля ЦМД в трех различных моделях. Показано, что данные 
параметры для этих моделей мало отличаются. Полученный результат по-
зволяет использовать для оценок простую модель усредненного монослоя. 
 

Выражаю благодарность с. н. с. Е.А. Пилипенко за помощь в подготовке 
рукописи к печати. 
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I.Е. Dragunov 

MODEL CALCULATIONS OF EQUILIBRIUM PARAMETERS  
AND CRITICAL FIELDS OF CYLINDRICAL DOMAINS  
IN MULTI-LAYERED FERROMAGNETIC FILMS CHARACTERIZED  
BY PERPENDICULAR ANISOTROPY 

The equilibrium state of an isolated cylindrical magnetic domain (CMD) ina multi-
layered ferromagnetic film characterized by perpendicular anisotropy was studied theo-
retically on the basis of the energetic method. The equilibrium and critical parameters of 
the CMD were evaluated and the area of existence and stability was found. The results 
obtained within the frameworks of simplified models on the basis of a two-component 
film have been estimated. 

Keywords: multi-layered ferromagnetic films, energetic method, scattering field energy, 
cylindrical magnetic domain, collapse field, filed of elliptical instability, force function 

Fig. Dependence of equilibrium diameter of CMD on the applied external magnetic field 
for the [[Co(4Å)/Pt(7Å)]8/Co(4Å)/Pt(9Å)]18. film . Point 1 marks collapse, point 2 marks 
the transition to a strip domain 
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ВЛИЯНИЕ КОМБИНИРОВАННОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
НА СТРУКТУРУ И СВОЙСТВА МЕДИ М0б 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 9 апреля 2021 года 

Представлены результаты исследований структуры и физико-механических 
свойств меди М0б после комбинированной пластической деформации: равнока-
нальное угловое прессование (РКУП) + прокатка и РКУП + гидроэкструзия. Даны 
сравнительные характеристики структуры, плотности и деформационного разуп-
лотнения меди. Установлено, что при максимальной степени гидроэкструзии е = 1.0 
величина остаточных макронапряжений 1-го рода минимальна (0.063 GPа), т.е. 
практически отсутствует. Показано, что, несмотря на разный характер измене-
ния плотности с ростом степени деформации, для исследуемых схем независимо 
от вида обработки металлов давлением (ОМД) при е = 1.0 плотность меди увели-
чивается и достигает одинаковых значений. При последующем применении тра-
диционной обработки давлением для вышеуказанных схем наблюдается снижение 
относительного разуплотнения материала по сравнению с РКУП. 

Ключевые слова: равноканальное угловое прессование, пластическая деформация, 
твердость, относительное разуплотнение, тонкая структура, прокатка, плотность, 
гидроэкструзия 

Введение 

Интенсивная пластическая деформация (ИПД) металлов и сплавов наце-
лена на формирование в объемных материалах нанокристаллической или 
субмикрокристаллической структуры [1]. Образование таких структур дает 
значительное улучшение механических свойств материалов, а именно высо-
кую механическую прочность с сохранением пластичности на уровне, кото-
рый невозможно достичь, используя обычные методы упрочнения. 

Одной из проблем, сдерживающих широкое применение в промышленно-
сти методов ИПД, является не только необходимость получения высоких 
физико-механических свойств, но и обеспечение их однородного распреде-
ления по объему образца. Решением данной проблемы является использова-
ние традиционных методов ОМД. Поэтому в настоящее время в исследова-
ниях способов получения нано- и субмикрокристаллических металлов все 
больше внимания концентрируется на комбинации методов ИПД и традици-
онных технологий ОМД. За счет такой комбинации можно увеличивать сте-
пень деформации и изменять ее маршрут, что приводит к получению более 
мелкозернистой структуры и улучшает механические свойства материала [2–9]. 
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Кроме того, методы ИПД не являются формообразующими, а предназна-
чены для формирования структуры и свойств материала. Дальнейшее же из-
готовление изделий из полученных заготовок требует использования ОМД. 
В настоящее время влияние режимов последующего монотонного деформи-
рования на свойства субмикрокристаллических материалов изучено недоста-
точно. В связи с этим важно исследовать воздействие ОМД на физико-меха-
нические свойства заготовок, предварительно обработанных методами ИПД. 

Цель настоящей работы – изучение влияния комбинированной обработки, 
включающей РКУП и один из традиционных методов ОМД (прокатку и 
гидроэкструзию), на параметры тонкой структуры и физико-механические 
свойства меди марки М0б. 

Материал и методы исследования 

Исходным материалом для исследований служил промышленный горяче-
прессованный пруток меди марки М0б диаметром 50 mm, который прессо-
вали до диаметра 20 mm. Полученные заготовки отжигали при температуре 

600ºC в течение 2 h. 

Комбинированная пластическая деформация образца заключалась в по-
следовательной обработке одним из методов интенсивной пластической де-
формации (РКУП) и одним из традиционных методов ОМД (прокатка, гид-
роэкструзия). Схемы деформации представлены на рис. 1. 

 

   а                                         б                                                     в 

Рис. 1. Схемы пластической деформации: а – РКУП, б – РКУП + прокатка, в – 
РКУП + гидроэкструзия 

 
Равноканальное угловое прессование осуществляли при комнатной тем-

пературе, используя контейнер с углом пересекающихся каналов θ = 90º. 
Цилиндрические медные заготовки проходили через каналы деформирую-

щей матрицы от 1 до 6 раз с поворотом заготовки на 180º после каждого 

прохода. Разовая эквивалентная деформация за один цикл прессования е = 1, 
суммарная за 6 проходов Σе = 6. Последующей деформацией была либо про-
катка, либо гидроэкструзия с суммарной степенью деформации Σе = 1. 

Рентгенографические исследования проводили на дифрактометре ДРОН–3 

в медном Kα - и Kβ -излучении. Параметры тонкой структуры деформиро-

ванной меди изучали методом аппроксимации. Анализировали кристалло-
графические плоскости первого и второго порядков отражения (111) и (220). 
Рассчитывали размер области когерентного рассеяния ОКР (блоков мозаи-
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ки), величину микроискажений решетки  (микронапряжения 2-го рода), плот-
ность дислокаций, а также макронапряжения (напряжения 1-го рода или оста-
точные напряжения), действующие на исследуемой поверхности образца, в ис-
следуемом направлении [10,11]. 

Термическую обработку образцов проводили в лабораторной печи 
СНОЛ-7,2 /1100 при температуре 600C с выдержкой 2 h. Дефектную струк-
туру (микропоры, микротрещины) анализировали косвенно путем волюмет-
рических исследований, используя метод гидростатического взвешивания 
(весы SHIMADZU) при комнатной температуре. Физико-механические свой-
ства образцов в исходном состоянии и после деформации анализировали ме-
тодом дюрометрических (твердомер Виккерса НV-5) исследований. 

Результаты и их обсуждение 

Изучение влияния комбинированной обработки на деформационную по-
врежденность материала показало, что различные схемы комбинированной 
пластической деформации по-разному влияют на плотность материала (рис. 2). 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Зависимость плотности меди от степени деформации для разных схем ком-
бинированной обработки: а – РКУП + прокатка, б – РКУП + гидроэкструзия; числа 
над столбиками – значения степени деформации e 
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После вышеуказанных видов обработки на этапе проведения РКУП вслед-

ствие внесения большого количества дефектов в виде пор и микротрещин 

происходит уменьшение плотности меди по сравнению с отожженным мате-

риалом. Относительное разуплотнение при РКУП Δρ/ρ0 = 5.7810
–3

. 

Изменения плотности меди при комбинированных обработках (РКУП + 
прокатка и РКУП + гидроэкструзия) имеют разный характер. В случае 
РКУП + прокатка реализуется схема напряженного состояния путем нерав-
номерного всестороннего сжатия, а в случае РКУП + гидроэкструзия – схема 
с двумя сжимающими и одним растягивающим напряжениями. При воздей-
ствии комбинированным методом РКУП + прокатка рост значений плотно-
сти материала происходит постепенно. На ранних этапах (e = 0.2) традици-
онной обработки прокаткой плотность увеличивается незначительно, что 
свидетельствует о начальной стадии развития процесса залечивания микро-
дефектов. А после гидроэкструзии наблюдается существенный рост плотно-
сти уже на начальных этапах деформации, что связано с интенсивным раз-
витием процессов залечивания микродефектов, образованных на стадии 
РКУП. Однако, несмотря на разный характер изменения плотности с повы-
шением степени деформации, для исследуемых схем независимо от вида 
ОМД при е = 1.0 плотность меди достигает одинаковых значений. 

С увеличением степени традиционной деформации до e = 1.0 относитель-

ное разуплотнение для обеих схем обработки снижается до значения Δρ/ρ0 = 

= 2.6110
–3

 для прокатки и до ∆ρ/ρ0 = 1.54·10
–3

 для гидроэкструзии. Таким 

образом, можно сделать вывод о снижении относительного разуплотнения 

материала для изучаемых схем при последующем применении традицион-

ной обработки давлением. 

На первом этапе деформация РКУП приводит к увеличению твердости 

материала примерно в 2.5 раза по сравнению с отожженным состоянием. За-

тем, независимо от схемы традиционной обработки (прокатка, гидроэкстру-

зия), происходит дальнейший рост твердости на 10–15% по сравнению с 

РКУП. Твердость меди для всех исследуемых комбинаций пластической де-

формации (при одинаковой суммарной степени деформации) оказывается 

практически на одном уровне и составляет ~ 1450 MPa (рис. 3). 
Результаты расчетов параметров тонкой структуры меди М0б после ука-

занных схем комбинированной деформации приведены в таблице. Как ви-
дим, эти схемы по-разному влияют на структурные характеристики. Пара-
метры тонкой структуры меди, деформированной прокаткой с разной степе-
нью деформации, показали различное поведение. Так, при увеличении сте-
пени деформации прокаткой происходит значительное дробление блочной 
структуры, а начиная со степени е = 0.6 величина ОКР уменьшается до 68 nm. 
Микродеформация решетки (напряжения 2-го рода) и плотность дислокаций 
ожидаемо возрастают. Также увеличиваются растягивающие напряжения 
(напряжения 1-го рода). Следует отметить, что после деформации е = 1.0 
значения всех параметров  тонкой структуры гораздо ниже, чем на промежу- 
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Рис. 3. Зависимость твердости меди от степени деформации для разных схем ком-
бинированной обработки: а – РКУП + прокатка, б – РКУП + гидроэкструзия 

 
точных этапах деформации. Уменьшение микронапряжений и плотности 
дислокаций может быть связано с появлением в структуре дополнительной 
системы скольжения дислокаций. По этой же причине и напряжения 1-го 
рода более чем в 3 раза меньше, чем для предыдущей степени деформации 
(е = 0.6). 

Кроме того, следует обратить внимание на тот факт, что при прокатке с 
е = 0.2 блоки мозаики увеличились  по сравнению с исходным их значением 
(после РКУП) практически на 40% (d = 132 nm). Дальнейшая прокатка, как и 
все другие деформации, приводит к дроблению блоков. Вероятно, при ми-
нимальной степени деформации прокаткой происходит консолидация бло-
ков, имеющих друг с другом минимальную угловую разориентацию. При 
дальнейшем увеличении степени деформации этот процесс не происходит. 
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Таблица 
Параметры тонкой структуры меди М0б после разных схем  

деформационной обработки 

Вид  
деформации 

 Величина ОКР, nm 
Микродефор-
мация ε, 10–3 

Плотность 
дислокаций ρ,  

1010 сm–2 

Напряжения 
1-го рода, GPa 

6РКУП 
(Σе = 6) 

95 1.00 1.99 +1.20 

6РКУП + 
прокатка 
Σе = 6.2 
Σе = 6.6 
Σе = 7 

 
132 
68 
67 

 
1.24 
1.67 
1.36 

 
3.12 
5.43 
3.62 

 
+1.44 
+1.75 
+0.44 

6РКУП + ГЭ 
Σе = 6.4 
Σе = 6.6 
Σе = 7 

 
112 
124 
42 

 
3.41 
1.16 
1.25 

 
3.38 
2.64 
3.0 

 
–0.59 
–0.38 
–0.06 

 
Анализ параметров тонкой структуры после комбинированной деформа-

ции 6РКУП + гидроэкструзия показал различное поведение характеристик 
тонкой структуры в зависимости от степени деформации гидроэкструзией: 
минимальная величина блочной структуры наблюдается в образцах со сте-
пенью е = 1.0 (d = 42 nm), а максимальный уровень напряжений 2-го рода и 
плотности дислокаций отмечен в образцах после деформации со степенью 

е = 0.4 (ε = 3.41·10
–3

, ρ = 3.38·10
10

 cm
–2

). В структуре меди после гидроэкс-

трузии присутствуют сжимающие макронапряжения 1-го рода. Обращает на 
себя внимание тот факт, что при максимальной степени гидроэкструзии е = 1.0 
эта величина минимальна (0.063 GPa), т.е. практически отсутствует. 

Заключение 

Показано, что, несмотря а разный характер изменения плотности с увели-
чением степени деформации, для исследуемых схем независимо от вида ОМД 
при е = 1.0 плотность меди увеличивается и достигает одинаковых значений. 

При последующем применении традиционной обработки давлением для 
вышеуказанных схем наблюдается снижение относительного разуплотнения 
материала по отношению к РКУП. 

Твердость меди для всех исследуемых комбинаций пластической дефор-
мации с ростом степени деформации увеличивается и при одинаковой сум-
марной степени деформации достигает высоких значений ~ 1450 MPa. 

Анализ параметров тонкой структуры меди, деформированной разными 
способами комбинированной пластической деформации, показал, что пара-
метры ведут себя по-разному в зависимости от вида деформации. Однако 
общим является тот факт, что напряжения и плотность дислокаций увеличи-
ваются при всех видах деформации, что может указывать на возрастание ко-
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личества одиночных хаотически расположенных дислокаций и дислокаци-
онных петель малого и большого радиусов, а также их комплексов. 
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L.F. Sennikova, V.M. Tkachenko, G.K. Volkova, A.N. Gangalo 

EFFECT OF COMBINED PLASTIC DEFORMATION  
ON THE STRUCTURE AND THE PROPERTIES OF COPPER М0б 

The results of testing of the structure and physical and mechanical properties of copper 
M06 after combined plastic deformation (equal-channel angular pressing (ECAP) + roll-
ing and ECAP + hydroextrusion) are reported. The data of the comparative analysis of the 
structure, density and deformation decompaction are presented. It is found that the maxi-
mum degree of hydroextrusion е = 1.0 is associated with the minimum of the residual 
macrostresses of the first kind (0.063 GPа), i.е. it is practically vanishing. It is demon-
strated that despite different character of density evolution in the tested schemes with re-
spect to the increase in the deformation degree, the density of copper increases and 
achieves the same value at е = 1.0 irrespective of the type of pressure processing of the 
metal (PPM). Application of conventional pressure treatment after the studied schemes 
results in reduction of the relative decompaction of the material as compared to ECAP. 

Keywords: equal-channel angular pressing, plastic deformation, hardness, relative de-
compaction, thin structure, rolling, density, hydroextrusion 

Fig. 1. Schemes of plastic deformation: а – ECAP, б – ECAP + rolling, в – ECAP + hy-
droextrusion 

Fig. 2. Deformation degree dependence of copper density under different schemes of 
combined processing: а – ECAP + rolling, б – ECAP + hydroextrusion; the numbers 
above the columns are the values of the deformation degree e 
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Fig. 3. Deformation degree dependence of copper hardness under different schemes of 
combined processing: а – ECAP + rolling, б – ECAP + hydroextrusion 
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SURFACE-DIRECTED TWO-DIMENSIONAL WAVE STRUCTURES  
IN CONFINED BINARY MIXTURES 
 
Donetsk Institute for Physics and Technology named after A.A. Galkin 
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The process of formation of two-wave structures in binary mixtures (for instance, poly-
mer blends or binary alloys), which is described by the Cahn–Hilliard (CH) equation 
with dynamic boundary conditions with feedback, is considered. Asymptotic periodic im-
pulse structures of relaxation, pre-turbulent and turbulent type with finite, countable or 
uncountable number of fronts of discontinuities per a period are studied. It is found that 
asymptotic structures are elements of the attractor of the initial value boundary problem. 
Application to a square-shaped binary polymer is considered. Computer simulation de-
scribing the formation of crystallites in melts is done. 

Keywords: Cahn–Hilliard equation, nonlinear dynamic boundary conditions, limit distri-
butions of relaxation, pre-turbulent or turbulent type 

Introduction 

Last years, network scientists have directed their interest to the multi-layer 
character of real-world systems, and explicitly considered the structural and dy-
namical organization of graphs made of diverse layers between its constituents. 
Most complex systems include multiple subsystems and layers of connectivity 
and, in many cases, the interdependent components of systems interact through 
many different channels. Such a new perspective is indeed found to be the ade-
quate representation for a wealth of features exhibited by networked systems in 
the real world. The contributions presented in this Focus Issue cover, from differ-
ent points of view, the many achievements and still open questions in the field of 
multi-layer networks, such as: new frameworks and structures to represent and 
analyze heterogeneous complex systems, different aspects related to synchroniza-
tion and centrality of complex networks, interplay between layers, and applica-
tions to logistic, biological, social, and technological fields. 

Formulation of the problem 

In this paper, we study an initial value boundary problem, which describes the 
process of formation of two-dimensional spatial-temporal structures in symmetric 
diblock copolymers, which are confined by unite cube. We consider evolution of 
one component of a binary mixture, which is modeled by the two-dimensional 
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convective Cahn–Hilliard equation [1] with dynamic boundary conditions with 
feedback and some initial conditions. This model describes distribution of concen-
tration in a binary melt after surface (super)cooling. We assume that velocities of 
nucleation of crystallites, which arise on the sides of the square, are nonlinear 
functions on concentration and temperature that correspond to real experimental 
data [2]. Indeed, the frequency of nucleation can be approximated by a parabolic 
function with negative second derivatives with respect to the temperature of crys-

tallization ([2], Fig. 60). Hence, the flow of concentration J ~ ux is the same non-

linear function at the sides of the square x = 0  and x = l. The same statement is 
true for the coordinates y = 0 and y = l, where l is the size of the system. Then we 
can consider the boundary conditions 

   1,0, ,0,x xu t y F u t y    ,      2, , , ,x xu t l y F u t l y    ,    (1) 

   1, ,0 , ,0y yu t x G u t x    ,      2, , , ,y yu t x l G u t x l    ,    (2) 

where F1, F2, G1, G2 are given non-linear functions, and the initial conditions 
must be added. In a similar way, we can consider boundary conditions for the de-

rivatives uxxx and uyyy, respectively. Next, the CH-equation can be linearized in 
the vicinity of the disordered phase u = 0, and, as a result, we have the initial 
value boundary problem with non-linear boundary conditions. 

The main observation is that solutions of the problem can be found as 

     1 2, ,u t x y f t a x g t a y    ,                     (3) 

where f and g are unknown functions; a1 and a2 are parameters of the problem. 

Then it will be proved that the functions f(ζ) and g(η) tend to periodic piecewise 

constant limit functions as t   with finite or infinite number of the points of 

discontinuities per periods. The resulting solutions are presented in Fig. 1. 
Indeed, the problem can be reduced to the difference equation 

 1
1

l
f t f t

a

 
       

 
                       (4) 

for function f, and to a similar difference equation for function g, but with another 

map Ф2. The solutions of these equations are asymptotic periodic piecewise con-

stant impulses (see [3]). Hence, an asymptotic solution u(t, x, y) is the sum of such 
impulses. In 1D-case, the problem has been solved for confined binary alloys [4] 
and for polymer blends [5]. 

Let’s consider a binary mixture which is placed into a square of size l. Assume 

that the mixture L is supercooled to the temperature T < Tg, where Tg is the tem-

perature of phase surface decomposition. We suppose also that we are dealing 
with a bulk copolymer melt which is in a disordered state u = 0 initially and u(t, x, y)  
is one of the components of the binary mixture. 
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Fig.1. Limit distributions of relaxation type in 2D-case 

 
Next, we consider the convective CH-equation of the form [1]: 

   2 2
1 2 1 21 1t x y xx yy

xx yy
u a u a u k u u u k u u u          

   
           (5) 

with the boundary conditions [5,6,7]: 

 1xu F u  at 0x  ,    2xu F u  at x l ,              (6) 

 1yu G u  at 0y  ,    2yu G u  at y l ,               (7) 

 1xxxu u   at 0x  ,    2tu u   at x l ,                (8) 

 1yyyu u   at 0y  ,    2tu u   at y l ,      (9) 

where  4, , , ,k k k kF G C I I    are given functions, and I is an open bounded 

interval. The initial conditions are 

   0,0u x u x .                            (10) 

If the right-hand sides of the boundary conditions are zero, then we obtain the 
double Neumann boundary conditions. We can also consider so-called dynamic 
boundary conditions with additional terms tttu  and tu . Indeed, as remarked in [6], 

«a dynamic boundary condition recently proposed by some physicist to account 
for interactions with the walls». Further, as noted in [8,9,10], dynamical interac-
tion with the boundary surface must be taken into account for some materials. 
Mathematically, this fact corresponds to the considering a free energy functional 
of a system, which contains also a boundary contributions. 

Thus, we can consider classical the double-Neumann or double-Robin type 
boundary conditions or non-classical boundary conditions of Wentzell type (see 
[6]). It means that the surface rate or the flow of concentration is proportional to 
the variational derivative [ ]F u u  , where [ ]F u  is the free energy functional on 

the surface Ω: 
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 u F u u    ,                               (11) 

where τu is the relaxation time of the concentration of binary mixture, γ is propor-

tional to the frequency of collision between the atoms on the flat wall which con-
fines the binary mixture. The right side of (11) plays the role of the driving force. 
In particular, we can choose 

  : nF u u u u u      .               (12) 

Here α, β are constants, ∆Гu is the Laplace–Beltrami operator. Without this opera-

tor, we obtain the classical Robin boundary conditions 

u t xu u u u                                (13) 

in the one-dimensional case on the flat wall. At first, being applied to polymer bi-
nary mixtures, this type of the boundary condition has been considered in [11,12]. 
For binary alloys, such conditions have been considered in [5] for the first time. 

The present paper is aimed to considering of generalized boundary conditions 
in the form 

3, ,u x n nu u u u     
 

,                      (14) 

where Ф is a nonlinear function with feedback that depends also on additional pa-
rameters of the problem. We confined ourselves by the study of the convective 
CH-equation in a bounded domain 3R . For simplicity, we assume that Ω is a 
cube of size l. On each surface in x, y-space, there are dynamic boundary condi-
tions of type (14) with additional «classical» stationary boundary conditions 

3 3, ,n n nu u u u     
 

                    (15) 

on  , where [ ]   is a given functional. Indeed, the homogeneous boundary 

condition for the CH-equation is well-known in literature  

3 0nu  .                                 (16) 

Reduction of the problem to difference equations of continuous type 

We begin from the determination of function    A B A Bu N N N N    

called an order parameter, and where the chain of NA subunits is covalently 

bonded to the chain of NB subunits, and NA + NB = 1; a
–1

 is a dimensionless ve-

locity of convection. Here, k :k k k  k – kc is the Flory–Huggins parameter, kc is the 

critical value of phase decomposition. Note that if k > kc, there are sinusoidal fluc-

tuations in the vicinity of the disordered phase 0u  . If k < kc, there are mono-

tone  fluctuations of the order parameter. 

Further, at a neighborhood of the mean value u = 0 (when NA = NB ), we can 

consider the linearized CH-equation: 



Физика и техника высоких давлений 2021, том 31, № 3 

 75 

 1 2 1 2t x y xx yyxx yy
u a u a u k u u k u u        .                     (17) 

A solution of this equation can be found in the form 

     1 2, ,u t x y f t x a g t y a    .         (18) 

We assume that a1, a2 > 0. Then, substituting representation (18) into equation 
(17), we obtain two ordinary difference equations: 

   1 0f f      ,                      (19) 

   2 0g g      ,                        (20) 

where 1/t x a   , 2/t y a    and 2
1 1 1k a  , 2

2 2 2k a  . 

We assume that 1 0  . By definition, λ1 = χ – χc, where χ is the Flory–

Huggins parameter, which characterizes the interaction between atoms in polymer 

blends [13]. That is χ < χc, where χc is the critical parameter of phase decomposi-

tion of the disordered phase of polymer melt into two ordered phases. It will be 

shown that if χ – χc, then there are monotone distributions of the concentration of 

one component of a binary mixture. In this case, surface perturbations are dominat-

ing, and we can speak about surface induced ordering in the melt volume, as T < Tc, 

where Tc is the critical temperature of surface decomposition into two ordered sur-

face-induced phases. 
Then we can find solutions exactly. Indeed, we assume that 1a , 2 0a  . Then it 

follows from (18) that function  f(x(t),t) constant along characteristic dx(t)/dt = a1, 

function g(y(t),t)  is constant along characteristic dy(t)/dt = a2. Next, after integrat-

ing equations (19), (20) from points ζ0 = t, η0 = t to points ζ0 = t + 1/a1 along charac-

teristics dx(t)/dt = a1 and dy(t)/dt = a2, respectively, we have the following relation: 

       1 1 2 2, 0, exp expf l t f t C t C t      ,        (21) 

 where 1 1   , 2 2    and 1C , 2C R . Then it follows from relations 

    1 1
1 1 2 2 3,0 0,0f l f C C C       ,          (22) 

    1 2,0 0,0f l f C C    ,                        (23) 

    1 1 2 2,0 0,0f l f C C      ,                 (24) 

that 

         1
1 1 2 2 ,0 0,0 ,0 0,0C f l f f l f

             ,        (25) 

   1
2 2 1 1 ,0 0,0C C f l f         ,        (26) 

    1 1
3 1 1 2 2,0 0,0C f l f C C       .         (27) 

We confined ourselves by the study of the case of C1 = 0. Then 
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     2 2, 0, expf l t f t C t    ,                 (28) 

Where  α2 < 0. We derive from (28) that 

   , 0, 0f l t f t                         (29) 

as t   for all points t R . 

Next, after integrating (19) from t   ζ = t to ζ = t – l/a1, we obtain: 

       1 1 1 0f t f t l a f t f t l a            .         (30) 

Now we use double Neumann–Neumann boundary conditions. Then a func-
tional equation follows from differential-difference equation (30): 

        1 2 1 1 1 2 1 0G f t F f t l a G f t F f t l a                     .     (31) 

Further we suppose that equation (31) can be solved so that 

   1 1f t f t l a     ,                       (32) 

where 1 0l a t    . Map  2
1 ,C I I   where I is an open bounded interval. 

We consider only the class of so-called unimodal maps [3], which have only one 
extreme point. An example is the well-known logistic map (1 )u u u  , which 

maps interval [0,1] into itself. 
In the same way, we can obtain the difference equation for function g(η) 

   2 2g t g t l a     ,                      (33) 

where α2 > 0. The solution of equation (32) can be found with step by step iterat-

ing of the initial function 1( )h t  on 1/ 0l a t    with the aid of map 1 : I I  . 

In typical cases, limit solution p1(t) is a piecewise constant periodic function with 

finite, countable or uncountable set of points of discontinuities Г on a period. If Г 
is finite, then we deal with solutions of relaxation type. If Г is countable, then we 
have limit distributions of pre-turbulent type. If Г is uncountable, then we have 
limit distributions of turbulent type (see Fig. 1). 

Here, 1( )p t P  for almost all points t R  excluding a set of points of mea-

ger Lebeque zero, where Р
+
 is a set of attractive fixed points of map Ф1 [3]. Pa-

rameter 2
1 1 1k a   is a parameter of period doubling bifurcations of limit solutions 

because map Ф1 depends on this parameter. Thus, the mobility of atoms k1 and the 

velocity of convection a1 are bifurcation parameters. Note that the mobility  k1 = = 

k1(θ) can be a monotone function depending on dimensionless temperature  . But 

there is also a special case k1:~ k1θ
–1

. If a mixture is cooled at flat walls, then os-

cillating structures with non-monotone amplitudes appear at the surface. Next, 
these wave-type structures propagate into the volume of the mixture with expo-
nential decay amplitudes. If t  , then the spatial temporal structures tend to 

the function 
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     1 2,p p p      ,                                 (34) 

where 1/t x a    and 2/t y a   . Here 1 1( )p P   and 1 2( )p P  , where 

1P , 2P  are attractive fixed points of maps Ф1 and Ф2, respectively. In Fig. 2, the 

results of computer simulation of limit distributions of concentration are pre-
sented. 
 

   

                      a                                             b                                         c 

 

d 

Fig. 2. Limit distributions of pre-turbulent type with countable points of discontinuities 
per a period 
 

For limit distributions of pre-turbulent type, there are thickening lines. For 
limit distributions of turbulent type, there are Cantor type sets of lines of discon-
tinuous for wave fronts of propagation of concentration in the volume. It is similar 
to well-known Sierpinski carpet. As a result, there is directional ordering, so that 
in Ox direction we have solutions of relaxation type for example, and solutions of 
relaxation type in Oy direction. There are also the following cases: relaxation   
pre-turbulent type, relaxation   turbulent type, relaxation   turbulent type, pre-
turbulent   turbulent type and so on. 

Reduction of problem to a system of difference equations at a plane 

In this section, we consider common case without surface solidification of the melt 
one in one direction. Then the problem can be reduced to the functional relations: 

       1 2G f t g t y a G f t l a g t y a             + 
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+         1 2 0F f t g t y a G f t l a g t y a              ,          (35) 

       1 2
ˆ ˆG f t x a g t G f t x a g t l a             + 

+         1 2
ˆ ˆ 0F f t x a g t F f t x a g t l a              ,          (36) 

where we assume that l1 = l2 = l and a1 = a2 = a. Since functions ( / )f t x a  and 

( / )g t y a  are constant along lines d / dx t a  and d / dy t a , we can consider 

relations (35), (36) only at points x = l and y = l. So we obtain that 

       1 2G f t g t l a G f t l a g t l a             + 

+         1 2 0F f t g t l a G f t l a g t l a              ,           (37) 

       1 2
ˆ ˆG f t l a g t G f t l a g t l a             + 

+         1 2
ˆ ˆ 0F f t l a g t F f t l a g t l a              .           (38) 

Next, we assume that these relations are solvable so that 

     1 ,f t f t l a g t l a      ,                   (39) 

     2 ,g t f t l a g t l a      .                   (40) 

If the map      1 2: , , , ,f g f g f g       is a structurally stable hyperbolic 

map, then functions f(t), g(t) are asymptotic 2
N

l/2-periodic piecewise-constant 

functions with finite or infinite number of the points of discontinuities per a pe-
riod, where N is the least common multiple of attractive circles of the map 

: I I I I     [14]. 

Points of discontinuities 

Let us consider an initial curve     : , 0,1n
h u R u h t t      and define 

the set  ( )H h t H    such that: (i) ( )s
h W a   if dim ( ) 1sW a n  ; (ii) if 

( ) ( )sh t W a   and dim ( ) 1sW a n  . Then at t t  the curve h  intersects 

( )sW a ; (iii) det 0uD   if ( )su W a  and dim ( ) 1sW a n  ; (iiii) if unstable 

manifold ( )uW a  of point ( )a   such that dim ( ) 1uW a   intersects with a 

stable manifold ( )sW a  of point ( )a  , then this intersection is transversal. 

Then we obtain from (iiii) that the map φN has a one-dimensional separatrix go-

ing from one saddle to another saddle. H
+ 

is a set of the second category in C
0 

 

topology, at follows from 1D-case [3]. Function ( )hp t  is multivalued on the set 

      
0

, 1 : ,s
p

i

t i i h t i W a a P






       ,                (41) 
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    0 ,pp t C R P    and mod( ) ( ) ( )i Np t a p t    on every interval 

 , 1J i i  , 0, 1, ...i   such that (mod1)J J  , ( ) ( )sh J W a  , a P . 

Thus, three-dimensional CH-equation with nonlinear flow at the facet of the 

cube and the nonlinear dynamic boundary conditions has been considered. It is 

shown that the IBVP has a unique oscillating solution with non-decreasing ampli-

tude which tends to a piecewise constant periodic distributions in the form of 

   1 2 3, , , , ,u x y z t P t x t y t z       as t  , where , 1, 2,3.k R k     

Distribution  1 2 3, ,P     is 2
N
p-periodic on every argument; k kp n  , 

1,2,3,...k  , 2,3,...kn  , and N is the least common multiple of the periods of at-

tracting cycles of map 3 3: R R   where  31 2

1 2 3, ,
nn n     . As a result, the 

problem is reduced to the equations: 

         1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , , : , 1,2,3, :k kn n
k k k k kk ku t p u t u t u t k u u           ,  (42) 

where ku  are the original components of solutions. As noted above, asymptotic 

behavior of the solution of system (42) is known. 

Applications to polymer systems. 2D-case 

We assume that polymer blends are in a disordered state 0u  . Then under ac-

tion of surface (super)cooling, blends form ordered regions of 1 micrometer by 
the order. We consider spatial-temporal ordering in a melt which arise for surface 

temperatures Tg < T < Tm, where Tg is the glass temperature, and Tm is the melting 

temperature. We assume also that there is surface cooling with feedback which 
results in nucleation of crystallites of nanometer-size areas. Such process of nu-
cleation will be described by dynamic boundary conditions with feedback. 

We consider a binary mixture which is placed in a square of size l. It will be 
shown that surface nucleation with feedback results in appearing spatial-temporal 
traveling waves of relaxation, pre-turbulent and turbulent type in the square. In 
Fig. 2, the results of computer simulation are shown. Similar distributions are 
typical for nanometer-side crystallites for Au or NaCl. An example of latter case 
is the change in color of Cd crystals [15]. 

We also show mathematically what a scenario of change of the dimensionality 
of the system is. Indeed, as noted in [15], Fig. 6: «If a NsM consists of thin nee-
dle-shaped or flat, two-dimensional crystallites, only two or one dimension of the 
building blocks becomes comparable with the length scale of the physical phe-
nomenon». In these case, the NsM becomes a two-or or dimensional system ac-
cording to this phenomenon. 

The ordering effect can be described mathematically by composition of limit 
solutions of the form: limit constant solutions   oscillating solutions of relaxa-
tion type. For decomposed waves f(t – x/a) and g(t – y/a), it means that in Ox -

direction the boundary conditions are 
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 1 0t x
u F u


 ,    2t x l

u F u


                 (43) 

and in Oy -direction the boundary conditions are 

 1 0t y
u G u


 ,    2t y l

u G u


 ,                 (44) 

where F1, F2 are monotone functions, and G1, G2 are non-monotone functions. 

There are also situation when we have limit distributions constant   constant, 
constant   pre-turbulent, constant   turbulent, relaxation   relaxation, relaxa-
tion   pre-turbulent, relaxation   turbulent, pre-turbulent   turbulent and tur-
bulent   turbulent types in Ox- and Oy-directions, respectively. 

Conclusions 

In this paper, theoretical results describing different scenarios of the surface in-
duced ordering in a confined 2D-binary mixture have been considered. A new 
type of «mixed multi-directed turbulence» is constructed mathematically, so that 
in every 2D = 1D  1D-direction we have a different type of «turbulence». Thus, 

there are limit distributions in a square with dynamic non-linear nucleation of 
crystallite from the sides of square, which results in oscillating piecewise-constant 
periodic distributions of concentration of binary mixture with finite, countable or 
uncountable number of fronts of discontinuities per a period. The number of oscil-
lations in every 1D-direction can be different. Thus we have different oscillating 
behavior of limit distributions of concentration in different directions of the sides 
of the square. Mathematical results have been compared with the experiment. 
 

The author is grateful to A.N. Artemov (Ukraine) and Roman Taranets (USA) 
for the valuable discussion. Special thanks are due to A.N. Artemov for the help 
in modeling of Fig. 1. 
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И.Б. Краснюк, Т.Н. Мельник, В.М. Юрченко 

ПОВЕРХНОСТНО-ОРИЕНТИРОВАННЫЕ ДВУМЕРНЫЕ ВОЛНОВЫЕ  
СТРУКТУРЫ В ОГРАНИЧЕННЫХ БИНАРНЫХ СМЕСЯХ 

Рассмотрен процесс формирования двумерных структур в бинарных смесях (на-
пример, в полимерных смесях или бинарных сплавах), который описывается урав-
нением Кана–Хиллиарда с динамическими граничными условиями с обратной свя-
зью. Исследованы асимптотические периодические импульсные структуры релак-
сационного, предтурбулентного и турбулентного типов с конечным, исчисляемым 
или неисчисляемым числом разрывов на периоде. Установлено, что асимптотиче-
ские структуры являются элементами аттрактора в начально-краевой задаче. Рас-
смотрено приложение модели к случаю бинарного полимера квадратной формы. 
Выполнено компьютерное моделирование, описывающее формирование кристал-
литов в расплаве. 

Ключевые слова: уравнение Кана–Хиллиарда, нелинейные динамические гранич-
ные условия, ограниченные распределения релаксации, предтурбулентный и тур-
булентный тип 

Рис. 1. Предельные распределения релаксационного типа в 2D-случае 

Рис. 2. Предельные распределения предтурбулентного типа со счетными точками 
разрывов на периоде 
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ОБОГАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО РАСТВОРА ДВУХФАЗНОГО СПЛАВА  
Cu + A(Ag, Sn) ПРИ КРУЧЕНИИ ПОД ВЫСОКИМ ДАВЛЕНИЕМ 
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Статья поступила в редакцию 10 июня 2021 года 

Исследовано влияние температуры отжига твердого раствора двухфазного спла-
ва Cu + A(Ag, Sn) при кручении под высоким давлением на изменение решеточного 
параметра и процентного содержания Ag (Sn). Показано, что существует такая 
температура, при которой эти величины не изменяются при наложении интен-
сивной пластической деформации кручения (ИПДКР). Задача решалась при исполь-
зовании феноменологической теории Ландау. 

Ключевые слова: решеточный параметр, процентное содержание, кручение, высо-
кое давление, инварианты Лифшица 

Введение 

Для описания процессов, протекающих в ходе обработки металлов мето-
дами мегапластической деформации, ранее был предложен теоретический 
подход неравновесной эволюционной термодинамики (НЭТ) [3–5]. Неотъ-
емлемым свойством последнего является существование стационарного со-
стояния, на которое выходит любая система, подвергнутая мегапластиче-
ской деформации. Выход на стационарное состояние осуществляется по 
всем характеристикам системы, в частности по плотности структурных де-
фектов таких, как дислокации и границы зерен. На стационарное значение 
должна выходить и плотность растворенного компонента, который можно 
ассоциировать с точечными структурными дефектами замещения. 

Важное условие применения НЭТ – наличие пластического течения, ко-
торое и является причиной генерации и аннигиляции структурных дефектов. 
Завершение пластического течения (т.е. переход в упругую область или да-
же отсутствие внешнего напряжения) прекращает полномочия НЭТ, и в силу 
вступает обычная классическая термодинамика. Предельный переход между 
ними отсутствует по самой сути вопроса. 
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Поэтому в работах Б.Б. Страумала и соавторов [1,2] часть фазовых диа-
грамм, связанных с отжигом, теоретически следует строить в рамках клас-
сической теории диффузионных фазовых переходов, а для построения диа-
грамм, связанных с ИПДКР, необходимо применять НЭТ. В настоящей ста-
тье расчеты плотности растворенных компонентов проведены в рамках клас-
сической теории фазовых переходов. Полученные величины могут служить 
начальными значениями для расчетов плотности компонента в рамках НЭТ. 

Изучение эффектов, возникающих при наложении ИПДКР за пределами 
области упругости, представляет большой интерес, поскольку можно ожи-
дать появления эффектов, которые невозможны в упругой области. Поведе-
ние вещества в области пластичности предсказать теоретически практически 
невозможно. Поэтому приходится опираться на экспериментальный данные. 

В работах [1,2] приведены фазовые диаграммы двухкомпонентных спла-
вов на основе меди с растворенными в ней атомами серебра, олова, кобальта 
и т.д. в зависимости от температуры отжига и дополнительно после обра-
ботки кручением под давлением. В частности, в [1] изучено поведение би-
нарных сплавов замещения Cu–Ag и Cu–Sn. Наложение ИПДКР осущес-
твлялось таким образом, чтобы не допускалось разрушение исследуемого 
материала. Это позволило в значительной степени выйти за пределы области 
упругости. Было обнаружено, что изменения решеточного параметра и про-
центное содержание Ag (Sn) при наложении ИПДКР зависят от температуры 

отжига Tann. При низких температурах наблюдалось существенное увеличе-

ние значения параметра решетки и имела место тенденция к его уменьше-

нию с ростом Tann. Однако, если температура Tann была выше некоторой кри-

тической, величина параметра уменьшалась. Аналогичным образом при на-
ложении ИПДКР изменялось и процентное содержание Ag (Sn) в сплаве. 

Главным результатом работ [1,2] является тот факт, что при любой тем-

пературе отжига при последующей обработке кручением под давлением 

сплав всегда выходит на одно и то же состояние с определенным содержа-

нием растворенного компонента. Концентрация этого компонента не изме-

няется только при определенной температуре отжига, которую авторы на-

звали эффективной температурой ИПДКР Teff. Этот вывод требует дополни-

тельного обоснования, поскольку точность эксперимента, на наш взгляд, не 

позволяет сделать такое однозначное заключение. В настоящей работе пред-

принята попытка качественного теоретического обоснования указанных эф-

фектов, поскольку в статьях [1,2] такой анализ не проводился. 

Изучаемые сплавы можно описать формулой Cu1–xAx, где x – концентра-

ция атомов примеси, A – Ag или Sn. Элементы Cu и Ag принадлежат одной 
группе и одному блоку периодической таблицы Менделеева. Следовательно, 
они находятся на одном и том же энергетическом подуровне, имеют по од-
ному электрону на их валентных оболочках и располагают сходными хими-
ческими особенностями. Две компоненты сплава хаотически размещены по 
узлам периодической решетки, и ближний порядок отсутствует. Поскольку 
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радиусы этих элементов различны, с ростом концентрации Ag будут нара-
стать число и величина искажений решетки. 

Элементы Cu и Sn находятся в разных группах и периодах таблицы Мен-
делеева и имеют разное количество валентных электронов. Это обстоятель-
ство объясняет наличие множества фаз на фазовой диаграмме Cu–Sn [3], на-
пример α, α + ε, α + δ и т.д., где   – твердый раствор олова в меди,  – твер-

дый раствор на базе электронного соединения Cu3Sn,  – твердый раствор на 

базе электронного соединения Cu31Sn8. Фаза α + ε имеет гексагональную 

решетку, а фаза α + δ – сложную кубическую. В точке (11%, 320ºС) находит-
ся тройная точка (точка бифуркации). Необходимо отметить, что линия гра-
ницы между фазами α и α + ε выпуклая, а между α и α + δ – вогнутая, что 
свидетельствует о существенном различии характера взаимодействий в 
сплаве. В точке бифуркации имеет место перегиб. В районе этой точки про-
исходит фазовый переход 1-го рода, т.е. изменяются симметрия, параметры 
решетки и константы различного рода взаимодействий. На фазовой диа-
грамме такие изменения практически незаметны. Однако наложение внеш-

ней ИПДКР позволило увидеть этот переход. На рис. 15 работы [1] видно, 
что на диаграмме температура–решеточный параметр при наложении ИПДКР 
имеет место S-образный участок, расположенный в районе точки бифурка-
ции. Целью настоящей работы является математическое описание эффектов, 
появляющихся при наложении ИПДКР в системах Cu–Ag и Cu–Sn. 

Теоретическая модель и обсуждение результатов 

При теоретическом рассмотрении эффекта использовали модель вирту-
ального кристалла [4]. В этом случае потенциал сплава является «взвешен-
ным» средним потенциалом компонент сплава, причем при таком прибли-
жении он периодический. Следовательно, можно ввести обобщенный век-
торный параметр порядка (ПП), который при определенных воздействиях 
характеризует изменение линейных размеров и формы элементарной ячейки 
виртуальной решетки. Обычно в качестве ПП берут линейную комбинацию 
сдвигов атомов элементарной ячейки. В неравновесном термодинамическом 
потенциале учитывали взаимодействие ПП с искажениями решетки и неод-
нородность ПП: 

2 4 6 2 33 31 2 2
1

2 4 6 2 3
q q q

   
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22
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                           

,            (1) 

где αi, βi (i = 1, 2, 3), γ1, γ2, δ – феноменологические параметры; φ – плот-

ность дефектов; M – момент сил при кручении, ось которого направлена по 

оси OZ; qx, qy, qz – компоненты векторного ПП; слагаемые с производными 

описывают неоднородности структуры; r – s = 4 [5]. Необходимо отметить, 
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что в отсутствие внешнего воздействия в кристалле могут отсутствовать ин-
варианты Лифшица. Но они появляются только при наложении ИПДКР, ко-
торая понижает симметрию системы, и описывают формирование длинно-
периодической пространственной сверхструктуры. 

В области мегапластических деформаций система всегда выходит на ста-
ционарное значение, для которого все характеристики, в том числе величина 
внешнего механического момента, постоянны и не зависят от числа оборо-
тов. Отжиг является операцией термической обработки, цель которой – по-
лучение равновесной структуры. Его применение в работе [1] приводит к 
изменению начальной плотности дефектов в растворе. 

Система уравнений Эйлера для потенциала (1) имеет вид 

2
2 4
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2
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2 2 2 0,

2 2 2 0.
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              (2) 

Здесь отсутствует уравнение Эйлера для плотности дефектов, т.е. полагаем, 
что плотность дефектов не изменяется в процессе ИПДКР и совпадает с ее 
начальным значением, достигнутым при отжиге. Фактически это означает, 
что плотность дефектов влияет на формирование ПП, но не испытывает его 
обратного влияния на свое значение. Такое предположение, хотя и не являет-
ся по сути верным, однако позволяет существенно упростить решение задачи. 

Решение системы (2) будем искать в виде спиральной структуры: 

cos ,

sin .

x

y

q q kz

q q kz




                                       (3) 

В приближении постоянства модуля ПП получаем 

2 2 4
2 1 1 2 32 2 2 0s rM k M k q q           .                   (4) 

Поскольку процесс рассматривается как равновесный, из (4) следует 

1
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.                                                (5) 

Уравнение (4) является биквадратным относительно модуля ПП. Подставляя 
(5) в (4), получаем квадратное уравнение относительно модуля ПП и физи-
ческое решение в виде 
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При повышении температуры отжига дефектность сплава Cu1–xAgx 

уменьшается. Поэтому положим φ = μ/Tann, где μ – некоторый параметр. Для 

качественного объяснения эффекта зависимости q(Tann) [1] степень знамена-

теля формулы для  несущественна. 

    

                               а                                                                б 

Рис. 1. Зависимости q(Tann) (а) и x(Tann) (б) для сплава Cu1–xAgx при M = 0 (―) и 

0M   (). Все величины в относительных единицах 
 

При M = 0 график зависимости q(Tann) представлен на рис. 1,а сплошной 

линией и качественно совпадает с приведенными экспериментальными дан-

ными в [1]. При наложении ИПДКР кривая q(Tann) смещается, причем знак 

отклонения зависит от знака коэффициента γ2. Из экспериментальных дан-

ных следует, что имеет место некоторая критическая температурная точка 

Tcr, в которой графики при M = 0 и 0M   пересекаются. Это возможно 

только в случае, когда коэффициент γ2 зависит от температуры отжига и в 

данной точке обращается в бесконечность, а также меняет знак при переходе 

через критическую точку. Следовательно, график функции γ2(Tann) должен 

иметь точку разрыва второго рода, т.е. 

3
2 ann

cr ann

( )T
T T


 


,                                            (7) 

где γ3 – феноменологический параметр. 

График зависимости q(Tann) при 0M   показан на рис. 1,а пунктирной 

линией. Видно, что имеет место качественное согласие экспериментальных 

и теоретических результатов. От знака γ2 зависит и знак вектора распро-

странения k (5). Отсюда следует, что при прохождении критической темпе-
ратурной точки вектор распространения меняет знак и пространственное 
вращение спирали становится обратным. 

Основываясь на полученных выше результатах, рассмотрим поведение 
процентного содержания серебра при наложении ИПДКР как функции от 
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температуры отжига. Согласно фазовой диаграмме, приведенной в [1], при 
минимальной температуре отжига процентное содержание Ag равно нулю. 
Следовательно, в этом случае значение ПП будет соответствовать решетке 

Cu. При увеличении Tann появляется примесь Ag и величина обобщенного 

ПП изменяется. Поскольку сумма относительных содержаний Cu и Ag равна 
единице, зная выражение для значения обобщенного ПП как функции от па-
раметров порядка меди и серебра, можно найти зависимость процентного 
содержания Ag от температуры отжига. Наилучшим приближением оказа-
лась зависимость вида 

1 2

1 1 x x

q q q


  ,                                                 (8) 

где q1, q2 – ПП решеток Cu и Ag соответственно. 

На рис. 1,б сплошной линией показан результат численного расчета 

x(Tann) в отсутствие кручения. Эта линия вогнутая и качественно совпадает с 

соответствующей линией на фазовой диаграмме [1]. Пунктирной линией 

представлен результат численного расчета зависимости x(Tann) при наложе-

нии ИПДКР. Видно, что она не является вертикальной прямой линией, как 
указано в работе [1]. Такое расхождение может быть связано либо с невер-
ным приближением, примененным в настоящей работе, либо с недостаточ-
ной точностью экспериментальных данных. 

Аналогичным образом рассмотрено поведение параметра решетки и кон-

центрации примеси в сплаве Cu1–xSnx, который имеет в точке (11%, 320ºС) 

точку бифуркации. Необходимо отметить, что линия границы между фазами 
α и α + ε – выпуклая, а между α и α + δ – вогнутая, что свидетельствует о 
существенном различии характера взаимодействий в сплаве. В районе точки 
бифуркации происходит фазовый переход 1-го рода, т.е. изменяются сим-
метрия, параметры решетки и константы различного рода взаимодействий. 
Следовательно, при прохождении этой точки необходимо варьировать чис-

ленные значения параметров термодинамического потенциала α1, α2, δ. 

Далее необходимо оценить, какие параметры изменяются при переходе от 
одной фазы к другой, а также внутри каждой фазы. Изменение параметров 

α1, α2, δ обусловлено соответственно другим значением температуры фазо-

вого перехода, разными значениями решеточного параметра обеих фаз, раз-
личиями взаимодействия между ПП и дефектами. Кроме этого, необходимо 
учесть разную зависимость плотности дефектов от температуры. Оказалось, 
что для достижения наилучшего качественного согласия теоретических и 
экспериментальных данных достаточно учесть количественное изменение 

коэффициентов α1, α2, изменение величины и знака δ, а также температур-
ную зависимость плотности дефектов в виде ann

nT    (μ – феноменологиче-

ский коэффициент). Показатель степени n зависит от разности между темпе-
ратурами отжига и фазового перехода. 
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Удовлетворительные результаты 
были получены при зависимости, 
изображенной на рис. 2. Приведен-
ный график свидетельствует, что до 
температуры фазового перехода по-
стоянная взаимодействия ПП с де-
фектами растет, а затем уменьшает-
ся. В результате рассмотрения, вы-
полненного аналогично предыду-
щему случаю, оказалось, что зави-

симости q(Tann) и x(Tann) для сплава 

Cu1–xSnx имеют вид, представлен-

ный на рис. 3. 
 

 

    

                              а                                                                 б 

Рис. 3. Зависимости q(Tann) (а) и x(Tann) (б) для сплава Cu1–xSnx до (―) и после () 
кручения 

 
Необходимо отметить, что все приведенные выше результаты основаны 

на потенциале, содержащем инварианты Лифшица. Представляет интерес 
рассмотреть поведение ПП в кристаллах, в которых эти инварианты отсут-
ствуют. В этом случае плотность потенциала для двухкомпонентного пара-
метра порядка имеет вид 
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Рис. 2. Зависимость показателя степени 
n от Tann 

 



Физика и техника высоких давлений 2021, том 31, № 3 

 89 

Последнее слагаемое описывает взаимодействие между искажениями ПП по 
различным осям. Экстремум функционала вида (9) находим с помощью си-
стемы уравнений Эйлера–Пуассона. В результате получаем 
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2 4
1 2 3

4 2 2 2 2

2 1 3 34 2 2 2

1 2

2 2 2 4

2 0,

2 2 2 4

y y ys r l lx x x x

x x x x

y y y ys r l lx x x

y

q q qq q q q
M M M M

z z zz z z z

q q q q q q

q q q qq q q
M M M M

z z zz z z z
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        

      

       
                 
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










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  (10) 

Рассмотрим поведение системы при γ3 = 0. Подставляя решение в виде (3) 
в систему (10), находим 

4 2 2 4
2 1 1 2 32 2 2 0s rM k M k q q q         .                 (11) 

Отсюда 

2 1

22

r sM
k


 


.                                (12) 

После подстановки (12) в (11) получаем уравнение, аналогичное (4). Следо-
вательно, большинство выводов, сделанных с помощью потенциала с инва-
риантами Лифшица, справедливы и в этом случае. Однако тогда невозможно 

пересечение кривых q(Tann) до и после наложения ИПДКР, поскольку со-

гласно (12) изменение знака γ2 невозможно ввиду неотрицательности квад-

рата вектора распространения. 

При учете коэффициента γ3 в (9) с использованием вышеизложенного ме-

тода для определения модуля вектора распространения получаем трансцен-
дентное уравнение, в которое в явном виде входит модуль ПП. Отсюда сле-

дует, что слагаемые при γ3 описывают появление в процессе кручения гар-

моник, кратных k. В случае кристаллов с инвариантами Лифшица наличие 
слагаемых с произведением различных производных приводит к аналогич-
ному выводу. 

Будем искать решение в виде 

1

1

cos ,

sin ,

x n
n

y n
n

q A nkz

q A nkz
















                              (13) 

где An – амплитуда n-й гармоники. После подстановки (13) в (1) и интегри-

рования получаем выражение для энергии. При учете только четырех гар-
моник находим 
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Амплитуда A1 = q(Tann) была вычислена выше. Дифференцируя (14) по A2, 

A3, A4, получаем систему уравнений для определения величин амплитуд 

гармоник. Ввиду громоздкости эту систему здесь не приводим. Ее числен-
ное решение представлено на рис. 4. Видно, что величина амплитуд гармо-
ник на порядок меньше величины первой амплитуды и с повышением тем-
пературы отжига вклад высших гармоник уменьшается. 

Выводы 

1. При кручении высшими гармониками можно пренебречь. 
2. Вследствие наложения ИПДКР в системах Cu–Ag и Cu–Sn обязательно 

возникают инварианты Лифшица. 
3. В критической точке изменяется знак коэффициента при инвариантах 

Лифшица, а следовательно, и направление вектора распространения. 
4. Изменение решеточного параметра и процентного содержания серебра 

или олова обусловлено влиянием изменения плотности примесей в резуль-
тате отжига. 

Рис. 4. Зависимости амплитуд гармо-

ник от температуры отжига. Сплошная, 

пунктирная, штриховая и штрих-пунк-

тирная линии соответствуют 1-, 2-, 3- и 

4-й гармоникам 
 



Физика и техника высоких давлений 2021, том 31, № 3 

 91 

1. B.B. Straumal, A.R. Kilmametov, B. Baretzky, O.A. Kogtenkova, P.B. Straumal, L. Li-

tynska-Dobrzynska, R. Chulist, A. Korneva, P. Zieba, Acta Mater. 195, 184 (2020). 

2. B.B. Straumal, A.R. Kilmametov, I. Ivanisenko, L. Kurmanaeva, B. Baretzky, Y.O. Ku-

cheev, P. Zieba, A. Korneva, D.A. Molodov, Mater. Lett. 118, 119 (2014). 

3. Двойные и многокомпонентные системы на основе меди, С.В. Шухардин (ред.), 

Наука, Москва (1979). 

4. Г. Эренрейх, Л. Шварц, Электронная структура сплавов, Мир, Москва (1979). 

5. Yu.D. Zavorotnev, E.H. Pashinskaya, V.N. Varyukhin, O.Yu. Popova, JMMM 349, 

244 (2014). 

Yu.D. Zavorotnev, L.S. Metlov,  

E.Yu. Tomashevskaya 

ENRICHMENT OF A SOLID SOLUTION OF THE TWO-PHASE Cu + A(Ag, 
Sn) ALLOY IN THE COURSE OF TWISTING UNDER HIGH PRESSURE 

The effect of the annealing temperature of a solid solution of the two-phase alloy Cu + 
+ A(Ag, Sn) during twisting under high pressure on the change in the lattice parameter 
and the percentage of Ag (Sn) is investigated. It is shown that there is a temperature at 
which these values do not change when the severe plastic torsional deformation (SPTD) 
is applied. The problem was solved with using Landau phenomenological theory. 

Keywords: lattice parameter, percentage, twisting, high pressure, Lifshits invariants 

Fig. 1. Dependences q(Tann) (а) and x(Tann) (б) for the Cu1–xAgx alloy at 0M   (―) and 

0M   (). All variables are in arbitrary units 

Fig. 2. Dependence of power index n on Tann 

Fig. 3. Dependences q(Tann) (а) and x(Tann) (б) for the Cu1–xSnx alloy before (―) and af-

ter () twisting 

Fig. 4. Annealing temperature dependences of the amplitudes of harmonics. Solid, dotted, 
dashed and dash-dotted lines are related to the 1st, 2nd, 3rd and 4th harmonics, respec-
tively 
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МЕТОД РАСЧЕТА ОТНОСИТЕЛЬНЫХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ  
ОБРАЗОВАНИЯ ЦИС-СИН ЦИКЛОБУТАНОВЫХ ПИРИМИДИНОВЫХ 
ДИМЕРОВ И РЕДКИХ ТАУТОМЕРНЫХ ФОРМ ОСНОВАНИЙ ДНК  
НА ЛЮБЫХ САЙТАХ ДВУНИТЕВОЙ ДНК 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 12 апреля 2021 года 

В рамках полимеразно-таутомерной модели ультрафиолетового (УФ) мутагенеза 
предложен механизм образования его горячих и холодных пятен. Рассчитаны энер-
гии, способные передаваться на все цис-син циклобутановые пиримидиновые диме-
ры (ЦПД), которые могут образовываться на запаздывающей нити части участ-
ка ДНК supF. Показано, что горячими пятнами УФ-мутагенеза являются те цис-
син ЦПД, на которые передается больше энергии, чем на другие такие же димеры. 
Предложен метод расчета относительных вероятностей образования цис-син ЦПД 
и редких таутомерных форм оснований ДНК, входящих в состав этих димеров. 

Ключевые слова: ультрафиолетовый мутагенез, редкие таутомерные формы основа-
ний ДНК, горячие и холодные пятна ультрафиолетового мутагенеза, передача энергии 
возбуждения по ДНК, синглетные/триплетные уровни энергии оснований ДНК 

 

Принятые сокращения: 
ЦПД – циклобутановый пиримидиновый димер; 
ЦЦД – циклобутановый цитозиновый димер; 
ЦТД – циклобутановый тиминовый димер; 
ЦТЦД – циклобутановый тимин-цитозиновый димер. 

Введение 

Мутации, вызванные УФ-светом, распределены по молекуле ДНК нерав-
номерно. Большая их часть сосредоточена в так называемых горячих пятнах 
УФ-мутагенеза [1,2]. На некоторых участках (холодных пятнах) их никогда 
не бывает. Цитозиновые димеры чаще приводят к мутациям, чем тимино-
вые. А горячие пятна УФ-мутагенеза, как правило, совпадают с цис-син цик-
лобутановыми димерами цитозин–тимин или тимин–цитозин [1,2]. Показа-
но, что замена тимина на цитозин в горячей точке цитозин-тиминового ди-
мера приводит к ее превращению в холодную точку [1]. Более того, единствен-
ная замена основания, не совпадающего с горячей точкой, может превратить 

ее в холодную, и наоборот [1,3,4]. В рамках полимеразно-таутомерных мо-
делей УФ-мутагенеза [5–43] мной была предложена модель образования го-
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рячих и холодных пятен [21]. Полимеразно-таутомерные модели развивают 
идею Уотсона и Крика [44] о том, что в основе механизма образования мута-
ций лежит способность оснований ДНК находиться в различных таутомерных 
формах одной и той же молекулы. Эти формы отличаются только тем, что к 
ним добавлены или от них удалены один или несколько атомов водорода. 

Общепринятая полимеразная [45–51] и другие [52–71] модели мутагенеза 
не могут объяснить большинство его явлений [17]. Поэтому мной были 
предложены и разработаны: полимеразно-таутомерные модели УФ-мутаге-
неза [5–43], A-rule [42], радиационно-индуцированных байстендер эффектов 
[12,15,20,22,29,32,41], радиационно-индуцированной нестабильности генома 
[28,33,34,40,41], риска рака [41,43], а также горячих и холодных пятен УФ-му-
тагенеза [21]. Результаты, полученные по мишенному УФ-мутагенезу, были 
просуммированы в работе [31]. Предложен механизм образования редких 
таутомерных форм оснований ДНК [5–7,31]. Показано, что при образовании 
цис-син ЦПД может изменяться таутомерное состояние входящих в них ос-
нований. Возможно образование пяти новых редких таутомерных состояний 
тимина и аденина [14,16,31] и семи состояний гуанина и цитозина [10,18,30]. 
Они устойчивы, когда входят в состав циклобутановых димеров или находят-
ся в небольших окрестностях от них, а также во время синтеза ДНК [17,31]. 

Разработаны механизмы образования мишенных мутаций замены основа-
ний [13,17,31], мишенных инсерций [23,24,31], мишенных делеций [25,27,31] 
и мишенных сложных инсерций [26,31] при склонном к ошибкам и SOS-
синтезе ДНК, содержащей цис-син ЦТД. Разработаны механизмы образова-
ния мишенных мутаций замены оснований [11,19,30] и мишенных инсерций 
[23] при склонном к ошибкам и SOS-синтезе ДНК, содержащей цис-син 

ЦЦД. Цис-син ЦТД 1ТТ , 4ТТ  и 5ТТ , включающие молекулы тимина в ред-

ких таутомерных формах, могут вызывать только мишенные мутации заме-

ны оснований [13,17,31]. Цис-син ЦТД 2ТТ  способны приводить к мишен-

ным мутациям сдвига рамки чтения, инсерциям [24,31] и делециям [25,27,31]. 
Участок ДНК, содержащий различные цис-син ЦТД, может вызывать ми-
шенные сложные мутации [26,31]. 

В рамках полимеразно-таутомерной модели радиационно-индуцирован-
ных байстендер эффектов разработаны механизмы образования немишен-
ных мутаций замены оснований [12,15,20,22,29] и немишенных инсерций 
[32]. Их источником являются основания ДНК в определенных редких тау-
томерных формах, находящиеся в небольших окрестностях от циклобутано-
вых димеров [15,22]. Подробное обоснование данной модели приведено в 
работе [29]. 

В рамках полимеразно-таутомерной модели радиационно-индуцирован-
ной нестабильности генома разработан механизм образования задерживаю-
щихся мутаций замены оснований [28,33]. Кроме того, предложен механизм 
образования горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза [9,21]. Как показали 
эксперименты, в активных центрах ДНК-полимераз содержатся неканоничес-
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кие пары оснований, одно из которых в каждой паре находится в редкой 
таутомерной форме [72,73]. Эти результаты являются прямым эксперимен-
тальным подтверждением идеи, предложенной Уотсоном и Криком [44], и 
полимеразно-таутомерных моделей [5–43]. 

Для изучения свойств возбужденных водородных связей в молекуле ДНК 

Толпыго и Гребнева разработали полуэмпирическую потенциальную функ-

цию для протонов водородных связей, справедливую для длин водородных 

связей, отличных от равновесных длин [74–81]. Были найдены параметры 

потенциальной функции для димера воды [75] и спаренных оснований гуа-

нин–цитозин [82,83]. Получены потенциальные кривые для широкого спек-

тра длин водородных связей в димере воды [77] и для нескольких длин во-

дородных связей в паре гуанин–цитозин [82,83]. Найдены волновые функ-

ции и уровни энергии [74–83]. Исследовано влияние диэлектрической среды 

на свойства водородных связей [81]. Изучен характер колебаний центров 

масс оснований и боковых групп молекул в паре гуанин–цитозин при изоли-

рованных основаниях, в основаниях, связанных водородными связями, на-

ходящимися в основном и возбужденном состояниях [83,84], и пары основа-

ний, входящей в цепочку ДНК [85,86]. Построена теория безызлучательных 

переходов протонов водородных связей в основаниях ДНК [87–91] и найде-

но время жизни возбужденных водородных связей по отношению к такому 

переходу [89–91]. Эти результаты были обобщены в монографии [39]. 

Мною была высказана идея, что вероятность образования мутаций на 

различных участках ДНК может зависеть от процессов распространения 

энергии возбуждения по молекуле ДНК [8,21]. Толпыго и Гребнева предска-

зали новую квазичастицу (протонный экситон), распространяющуюся по 

однородным участкам ДНК, и изучили ее свойства [92–96]. 

Все эти результаты [39] послужили основой для разработки механизма 

изменения таутомерных состояний оснований ДНК при облучении молекулы 

ДНК УФ-светом [5–7,31], а также для построения полимеразно-таутомерных 

моделей УФ-мутагенеза [5–43]. 

1. Особенности процессов, происходящих в молекуле ДНК  
при образовании горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза 

После облучения молекулы ДНК УФ-светом в ней образуются ЦПД и (6–4)-

аддукты. В процессах, склонных к ошибкам и SOS-репликации или репара-

ции, они могут приводить к мутациям. Как показывает эксперимент, на сай-

тах цитозин–тимин фотопродукты образуются довольно часто [1,2,97–100]. 

Интересно, что на одном сайте горячее пятно появилось во всех экспери-

ментах (положение 156), в то время как на другом сайте (положение 155) 

наблюдалась зависимость от условий эксперимента. Горячие пятна на указан-

ных сайтах появлялись при облучении УФ-светом клеток мышей [101–103] и 

в экспериментах с клетками человека [104–107]. Эти пятна также образовы-
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вались при репликации плазмид, облученных УФ-светом и помещенных в 

клеточный экстракт [108,109]. Анализ частоты появления ЦПД и (6–4)-фо-

топродуктов в этих положениях показывает, что они часто наблюдаются на 

этих сайтах, но не чаще чем при образовании холодных пятен УФ-мутаге-

неза [110]. 

Показано, что замена тимина на цитозин в горячей точке УФ-мутагенеза 

приводит к ее превращению в холодную [1]. Более того, единственная заме-

на основания, не совпадающего с горячей точкой, может превратить ее в хо-

лодную, и наоборот [1,3,4,98]. В одном случае замена основания ДНК вызы-

вает образование новой горячей точки, которая была расположена на рас-

стоянии 8 оснований от места замены [1]. В другом случае единственная за-

мена основания повлияла на горячую точку, расположенную на расстоянии в 

48 оснований [1]. Этот эффект наблюдался и при химическом мутагенезе [111]. 

Общепринятая полимеразная парадигма УФ-мутагенеза опирается на ги-

потезу о том, что мутации обусловлены исключительно случайными ошиб-

ками ДНК-полимераз, а димеры, приводящие к мутациям, и димеры, не при-

водящие к мутациям, ничем между собой не различаются [45–51]. В рамках 

этой парадигмы и даются современные объяснения природы горячих и хо-

лодных точек мутагенеза. Иными словами, предполагается, что участки с 

определенным нуклеотидным составом лучше (или хуже) репарируются, 

чем другие, и т.д. Однако общепризнанно, что в настоящее время нет удов-

летворительного объяснения этого явления [1,2]. 

2. Перенос энергии в нуклеиновых кислотах 

Возможна эффективная миграция энергии по нуклеиновым кислотам 

[112–117]. Этот вопрос интересен в связи с изучением воздействия облуче-

ния молекул ДНК УФ-светом [118]. Максимум электронного поглощения 

компонентов нуклеиновых кислот (аденина, гуанина, урацила, тимина, ци-

тозина) лежит в районе 265 nm, а квантовый выход флуоресценции чрезвы-

чайно мал как для отдельных оснований, так и для полинуклеотидов: соот-

ветственно  10
–4

 при 300 K и  10
–2

–10
–1 

при 77 K [114]. В нуклеиновых 

кислотах наблюдается триплет-триплетная миграция энергии [115]. В поли-

нуклеотидах, состоящих из одинаковых оснований ДНК, энергия может 

распространяться на расстояние до 50–100 азотистых оснований. В гетеро-

полимерах величина миграционного участка по триплетам в ДНК составляет 

около 10 нуклеотидных пар [116,117].  

Перенос возбуждения в макромолекулах является одним из важнейших 

каналов трансформации энергии. Экспериментальные данные, полученные 

на простых системах, очень противоречивы. Дальнейшее продвижение по-

требует как экспериментального изучения, так и разработки новых физичес-

ких теорий. 
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3. Модель механизма образования горячих и холодных пятен  
мишенных мутаций, образующихся под действием УФ-света  

 
3.1. Особенности тепловой релаксации энергии возбуждения 

Попытаемся с позиций полимеразно-таутомерной модели УФ-мутагенеза 
объяснить некоторые особенности образования его горячих и холодных пя-
тен. Для этого рассмотрим, что происходит при поглощении молекулой 
ДНК УФ-кванта энергии. Как правило, энергия возбуждения локализуется 
на одном из оснований. Она может переходить в тепло или излучаться на 
данном основании, либо переходить на соседние основания в виде экситона 
или путем дробной передачи энергии [119–121]. 

 

 
 
Рис. 1. Диаграмма энергетических уровней различных оснований ДНК [122]: S1 – ниж-
ний синглетный уровень, T1 – нижний триплетный уровень 

 
Для того чтобы изучить судьбу УФ-кванта энергии, нам необходимо 

знать соотношение между энергиями синглетного и триплетного уровней 
энергии различных оснований ДНК. Они были получены в работе [122] и 
приведены на рис. 1. Синглетный (разрешенный) уровень энергии имеет 

время жизни  10
–12

 s. Для него наиболее вероятным процессом является из-

лучение энергии. Ясно, что никаких изменений структуры ДНК при этом 
произойти не может. Время жизни триплетного (запрещенного) уровня 

энергии  10
–6

 s. Для него наиболее вероятный процесс – превращение энер-

гии УФ-кванта в энергию колебаний соседних атомов [123]. Происходящие 
при этом сильные вынужденные колебания представляют собой первый этап 
образования пиримидиновых димеров и изменения таутомерного состояния 
входящих в них оснований [14,16]. Тепловая релаксация возбуждения с три-
плетного уровня энергии является основной причиной повреждений моле-
кул ДНК под действием УФ-света. Попытаемся, опираясь на эти данные, от-
ветить на ряд вопросов. 
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3.2. Горячие и холодные пятна УФ-мутагенеза, образующиеся на  
запаздывающей нити молекулы ДНК supF  

Для обоснования полимеразно-таутомерной модели горячих и холодных 
пятен УФ-мутагенеза в работах [21,124] были рассчитаны вероятности обра-
зования мутаций нескольких таких пятен на лидирующей нити участка ДНК 
supF гена. Было показано, что те сайты ДНК, на которые передавалось 
больше энергии возбуждения, были горячими пятнами УФ-мутагенеза, а те, 
на которые передавалось мало энергии возбуждения, были холодными пят-
нами. Для проверки правильности модели и дальнейшего изучения меха-
низма образования горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза в данной ра-
боте изучены вероятности появления мутаций на основаниях запаздываю-
щей нити ДНК supF. В работе [1] для этого участка ДНК были получены го-
рячие пятна. Поэтому есть возможность сравнить результаты расчетов с 
экспериментальными данными и, следовательно, оценить полимеразно-
таутомерную модель горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза. 

Используя методику, представленную в работе [21], можно получить 
энергию возбуждения, которая способна передаваться на различные участки 
ДНК, содержащие расположенные рядом пиримидиновые основания ДНК. В 
[14] приведено несколько примеров таких расчетов. Для запаздывающей ни-
ти молекулы ДНК supF результаты представлены на рис. 2 и в таблице. 

 

 
        GGTGGGGTTCCCGAGCGGCCAAAGGGAGCAGACTCTAAATCTGC 
                                     (9)(1)(1)                                                                 (3)             (2)                
 
Рис. 2. Часть участка № 99–145 запаздывающей нити ДНК supF гена, на котором в 
[1] были получены горячие пятна УФ-мутагенеза. По оси абсцисс отложены осно-
вания и их номера, а по оси ординат – их триплетные и синглетные уровни энергии. 
В скобках указано количество мутаций, образовавшихся напротив данного основа-
ния ДНК 

 
Для того чтобы оценить вероятность образования мутаций напротив всех 

оснований запаздывающей нити участка ДНК supF, проанализируем сайты 
ДНК, расположенные на некодирующей нити молекулы ДНК supF, которые 
могут  образовывать  пиримидиновые  димеры. В экспериментальной работе  
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Таблица  
Горячие и холодные пятна УФ-мутагенеза, образующиеся на участке  

№ 100–142 запаздывающей нити участка ДНК supF [1] (энергия дается  

в величинах энергий триплетных уровней тимина Tr
TE  или цитозина Tr

CE ) 

№ 
п/п 

Сайт ДНК Пятно 

Э
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я 
эн

ер
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я 

Количество  
мутаций 

1 T106T107  Холодное 4.5 Tr
TE  5 14 0 

T107T108 4.5 Tr
TE  

2 
C108 

 Горячее 
4.5 Tr

CE  
5 14 9 

C109C110 2 

C109 1 3 

C110 

 Горячее 4.5 Tr
CE  5 14 

1 

C117C118 4 Tr
CE  1 

C118 2.5 Tr
CE  1 4 

C117 

Горячее 

1.5 Tr
CE  

2 7 

0 

C131T132 3 Tr
TE  8 

5 
C131 

 Холодное 
2 Tr

CE  
4 

3 
0 

T132C133 3 Tr
TE  8 

6 
C133 

 Холодное 
4 Tr

CE  
4 

5 
3 

7 C133T134  Холодное 2 Tr
TE  4 6 3 

T138C139 4.5 Tr
TE  2 

C139 4.5 Tr
CE  2 8 

T138 

 Холодное 

2.25 Tr
TE  

3 7 

0 

C139T140 4.5 Tr
TE  7 2 

9 
T140 

 Холодное 
3 Tr

TE  
3 

12 0 
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[1] были найдены мишенные мутации замены оснований. А такие мутации 
всегда образуются напротив повреждений ДНК, способных останавливать 
их синтез, чаще всего напротив цис-син ЦПД [97,128]. Поэтому в таблице 
приведены расчеты только для тех сайтов, на которых могли образовываться 
такие димеры. 

На запаздывающей нити молекулы ДНК supF находится участок, на кото-

ром подряд расположены 5 пиримидинов T106, T107, С108, С109 и C110 (рис. 2). 

Как получено в эксперименте [1], напротив C108 появилось 9 мутаций заме-

ны оснований C–G  T–A, а напротив C109 и C110 – одна такая тандемная 

мутация. Будем считать, что образовались цис-син ЦТЦД T107C108 и цис-син 

ЦЦД C109C110. На основания T107C108 может передаваться энергия с 14 ос-

нований. Как показано в таблице, на T107C108 может быть передано 4.5 Tr
TE  

энергии возбуждения. 

При образовании цис-син ЦТЦД T107C108 (рис. 2) напротив цитозина C108 

появилось 9 мутаций. Из таблицы следует, что на цитозин C108 может переда-

ваться много энергии возбуждения (4.5 Tr
CE ), а максимальная энергия равна 

9 Tr
CE . Иными словами, энергия, которая может передаваться на цитозин C108, 

значительно больше энергии, передаваемой на любые другие основания, распо-

ложенные на данном участке ДНК. Эти две причины и обусловливают появле-

ние такого большого числа мутаций при образовании цис-син ЦТЦД T107C108. 

На основания C109C110 (рис. 2) может передаваться энергия с 14 основа-

ний. Как показано в таблице, в данном случае на C109C110 может быть пере-

дано много (4.5 Tr
CE ) энергии возбуждения, причем максимальная энергия 

очень большая, она равна 9 Tr
CE . Поэтому напротив цитозинов C109 и C110 

образовалось по мутации. 

Другой причиной того, что напротив цитозинов С108, С109 и C110 появи-

лись мутации, может быть тот факт, что эти цитозины находятся на участке 

ДНК, где подряд расположены 5 пиримидинов – T106, T107, С108, С109 и C110 

(рис. 3). У молекул тимина более низкий уровень, чем у молекул цитозина и 

гуанина (см. рис. 1). Поэтому энергия возбуждения может передаваться с 

триплетного уровня цитозина на триплетный уровень тимина. Участок ДНК 

С108С109C110 имеет однородный нуклеотидный состав. По таким участкам с 

высокой вероятностью возможна триплет-триплетная миграция энергии 

[115]. Следовательно, на тимин T107 может передаваться энергия возбужде-

ния с цитозина С108 и с тимина T106. Таким образом, с определенной вероят-

ностью при образовании цис-син ЦТЦД T107C108 могла быть использована 

энергия возбуждения 5 пиримидинов. Это одна из причин, почему напротив 

данного димера появилось так много мутаций. 

Приведенные оценки хорошо сочетаются с экспериментальными данны-

ми [1]. На цис-син ЦТЦД T107C108 может быть передано много (4.5 Tr
TE ) 
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энергии возбуждения, поэтому он генерирует много мутаций и является го-

рячим пятном УФ-мутагенеза. На C109C110 может быть передано много 

(4.5 Tr
CE ) энергии возбуждения, образуется цис-син ЦЦД C109C110, и он вы-

зывает мутации замены оснований. Кроме того, цис-син циклобутановые 

димеры T107C108 и C109C110 образовались на участке ДНК, где подряд нахо-

дится 5 пиримидинов, что повышает вероятность образования мутаций. 

Напротив цитозина C118 (рис. 2) появилась 1 мутация замены оснований 

C–G  T–A [1]. Следовательно, образовался цис-син ЦЦД C117C118. На ос-

нования C117C118 может передаваться энергия с 7 оснований. При этом энер-

гия возбуждения составляет 4 Tr
CE  (таблица). В данном случае образуется 

цис-син ЦЦД C117C118, и появляется мутация, причем только напротив цито-

зина C118 [1]. Одной из главных причин этого является то, что на цитозин C118 

может быть передано 2.5 Tr
CE  энергии возбуждения, а на C117 – только 1.5 Tr

CE . 

Цис-син ЦЦД C117C118 находится на участке ДНК, где подряд расположе-

но только 2 пиримидина. Поэтому напротив данного димера образуется 

меньше мутаций, чем напротив цис-син ЦТЦД T107C108. 

На запаздывающей нити молекулы ДНК supF находится участок, на кото-

ром подряд расположены 4 пиримидина – C131, T132, C133 и T134 (см. рис. 2). 

На этом участке возможно образование или двух цис-син ЦПД – C131T132 и 

C133T134, или одного – T132C133. Напротив цитозина C133 появилось 3 мутации 

замены оснований C–G  T–A [1]. Как показано в таблице, на C131T132 может 

быть передано 3 Tr
TE  энергии возбуждения. В этом случае образуется цис-син 

циклобутановый димер C131T132, который является холодным пятном УФ-му-

тагенеза [1]. На цитозин C131 может быть передано 2 Tr
CE  энергии возбуждения. 

На цис-син ЦТЦД T132C133 (см. рис. 2) может быть передано 3 Tr
TE  энер-

гии возбуждения, а на цитозин C133 – 4 Tr
CE  (таблица). Тот факт, что на цито-

зин C133 может быть передано значительно больше энергии возбуждения, чем 

на цитозин C131, является главной причиной того, что цис-син ЦТЦД T132C133 

является горячим пятном УФ-мутагенеза, а C131T132 – холодным пятном. 

На цис-син ЦЦТД C133T134 (рис. 2) может быть передано 2 Tr
TE  энергии 

возбуждения, поэтому он будет образовываться реже, чем димер T132C133. 

Кроме того, цитозин C133 входит в состав и T132C133, и C133T134 димеров. 

Поэтому второй причиной появления 3 мутаций напротив C133 является то, 

что это произошло при образовании двух цис-син ЦПД. Другими словами, 

причиной является тот факт, что цитозин C133 находится на участке ДНК, на 

котором подряд расположены 4 пиримидина. 

На запаздывающей нити молекулы ДНК supF находится участок, на ко-

тором подряд расположены 3 пиримидина – T138, C139 и T140 (рис. 2). Напро-

тив C139 появилось 2 мутации замены оснований C–G  T–A [1]. Как пока-
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зано в таблице, на T138C139 и на C139T140 может быть передано по 4.5 Tr
CE  

энергии возбуждения. Следовательно, могут образовываться цис-син ЦПД 

T138C139 и C139T140. На цитозин C139 может быть передано много (4.5 Tr
CE ) 

энергии возбуждения. Это является причиной того, что напротив цитозина 

C139 образовались мутации. На T138C139 может передаваться максимальная 

энергия возбуждения 4.5 Tr
TE , а на C139T140 – 6.25 Tr

TE . Поэтому цис-син ЦПД 

C139T140 будет образовываться чаще, чем T138C139. Тот факт, что на запазды-

вающей нити молекулы ДНК supF находится участок, на котором подряд 
расположены 3 пиримидина, повышает вероятность образования мутаций 

напротив цитозина C139. 

Для понимания того, могут ли определенные сайты ДНК (участки ДНК, 
состоящие из двух пиримидиновых оснований) приводить к мутациям или 
нет, не достаточно только вычислить, сколько энергии возбуждения может 
передаваться на данный сайт ДНК. На различных участках ДНК может на-
ходиться разное число расположенных рядом пиримидиновых оснований. 
Следовательно, дополнительно необходимо изучить весь участок ДНК, со-
держащий основания, с которых может передаваться энергия возбуждения 
на данный сайт ДНК. Кроме того, нужно учитывать, что молекулы цитозина 
гораздо чаще изменяют свои таутомерные состояния, чем молекулы тимина 
(не менее чем в 10 раз) [126]. Соответственно цис-син ЦЦД и цис-син ЦТД, 
включающие цитозин и тимин, гораздо чаще приводят к образованию мута-
ций, чем тиминовые димеры [1,2,127]. Если в молекуле ДНК находится уча-
сток, на котором подряд расположены несколько пиримидинов, то это суще-

ственно повышает вероятность появления мутаций. 

4. Метод, позволяющий предсказать относительную вероятность  
образования горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза 

Если известны последовательность оснований на участке ДНК или РНК, а 

также соотношение синглетных и триплетных уровней оснований, то доста-

точно просто вычислить относительные вероятности образования мутаций 

на конкретных сайтах ДНК или РНК.  

Предлагаю метод расчета относительных вероятностей образования цис-

син ЦПД и редких таутомерных форм оснований ДНК, входящих в состав 

этих димеров. Другими словами, предлагаю метод, позволяющий предска-

зать относительную вероятность возникновения горячих и холодных пятен 

УФ-мутагенеза. Для нахождения относительных вероятностей образования 

этих пятен требуется выполнить следующее: 
1) рассмотреть каждое основание ДНК, учитывая основания, находящиеся 

в небольших окрестностях данного основания в нити ДНК (5–7 оснований с 
обеих сторон от данного основания); 

2) для каждого основания ДНК изучить, на какие соседние основания 
может передаваться энергия возбуждения, если данное основание поглотит 
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энергию возбуждения УФ-кванта энергии;  
3) исследовать возможность дробной передачи энергии возбуждения с 

данного основания ДНК, поглотившего энергию УФ-кванта; 
4) изучить, с каких соседних оснований может происходить дробная пе-

редача энергии возбуждения. 
Возможность передачи энергии возбуждения обусловлена соотношением 

синглетных и триплетных уровней энергии оснований ДНК. На рис. 1 пред-
ставлена диаграмма энергетических уровней различных оснований ДНК, 
полученных в работе [122]. Необходимо построить диаграмму, подобную 
представленной на рис. 2, и, уже опираясь на полученную диаграмму,  по-
считать, какая часть энергии возбуждения может передаваться на каждое 
основание. Кроме того, нужно вычислить энергию возбуждения, которая 
может передаваться на триплетный уровень данного основания, а также 
оценить максимальную энергию возбуждения, которая может передаваться 
на основания ДНК.  

Для интерпретации полученных результатов следует учитывать и другие 
факты. Как было показано, к мишенным мутациям приводят только те цис-
син ЦПД, основания которых перешли в свои редкие таутомерные формы. А 
цитозин и гуанин в 10 раз чаще изменяют свои таутомерные состояния, чем 
тимин и аденин [126]. Кроме того, при оценке вероятности образования му-
таций на участке ДНК, состоящем из молекул расположенных рядом пири-
мидинов, следует учитывать, что могут образовываться различные пирими-
диновые димеры. 

Заключение  

Анализ горячих и холодных пятен УФ-мутагенеза показал, что его горя-

чими пятнами являются те циклобутановые димеры цитозин–тимин или ти-

мин–цитозин, на которые стекает больше энергии, чем на такие же ЦПД. 

Причиной этого являются соотношение синглетных и триплетных уровней 

различных оснований и процессы распространения энергии по молекуле 

ДНК. Добавочная энергия может вызывать изменения таутомерных состоя-

ний в основаниях ДНК, входящих в пиримидиновые циклобутановые диме-

ры, что, в свою очередь, может быть источником мутаций [21]. Кроме того, 

необходимо учитывать энергию возбуждения, которая может передаваться 

на триплетный уровень данного основания, и максимальную энергию воз-

буждения, которая может передаваться на данные основания. Если в молекуле 

ДНК находится участок, на котором подряд расположены несколько пири-

мидинов, то это существенно повышает вероятность образования мутаций. 

Как свидетельствуют экспериментальные данные, цис-син ЦТД гораздо 
реже приводят к мутациям, чем цис-син ЦЦД, а чаще всего мутации вызы-
вают димеры, включающие цитозин и тимин. Показано, что в полимеразно-
таутомерных моделях мутагенеза [17,22–35] к мутациям приводят только те 
цис-син ЦПД, одно или оба основания которых изменили свои таутомерные 
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состояния. Молекулы цитозина значительно чаще изменяют свои таутомер-
ные состояния, чем молекулы тимина [126]. Именно по этой причине цис-
син ЦТД чаще всего являются холодными пятнами УФ-мутагенеза, а цис-син 
ЦТЦД – горячими пятнами. 

Предложен метод расчета относительных вероятностей образования цис-
син ЦПД и редких таутомерных форм оснований ДНК, входящих в состав 
этих димеров. Другими словами, предложен метод, позволяющий предска-
зать относительную вероятность образования горячих и холодных пятен 
УФ-мутагенеза. Для расчета необходимо знать только последовательность ос-
нований ДНК или РНК и соотношение их синглетных и триплетных уровней.  

Данный метод может быть использован для оценки относительных веро-
ятностей появления мутаций на любых сайтах однонитевой РНК, такой, на-
пример, как коронавируса Sars-cov-2, который вызывает болезнь COVID-19. 
Для этого требуется разработать механизм образования редких таутомерных 
форм оснований в однонитевой РНК. Кроме того, необходимо найти значе-
ния синглетных и триплетных уровней энергии молекулы урацила или их 
относительное положение относительно других оснований.  

Предлагаемая модель является перспективной и не противоречит экспе-
риментальным фактам. Для того чтобы интерпретировать результаты расче-
тов, прежде чем делать какие-либо предсказания, необходимо дальнейшее 
изучение имеющихся экспериментальных данных.  
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H.A. Grebneva 

METHOD FOR CALCULATION OF RELATIVE PROBABILITIES  
OF FORMATION OF CIS-SIN CYCLOBUTANE PYRIMIDINE DIMERS  
AND RARE TAUTOMERIC FORMS OF DNA BASES  
ON ANY SITES OF TWO-STRANDED DNA 

Within the framework of the polymerase-tautomeric model of ultraviolet mutagenesis, a 
mechanism for the formation of hot and cold spots is proposed. The energies have been 
calculated that can be transferred to all cis-syn cyclobutane pyrimidine dimers that are 
able to be formed on the lagging strand of a part of the supF DNA region. It has been 
shown that hot spots of ultraviolet mutagenesis are those cis-syn cyclobutane pyrimidine 
dimers to which more energy is transferred than to other ones. A method for calculating the 
relative probabilities of the formation of cis-syn cyclobutane pyrimidine dimers and the 
formation of rare tautomeric forms of DNA bases included in these dimers is proposed.  

Keywords: ultraviolet mutagenesis, rare tautomeric forms of DNA bases, hot and cold 
spots of ultraviolet mutagenesis, excitation energy transfer through DNA, singlet/triplet 
energy levels of DNA bases 
 
Fig. 1. Diagram of energy levels of various DNA bases [122]: S1 is the lowest singlet 

level, T1 is the lowest triplet level 

Fig. 2. Part of the region No. 99–145 of the lagging DNA strand of the supF gene, on 
which hot spots of ultraviolet mutagenesis were obtained in [1]. The abscissa shows the 
bases and their numbers, and the ordinate shows their triplet and singlet energy levels. 
The number of mutations formed opposite the given DNA base is indicated in brackets 
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Приведены результаты исследований применения ферромагнитных вставок из по-
ликристаллического диспрозия для увеличения магнитного поля сверхпроводниково-
го соленоида. Вставки с полюсными наконечниками в форме усеченных конуса или 
клина используются при испытаниях коротких образцов сверхпроводника. Для ис-
пытаний катушечных образцов полюсные наконечники выполнены в виде цилиндров 
с внутренней конусной выемкой на торце. Ферромагнитные вставки выгодно ис-
пользовать при испытании датчиков и образцов небольших размеров. 

Ключевые слова: сверхпроводниковый соленоид, поликристаллический диспрозий, 
ферромагнитные концентраторы, однородность магнитного поля 

В настоящее время сильные магнитные поля получают с помощью сверх-
проводниковых соленоидов, максимальное значение магнитного поля кото-
рых ограничено критическими параметрами материала его обмотки. Одним 
из методов дальнейшего увеличения магнитного поля соленоида больше 
критического является использование ферромагнитных концентраторов в 
виде двух вставок, установленных с зазором. Для их изготовления широко 
применяются низкотемпературные ферромагнитные материалы с высоким 

значением индукции насыщения, такие как диспрозий (Вs = 3.77 T), гольмий 

(3.37 T), тербий (3.36 T) и их сплавы [1,2]. Ввиду небольших размеров моно-
кристаллов вставки концентратора из них получаются короткие с большим 
размагничивающим фактором, поэтому используют вставки из поликрис-
таллического диспрозия нужной длины. Так, пара цилиндрических вставок 
из поликристаллического диспрозия диаметром 10.5 mm обеспечивает в за-
зоре между плоскопараллельными полюсами шириной 1 mm добавку к маг-
нитному полю соленоида 2.7 T [3]. При равномерной намагниченности ма-
териала цилиндрической вставки до насыщения ее осевая компонента маг-
нитного поля имеет вид 

 2 3
0d 3cos 1 dZB r M V   
 

, 
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где μ0 – магнитная постоянная; М – намагниченность; φ – угол между осью Z 

и радиус-вектором r; r – расстояние от элемента объема вставки до точки, в 
которой определяют вклад магнитного поля от вставки; dV – элемент объема. 

Величина добавки к магнитному полю соленоида зависит от материала, 
из которого изготовлен концентратор, от зазора между вставками и формы 
полюсного наконечника. Более высокой добавки достигают с помощью 
вставок с полюсными наконечниками в виде усеченного конуса. Макси-
мальная расчетная добавка поля обеспечивается при угле конусности ~ 110 
и условии, что вставки равномерно намагничены, а вершины конусов пере-
секаются в одной точке [4]. Расчет магнитного поля в зазоре между вставка-
ми трудоемок и в литературе приведен только для простейших конструкций 
полюсных наконечников. Поэтому представляют определенный интерес по-
лученные нами экспериментальные результаты о работе концентраторов с 
полюсами сложной формы. 

Концентратор магнитного потока состоял из двух цилиндрических вста-
вок, установленных с зазором. Использовали вставки диаметром 20 mm и 
длиной 50 mm, которые размещали в отверстии сверхпроводникового соле-
ноида диаметром 22 mm. При температуре 4.2 K соленоид создавал поле с 
индукцией 8.2 и 10 T при 1.9 K. Магнитное поле измеряли датчиком Холла. 
Зависимость величины добавки к магнитному полю от ширины зазора для 
концентраторов с плоскопараллельными и конусными полюсными наконеч-
никами с углом при вершине ~ 110 приведена на рис. 1. Максимальная добав-
ка к магнитному полю от концентратора при зазоре между вставками 0.7 mm 
составила 2.2 и 4.5 T. Суммарное поле соленоида и концентратора с конус-
ными наконечниками составило 12.7 T при 4.2 K и 14.5 T при 1.9 K. 

Поскольку форма наружного торца вставок концентратора практически 
не влияет на распределение магнитного поля в зазоре, вставки с обеих сторон 
снабжали полюсными наконечниками так, что в зависимости от сборки кон- 

 

 
 
Рис. 1. Зависимость добавки к магнитному полю от ширины зазора для вставок с 
плоскопараллельными (1) и конусными (2) полюсами 
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центратора на одной паре вставок могут быть реализованы и плоские, и ко-
нусные наконечники. 

Вставки из поликристаллического диспрозия намагничиваются до насы-
щения в магнитном поле с индукцией 0.5–0.7 T и имеют небольшой гистере-
зис, что позволяет определять суммарное магнитное поле по току соленоида. 

Концентраторы с конусными полюсными наконечниками удобны для ис-
пытаний датчиков и образцов небольших размеров. При испытании сверх-
проводниковых материалов образец в виде «шпильки» располагают в зазоре 
между вставками, причем в сильном магнитном поле находится небольшая 
часть образца, величина которой примерно равна диаметру малого основа-
ния усеченного конуса и составляет 2–5 mm. Это снижает чувствительность 
и точность измерений. Кроме того, не полностью используется площадь ра-
бочего основания полюсного наконечника, поскольку образец располагается 
по его диаметру, а сечение рабочего участка образца значительно меньше 
площади полюса. 

С целью повышения чувствительности и точности измерений, а также 
эффективности использования рабочего пространства между вставками и 
площади полюса при измерении параметров большого числа образцов (в том 
числе и в виде лент) полюсные наконечники цилиндрических вставок вы-
полняются со срезом в форме усеченного клина [5] (рис. 2). 

При испытаниях одного-двух сверхпроводниковых образцов или при оп-
ределении параметров электрического соединения между ними (пайка, свар-
ка) используются наконечники в форме усеченного клина с шириной полюса, 
равной сумме диаметров образцов, и длиной полюса, равной диаметру ци-
линдрической вставки (рис. 2,а). 

 

   
|________________|  |______________|   |_____________________| 

               a                                      б                                           в 

Рис. 2. Цилиндрические вставки с полюсными наконечниками в форме усеченного 

клина для испытания одиночных коротких образцов (а), партии коротких образцов 

(б) и ленточных образцов (в) 
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Иногда приходится проводить испытания большого количества образцов 
– партиями по 5–10 штук (рис. 2,б). В таком случае сумма рабочих измеряе-
мых участков образцов представляет собой прямоугольник с одной сторо-
ной, равной длине рабочего участка, и другой, равной сумме диаметров всех 
образцов. При этом образцы располагают параллельно друг другу и корот-
кой стороне полюса, т.е. поперек полюса. 

Если одна из вставок выполнена с возможностью поворота вокруг своей 
оси, то можно изменять относительное расположение плюсов, тем самым 
изменяя длину рабочего участка сверхпроводникового образца. При угле 
поворота, равном нулю, основания вставок параллельны, длина рабочего 
участка образца максимальна и сравнима с диаметром вставки; при взаимно 

перпендикулярном их расположении (угол 90) длина рабочего участка 

уменьшается до размера, сравнимого с диаметром образца. Это позволяет 
расширить возможности измерения критических параметров, провести их 
сравнение при действии сосредоточенного магнитного поля и более распре-
деленного (сравнимого с диаметром вставки). 

При испытании ленточных образцов малой толщины их располагают в 
рабочем пространстве между полюсами в несколько слоев (рис. 2,в). Узкие 
(2–3 mm) ленты располагают вдоль, а широкие (10–20 mm) – поперек боль-
шой стороне полюса, который выбирается равным ширине ленты. 

Исследование работы концентратора с полюсными наконечниками в 

форме усеченных клиньев проводили на цилиндрических вставках из поли-

кристаллического диспрозия диаметром 30 mm, длиной 60 mm и размером 

плюса 26  0.5 mm. В зазоре шириной 1 mm добавка к магнитному полю со-

ставила 2.5 T. 
При проектировании сверхпроводниковых соленоидов, наряду с опреде-

лением критических параметров коротких образцов, важно использовать 
данные о критических параметрах длинномерных кусков сверхпроводника, 
полученных при испытании в сильном магнитном поле образцов в виде не-
больших катушек. Для испытания последних можно использовать ферро-
магнитные вставки, полюсные наконечники которых выполнены в виде ци-
линдров с внутренней конусной выемкой на торце [6] (рис. 3). Для фиксации 
вставок 2 между ними размещается распорная втулка 4 (например, из лату-
ни), служащая заодно каркасом катушки 3. Верхняя вставка соединена с 
распорной втулкой и вместе с катушкой извлекается из соленоида 1 и крио-
стата, а нижняя вставка закреплена на каркасе соленоида. Между цилиндри-
ческими вставками диаметром 30 mm и длиной 60 mm с вышеприведенной 
формой полюсных наконечников добавка магнитного поля в зазоре шири-
ной 4.2 mm составила 2.1 T. Катушки имели внутренний диаметр 8 mm, на-
ружный 28 mm и высоту 3 mm. Число витков в катушке из сверхпроводника 
диаметром 0.33 mm составило 180, из проводника диаметром 0.5 mm – 95. 

При расположении вставок во внутреннем отверстии соленоида затрудня-
ется доступ в рабочую зону, что особенно неудобно, например, в ходе опти-
ческих исследований и при работе в перпендикулярном магнитном поле. 
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Это затруднение устраняется при использовании соленоида, в котором доступ 
в рабочую зону или ввод луча осуществляется через поперечную щель в об-
мотке (рис. 4,а). 

 
 
Рис. 3. Соленоид со вставками для испытания катушечных образцов: 1 – соленоид, 
2 – вставки, 3 – катушка, 4 – распорная втулка 

 
Необходимо отметить, что магнитное поле в зазоре между вставками с 

описанной выше формой полюсных наконечников сильно неоднородно, 
особенно по радиусу. Так, для вставок с коническими полюсными наконеч-
никами с зазором 2 mm уменьшение величины магнитного поля от центра в 
радиальном направлении составляет 1.5 T/cm, что может быть использовано, 
например, при исследовании свойств материалов в сильном магнитном поле 
с градиентом. 

Однородность магнитного поля в зазоре между вставками можно улуч-
шить за счет применения полюсных наконечников специальной формы. Рас-
чет однородности магнитного поля в зазоре между вставками сложен и опи-
сан только для полюсных наконечников с цилиндрическими углублениями. 

Экспериментальные исследования выполнены на серии вставок в виде 
цилиндров диаметром 30 mm со сферическими и коническими углубления-

ми на торцах с углом при вершине 90–150 (рис. 4,б). В первом случае до-

бавка магнитного поля в зазоре шириной 4 mm составила 1 T при однород-

ности поля 5·10
–3

 Oe; во втором случае при углублении полюса с углом ко-

нусности 120 – 1.3 T при однородности поля 3·10
–3

 Oe. 

В магнитооптических исследованиях при использовании соленоидов с 
ферромагнитными вставками требуется большая угловая апертура входа и 
выхода пучка света в рабочую зону в направлении вектора индукции маг-
нитного поля. 

Эта возможность реализуется, когда обе вставки 2 (рис. 5) снабжены 

симметричными осевыми каналами в форме усеченных конусов с углом рас-
твора  и с вершинами в геометрическом центре соленоида 1, где может 
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располагаться исследуемый образец 4. При этом полюса вставок выполнены 

также в форме симметричных усеченных конусов с углом при вершине 90–110 
[7]. Угловая апертура внутренних каналов вставок может быть равна угло-
вой апертуре осевого отверстия соленоида. Кольцевая распорная втулка 4 
центрирует вставки и воспринимает усилия от их взаимного притяжения в 
магнитном поле соленоида. 

 

 

а 

 

б 

Рис. 4. Соленоид с поперечной щелью в обмотке для магнитооптических исследо-
ваний со вставками, создающими неоднородное (а) и однородное (б) магнитные 
поля: 1 – соленоид, 2 – вставки 

 
Ферромагнитные вставки используются с целью не только повышения 

абсолютной величины магнитного поля, но и для создания и регулирования 
градиента поля соленоида [8] (рис. 6). В отверстии соленоида 1 установлен 
цилиндрический ферромагнитный сердечник, состоящий, например, из трех 
концентрических частей 2, 3 и 4, установленных соосно одна к другой и со-
единенных между собой с помощью самофиксирующейся резьбы. За счет из-

менения конусности полюсного наконечника сердечника в пределах 90–270 
варьируют величину градиента магнитного поля как по оси, так и по радиу-
су соленоида, а также обеспечивают возможность получения градиента по 
радиусу разного знака (с уменьшением и увеличением индукции магнитного 
поля вдоль радиуса соленоида). Изменение конусности полюсного наконеч-
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ника и положения сердечника относительно центра соленоида производят 
путем последовательного вывинчивания (ввинчивания) концентрических 
частей, из которых состоит сердечник. Их вращение осуществляют посред-
ством стационарных или съемных штанг. 

 

 
 
Рис. 5. Соленоид со вставками, обеспечивающими угловую апертуру в рабочую 
зону в направлении вектора индукции магнитного поля: 1 – соленоид, 2 – вставки, 3 
– образец, 4 – распорная втулка 

 
Таким образом, применение ферромагнитных вставок из поликристалли-

ческого диспрозия дает возможность значительно повысить индукцию маг-
нитного поля сверхпроводникового соленоида. Форма полюсных наконеч-
ников может варьироваться в широких пределах в соответствии с геометрией 
исследуемых образцов. 

Результаты проведенных исследований позволяют сделать следующие 
выводы. 

 

 
 
Рис. 6. Соленоид со вставкой для регулирования градиента магнитного поля вдоль 
оси Z: 1 – соленоид; 2, 3, 4 – цилиндрические части сердечника 
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1. Максимальная добавка магнитного поля концентратора достигается 
при угле конусности ~ 110 и условии, что вставки равномерно намагничены, 
а вершины конусов пересекаются в одной точке. 

2. С целью повышения чувствительности и точности измерений коротких 
образцов сверхпроводника, а также эффективности использования рабочего 
пространства между вставками и площади полюса при измерении парамет-
ров большого числа образцов полюсные наконечники цилиндрических вста-
вок необходимо выполнять со срезом в форме усеченного клина. 

3. Для испытания катушечных образцов сверхпроводника удобно исполь-
зовать ферромагнитные вставки, полюсные наконечники которых изготов-
лены в виде цилиндров с внутренней конусной выемкой на торце. 

4. При проведении магнитооптических исследованиях в сильном магнит-
ном поле вставки выполняют с симметричными осевыми каналами, угловая 
апертура которых равна угловой апертуре осевого отверстия соленоида. 
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N.V. Таryanik, D.V. Varyukhin, D.О. Fedyuk,  

V.V. Permyakov, L.N. Prokof’eva 

ON APPLICATION OF POLYCRYSTAL DYSPROSIUM  
TO ENHANCEMENT OF INDUCTION OF MAGNETIC FIELD  
OF A SUPERCONDUCTING SOLENOID  

The results of the analysis of application of ferromagnetic insets made of polycrystal dys-
prosium aimed to enhancement of magnetic field of a superconducting solenoid are re-
ported. The insets with pole pieces shaped as a truncated cone or a wedge are involved 
when testing short samples of a superconductor. The tests of winding-shaped samples are 
prepared cylindrical pole pieces with inner cone depression at the edge. It is advantageous 
to employ ferromagnetic insets when testing sensors and samples of small size. 

Fig. 1. Dependence of the magnetic field increment on the width of the gap for the insets 
with plane-parallel (1) and cone (2) poles 
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Fig. 2. Cylindrical insets with pole pieces shaped as a truncated wedge designed for test-
ing of single short samples (а), a series of short samples (б) and stripe samples (в) 

Fig. 3. Solenoid with the insets designed for testing of winding-shaped samples: 1 – sole-
noid, 2 – insets, 3 – winding, 4 – spacer 

Fig. 4. Solenoid with a transverse slot in a winding for magnetooptical experiments and 
the insets generating non-uniform (а) and uniform (б) magnetic field: 1 – solenoid, 2 – 
insets 

Fig. 5. Solenoid with the insets providing angle aperture aligned with the magnetic field 
induction in the working zone: 1 – solenoid, 2 – insets, 3 – sample, 4 – spacer 

Fig. 6. Solenoid with an inset controlling magnetic field gradient along Z axis: 1 – sole-
noid; 2, 3, 4 – cylindrical parts of the core 
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