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Исследована возможность появления экситонного бозе-эйнштейновского конден-
сата (БЭК) в модельной неидеальной решетке молекулярного кристалла. Проведен 
соответствующий анализ спектра экситонных возбуждений. В рамках приближе-
ния виртуального кристалла (ПВК) выполнено численное моделирование зависимо-
сти химпотенциала от концентрации структурных дефектов и на этой основе изу-
чены особенности появления экситонного конденсата в неидеальной системе. Пока-
зано, при каких условиях возможно появление БЭК светлых и темных экситонов. 

Ключевые слова: экситон, бозе-эйнштейновский конденсат, химический потенци-
ал, структурные дефекты, приближение виртуального кристалла 

Введение 

С появлением мощных источников когерентного излучения оказалось воз-

можным создавать в кристаллах плотности экситонов порядка 10
17–10

18
 cm

–3
. 

В этом случае существенными становятся их коллективные состояния, в част-
ности образование БЭК. Пионерами в изучении БЭК экситонов является 
группа С.А. Москаленко [1,2]. Из результатов исследований по обнаруже-
нию экситонного конденсата в различных кристаллах, которые ведутся на 
протяжении 50 лет [3–8], следуют два фундаментальных вывода: 1) БЭК об-
разуется при некоторых критических плотностях экситонов в кристалле; 2) ши-
рина линии люминесценции (одного из способов обнаружения экситонного 
конденсата) должна быть бесконечно узкой. Важно отметить также то об-
стоятельство, что экситон является не элементарным, а составным бозоном 
и время жизни этих квазичастиц чрезвычайно мало. Последнее в меньшей 
степени относится к экситонам Ванье–Мотта и в большей – к короткоживу-
щим (светлым) экситонам Френкеля. Дополнительно к названным сущест-
вуют и другие затруднения в образовании БЭК, часть из которых рассматри-
вается в данной работе. 

До настоящего времени БЭК экситонов изучался без учета структурных 
дефектов в кристаллах. Однако сегодня в связи с созданием новых функцио-
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нальных материалов появляется возможность путем введения в исследуе-
мую систему определенных дефектов добиваться необходимого изменения 
ее энергетической структуры и, следовательно, значительных изменений оп-
тических свойств, обусловленных перенормировкой энергетического спек-
тра соответствующих квазичастиц. Одной из важнейших характеристик 
конденсата является химический потенциал, величина которого определяет 
сдвиг частоты рассеянных волн в нелинейных оптических процессах [9]. 
Отметим, что химический потенциал БЭК экситонов, в отличие от соответ-
ствующей величины для газов [10], не равен нулю, поскольку экситоны кон-
денсируются в возбужденное состояние (минимум дисперсионной ветви). 
Особый интерес представляет изучение БЭК экситонов в неидеальных сис-
темах и особенностей зависимости химпотенциала от концентрации струк-
турных дефектов. 

В последнее время появились работы, в которых рассматриваются экси-
тоноподобные (типа экситонов Френкеля) электромагнитные возбуждения 
[11] в неидеальных пористых цепочках и квазидвумерных структурах с по-

рами, а также исследуются экситоны Френкеля и поляритоны в подобных 
структурах, содержащих квантовые точки [12–14]. Авторами [11–14] пред-
ставлена общая схема расчета спектра квазичастичных возбуждений неиде-
альной системы со случайным распределением структурных элементов. Рас-
чет предполагает нахождение полюсов конфигурационно-усредненной ре-
зольвенты соответствующего гамильтониана [15], что может быть выполне-
но лишь в рамках некоторого приближения, определяемого спецификой ис-
следуемой системы. Распространенным методом расчета квазичастичных 
состояний в неупорядоченных средах является ПВК [15], которое позволяет 
устанавливать особенности и трансформацию спектров элементарных воз-
буждений, обусловленную изменением концентрации дефектов в несовер-
шенных структурах. Усредненная резольвента в ПВК равна резольвенте 
усредненного гамильтониана. В дальнейшем используем именно это при-
ближение для расчета и анализа спектра экситонных возбуждений и особен-
ностей зависимости химпотенциала от концентрации структурных дефектов 
исследуемой неидеальной решетки. 

1. Теоретическая модель 

Рассмотрим подробнее случай конденсации экситонов малого радиуса 

(экситонов Френкеля), которые возникают, например, в молекулярных кри-

сталлах. Соответствующий математический аппарат описания данных воз-

буждений представлен в работе [16]. В ней показано, каким образом следует 

переходить от операторов рождения и уничтожения, определяющих возбуж-

дения в изолированных молекулах, к экситонным операторам. Экситоны 

Френкеля подчиняются статистике Паули, однако при относительно малых 

плотностях эти квазичастицы можно считать бозонами, и, следовательно, 

возможно достижение экситонного конденсата [16]. 
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Рассмотрим неидеальный топологически упорядоченный молекулярный 
кристалл с примитивной решеткой в модели  неподвижных молекул [16]. 
Для расчета перенормированного спектра экситонного конденсата с взаимо-
действием между экситонами в гамильтониане электронной подсистемы 
данной структуры в узельном представлении в одноуровневой модели и 
приближении Гайтлера–Лондона следует оставить лишь следующие слагае-
мые [17,18]: 

2 3 4H H W W   ,                                          (1) 

где  

2 2
, ,

1
0 0

2
n n n nm n m n n n nm n m

n n m n n m

H E B B f W f B B E B B Q B B          ,     (2) 

3 3
, ,

0 nm n n m nm n n m
n m n m

W f W ff B B B Q B B B    ,          (3) 

4 4
, ,

nm n m n m nm n m n m
n m n m

W ff W ff B B B B Q B B B B      .     (4) 

Здесь n и m – номера узлов; f – номер возбужденного уровня, на котором 

формируется БЭК; Wnm – оператор кулоновского взаимодействия между мо-
лекулами, находящимися в узлах n  и m  соответственно; nB , nB  – бозе-

операторы рождения и уничтожения f-го возбуждения на узле n; En – энер-

гия возбуждения молекулы, находящейся в n-м узле. Поскольку экситоны 
Френкеля подчиняются статистике Паули и лишь приближенно являются 
бозе-частицами, в выражении (1) должны присутствовать четырехчастичные 
слагаемые, обусловленные кинематическим взаимодействием и описываю-
щие взаимодействие конденсата с надконденсатными квазичастицами [16]. 
В настоящей работе рассматривается случай  T = 0, надконденсатные экси-
тоны отсутствуют и, следовательно, соответствующими слагаемыми можно 
пренебречь. 

Матричные элементы оператора кулоновского взаимодействия [17,18] 
имеют вид 

2 ~ 0 0 0 0nm nm n mQ f W f f P P f ~ ~ 0 0 0 0nm nm n mQ f W f f P P f ,                 (5) 

   3 ~ 0 0nm n mnmQ f ff f P f P fW  ~ ~ 0 0nm n m n mQ f W ff f P f P f ,                    (6) 

4 ~nm nm n mQ ff W ff f P f f P f ~ nm nm n mQ ff W ff f P f f P f ,                    (7) 

где Pn – оператор дипольного момента молекулы n-го узла. Если учитывать 

взаимодействие только между конденсатными экситонами, то матричный 

элемент 0 mP f , входящий в Q2nm (5) и Q3nm (6), будет отличен от нуля 

только для дипольно-разрешенных состояний (светлые экситоны). Дополни-
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тельное ограничение накладывает множитель mf P f  в правой части (6) и (7). 

Он отличен от нуля только в кристаллах, у которых куб векторного пред-
ставления содержит полносимметричное представление или (что то же са-
мое) квадрат векторного представления содержит векторное представление. 
Примерами могут служить кристаллы с точечными группами симметрии 

C3V, C4V, T и т.д. Ясно, что в кристаллах с центром инверсии этот матричный 

элемент будет равен нулю. Следовательно, в таких кристаллах  W3 = W3 = 0 

Q3 = Q4 = 0 и экситоны БЭК являются невзаимодействующими. 

Если изучается БЭК дипольно-запрещенных (темных) экситонов, то мат-

ричный элемент 0 0mP f  , а слагаемое четвертого порядка существенно 

только для состояний, квадрат неприводимых представлений которых со-
держит векторное представление. Такая ситуация возможна лишь в низко-
симметричных кристаллах, у которых одна из компонент вектора преобра-
зуется по полносимметричному представлению. В высокосимметричных 
кристаллах темные экситоны БЭК являются невзаимодействующими. 

В дальнейшем для описания неидеальной структуры используем прибли-
жение ПВК. Таким образом, гамильтониан исследуемой системы H необхо-

димо заменить на конфигурационно-усредненный гамильтониан H . Пола-

гая также, что данный кристалл является двухкомпонентным (т.е. исследуе-
мая структура варьируется по составу), величины nE , 2nmQ , 3nmQ , 4nmQ  в 

(1) следует заменить выражениями [15]: 

2
( )

1
n nE E c E 




  , 
2 2

( , )
2(3,4) 2(3,4) 2(3,4)

1 1
nm nm nmQ Q c Q c 

 
 

  ,
2

1

1c


 ,   (8) 

где с  – концентрация молекул -го сорта, E
(ν) 

– энергия возбуждения моле-

кулы данного сорта, ( , )
2(3,4)nmQ    – величины, соответствующие энергии взаи-

модействия молекулы -го сорта в узле n с молекулой -го сорта в  узле m. В 
отличие от идеальной исследуемая структура имеет разупорядочение по составу, 
и поэтому гамильтониан (1) не является трансляционно-инвариантным. 

Одна из методик получения спектра квазичастичных возбуждений неиде-
альной системы со случайным распределением структурных элементов со-
стоит в нахождении полюсов конфигурационно-усредненной резольвенты 
соответствующего гамильтониана [16]. Последняя является трансляционно-
инвариантной, и, значит, соответствующий спектр элементарных возбужде-
ний можно характеризовать волновым вектором k, а соответствующий га-

мильтониан имеет вид: 2 3 4 ( )H H W W H   
k

k . Слагаемое 2H  диагона-

лизуется путем преобразования Боголюбова–Тябликова. В итоге получаем 
экситонный гамильтониан в k-пространстве, в котором происходит конден-
сация квазичастиц в состояние k = 0. Поскольку состояние БЭК экситонов 
при k = 0 является макроскопически заполненным, в гамильтониане можно 
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оставить только взаимодействие между конденсатными квазичастицами. В 
итоге получаем 

ex 1 2( 0) ( , , 0) ( 0) ( 0)H E c c B B    k k k k  + 

+ 3 1 2
1

( , , 0) ( 0) ( 0) ( 0)Q c c B B B
V

   k k k k  + 

+ 4 1 2
1

( , , 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)Q c c B B B
V

B     k k k k k .   (9) 

Здесь 

ex 1 2 1 2 2 1 2( , , 0) ( , ) 2 ( , , 0)nE c c c c Q c cE   k k , 

где 
            

 2(3,4) 1 2 2(3,4) 1 2

0

( , , 0) ( , )exp ,nm nm
n

Q c c Q c c i


 
    

 


k

k k r

     

    

   
0

1
0 exp ,n

n

B B i
N



 
    

 
 n

k

k k r

                       (10) 

Eex – энергия экситона молекулярного кристалла в приближении ПВК; B
+
(k = 0), 

B(k = 0) – операторы рождения и уничтожения конденсатных экситонов; 

Q2(c1, c2, k) – фурье-образ матрицы резонансного межмолекулярного взаи-

модействия; Q3(4)(c1, c2, k = 0) – фурье-образы матриц, описывающих 3(4)-

частичные взаимодействия между конденсатными экситонами; N – число 

элементарных ячеек в объеме V ; rnm = rn – rm , rn, rm – векторы решетки. 

Для нахождения спектра системы воспользуемся методом функций Грина 
(ФГ) [16]. Запаздывающую M-частичную ФГ (M – число конденсатных эк-
ситонов) вычислим с учетом слагаемых гамильтониана третьего и четверто-
го порядков по экситонным операторам: 

     
0 3 4

0 0 0M

H W

M
M

W
D t i T B t B

 

  
 
  ,              (11) 

где 

     0 43 0 34
0 ( 0)

i H V V t H Wi W t
B t e B e

   
 k . 

С целью облегчения расчетов предположим, что 4 3W W . Тогда можно 

провести расчет в два этапа: на первом – учесть слагаемое 3W , а на втором – 4W . 

Для учета слагаемых третьего порядка сначала вычислим одночастичную 
ФГ в лестничном приближении, как показано на рис. 1. В -представлении 
соответствующее уравнение Дайсона для ФГ с учетом трехчастичных сла-
гаемых гамильтониана имеет вид ( 1 ): 
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2
(3) (3)3 1 2

ex 1 2 ex 1 2 ex 1 2

( , , 0)1 1

( , , 0) ( , , 0) 2 ( , , 0)

Q c c
D D

E c c E c c V E c c


  
     

k

k k k
.  (12) 

Отсюда 

  

(3) ex 1 2
2
3 1 2

ex 1 2 ex 1 2

2 ( , , 0)

( , , 0)
( , , 0) 2 ( , , 0)

E c c
D

Q c c
E c c E c c

V

 



    

k

k
k k

.    (13) 

 

 
 
Рис. 1. Графическое представление уравнения Дайсона для вычисления спектра 

при учете трехчастичного взаимодействия. Сплошная линия – ФГ конденсатного 

экситона при отсутствии взаимодействия, жирная сплошная – ФГ с учетом трех-

частичного взаимодействия 

 
Корни знаменателя определяют энергетический спектр системы. Из соотно-

шения (13) следуют выражения для энергетических уровней E1, E2, соответ-

ствующих двум состояниям системы: 

2
3 1 2

1 ex 1 2
ex 1 2

2
3 1 2

2 ex 1 2
ex 1 2

( , , 0)
( , , 0) ,

( , , 0)

( , , 0)
2 ( , , 0) .

( , , 0)

Q c c
E E c c

VE c c

Q c c
E E c c

VE c c


  




  



k
k

k

k
k

k

              (14) 

Учитывая (12)–(14), для M-частичной ФГ получаем уравнение Дайсона 

(3)

ex 1 2

1

( , , 0)MD
ME c c


 k

 + 

+ 
    

2 2
(3)3

ex 1 2 ex 1 2( , , 0) 1 ( , , 0) M

M Q
D

V ME c c M E c c    k k
.        (15) 

 

Корни этого уравнения дают спектр БЭК: 
нижняя ветвь – 

2 2
(1,3) 3 1 2

1 2 ex 1 2
ex 1 2

( , , 0)
( , , 0) ( , , 0)

( , , 0)M

M Q c c
E c c ME c c

VE c c


   



k
k k

k
,         (16) 

верхняя ветвь – 

2 2
(2,3) 3 1 2

1 2 ex 1 2
ex 1 2

( , , 0)
( , , 0) ( 1) ( , , 0)

( , , 0)M

M Q c c
E c c M E c c

VE c c


    



k
k k

k
.    (17) 

Пользуясь методом неопределенных коэффициентов, запишем M-частичную 
ФГ в виде 
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2 2
(3) 3 1 2

2 2
2 3 1 2
ex 1 2 ex 1 2

ex 1 2

( , , 0)

( , , 0)
( , , 0) 1 ( , , 0)

( , , 0)

M

Q c c M
D

Q c c M
VE c c M E c c

VE c c


 

 
     

  

k

k
k k

k

 + 

+ 
2 2 2
ex 1 2 3 1 2

2 2
2 3 1 2
ex 1 2 ex 1 2

ex 1 2

( , , 0) ( , , 0)

( , , 0)
( , , 0) ( , , 0)

( , , 0)

VE c c Q c c M

Q c c M
VE c c ME c c

VE c c

  

 
    

  

k k

k
k k

k

.      (18) 

С учетом только нижайшего уровня (1)
ME  и с использованием преобразования 

1 22 2 2
ex 3

2
ex

( 0)
VE Q M

B AB B
VE

 
     

 
k                        (19) 

гамильтониан конденсатных экситонов можно записать в виде 

(1,3)
4

0 0 0 0 0 04 0
ME Q

H H B B B B B B
N

W
V

            ,             (20) 

где 

  1,3 2 1,3
M ME A E ,   4

4 4 1 2( , , 0)Q A Q c c k . 

Для вычисления ФГ с учетом четырехчастичного слагаемого 

     
0 4

M M
M

H W
D t i TB t B t

 
                       (21) 

просуммируем графически последовательность (21) в -представлении. Эта 
задача легко решается методом уравнений движения. Известно [16], что 
операторы в представлении Гейзенберга подчиняются уравнению 

 
  0 4,

B t
i B t H W

t


    


 ,                                    (22) 

поэтому, используя явный вид 0H   (20), получаем 

 
   

(1,3)

4,MB t E
i B t B t W

t N


    


  .                             (23) 

Непосредственное вычисление дает 

4
0 4 0 0 0

2
,

Q
B W B B B

V
  

 
    .                                  (24) 

Дифференцируя ФГ (21) по времени и используя выражения (23) и (24), 
имеем 

     (1,3) (4)4 1 !M M

Q
i E M M D t N t

t V

 
      

.                 (25) 
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Записывая (25) в -представлении и вычисляя полюса (4) ( )MD  , получаем 

явные выражения для энергий M-частичной системы экситонного конденсата: 
нижняя ветвь – 

2 2 2
(1,4) 2 3 1 2

1 2 ex 1 2
ex 1 2

( , , 0)
( , , 0) ( , , 0)

( , , 0)M

M A Q c c
E c c MA E c c

VE c c


   



k
k k

k
 + 

+ 
4

4 1 2( , , 0)
( 1)

A Q c c
M M

V




k
,                            (26) 

верхняя ветвь – 

2 2 2
(2,4) 2 3 1 2

1 2 ex 1 2
ex 1 2

( , , 0)
( , , 0) ( 1) ( , , 0)

( , , 0)M

M A Q c c
E c c M A E c c

VE c c


    



k
k k

k
 + 

+ 
4

4 1 2( , , 0)
( 1)

A Q c c
M M

V




k
.                              (27) 

Химический потенциал исследуемой неидеальной структуры имеет вид: 
для нижайшего уровня – 

(1,4) (1,4) 2
1 ex 1 21 ( , , 0)MME E A E c c    k  – 

– 
2 2

43 1 2
4 1 2

ex 1 2

( , , 0) 1
2 2 ( , , 0)

( , , 0)

A Q c c
n A Q c c n

E c c V

  
   

  

k
k

k
,           (28) 

для верхнего уровня – 

(2,4) (2,4) 2
2 ex 1 21 2 ( , , 0)MME E A E c c    k  + 

+ 
2 2

43 1 2
4 1 2

ex 1 2

( , , 0) 1
2 2 ( , , 0)

( , , 0)

A Q c c
n A Q c c n

E c c V

  
   

  

k
k

k
,            (29) 

где /n M V  – плотность частиц в конденсате. Из (28) и (29) следует, что в 

случае светлых экситонов слагаемые гамильтониана третьего порядка энер-
гию квазичастиц на нижнем уровне системы понижают, а слагаемые четвер-
того порядка – повышают, т.е. ответственны за притяжение и отталкивание 
квазичастиц. Если вклад слагаемых третьего порядка больше, то образова-
ние конденсата невозможно и формируются экситонные капли. В случае 
темных экситонов слагаемые третьего порядка вклада в энергию не дают, и 
образование конденсата возможно. При наличии слагаемых третьего поряд-
ка возможно появление конденсата светлых экситонов на верхнем энергети-
ческом уровне, поскольку эти слагаемые ответственны за отталкивание. 
Статистические условия возникновения БЭК бозе-частиц рассматривались 
во многих работах (см., напр., [7]). 

Необходимо отметить, что выводы, сделанные в данном разделе, приме-
нимы и для двумерной подсистемы, а также для упомянутых выше систем с 
порами и квантовыми точками. 
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2. Результаты и обсуждение 

Детально исследуем зависимость химического потенциала от концентра-
ции компонент, а также от разницы их характеристик. Рассмотрение выпол-
ним для конкретного случая двухкомпонентной неидеальной системы с кон-

центрациями элементов соответственно c1 и c2. Таким образом, подставляя 
выражения (8) в (28), с учетом V   ( 1)A   получим следующее соотно-

шение для химпотенциала: 
2

2

32 2 2
, 1( )

1 1 2 42 2 2
1 1 , 1( )

2
1 1

2

( , ) 2 2

2

ij
i j

i jiji
i j i j

i j i ji ij
i j

i j

c Q c

c c c E Q c n c Q c n

c E Q c



  

 

 
 
         

      
 
 


  

 

,    (30) 

где 

2(3,4) 2(3,4)

0

exp( )nm
j

n

i ij
nmQ Q i



 
   
 


k

k r . 

Условием образования конденсата является наличие отталкивающего 
взаимодействия между квазичастицами. Характер экситон-экситонного 
взаимодействия отражают второе и третье слагаемые в (30). При этом БЭК 
экситонов возможен лишь в случае, когда их сумма положительна. В случае 
темных экситонов в кристаллах без центра инверсии второе слагаемое от-
сутствует, а поскольку третье всегда положительное, то БЭК оказывается 
возможным. Появление БЭК в случае светлых экситонов обусловливается 
«конкуренцией» второго и третьего слагаемых в (30). Зависимости этих сла-

гаемых от концентраций c1 и c2 = 1 – c1 параболические, однако характери-
стики парабол различны. Поэтому возможны ситуации, при которых для оп-
ределенных значений параметров и концентраций знак суммарного взаимо-
действия может меняться на противоположный. В силу этого возможны раз-
личные условия образования БЭК. 

Ситуация 1. Численное моделирование проведем для тех же значений па-
раметров исследуемой структуры, что и в работах [19,20]: 

 1 4 14.5 10 cmE   ,   4(2) 14 10 cmE   ; 
11 4 1

2 3 10 cmQ   ,   22 4 1
2 3.1 10 cmQ   ,   12 12 4 1

2 2 3.5 10 cmQ Q   ; 

11 4 1
3 2 10 cmQ   ,   22 4 1

3 2.5 10 cmQ   ,   112 4 1
3 3

2 2.1 10 cmQ Q   ; 

11 4 1
4 0.4 10 cmQ   ,   22 4 1

4 0.3 10 cmQ   ,   12 21 4 1
4 4 0.1 10 cmQ Q   . 

На рис. 2,I приведены кривые, соответствующие данной ситуации (пара-
метры модели указаны выше), когда при малых концентрациях взаимодей-
ствие экситонов отрицательное (притяжение), что приводит к образованию 
«капель», а при больших – положительное (отталкивание), и появляется 
возможность возникновения БЭК экситонов. 
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Ситуация 2. При другом наборе параметров [19,20]: 

 1 4 14.5 10 cmE   ,   4(2) 14 10 cmE   ; 

11 4 1
2 3.5 10 cmQ   ,   22 4 1

2 3.3 10 cmQ   ,   12 12 4 1
2 2 3 10 cmQ Q   ; 

11 4 1
3 2.7 10 cmQ   ,   22 4 1

3 2.3 10 cmQ   ,   2112 4 1
3 3 1 10 cmQ Q   ; 

11 4 1
4 0.4 10 cmQ   ,   22 4 1

4 0.3 10 cmQ   ,   12 21 4 1
4 4 0.1 10 cmQ Q   , 

 
I 

                       

                              а                                                                         б 

II 

                     

                            а                                                                         б 

Рис. 2. Зависимости химического потенциала μ(c)·10–4 cm–1 для описанных в тексте 

ситуаций 1(I) и 2 (II): а – от концентрации  c1 (c2 = 1 – c1) структурных компонент; 

б – от концентрации первого (-·-·-), второго (···) и третьего (---) слагаемых (30); 

сплошная линия – сумма второго и третьего слагаемых (30) 
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как показано на рис. 2,II, образуются БЭК экситонов для промежуточных 
значений концентрации структурных дефектов. Причем в случае предель-
ных значений концентрации имеет место притяжение и возникновение БЭК 
экситонов невозможно. Следует учесть, что если распределение компонент в 
кристалле неоднородно, то в обоих случаях возможно появление хаотичес-
ких пространственно разделенных областей с БЭК экситонов (БЭК экситон-
ных «капель»), между которыми находятся запрещенные области. Отметим, 
что этот вывод справедлив при произвольных значениях концентраций n, 
поскольку оба слагаемые имеют одинаковую зависимость от плотности. 

Если в кристалле слагаемое третьего порядка доминирует, то БЭК свет-
лых экситонов на нижнем уровне невозможен при любых концентрациях 
составляющих элементов. В то же время возможен БЭК на верхнем уровне, 
однако существенным фактором становится время жизни квазичастиц. Тем-
ные экситоны могут конденсироваться, но поскольку они не способны лю-
минесцировать, то их наблюдение затруднено. Для обнаружения таких со-
стояний необходимо применять другие методики, в частности рассматривать 

нелинейные оптические процессы с участием БЭК [8,9]. 

Заключение 

Использование приближения виртуального кристалла для численного мо-
делирования с последующим анализом спектра экситонных возбуждений и 
особенностей зависимости химпотенциала от концентрации структурных 
дефектов исследуемой неидеальной решетки молекулярного кристалла по-
зволило изучить возможности появления экситонного БЭК в модельной не-
идеальной структуре. Показано, при каких условиях возможно возникнове-
ние БЭК светлых и темных экситонов. Полученные результаты представля-
ют интерес для интерпретации экспериментальных данных при получении 
соответствующих оптических характеристик. 
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Yu.D. Zavorotnev, V.V. Rumyantsev, S.А. Fedorov, Е.Yu. Tomashevskaya 

FEATURES OF FORMATION OF BOSE-EINSTEIN CONDENSATE  
OF EXCITONS IN DEFECT-CONTAINING CRYSTALS 

Possible formation of exciton Bose-Einstein condensate (BEC) in a model non-ideal lat-
tice of a molecular crystal is studied. The related analysis of the spectrum of excitonic 
excitations has been carried out. Within the framework of virtual crystal approximation 
(VCA), structural defect concentration dependence of the chemical potential is modeled 
and the features of the emergence of exciton condensate in a non-ideal system are studied 
on this basis. The conditions of the emergence of BEC of dark and bright excitons are 
demonstrated. 

Keywords: exciton, Bose-Einstein condensate, chemical potential, structural defects, vir-
tual crystal approximation 

Fig. 1. Presentation of Dyson equation for calculation of the spectrum with account of the 
three-body interaction. Solid line is Green function of condensate exciton without an in-
teraction, bold solid line is Green function with account of the three-body interaction 

Fig. 2. Chemical potential μ(c)·10
–4

 cm
–1

 in the cases 1 (I) and 2 (II) described in the text: 
а – dependence on the concentration of the structural components c1(c2 = 1 – c1); б – de-
pendence on the concentration of the first term (-·-·-), the second (···) and the third one 
(---) (30); solid line is the sum of the second term and the third one (30) 
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Исследованы способы описания процесса упорядочения, лимитируемого диффузией. 
Получены решения кинетических уравнений в рамках разных моделей массопереноса. 
Установлено, что при постоянном значении коэффициента «диффузии» параметра 
порядка в модели Фика–Онзагера рост кристаллитов в стационарных и неста-
ционарных условиях существенно различается. Найдено автомодельное решение 
гауссовского типа для диффузионного уравнения в нестационарном случае 
упорядочения частиц. Оно демонстрирует стремление параметра порядка к нуле-
вому значению, что соответствует достижению скоростью кристаллизации 
максимальной величины. Показано, что в неравновесной системе не изменяется 
закон действующих масс, а пренебрежение взаимным влиянием фаз эквивалентно 
отсутствию учета локальных областей со смешанными фазовыми состояниями. 
Случайные взаимодействия локальных областей могут сформировать идеальный, 
регулярный или другой раствор фаз в аморфной среде. При описании эволюции 
реальных неупорядоченных систем необходимо учитывать не только выполнение 
закона действующих масс, но и зависимости кинетических коэффициентов от 
сродства фаз. Продемонстрирована возможность применения гиперкомплексных 
функций (кватернионов) для анализа необратимых явлений в системах с отсут-
ствием порядка. Отмечено, что при моделировании кинетики кристаллизации в 
металлических стеклах модель Колмогорова не учитывает «диффузию» пара-
метра порядка. 

Ключевые слова: объемная доля, параметр порядка, фазовое превращение, хими-
ческий потенциал, сродство, температура, аморфная среда 

Введение 

Описание кинетики кристаллизации в аморфных сплавах базируется на 
модели Колмогорова–Джонсона–Мела–Аврами [1–5] (модель КДМА). Од-
нако в этом теоретическом построении не учитываются лимитирование про-
цесса упорядочения в расположении частиц необратимыми явлениями 
(диффузия по законам Фика, теплопроводность по закону Фурье и др.), а 
также возникновение периодических движений (колебания, волны) переноса 
физических величин (см., напр., [6]). В работах [7–9] с учетом результатов 
[10–14] была предпринята попытка построения термодинамической модели 
кристаллизации в аморфном сплаве при наличии в системе локально-равно-
весных областей. Автором [7] было получено выражение для эффективного 
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коэффициента диффузии при использовании идеи, аналогичной рождению 
зародыша новой фазы в неограниченной материнской матрице [15, с. 84–88]. 
В этих работах не была изучена кинетика изменения параметра порядка (на-
пример, разности объемных долей двух сосуществующих фаз), который яв-
ляется критерием изменений состояния аморфного сплава в целом. Кроме 
того, в формулировке задачи не учитывалась асимметрия в реакциях обмена 
и диффузионных потоков между контактирующими фазами. 

Коллективная перестройка термодинамической системы может сопрово-
ждаться колебаниями характеристик неравновесного образца и распростра-
нением волн вещества (см., напр., [6,16,17]). Появление автоколебаний в 
аморфном сплаве возможно, в частности, на первоначальной стадии заро-
дышеобразования: рождение и растворение зародышей кристаллической фа-
зы докритического размера имеет спонтанный, но периодический характер. 
Для изучения этого явления, а также возможного появления «волн» упоря-
дочения применяется неклассическая кинетика. В ее основе лежат получен-
ные ранее уравнения для гиперкомплексных функций [18–23]. 

Целью данной работы является исследование сценариев процесса упоря-
дочения, ограниченного диффузией, в неравновесной системе. Названия мо-
делям даны автором в честь ученых, внесших существенный вклад в идей-
ную составляющую рассматриваемой проблемы. 

1. Кинетическая область линейных законов: модель Фика–Онзагера 

Повышение температуры аморфного образца (или времени выдержки 
сплава при фиксированной температуре) приводит к возникновению заро-
дышей кристаллической фазы и их росту. При малых отклонениях теплового 
состояния объекта от термодинамического равновесия связь между кинети-
ческими величинами носит линейный характер. Распад гомогенной системы 

на две фазы с объемными долями x1 и x2, связанных соотношением 

1 2 1x x  ,                                                   (1) 

вызывает появление целого ряда необратимых процессов, самым медленным 
из которых является диффузия. Если она происходит в кинетической области 
линейных законов, то применяют модели Фика и Онзагера (см., напр., [13]). 

Обмен энергией, веществом и энтропией между структурно или агрегатно 
разными состояниями системы можно описать как псевдохимическую реакцию 
изменения объемной доли одной из фаз [8] (в силу соотношения (1)): 

1 2
2 1

d d

d d

x x
kx bx

t t
      ,                                     (2) 

где   – скорость превращения (интенсивность производства кристаллической 

фазы 1 из аморфной фазы 2 или наоборот); k, b – кинетические коэффициенты 
соответственно прямой реакции и обратного перехода. Обращение правой час-
ти (2) в нуль отвечает установлению равновесия между прямой и обратной ре-
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акциями, при этом отношение /k b  определяет константу фазового превраще-

ния. В случае кристаллизационного процесса данное отношение значительно 
превышает единицу, поэтому скоростью обратной реакции можно пренебречь. 

Интегрирование уравнения (2) дает зависимость объемной доли фазы 1 от 
времени, аналогичную функциональной связи в модели КДМА [8]: 

1

0

1 exp ( )d
t

x k
 

    
 
 
 .                                  (3) 

Отметим, что квазихимический подход не учитывает обеднения про-
странства, окружающего зародыш фазы 1, ресурсными компонентами, а 
также влияния системы в целом на протекание процессов в локальной облас-
ти. Коллективное поведение фаз будем характеризовать параметром порядка 

1 2x x   .                                                (4) 

Из равенств (1) и (4) находим, что 

1
1

2
x


 ,   2

1

2
x


 ,                                  (5) 

причем параметр   изменяется в пределах от –1 до 1. 

Предположим диффузионный режим проникновения кристаллической фазы 
в аморфную матрицу сплава, т.е. выполнение уравнений 

1
1div

x

t


  


J ,                                        (6) 

2
2div

x

t


  


J .                                         (7) 

Здесь векторный поток фазы i по модели Онзагера [10] равен 

1

n

i ij j
j

L


 J X ,                                        (8) 

где n – число протекающих необратимых процессов; Lij – матрица кинетичес-
ких коэффициентов Онзагера, учитывающая взаимное влияние процессов; 

Xj – термодинамическая сила, связанная с термополевым потенциалом j  

[24] соотношением 

j jX   .                                               (9) 

Отсутствие корреляции в состояниях движения компонентов системы 
приводит к вырождению матрицы кинетических коэффициентов Онзагера, 
которая принимает диагональный вид 

ij i ijL L  ,                                             (10) 

где для чисто диффузионного процесса i i iL D x  – кинетический коэффици-

ент Онзагера, связанный с коэффициентом «диффузии» Di (коэффициентом 
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упорядочения-разоупорядочения) фазы i [13]; 
0,  

1,  
ij

i j

i j


  


 – символ Кроне-

кера. Согласно [24] потенциалами физико-химических превращений аморфной 
матрицы в упорядоченную среду являются потенциалы i i i i       

0( )i i i i       , где 1 /    ( Bk T  , Bk  – константа Больцмана, T  – темпера-

тура по шкале Кельвина), 0 lni i ix      – химический потенциал фазы i в 

рамках модели идеальных фаз [7], 0i  – значение химического потенциала 

фазы i при выбранном стандартном состоянии среды. Тогда поток фазы i равен 

( )i i i iD x   J .                                 (11) 

Такое определение кинетических потоков необходимо для согласования по-
лучаемых уравнений с законами Фика. 

Сумма уравнений (6) и (7) с учетом равенства (1) приводит к соотношению 

1 2div( ) 0 J J ,                                      (12) 

которое автоматически выполняется, если при отсутствии потоков на границе 

1 2 1 2 1( ) ( )D D x t     J J I .                                 (13) 

Равенство коэффициентов «диффузии» 1 2D D  соответствует достижению 

кинетического равновесия фаз. Отметим, что уравнение (12) обращается в тож-
дество, если сумма потоков (13) является вихревым полем, т.е. 1 2 rot J J H . 

Разность уравнений (6) и (7) с учетом определения (4) дает 

div( ) ( )(1 )D k t
t


    


,                                     (14) 

здесь D = (D1 + D2)/2 – коэффициент «диффузии» параметра порядка (коэф-

фициент упорядочения). Отметим, что переход системы в кинетическое рав-
новесие наблюдается при равенстве по величине всех вышеуказанных коэф-
фициентов «диффузии». 

Решение уравнения (14) будем искать в виде 

0

( , ) 1 2exp ( , ) ( )d
t

R t R t k z z
 

     
  

 ,                             (15) 

где начало системы координат совпадает с центром сферического зародыша 
с радиусом R. Полагая коэффициент D постоянным и подставляя (15) в (14), 
получим 

2
D

t

     
 

.                                         (16) 

В безразмерных величинах уравнение (16) для сферически симметричного за-
родыша [4] новой фазы имеет вид 

2 2

2

2

r r r r

     
   

    
.                                 (17) 
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Здесь 2/Dt l   − безразмерное время (где l − характерная длина задачи, на-
пример длина диффузионного скачка); /r R l  − безразмерный радиус за-
родыша R. Два решения стационарного уравнения (17) ( / 0   ) при-

ведены в работе [8]. 

В отличие от [8] введение автомодельной переменной /r    позволя-

ет преобразовать (17) к виду  

22

2

d d 2 d
0

d 2 dd

      
      

      
,                          (18) 

а затем заменой ( ) d / dy      привести к дифференциальному уравнению 

2d 2
0

d 2

y
y y

 
    

  
,                                 (19) 

которое является уравнением Риккати общего вида 2( ) ( ) ( )y f y g y h       , 

где ( ) 1f    , 
2

( )
2

g
 

     
, ( ) 0h    (см., напр., [25]). Замена 

1

0

( )
( )

( )d

y

C


 
 

   

                                         (20) 

(C1 − произвольная постоянная) переводит (19) в дифференциальное урав-
нение первого порядка с разделяющимися переменными 

d 2
0

d 2

  
    

  
,                                         (21) 

решением которого является функция гауссовского типа 

2
2
2

( ) exp
4

C  
       

.                               (22) 

Следовательно, автомодельная функция ( , )r t  определяется формулой 

0

( , ) ( )dr t y


    ,   /r   .                         (23) 

Проведенный анализ показывает, что механизмы процесса упорядочения 
при стационарных и нестационарных условиях существенно отличаются 
друг от друга. Отметим, что для нестационарной задачи решение (22) опре-
деляется функцией типа распределения Гаусса. 

2. Нелинейная неравновесная термодинамика: модель де Донде–Бахаревой. 
Вероятностная трактовка фазовых состояний локальных областей 

Линейная теория необратимых процессов Фика–Онзагера опирается на 
принцип микроскопической обратимости, который состоит в инвариантно-
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сти динамических уравнений движения частиц, образующих термодинами-
ческую систему, по отношению к изменению знака времени на противопо-
ложный [26]. Применение механического подхода к неравновесным систе-
мам показывает отсутствие термодинамического аналога кинетической 
энергии, что соответствует полной безынерционности таких объектов или 
полной необратимости процессов в них [27]. 

Использование теории вероятностей и теории случайных процессов в 
случае скалярных величин (или теории случайных полей – для векторных и 
тензорных явлений) позволяет описать необратимые изменения неравновес-
ной системы как марковский процесс. Если система находится вблизи тер-
модинамического равновесия, то ее состояние можно описать функцией 
распределения Гаусса [26], что соответствует рассмотренной выше линей-
ной модели Фика–Онзагера. При удалении от равновесия состояние системы 
следует описывать с использованием нелинейных дифференциальных урав-
нений. В этом случае необходимо полагать экспоненциальную зависимость 
между параметрами состояния и термодинамическими силами. В частности, 

исследование циклических и обратимых химических реакций в многокомпо-
нентной смеси газов показало, что такие уравнения описывают как линейную, 
так и нелинейную части кинетической области в полном соответствии с зако-
ном действующих масс Гульдберга–Вааге [26–28,13]. 

Кроме того, в нелинейной термодинамике кинетические коэффициенты за-
висят от параметров среды, а химические потенциалы фаз в реальном аморф-
ном сплаве описываются формулами 

0 lni i ia     ,                                       (24) 

где i i ia x   − активность фазы i, i  − ее коэффициент активности. Отметим, 

что в стандартном состоянии ( 0i i   ) активность чистой фазы ais = 1. Если 

какая-либо локальная область системы переходит в состояние термодинами-
ческого равновесия, то 

1 2 1 2 10 20 0/ exp[ ( )] exp( )e e ea a K           ,    (25) 

здесь aie – равновесное значение активности фазы i, eK  – константа фазового 

равновесия. 
Согласно [11] фазовое превращение осуществляется под действием сродства 

1 2 0 1 2 0 1 2ln( / ) ln( / )A a a A a a            ,           (26) 

которое в состоянии термодинамического равновесия обращается в нуль (см. 
равенство (25)). Величина 

0 0 0P s T      ,                                          (27) 

где ω0 и s0 – объем одной локальной области и ее энтропия в стандартных ус-

ловиях, ΔP и ΔT – изменения соответственно давления и температуры на меж-
фазной границе. Если локальная область представляет собой сферический за-
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родыш, то с учетом формулы Лапласа для изменения давления на искривлен-
ной поверхности радиуса R [29, с. 267], а также связи энтропии с теплотой фа-

зового перехода Hm и его температурой Tm получаем 

3
0 0 0

4 2 2
, , , ; 1

3 3
m

m m
m m

H T
R P s T T T S H

R T T

  
             

 
, (28) 

здесь  – удельная плотность поверхностной энергии, S – площадь сферы. 
Вероятность того, что локальная область занята фазой i, определим выра-

жением 

 0 exp 1i i iw a     ,   0 0i i i     .                  (29) 

Сумма активностей (29) не равна единице, так как она зависит от внешних па-
раметров и в системе присутствуют области со смешанными фазовыми состоя-
ниями. Поэтому решим вероятностную задачу о случайном выборе локальной 
области, которая находится в том или ином фазовом состоянии. 

Пусть наудачу выбранная локальная область занята кристаллической (слу-
чайное событие X) или аморфной (случайное событие Y) фазой. Безусловные 

вероятности этих событий обозначим P(X) = а1 и P(Y) = а2, а условные − соот-

ветственно 1( / )P X Y p  и 2( / )P Y X p . 

Рассмотрим возможные варианты взаимосвязи случайных событий X и Y, 
когда они являются: 

− зависимыми, то согласно теореме о вероятности зависимых событий (см., 
напр., [30, с. 270]) имеем 

( ) ( ) ( / ) ( ) ( / )P X Y P X P Y X P Y P X Y     .             (30) 

Из равенства (30) с учетом (25) и (26) следует, что 

 1 2 1 2 0/ / exp ( ) exp( )ea a p p K A A K A       ,        (31) 

где K – константа фазового превращения в неравновесных условиях. Другими 
словами, удаление системы от положения термодинамического равновесия со-
провождается соблюдением закона действующих масс Гульдберга–Вааге. Об-
ращение термодинамической силы в нуль (A = 0) переводит систему в термо-

динамическое равновесие. При A = A0 активности фаз совпадают (K = 1), что 

соответствует достижению скоростью кристаллизации ( /ia T   или /ia t  ) 

максимального значения; 
− независимыми, тогда вероятности i ip a  (i = 1, 2), а равенство (30) пере-

ходит в тождество; 
− несовместными, т.е. отсутствуют смешанные области фазовых состоя-

ний. Тогда вероятность суммы событий X и Y есть случайное событие Z, веро-
ятность которого ( )P Z w : 

1 2( ) ( ) ( ) ( )P X Y P Z P X P Y a a w       .                    (32) 
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Если при идеализации фазового раствора ( 1i  ) события X и Y образуют 

полную группу событий, то вероятность 1w   и равенство (32) переходит в (1); 
− совместными и зависимыми. Воспользуемся теоремой о вероятности 

суммы двух совместных и зависимых стохастических событий (см., напр., 
[30, с. 273]): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( / )P X Y P Z w P X P Y P X Y P X P Y P X P Y X            (33) 

или 

1 2 1 2a a a p w   .                                            (34) 

Из равенства (34) легко видеть, что при 1i   (отсутствие взаимодействия 

фаз) и выполнении равенства 1 2 1x p w   оно вырождается в (1). Если предпо-

ложить, что условные вероятности случайных событий X и Y с коэффициентом 
L пропорциональны отклонениям активностей фаз от своих объемных долей 
( ( )i i ip L a x  ), а событие Z является достоверным ( ( ) 1P Z w  ), то равенство 

(1) реализуется при идеализации фазового раствора ( 1i  ). Отсюда становится 

очевидным, что при положительных отклонениях от закона Рауля [13] ( i ia x ) 

сумма активностей (29) будет больше, а при отрицательных ( i ia x ) – мень-

ше единицы. Следовательно, идеализация фаз отвечает предположению о не-
совместности случайных событий X и Y, т.е. пренебрежению локальными об-
ластями со смешанным фазовым составом (области вблизи межфазной границы, 
области с флуктуационно зарождающимися кристаллитами и т.п.); 

− совместными и независимыми ( i ip a ), тогда (34) принимает вид 

1 2 1 2a a a a w   .                                            (35) 

При 1i   равенство (34) переходит в выражение по «типу Бирона» [31, с. 31], 

характерное для регулярных растворов. Из (35) видно, что регулярные раство-
ры существуют только при положительных отклонениях активностей от закона 
Рауля (положительна энергия смешения фаз). Для идеального раствора фаз 
равенство (35) выполняется только при объемной доле фазы 1, равной 

0.5 0.75x w  , 0.75 1w  .                               (36) 

Отметим, что при 0.5x   ( 0.75w  ) на многих экспериментальных зависимо-

стях x(Т) наблюдается точка перегиба при температуре Tx, при которой ско-

рость кристаллизации достигает максимального значения. 
Проведенный анализ показывает, что случайные взаимодействия локаль-

ных областей могут сформировать раствор фаз различной физической при-
роды (идеальный, регулярный и т.п.). Достижение термодинамического рав-
новесия локальными областями с разными фазовыми состояниями (термо-
динамическая сила A = 0) отвечает идеализации фазового раствора и порож-
дает наличие точки перегиба на графиках температурных зависимостей объ-
емных долей фаз. 
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3. «Диффузия» фаз как марковский процесс: модель Фоккера–Планка 

Предположим, что исследование образца производится после завершения 
всех необратимых процессов, кроме «диффузионных». Для описания «диф-
фузии» фаз при кристаллизации аморфного сплава будем использовать 
уравнение Фоккера–Планка [32; 33; 13, с. 125], которое базируется на урав-
нении Ланжевена. В теории случайных процессов его вывод осуществляется 
в предположении отличия от нуля вероятностей перехода из одного динами-
ческого состояния системы в другое [34]. Выпадение кристаллов из пересы-
щенных или переохлажденных растворов происходит в две стадии (флук-
туационное образование зародышей новой фазы и их рост), при этом рас-
пределение кристаллитов по размерам имеет гауссовский вид. 

В рамках построения Фоккера–Планка согласно модели Онзагера опреде-
лим потоки фаз формулой 

 
2

1
i i ij j

j

a L


   J u .                                  (37) 

Здесь u − скорость движения границы зародыша. Следовательно, уравнение 
(14) не учитывает не только перекрестные эффекты, но и влияние роста заро-
дышей на величину объемной доли фазы. Для того чтобы градиентное слагае-
мое в равенстве (37) отвечало первому закону Фика, необходимо определить 
матрицу кинетических коэффициентов в виде (по теории Онзагера ij jiL L ): 

2

ij j ji i
ij

D a D a
L


 ,                                         (38) 

где Dij − матрица коэффициентов «диффузии» фаз. Если матрица (38) имеет 

диагональный вид (10) (отсутствуют корреляции в состояниях движения фаз), 

то Dij также будет диагональной матрицей. С учетом указанных обозначений и 

определения (38) равенство (37) принимает вид 

2

1
2

ij j ji i
i i j

jj

D a D a
a a

a



  J u .                           (39) 

Введем в рассмотрение параметр порядка, который равен 

1 2a a   .                                             (40) 

Учет соотношения (31) позволяет записать активности фаз через параметр по-
рядка 

1
1

K
a

K





,  2

1
a

K





,  1K  .                        (41) 

При K = 1 по (31) активности фаз совпадают, а  параметр порядка по (40) об-
ращается в нуль. Легко показать, что потоки фаз определяются уравнениями 

1 1 1D   J U ,                                      (42) 
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2 2 2D   J U .                                        (43) 

Здесь 1 1 2( ) ( )f K f K K  U u  (где 1( )
1

K
f K

K



, 

11
2 2

( )
( )

( 1)

pD D K
f K

K





, 

12 21( )
2

p
D D K

D K


 ), 1 11 ( )pD D K D K  ; 2 3 4( ) ( )f K f K K  U u  (где 

3
1

( )
1

f K
K




, 
22

4 2

( )
( )

( 1)

pD K D K
f K

K K





), 2 22 ( )pD D D K  . Разность выраже-

ний (42) и (43) определяет поток параметра порядка J : 

1 2 D      J J J U ,                                  (44) 

где 1 2 U U U , 1 2D D D  . 

Реакция фазового превращения существенно сдвинута в сторону образова-
ния кристаллитов ( k bK ), поэтому с учетом сохранения закона Гульдбер-
га–Вааге интенсивности производства фаз i  равны: 

 
1 2 1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

k t b t K k t
k t a b t a k t a

K K

  
     

 
,   2 1   .      (45) 

Следовательно, кинетическое уравнение для определения параметра порядка 
имеет вид 

 
2 ( )

div
1

k t
U D

t K

 
    

 
.                        (46) 

Если коэффициенты активностей фаз i  близки к единице и скорость границы 

упорядочения 0U , то уравнение (46) вырождается в (14). 

Поэтому рассмотрим условия, при которых возникают частные случаи 
уравнения (46). Их реализация наступает при отсутствии: 

− дрейфа границы упорядочения ( 0U ), т.е. выполняется равенство 

1 2U U . Тогда межфазная граница перемещается со скоростью 

 4 2( ) ( )f K f K K  u .                                 (47) 

Она будет неподвижна ( 4 2( ) ( )f K f K ) при условии  

22 11( )
( )

1
p

D D K
D K

K





,                                (48) 

а при нулевой корреляции в состояниях движения фаз ( 12 21 0D D  ) соотно-

шение (48) заменяется равенством 22 11D D ; 

− случайных блужданий параметра порядка ( 0D  ), т.е. 1 2D D . Это равен-

ство приводит к соотношению 

22 11D D K                                               (49) 

и не зависит от наличия или отсутствия корреляции в состояниях движения фаз; 
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− потока параметра порядка. Этот сценарий эволюции неравновесной 
системы возникает при одновременной реализации двух предыдущих вари-
антов или при выполнении условия 

D  U .                                              (50) 

В этом случае дрейф границы упорядочения компенсируется случайными 
блужданиями параметра порядка; 

− независимости неравновесной константы фазового превращения от 
пространственных координат ( ( )K K t ). Тогда скорости перемещения 

границы упорядочения и межфазной границы совпадают ( U u ), т.е. урав-

нение (46) принимает вид 

1div( ) ( )D k t
t


     


u ,                                    (51) 

здесь кинетический коэффициент реакции превращения аморфной фазы в кри-

сталлическую 1
2 ( )

( )
( ) 1

k t
k t

K t



. Если распределение параметра порядка со-

здает вихревое поле rot D   H u , то уравнение (51) для идеального рас-

твора фаз переходит в (2). Для несжимаемой конденсированной среды 
( div 0u ) уравнение (51) принимает вид 

1
d

div( ) ( )
d

D k t
t


     ,                                 (52) 

где субстанциальная производная 
d

dt t

 
  


u . Пренебрежение диффузи-

ей параметра порядка ( 0D  ) переводит (52) в легко интегрируемое диффе-

ренциальное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными: 

1 1

0

d
( ) exp ( )d

d

t

k t k
t

 
       

 
 
 .                             (53) 

При идеализации фазового раствора ( 1i  ) уравнение (53) вырождается в 

(2) с реализацией кинетики Колмогорова [1]. Следовательно, уравнение (52) 
также демонстрирует тот факт, что в модели [1] не учитываются случайные 
блуждания параметра порядка. 

4. Кинетико-динамическая модель процесса упорядочения. 
«Волны» кристаллизации 

В работах [18–23] были развиты представления о кватернионном подходе 
к исследованию физических явлений. Особенностями данного метода явля-
ются: одновременный учет кинетических и динамических характеристик не-
равновесной системы; получение кинетических уравнений без введения допол-
нительных условий связи между характеристиками; независимость функций 
состояния от зеркальных переменных; возможность естественного возникно-
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вения иерархий процессов и периодических движений. Дальнейшее исследо-
вание фазовых состояний локальных областей будем вести в безразмерных 
величинах. 

Фазовое состояние локальной области будем характеризовать гиперком-
плексным потенциалом 

Π   J ,                                              (54) 

где параметр порядка   определяется формулой (40), а на его поток J  не на-
кладываются ограничения Фика–Онзагера (11);   − «цвет» кватерниона 

( 2 1  ). Движущей термодинамической силой процесса пространственного 

упорядочения локальной области является кватернион F, скалярной частью ко-
торого выступает интенсивность процесса упорядочения  , а векторной – ло-

кальная сила X  [20]: 

F   X .                                              (55) 

Кватернионы (54) и (55) свяжем соотношением 

Π F  .                                            (56) 

Здесь оператор «тетра» 


   


 (где 
x y z

  
   

  
i j k  – оператор 

Гамильтона,   и ( zyx ,, ) – безразмерные время и пространственные коор-

динаты соответственно); F     X  – комплексно-сопряженный кватерни-

он силы (55). В компонентах уравнение (56) эквивалентно системе уравнений 

div ,

:
J

grad rot .

Π F


  

  
    



J

J X

                              (57) 

В работе [20] показано, что система (57) позволяет описывать как периодиче-
ские движения (колебания и волны), так и иерархии подобия зацепляющихся 
необратимых процессов. Эти явления определяют физическую суть процесса 
кристаллизации в отличие от геометрико-вероятностной трактовки модели 
КДМА [1–5].  

Произведем следующие действия: 1) вычислим частную производную по 
времени от первого уравнения системы (57) и дивергенцию от второго урав-
нения, а затем вычтем из второго результата первый; 2) вычислим градиент от 
первого уравнения (57) и частную производную по времени от второго урав-
нения, а затем вычтем из первого результата второй. После произведенных 
операций получим систему уравнений 

div ,

2rot rot rot ,

  
      


   

 

X

X
J J X





                       (58) 
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где 
2

2


  


  – оператор Даламбера (волновой оператор), 

2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – оператор Лапласа. При локальном сохранении интен-

сивности производства порядка правая часть первого уравнения (58) обну-
ляется, а в образце возникают продольные «волны» упорядочения. Анало-
гичное обнуление правой части второго уравнения (58) приводит к выраже-
нию, которое описывает распространение поперечных «волн» потока пара-
метра порядка J. В кватернионном виде система (58) эквивалентна уравнению 

Π 2 rotrotF     J .                                   (59) 

Если правая часть (59) равна нулю, то кватернион порядка (54) является ги-
пергармонической функцией. При пропорциональности правой части (59) ква-

терниону порядка (54), т.е. при выполнении равенства 2 rotrot ΠF     J  

( − коэффициент пропорциональности), уравнение (59) определяет гипер-

функцию (54) как собственную функцию волнового оператора Даламбера. 
Иерархия подобия возникает при пропорциональности кватерниона силы 

(55) сопряженной гиперкомплексной функции (54), т.е. 

ΠF   ,                                             (60) 

где   − коэффициент подобия, который является функцией действительных 

переменных. Тогда системы (57) и (58) принимают соответственно вид 

div ,

grad rot ,


  


    

 

J

J
J J

     
2

2

,

2rotrot 2 rot .

    


     J J J J




       (61) 

Отметим, что согласно [22] в неподвижных локальных областях с нулевым па-
раметром порядка отсутствует субстанциональная производная кватернионного 
поля (54). Из первой системы (61) видно, что при выполнении уравнения 

rot 0


 


J
J                                                   (62) 

она переходит в систему уравнений модели Фика–Онзагера 

div ,

rot 0,

grad ,


  




 


  



J

J
J

J

                                         (63) 
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где обратная величина 1 D   определяет коэффициент «диффузии» параме-

тра порядка. Таким образом, первый закон Фика отображает рождение иерар-
хии подобия, а второе уравнение (61) – его обобщение на случай динамическо-
го режима процесса кристаллизации. 

Умножим скалярно второе уравнение системы (57) на скорость движения 
границы зародыша u  и вычислим его сумму с первым уравнением. Получим 

соотношение, которое выполняется в любой точке неупорядоченной среды 

d

d
v

t


  B u ,                                               (64) 

здесь divv   J  − скорость фазового превращения за вычетом расходимости 

диффузионного поля параметра порядка, rot


  


J
B J X  − локальная дви-

жущая сила процесса. Обращение в нуль последней величины или ее перпенди-
кулярность вектору скорости движения границы переводит систему уравнений 
(63) в стандартный вид, но без задания выполнения первого закона Фика. 

Выводы 

1. В основу модели Колмогорова–Джонсона–Мела–Аврами положена гео-
метрико-вероятностная трактовка процесса кристаллизации. По математиче-
ской сути ее основная формула эквивалентна решению уравнения для квази-
химического процесса образования–растворения кристаллитов при условии 
существенного смещения скорости фазового превращения в сторону их об-
разования. 

2. Исследованные модели демонстрируют, что игнорирование диффузии 
параметра порядка даже в простейшем случае модели Фика–Онзагера может 
приводить к отклонениям теоретической кривой модели Колмогорова от 
экспериментальной зависимости объемной доли кристаллитов от темпера-
туры по шкале Кельвина (для тепловой (неизотермической) кристаллизации) 
или от времени (для изотермического упорядочения). 

3. Вероятностно-термодинамическое моделирование реальной неупоря-
доченной среды показывает возможность образования в ней различных рас-
творов (идеальный, регулярный и т.п.) фазовых состояний, в которых нахо-
дятся локальные области. 

4. В реальных неравновесных системах соблюдается закон действующих 
масс, при этом подвижность межфазной границы и кинетические коэффици-
енты модели зависят от сродства фаз. 

5. Использование гиперкомлексного анализа дало возможность не только 
выявить условие возникновения диффузии Фика при гауссовском распреде-
лении параметра порядка, но и указать на формирование таких явлений, как 
волновой режим и построение иерархий необратимых процессов. 
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S.V. Terekhov 

KINETICS OF ORDERING UNDER DIFFUSION CONSTRAINT 

The methods of description of the process of ordering limited by diffusion are investigated. 
The solutions of kinetic equations are obtained in the framework of different models of mass 
transfer. It is established that the growth of crystallites differs significantly in stationary and 
non-stationary conditions under a constant value of the «diffusion» coefficient of the order 
parameter in the Fick–Onsager model. An automodel Gaussian-type solution is found for the 
diffusion equation in the non-stationary case of particle ordering. It demonstrates the tendency 
of the order parameter to zero, which corresponds to the maximum value reached by the 
crystallization rate. It is shown that the law of active masses does not change in a non-
equilibrium system, and ignoring of the mutual influence of phases is equivalent to neglect of 
local regions with mixed phase states. Random interactions of local regions can form an ideal, 
regular, or other solution of phases in an amorphous medium. When describing the evolution 
of real disordered systems, it is necessary to take into account not only the fulfillment of the 
law of acting masses, but also the phase affinity dependence of kinetic coefficients. The 
possibility of using hypercomplex functions (quaternions) for the analysis of irreversible 
phenomena in the systems without order is demonstrated. It is noted that when modeling the 
crystallization kinetics in metal glasses, the Kolmogorov model does not take into account the 
«diffusion» of the order parameter. 

Keywords: volume fraction, order parameter, phase transformation, chemical potential, 
affinity, temperature, amorphous medium 
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СРАВНЕНИЕ ФОРМАЛИЗМА ИСЧИСЛЕНИЯ  
ВНЕШНИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ С МЕТОДОМ ЯКОБИАНОВ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 30 июня 2020 года 

Продемонстрированы особенности исчисления внешних дифференциальных форм. 
Проведено сравнение указанной дисциплины с методом якобианов. 

Ключевые слова: внешние дифференциальные формы, якобианы 

Введение 

В настоящее время ввиду развития экспериментальных и теоретических 
исследований конденсированного состояния вещества возрос интерес к ра-
ботам, которые позволяют с нетрадиционной точки зрения взглянуть на уже 
известные физические закономерности [1–6]. В этой связи данная статья 
представляется весьма актуальной, поскольку базируется на более фунда-
ментальном, чем общепринятый, подходе. 

1. Простая схема использования символики внешних  
дифференциальных форм для демонстрации свойств якобианов 

Рассмотрим ситуацию, когда осуществляется переход от одних перемен-
ных к другим: ( , ) ( , )u v x y . В случае прямого перехода ( , ) ( , )u v x y  в 

терминологии внешних дифференциальных форм имеем 

( , )
d d d d d d

( , )

u v
u v J x y x y

x y


    


      .                            (1.1) 

Формальным образом уравнение (1.1) можем переписать в виде 

d d

d d

u v
J

x y






 

 
.                                             (1.2) 

Докажем соотношение (1.2), т.е. продемонстрируем возможность рабо-
тать с формальными «отношениями» 2-форм как с обычными дробями (что 
подразумевает эквивалентность такого метода методу якобианов). 

По смыслу уравнение (1.1) содержит якобиан (условно) прямого перехода 
от одних переменных ( , )u v  к другим ( , )x y . Поэтому за 0-формы примем 

функции ( , )u u x y  и ( , )v v x y . В данном контексте независимые перемен-
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ные (x, y) – это тоже 0-формы. Далее строим внешние дифференциалы 0-форм 
(функций): 

d d d ,

d d d .

y x

y x

u u
u x y

x y

v v
v x y

x y

   
    

    

   
    

    

  

  

                                  (1.3) 

Заметим, что с тем же успехом мы могли бы рассмотреть и ситуацию с 
противоположным переходом ( , ) ( , )x y u v . В этом случае независимыми 

переменными были бы ( , )u v , а функциями – ( , )x x u v  и ( , )y y u v , что и 

будет означать условность понятий прямого и обратного переходов. 
Из 1-форм (1.3) конструируем соответствующие 2-формы и производим 

вычисления по известным правилам [1–6]: 

d d d d d d
y yx x

u u v v
u v x y x y

x y x y

               
             

               

       = 

= d d d d
y y y x

u v u v
x x x y

x x x y

         
        

          

     + 

+ d d d d
yx x x

u v u v
y x y y

y x y y

         
        

         

     = 

= 0 d d d d 0
y yx x

u v u v
x y x y

x y y x

         
          

         

     = 

= 
( , )

d d d d
( , )y yx x

u v u v u v
x y x y

x y y x x y

            
          

            

    .            (1.4) 

Разделим первый и последний члены в (1.4) на d dx y   и получим доказа-

тельство соотношения (1.2). 
Частным случаем равенства (1.2) будет являться ситуация, при которой 

одна из функций ,u v  будет совпадать с одной из независимых переменных 

,x y . Например, если v y , то согласно вышеизложенному имеем 

d d d d ( , )

( , )d d d d y

u v u y u y u
J

x y xx y x y

    
     

    

   

   
.                     (1.5) 

Наконец, если положить одновременно u x , v y , то по определению 

получаем 

d d d d ( , )
1

( , )d d d d

u v x y x y
J

x yx y x y

  
   

 

   

   
.                             (1.6) 

Таким образом, оба формализма (внешних и прямых дифференциальных 
форм) допускают использование «условных единиц». 
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Следовательно (см. и [7,8]), методология якобианов позволяет произво-
дить такие математические вычисления: 

1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u v z t u v z t
J J J

x y z t z t x y

   
      

   
.               (1.7) 

Итак, якобиан может быть разложен на произведение двух сомножителей. 
Ничто не запрещает провести подобное разложение и на три множителя. 

Аналогичное преобразование можно провести и с «дробями», составлен-
ными из 2-форм: 

d d d d d d d d d d d d
1

d d d d d d d d d d d d

u v u v u v z t u v z t

x y x y x y z t z t x y

     
     

     

           

           
.         (1.8) 

Согласно вышеизложенному равенства (1.7) и (1.8) эквивалентны. 
Данный формализм допускает (аналогично сказанному выше) использо-

вание более чем одной «условной единицы». 

2. Тождество Якоби в схеме внешних дифференциальных форм 

Тождество Якоби, записанное в форме якобианов, имеет вид 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u v z y v z u y u z v y

x y x y x y x y x y x y

     
     

     
.         (2.1) 

Традиционно оно доказывается прямым перемножением якобианов и приве-
дением подобных слагаемых в левой части. 

Запишем тождество Якоби с использованием внешних дифференциаль-
ных форм 

d d d d d d d d d d d d
0

d d d d d d d d d d d d

u v z y v z u y u z v y

x y x y x y x y x y x y

     
     

     

           

           
        (2.2) 

и докажем, что равенства (2.1) и (2.2) эквивалентны. 
В числителях соответствующих «дробей» представим 1-формы в развер-

нутом виде. Тогда каждая из 2-форм примет вид 

d d d d d d
y yx x

u u v v
u v x y x y

x y x y

               
             

               

       = 

= 
( , )

d d d d d d
( , )y yx x

u v u v u v
x y x y x y

x y y x x y

          
          

          

           (2.3) 

и аналогично для следующих форм: 

( , )
d d d d

( , )

z y
z y x y

x y


  


    , 

( , )
d d d d

( , )

v z
v z x y

x y


  


    , 
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( , )
d d d d

( , )

u y
u y x y

x y


  


    ,                                (2.4) 

( , )
d d d d

( , )

u z
u z x y

x y


  


    , 

( , )
d d d d

( , )

v y
v y x y

x y


  


    . 

Подставляем выражения (2.3), (2.4) в (2.2), сокращаем на 2-формы d dx y   и 

приходим к уже доказанной формуле (2.1). 
Замечание. Подчеркнем, что исчисление внешних дифференциальных 

форм дополняет и расширяет исчисление прямых форм и в совокупности с 
последним имеет глубокий фундаментальный смысл [1–6]. 

Выводы 

Продемонстрирована адекватность исчисления внешних дифференциаль-
ных форм в отношении метода якобианов. Показаны эффективность такого 
математического аппарата и возможность его применения к системам с 
большим числом степеней свободы, что подчеркивалось нами в более ран-
них работах [2–6]. 
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СOMPARISON OF THE FORMALISM OF EXTERNAL DIFFERENTIAL 
FORMS CALCULUS AND THE METHOD OF JACOBIANS 

The specific features of the calculus of external differential forms have been demon-
strated. The mentioned branch of science is compared with the Jacobian method. 

Keywords: external differential forms, Jacobians 
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НЕСТАНДАРТНАЯ ВЕРСИЯ ТЕОРЕМЫ РОМАНЕНКО–ШАРКОВСКОГО  
ДЛЯ ПРОСТОГО ЛОГИСТИЧЕСКОГО ОТОБРАЖЕНИЯ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 17 февраля 2020 года 

Получена предельная лемма о поведении семейства траекторий  μλS(t) динамической 
системы с начальным распределением μλ при t , где S(t) при t    – марковская 
полугруппа детерминированного одномерного отображения, для которого предполо-

жительно при λ   Λ 1λ Λ R∈  существует инвариантная перемешивающая мера Якобсо-
на. Результат является обобщением стохастического упорядочения вероятност-
ных мер для унимодального отображения, однако допускает «расширение» на бо-
лее общий класс случайных процессов (на семейство мартингальных и, в частно-
сти, феллеровских процессов) и формально является простым следствием сущест-
вования так называемой фильтрации системы множеств (аналога обычной -алгеб-
ры) фазового пространства случайных траекторий по соответствующей системе 
μλ -мер. Для доказательства применяются простые результаты современного не-
стандартного анализа. 

Ключевые слова: мартингал, фильтрация, расширенный универсум, цикл интер-
валов, считающая мера, борелевская алгебра 

Введение 

Из известного результата Якобсона [1] следует, что вероятностные меры 
существуют при некоторых значениях параметра    , где ϕ – пустое 

множество. В [2] показано, что такие меры порождаются стационарными 
марковскими процессами в узком смысле и для них существует аналог из-
вестного порядка Шарковского [3] по параметру λ. 

Цель данной работы состоит в том, чтобы доказать аналог теоремы Рома-
ненко–Шарковского (RSh) [4] об упорядочении вероятностных мер   для 

гладкого отображения 1 :f I I , преобразующего некоторый открытый ог-

раниченный интервал I  в себя. 
Ниже мы покажем, что аналогичный результат имеет место для логисти-

ческого отображения 

 1 1t t tX X X    ,   0t  ,   0 4   .                         (1) 

В нестандартном смысле фазовое пространство случайных траекторий, по-
рождаемых отображением (1), можно значительно расширить. Как следует 
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из [2], при 4   траектории, порождаемые итерациями некоторых точек функ-

ционального пространства 0,1x X , определяют стационарный марковский 

процесс с распределением  , инвариантным относительно сдвига. Метричес-

кое пространство X выбирается некоторым специальным образом (см., напр., 
[2,5]), поскольку классические пространства траекторий обычно не являются 
компактными. 

1. Порядок Шарковского на пространстве  
цилиндрических случайных функций 

Докажем существование порядка Шарковского на пространстве обычных 
цилиндрических случайных функций, порождающих классическую σ-
алгебру событий на некотором нестандартном пространстве, заданном на 

гиперконечной оси времени  0 1, ,..., iT t t t , где 0 1 ... 1T t t t      и 

1 0i it t    для всех i . Здесь отношение <≈> понимается в смысле, подробно 

определенном в [5]. 
Дадим лишь краткое пояснение нестандартного универсума гипердействи-

тельных чисел. Пусть N – множество натуральных чисел. Рассмотрим ультра-
фильтр на N, который определяется на семействе F подмножеств N, обла-
дающих свойствами 

,N F F  , 

1 1, ..., ...n nA A F A A F    ,                             (2) 

,A F A B B F    . 

Образование (2) называется фильтром, а из теоремы 1.1.1 [5] следует, что 
существуют так называемые свободные ультрафильтры U на N, которые яв-
ляются расширением фильтра конфинитных множеств E N  вида 

 1,..., kE N m m  .                                            (3) 

Мартингальный аналог теоремы Романенко–Шарковского. Идея дока-
зательства состоит в следующем. Будем рассматривать вместо траекторий 

tX , порождаемых отображением (1), траектории, заданные отображением 

1

0
dX X N  , где N является L

2
-мартингалом. По L

2
-мартингалу N опреде-

лим меру n  на -алгебре предсказуемых множеств соотношением 

      2
,N AA s t E I N t N s                                 (4) 

для всех предсказуемых прямоугольников, причем 

  0 0N A   .                                         (5) 

Здесь E – математическое ожидание, а IA – индикатор множества A. Тогда 

N  называется мерой Долеан, связанной с мартингалом N [6, с. 173]. 
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Отображение 
1

0
dX X N   является изометрией из  2

NL   в  2L P . По-

скольку простые функции 

 
1

,
i

N

i A i i
i

X a I x s t


 ,                                          (6) 

где 
ii sA F , а интеграл дается формулой 

        
1

10

d , ,
i

n

i A i i
i

X N a I N t N s


 
       
 
 

 ,                   (7) 

плотны в  2
NL  , то данное отображение продолжается до изометрии всего 

пространства  2
NL   в  2L P . Напомним, что L

2
-мартингал относительно 

стохастической фильтрации     0,1
, ,t t

F P


  – это просто такой мартингал 

 : 0,1N R  , что  2
tE N   . 

Напомним также, что функция :f R  измерима по Лебегу тогда и 

только тогда, когда она имеет поднятие :F T R , где T – гиперконечная 

ось времени. Здесь 
*
R = R

N
/U – нестандартное расширение, состоящее из ги-

пердействительных чисел. 

Будем называть мартингал λ
2
-мартингалом, если его траектории квадра-

тично интегрируемы. Более точно гиперконечный мартингал M называется 

λ
2
-мартингалом, если  0 2

tE M    для всех t T , где 
0
E  – стандартная 

часть (обычное число на R). Гиперконечный процесс X принадлежит классу 
SL2(M), если он является неупреждающим и квадратично интегрируемым 

относительно меры γ
M

. 
Тогда имеет место следующая условная лемма. 

Лемма 1. Пусть вложение 
1

0

dt t tX X M   для λ
2
-мартингала tM  непре-

рывно в  2SL M , X принадлежит классу  2SL M . Выберем   такое, что 

отображение fλ из (1) допускает свойство автостохастичности, т.е. существу-

ет стационарный в узком смысле марковский процесс такой, что для него 

существует вероятностная мера μλ на R. Тогда существует SL
2
-непрерывное 

продолжение инвариантной меры μλ в R для траекторий отображения fλ на 

меру γ
M

, которую можно построить на основе того мартингала, по которому 

проводится интегрирование. Эта мера γ
M

 принадлежит расширенному уни-

версуму 
*
R. 
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Из леммы 1 будет немедленно следовать аналог теоремы Романенко–

Шарковского, коль скоро вложение 
1

0

dt t tX X M  , по предположению, не-

прерывно. Класс мартингалов tM , для которых это так, достаточно широк, 

поэтому продолжение RSh -теоремы [4] на расширенный универсум 
*
R ох-

ватывает более широкое семейство случайных процессов, а потому анало-

гичная теорема в 
*
R содержательна. 

Доказательство. Вся трудность, конечно, состоит в том, чтобы построить 
соответствующую фильтрацию, которая продолжала бы некий аналог 
фильтрации на R для обычных одномерных отображений. Пусть для опреде-
ленности 1 :f I I  – любое унимодальное отображение («перевернутая» 

парабола с одним экстремумом; определение см. в [5]). Обозначим, как 
обычно, через ( )n nA A f  множество циклов интервалов периода n отобра-

жения f, содержащих точку экстремума c такую, что  nA f   . Известно 

[5, с. 75], что множество nA  содержит максимальный по вложению элемент, 

т.е. индексированное множество  
nA


 ограничено сверху циклом интерва-

лов  
nA


, если    
i iJ J
 
  при всех 0,1,..., 1i n  . Следовательно, множест-

во   ,nF A    вполне упорядочено в указанном смысле ( nF A ), и 

элементы F ограничены сверху циклом интервалов 

 0 1, ...,n nA J J 
     , где «черта» означает замыкание множества. 

Тогда (по лемме Цорна о выборе, см. [5]) частично упорядоченное множество 

nA  содержит максимальный элемент  * * *
,0 , 1, ...,n n k kA J J  , и можно считать, 

что *
,0nc J  и, следовательно, цикл интервалов *

nA  определяется однозначно. 

Пусть  
*

1

m
m m

p


 – возрастающая последовательность натуральных чисел 

такая, что   *0,
mpA f m   . Положим  * *:

mm px J J A    . Тогда 

 * *
m mf    , и последовательность замкнутых множеств  

*
*

1

m

m
m

  образует 

нечто подобное фильтрации (см. [5, с. 76]), с помощью которой удается раз-
бить множество всех траекторий отображения на конечное или счетное число 
естественных классов и изучить детально некоторые вопросы динамики од-
номерных отображений [4]. 

Положим далее, что T – гиперконечная ось времени и  , ,A P  – гипер-

конечное вероятностное пространство. Внутренней фильтрацией на Ω, па-

раметризованной множеством T, называется набор   , ,t t T
A P


 , где 

 t t T
A


 – возрастающая внутренняя последовательность внутренних алгебр 
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в Ω. Стохастическая фильтрация – это набор     0,1
, ,t t

B Q


 , где 

   0,1t t
B


 – возрастающее семейство -алгебр на Ω, а Q – вероятностная ме-

ра на B1. 

Пусть   , ,t t T
A P


  – внутренняя фильтрация (она определена выше). 

Тогда стохастическая фильтрация, порожденная внутренней фильтрацией, 
состоит из множества Ω, меры Леба ( )L P  и семейства -алгебр: 

 t s
st

B L A N
 

   
 
 ,                                 (8) 

где N состоит из принадлежащих  1L A  множеств нулевой ( )L P -меры. 

Согласно лемме 4.3.1 из [6], если       0,1
, ,t t

B L P


  – стохастическая 

фильтрация   , ,t t T
A P


 , то для всех  0,1t  

  t s
st

B L A N   .                                 (9) 

Теперь заметим, что в условиях теоремы 6.6 из [5] в стандартной версии 

имеет место вложение  0
1m mC 

    (для «псевдофильтрации», см. выше), 

которое показывает, что «плохие» траектории не уходят далеко от цикла ин-

тервалов. Здесь  1
0

m
jp

m mi J
   , а интервалы  0 1, ... , mp

m mJ J   образуют цикл 

интервалов периода pm =2
m

. 

Как показал Мизуревич [7], каждому из таких интервалов приписывается 

мера, равная 2 m , а этой считающей мере, очевидно, соответствует некото-
рая  -нормированная считающая мера (например, для андерсоновского слу-

чайного блуждания) на гиперконечном интервале (см. [6] и текст ниже). 
Данной  -нормированной считающей мере, в свою очередь, как следует из 

[6], можно поставить в соответствие меру Леба. 
Напомним конструкцию, представленную в [6, с. 84]. Рассмотрим про-

странство с мерой  2 , ,N B  , определяемое следующим образом: на каждом 

сомножителе  2 0,1  берутся -алгебра всех подмножеств и «считающая» 

мера, приписывающая одинаковый вес каждой точке пространства (ср. с ме-
рой, определяемой Мизуревичем [7] в теореме 6.6 из [5]). Тогда B – это 
обычная -алгебра в произведении измеримых пространств, а μ – обычная 
«product»-мера, являющаяся произведением мер на сомножителях. 

Нестандартный метод моделирования этого же явления состоит в выборе 

некоторого N N   и рассмотрении пространства  0,1
n

   всех «внут-

ренних» последовательностей нулей и единиц длины  . В этом случае пусть 
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A – алгебра всех внутренних подмножеств Ω и P – соответствующая считаю-
щая мера. Тогда для любого A A  

 
2

A
P A


 ,                                              (10) 

где A  – внутренняя мощность внутреннего множества A  (т.е. число 

элементов в A ), а 2   . 

2. Нестандартный анализ стохастического  
упорядочения вероятностных мер 

Как связано с этой конструкцией пространство  2 , ,N B  ? Пусть 

: 2Nst   есть отображение ограничения. Тогда для любого A B  

      1A L P st A
  ,                                 (11) 

где L(P) – мера Леба, т.е. отображение st  сохраняет меру. Как отмечено в 

[7], это утверждение почти верно: необходимо только аккуратно согласовать 

соответствующие -алгебры. Но в силу вложения  0
0m mC 

   , показы-

вающего, что «плохие» траектории не уходят далеко от цикла интервалов и 

свойств отображения  st  , всегда можно выполнить взятие стандартной 

части (во всяком случае, с некоторой точностью) и всегда с согласованием 

порядка соответствующей «псевдофильтрации»  
1

m

m
m

Q





 и стохастической 

фильтрации     0,1
, ,t t

Q


  , где вероятностная мера Q    порождена внут-

ренней мерой   на  T  так, что 

    1
idL st


                                              (12) 

(см. [6, с. 161]), где id – тождественное отображение на Ω. Причем подразу-
мевается, что M   , где M  – мера, полученная из маргинала M по форму-

ле      1M T E M   , где [ ]M  – вариация мартингала (см. [6, с. 150]). 

В частности, для андерсоновского случайного блуждания имеем B P    , 

где P – вероятностная мера, а λ – мера на T, т.е.    1i i it t t   . Именно по 

мере M  процесс X принадлежит классу  2SL M  и квадратично S-интег-

рируем относительно меры M . Это свойство [6, с. 150] и обусловило тре-

бования в лемме 1. 
Положим, что мера   соответствует просто псевдофильтрации, а меру P 

выберем такую, существование которой доказано Якобсоном в [1]. Заметим, 
что P абсолютно непрерывна относительно меры Лебега для унимодального 
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отображения f . Тогда из леммы 4.3.5 из [6] следует, что мера   абсолютно 

непрерывна относительно P, а значит, и относительно меры Лебега. Отсюда 
следуют возможность согласования фильтрацией и автоматическое выпол-
нение упорядочения мер (по Шарковскому) для меры P. Заметим, что мы 
доказали возможность согласования соответствующих -алгебр (фильтра-
ций) st  и n st  в стандартной и нестандартной версиях не обязательно для 

считающей меры P, хотя, по-видимому, «мера Якобсона» всегда считающая. 

Остается сказать, что отображение 
1

0

dX X b  , рассматриваемое как 

отображение из  2 ( )L L P m  в  2 ( )L L P  (где m – мера Лебега), сохраняет 

норму 

     
21 1

2

0 0

, ,d , ,dE X s b s E x t t
   
      
   
   
  ,                        (13) 

и для ясности изложения грубо пояснить смысл основного утверждения 

RSh -теоремы. Пусть, например,  f x   , где    : 0,1 0,1 , 0 1 0; 1f f f f c    

     : 0,1 0,1 , 0 1 0; 1f f f f c    , где c – точка экстремума функции  . Тогда для 

ω-предельных случайных траекторий имеет место упорядочение по мерам 

         
1 2 5.2 5 3

1 2 ... 5.2 ... 5 3                         (14) 

или более подробно [11]: 

2 2 21 2 2 2 ... 5 2 3 2 ... 5 2 3 2 ... 9 5 3                ,        (15) 

где ( )k  – значение меры, для которой отображение 
k

f  имеет цикл перио-

да k и    n n    при n n . 

Замечание 1. Утверждение RSh -теоремы следует в основном из возмож-

ности построения псевдофильтрации интервалов (см. выше). Из возможно-
сти согласования нестандартной и стандартной фильтраций возможность 
нестандартного аналога RSh -теоремы становится почти тривиальной. Дей-

ствительно, мера Лебега – это равномерная мера на [0,1] (т.е. континуаль-
ный аналог считающей меры), мера Якобсона [1] абсолютно непрерывна от-
носительно меры Лебега, а соответствующая мера Леба является считающей 
мерой на гиперконечной аппроксимации T отрезка [0,1]. Поэтому все уже 
было бы ясно, если бы не тот факт, что вопрос касается также и -алгебр. 

Возможность обобщения RSh -теоремы на нестандартную ситуацию в 

общем следует из простых приложений техники, разработанной для этой си-
туации в [6], и существования псевдофильтрации в смысле [5]. Так что са-
мого доказательства RSh -теоремы мы даже не касались. 

Заметим, что RSh-теорема формулируется для стационарных марковских 
процессов в узком смысле, т.е. лишь для таких процессов строятся соответ-
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ствующие меры. Нестандартное обобщение позволяет применить эту теоре-
му для более широкого класса случайных процессов, что важно для задач 
статистической физики, поскольку отображение f  описывает динамику 

частиц с «δ-массами» Дирака. Как отмечается в [6, с. 186], «специалисты в 
теории вероятностей обычно не заботятся о том, на каком вероятностном про-
странстве они работают – лишь бы оно было достаточно «богатым», чтобы на 
нем могли быть построены все изучаемые явления». Как показывают приме-
ры существования случайных аттракторов для динамических систем [8], со-
ответствующие вероятностные пространства являются некомпактными, и во-
прос построения меры, по которой соответствующая метрика была бы содер-
жательной, является фундаментальным для задач статистической физики. 

Другая важная проблема статистической физики – введение подходящей 

топологии на X [2]. Пусть  0,D   – совокупность функций   на  0,  со 

значением в X, непрерывных справа и имеющих пределы слева. Это канониче-

ское пространство траекторий для марковского процесса с пространством со-

стояний X. Как отмечено в [9, c. 69], теорема 4.5 из [8] утверждает, что борелев-

ская σ-алгебра, задаваемая этой топологией, совпадает с обычной σ-алгеброй F. 

Вопрос о возможности «поднятия» нестандартной фильтрации в указан-

ном выше смысле на соответствующую топологию не исследован, не ясна 

даже корректность его постановки. Тем не менее последние достижения 

теории одномерных динамических систем (см., напр., [5]) в стандартном 

смысле позволяют надеяться на дальнейшее продвижение (возможно, с по-

мощью методов нестандартного анализа [6]) в этом направлении. 

Приложение 

Рассмотрена система двух независимых квантовых уравнений с символа-
ми-полиномами порядка   0,1...n  . Решения уравнений удовлетворяют 

функциональным граничным условиям, порождаемым отображением 

 :    I I  , которое (в приложении к задачам нелинейной оптики) играет 

роль оптического преобразователя с обратной связью на границе двухмодо-

вого одномерного резонатора. Задан также специальный класс начальных 

условий, описывающих «квазичастицы» [13–16]. 
Показано, что существуют множество символов-полиномов и множество 

начальных условий таких, что структура аттрактора начально-краевой зада-
чи определяется в основном топологической структурой множества неблуж-
дающих (в частности, неподвижных) точек граничного отображения 

 :    I I  , где I – открытый ограниченный интервал. Например: 1) если 

  линейно, то либо не существует аттрактора задачи, либо он состоит из 

единственной притягивающей точки    1 2, 0,0u u  ; 2) если   нелинейно и 

монотонно, то аттрактор содержит семейство 2
N

-периодических кусочно-

постоянных функций с конечным множеством точек разрыва     на пе-
риоде, где N – наименьшее общее кратное периодов притягивающих циклов 
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отображения Ф (в этом случае мы говорим о колебаниях релаксационного 
типа; 3) если отображение Ф многозначно, то структура аттрактора зависит 
от того, как устроено множество прообразов D  отталкивающей неподвиж-
ной точки отображения Ф на интервале I. Если D конечно, то Г конечно. Ес-
ли D бесконечно, то Г бесконечно: счетно или несчетно (гомеоморфно мно-
жеству Кантора). В первом случае мы говорим о предельных колебаниях 
предтурбулентного типа, а во втором – о стохастических колебаниях или 
колебаниях турбулентного типа; 4) аттрактор задачи состоит из периодиче-
ских кусочно-постоянных функций со счетным множеством Г, которое имеет 
единственную или несколько точек сгущения с бесконечным множеством ко-
лебаний в каждой из их окрестностей; 5) аттрактор задачи состоит из перио-
дических кусочно-постоянных функций с несчетным множеством Г, т.е. из 
случайных функций, распределение которых задается инвариантной мерой μ. 

В статье мы применяем результаты нестандартного анализа [6] для кон-

струкции аттракторов в одномерных динамических системах, которые по-

рождаются разностными уравнениями. Если соответствующее отображение 

имеет цикл периода 2, то при изменении управляющего параметра возника-

ют бифуркации удвоения периода, и далее – знаменитый порядок Шарков-

ского. С открытием унимодальных отображений (с одной критической точ-
кой ( ) 0f с  ) появились решения, которые при вычислениях порождают 

«ступеньку». Предельное решение есть кусочно-постоянная функция перио-
да p или / 2p . Точки разрыва называются разделителем Г. Эти точки t на 

периоде появляются как прообразы итераций отображения ( )u f u  при 

итерациях f
-–n

. 

Если t , то предельный образ точки t есть вертикальный интервал. На-
пример, если  f – монотонное отображение, то ( , )I a b , где ,a b  – притяги-

вающие неподвижные точки, а a c b   – отталкивающая. На каждом шаге 

итераций возникает ошибка округления, поэтому, чтобы найти предел, мы 

должны посчитать образ точки при t   . По существу здесь надо работать с 

кардинальными числами, что невозможно. Поэтому Романенко использова-
ла подходящее вероятностное пространство. Надо знать меру  , которая 

должна быть гладкой и инвариантной. Процесс pf  является вероятностным 

перемешивающим на каждом из интервалов 0 1,..., pE E   так, что 

     1 2 1 2
pB f B p B B     ʘ  1 2 1 2B f B p B B    ,                     (1) 

где μ – период циклов.  

Случайные функции будем понимать как семейства всех их конечномер-

ных распределений. Будем отождествлять случайные функции с одинако-

выми конечномерными распределениями. Такие функции называют стохас-

тически эквивалентными в широком смысле [10]. 
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Будем говорить, что 1( )t  равняется 2 ( )t , и писать 1 2( ) ( )t t   , если это 

равенство в смысле конечномерных функций распределения выполняется 

при всех r N , rz  и почти всех rt . Будем писать, что 2 1( ) ( )t t 2 1( ) ( )t t  , и 

говорить, что эти функции абсолютно равны, если это равенство выполняет-

ся при всех rt . 

Далее рассмотрим пространство #C  – пополнение в метрике #  про-

странства nsC  – несингулярных функций из   0,1 , I . Определение мет-

рики # можно найти в [11]. Тогда асимптотическая динамика траекторий 

 nS   и соответственно структура  nf   становятся непредсказуемыми с 

ростом n . В результате предельная функция #f  образует случайный про-

цесс с независимыми значениями, заданными распределением 

   # , if
F B y p B E  ,                                 (2) 

где iE  – компоненты носителя меры  , 0
jp

i j iy E f E
    – область 

притяжения iE , 1
1( ) p

f i iE E
    – бассейн меры  , функция распределе-

ния которого принимает вид 

   # , zf
F z y B  ,    fy E  ,    ,zB z I   ,           (3) 

и  # , 0
f

F z y   вне множества  fE  . 

Оказывается,   – предельное множество  #   есть неподвижная точка 

#-расширенной системы :S f   , где #f  есть резольвентный процесс, 

на котором расположены носители меры (см. [12]). 
Ограничимся одномерной функцией распределения 

 
 

     
 

1
, d

mes
n

n
zf

V t

F z t B f
V t






    
 ,          (4) 

где в силу перемешивания левая часть (4) распадается на произведение со-

множителей  
1

,n

r

j jf
j

F z t



 

. 

Фундаментальная проблема состоит в усреднении функции (4) (в нестан-
дартном анализе такой проблемы не возникает). Из [11, лемма 2.4] вытекает, 

что имеет место сходимость    ,t
n B B   при n  . Заметим, что, по 

определению,    ,,n
t

n zf
F z t B 


 


. Функция множества  ,

0
t   является 

мерой на  -алгебре  B I . Тогда  ,
0

t   – это просто сдвиг меры под дейст-

вием  f. 
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Бесконечно малые числа 

Как отметили Албеверио и др.: «Если вы твердо убеждены в том, что бес-
конечно малые и, следовательно, обратные к ним бесконечно большие числа 
существуют, вам не обязательно читать этот параграф» [6]. Пусть задано ра-
циональное число Q. Добавим к Q новые точки, представляющие пределы 
сходящихся последовательностей рациональных чисел. Если будем обра-
щать внимание на скорость сходимости и их асимптотические свойства, то 
мы отождествим меньше последовательностей и, следовательно, получим 
более богатое множество точек на прямой. Это множество и называется не-
стандартным расширением ^ * . 

Стационарный случайный процесс – это отображение  : 0,1x E  , 

где  , ,E B   – некоторое вероятностное пространство. В качестве простран-

ства значений процесса здесь выбрано . Но могло бы быть, например, под-
ходящее сепарабельное метрическое пространство. 

Гиперконечный случайный процесс – это внутреннее отображение X: Ω×T → , 

где T  – гиперконечная ось времени, а  0,1 ,    0,1 ,A P  – некоторое ги-

перконечное вероятностное пространство. 
Мы хотим получить из X стандартный процесс x, взяв «стандартную 

часть». И наоборот, если исходным является внешний объект, стандартный 

процесс  : 0,1x E   на вероятностном пространстве     , ,L A L P , то 

можно ли приблизить такой процесс гиперконечным процессом X: Ω ×T → ? 
Процессы суть функции двух переменных. Поэтому нужно уметь прибли-
жать внешние объекты внутренними на каждом сомножителе. Это приводит 
нас к определению: пусть даны функции  f: Ω → R и F: Ω → . Тогда мы назы-
ваем F  поднятием f, если F – внутренняя, и пишем ^ F(ω)= f(ω)  для поч-

ти всех  ω   Ω по мере Леба L(P)  на . 

Авторы [6] пишут о гиперконечной оси времени, хотя более естественно 
называть T  гиперконечным отрезком и говорить о других гиперконечных 
отрезках и интервалах, в том числе бесконечных. Теперь, работая с гиперин-
тервалами так же, как со стандартными интервалами в классическом анализе 
разностных уравнений, мы получим периодические (или квазипериодичес-
кие) предельные распределения вероятностей в подходящем гипервероятно-
стном пространстве. При этом (в любом смысле!) порядок Шарковского со-
храняется. 
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I.B. Krasnyuk, T.N. Melnik, V.M. Yurchenko 

NON-STANDARD VERSION OF ROMANENKO–SHARKOVSKY  
THEOREM FOR A SIMPLE LOGISTIC MAPPING 

A limitary lemma is derived for the behavior of the family of μλS(t) trajectories of a dy-

namical system characterized by the initial distribution μλ at t  , where ( )S t , 0t   is 

a Markov semi-group of the determined one-dimensional mapping with a probably exist-

ing invariant mixing measure by Jacobson at 1R  . The result is a generalization of 
stochastic ordering of probability measures for a unimodal mapping, with expansion to a 
wider class of random processes (the family of martingal and Feller’s processes, in par-
ticular) allowed. Formally, it is a simple consequence of the existence of so-called filtra-
tion of the set system of the phase space of random trajectories by the related system of 
μλ-measures (an analogue of conventional Σ-algebra). The proof addresses to simple re-
sults of modern non-standard analysis. 

Keywords: martingal, filtration, expanded universum, interval cycle, counting measure, 
Borelean algebra 
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Статья поступила в редакцию 18 февраля 2020 года 

Показаны самоорганизация в элементарной ячейке 12 структурно- и магнитно-
неэквивалентных положений и самораспределение магнитных ионов хрома по 
этим положениям соответственно минимумам потенциала кристаллического 
поля в монокристалле литий-галлиевой шпинели Li0.5Ga2.5O4. Обнаружено, что 
магнитно-неэквивалентные положения магнитного иона проявляются в спектрах 
электронного парамагнитного резонанса (ЭПР). 

Ключевые слова: электронный парамагнитный резонанс, монокристалл шпинели, 
комплексы с магнитными ионами 

Введение 

В настоящее время ведется активное изучение шпинелей, обусловленное 
широкими возможностями их научного и технологического применения [1–7]. 

В работе [7] исследована структура нормальной шпинели ZnCr2O4, которая в 
большинстве случаев имеет преимущественно кубическую симметрию. Ав-
торами отмечено, что основные свойства данной шпинели определяются ло-

кальной структурой и катионным распределением ионов Zn
2+

 и Cr
3+

. 
За счет поля кубической симметрии и происходит расщепление орби-

тальных уровней. Дополнительное расщепление, вызванное членами более 
низкой симметрии, значительно меньше. Основными орбитальными состоя-
ниями ионов группы железа являются либо состояния F, либо состояния D. 
В кристаллическом поле кубической симметрии F-состояние расщепляется 
на синглет и два триплета. Необходимо отметить, что величина и знак кон-
стант гамильтониана для определенного кристаллического потенциала зави-
сят от конкретной конфигурации, т.е. константы отличаются по величине и 

знаку для конфигураций d
2
, d

3
, d

7
 и d

8
, каждая из которых имеет основной 

терм с L = 3. Самораспределение магнитных зондов по положениям в монокри-
сталле литий-галлиевой шпинели зависит от электронной конфигурации ионов. 
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Для изучения комплексов в монокристалле Li0.5Ga2.5O4 с ионом хрома 

применяется один из наиболее информативных методов исследования элек-
тронной структуры соединений с точечными примесями – метод ЭПР [8]. 

Цель данной работы – исследовать самоорганизацию монокристалла 

шпинели Li0.5Ga2.5O4 и распределение в нем магнитных 3d
3
-ионов хрома, а 

также показать природу многоминимумности потенциала кристаллического 
поля в монокристаллах, что является решающим для самораспределения 
магнит-ных ионов хрома и свойств материалов. 

1. Материал и методика исследования 

Материал исследования – трехвалентный хром с электронной конфигура-

цией 3d
3
 в монокристалле Li0.5Ga2.5O4. Данная электронная конфигурация 

обеспечивает максимально возможное самораспределение 3d
3
-ионов хрома 

по структурно- и магнитно-неэквивалентным положениям в элементарной 
ячейке и составляет 12 положений. 

Так как L = 3, а S = 3/2, основным спектроскопическим состоянием являет-

ся 
4
F9/2. Оно имеет семикратное орбитальное вырождение (2L + 1 = 7), каждое 

из которых четырехкратно вырождено по спину. Кубическое поле октаэдри-

ческой симметрии снимает орбитальное вырождение, и уровень 
4
F9/2 расщеп-

ляется на низший синглет и два лежащих выше триплета. При воздействии 
кристаллических полей с симметрией ниже кубической и спин-орбитальной 
связи четырехкратное спиновое вырождение снимается, и образуются два 
крамерсовых дублета, которые во внешнем магнитном поле расщепляются и с 
увеличением поля в случае аксиальной симметрии линейно расходятся. Так 
как нижним уровнем энергии является орбитальный синглет, а расстояние до 

вышележащего триплетного уровня достаточно велико (~ 10
4
 cm

–1
), то спектр 

наблюдается при довольно высоких температурах, а анизотропия фактора 
спектроскопического расщепления невелика. 

2. Результаты экспериментальных исследований 

Исследования по обнаружению и изучению спектров ЭПР ионов Cr
3+

 в мо-

нокристаллах литий-галлиевой шпинели Li0.5Ga2.5O4 проводили в интервале 

температур от гелиевых (4.2 K) до комнатных (300 K). Концентрация хрома 
составляла 0.1 wt%. Угловую зависимость положения линий спектра ЭПР ио-

на Сr
3+

 снимали в плоскостях {110}, {111} и др. В общем случае наблюдали 

спектр, состоящий из 36 линий. Изучение угловых зависимостей позволило 
интерпретировать эти линии как тонкую структуру спектра ЭПР от 12 маг-

нитно-неэквивалентных положений ионов Сr
3+

 в элементарной ячейке литий-

галлиевой шпинели и описать каждый ион спин-гамильтонианом ромбиче-
ской симметрии: 

 0 0 2
2 2 2

1 1

3 3
x x x y y y z z zH b O b O g H S g H S g H S     .            (1) 
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Поскольку 
0
2b D ,   2

2 3b E ,                                          (2) 

а также ввиду того, что операторы 

 0 2
2 3 1zO S S S   , 

     
2 22 2 2 2 2

2
1 1

2 2
x y x y x yO S S S iS S iS S S 

          
,      (3) 

спин-гамильтониан можно записать в виде 

   2 2 25ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
4

x x x y y y z z z z x yH g H S g H S g H S D S E S S
 

        
 

.        (4) 

Магнитная ось z была выбрана вблизи направления 111 , x – вблизи на-

правления 110 , y – вблизи направления 112  . 

                  
 

Рис. 1. Угловая зависимость спектра ЭПР иона Cr
3+

 cо спином S = 3/2 в Li0.5Ga2.5O4 
в плоскости {z–y} для одной позиции при T = 290 K,   = 36200 MHz 
 
Рис. 2. Расположение магнитных осей x, y, z иона Cr

3+
 в Li0.5Ga2.5O4 относительно 

кристаллографических осей типа [111], [110], [112] 
 

На рис. 1 показана угловая зависимость спектра ЭПР иона Cr
3+

 в 

Li0.5Ga2.5O4 в плоскости {z–y} для одной позиции при T = 290 K. Тонкая 

структура спектра ЭПР состоит из трех линий согласно спину 3 / 2S  . Две 

линии (высоко- и низкополевая) являются анизотропными и в случае немоно-
кристаллических соединений усредняются и не наблюдаются. Как видно из 

рис. 2, оси z трех положений центра Cr
3+

 близки к направлению [111] и сим-
метрично отклонены от него на угол 5 1    . Отклонены и магнитные оси x 

и y от близлежащих кристаллографических осей [110] и [112]. Все три маг-
нитные оси развернуты в плоскости {111} на угол 4 1    . Ось y отклонена 
от плоскости {111} на угол 5 1    . 
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Для нахождения энергетических уровней составим матрицу спин-гамиль-
тониана. При H0 || z для 3 / 2S   можно записать матрицу энергии спинового 

гамильтониана (1) четвертого порядка [9]: 

3 / 2 1/ 2 1/ 2 3 / 2

3
3 / 2 0 3 0

2

1
1/ 2 0 0 3

2

1
1/ 2 3 0 0

2

3
3 / 2 0 3 0

2

s

z

z

z

z

M

D g H W E

D g H W E

E D g H W

E D g H W

 

  

   

    

   

.    (5) 

 
Матрица (5) распадается на две идентичные матрицы: 

1/ 2 3 / 2

1
1/ 2 3

2

3
3 / 2 3

2

z

z

M

D g H W E

E D g H W



   

   

,                     (6а) 

 

3 / 2 1/ 2

3
3 / 2 3

2

1
1/ 2 3

2

s

z

z

M

D g H W E

E D g H W



  

    

.                     (6б) 

Отсюда получаем выражения для уровней энергии: 

 

 

1/22 2
3/2

1/22 2
1

, 1/2

3//2, 2

1
3 ,

2

1
3 .

2

z z

z z

W g H D g H E

W g H D g H E





      
 

       
 

                   (7) 

Разности энергии для наблюдаемых переходов тонкой структуры с пра-
вилом отбора 1M    следующие: 

   

   

   

1/2 1/22 22 2
3/2 1/2

1/2 1/22 22 2
1/2 1/2

1/2 1/22 22 2
1/2 3/2

3 3 ,

3 3 ,

3 3 .

z z z

z z z

z z z

h W W g H D g H E D g H E

h W W g H D g H E D g H E

h W W g H D g H E D g H E



 

               
   

                
   

               
   

    (8) 
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Выражая (8) в единицах g , т.е. все величины в единицах магнитного поля, 

получим 

   
1/2 1/22 22 2

0 1 1 13 3H H D H E D H E         
   

, 

   
1/2 1/22 22 2

0 2 2 13 3H H D H E D H E          
   

,             (9) 

   
1/2 1/22 22 2

0 1 1 13 3H H D H E D H E         
   

. 

Для определения уровней в x- и y-ориентациях вместо составления новых 
более сложных матриц для H0 || x и H0 || y и решения этих матриц необходи-
мо воспользоваться приемом преобразования констант [9,10]: 

222222 )()]1(
3

1
[ zzyyxxyxx SDSDSDSSESSSD  . 

Примем 2( 1) xS S S S   , тогда: 

– для H0 || x 

 

 

( ) 1/ 2 3 ,

( ) 1/ 2 ;

D z D E

E z E D

 

  
                               (10а) 

– для H0 || y 

 

 

( ) 1/ 2 ,3

( ) 1/ 2 .

D z

E z

D E

E D








                               (10б) 

Уровни энергии для H0 || x будут следующие: 

   

   

1/22
2

3/2,

1/

1/2

3/2

22
2

1/2,

1 1 3
3 ,

2 2 4

1 1 3
3 .

2 2 4

x x

x x

W g H E D g H D E

W g H E D g H D E





   
            

   
             

       (11) 

Упрощая выражения (11), можно получить 

 

 

1/22 2 2 2
3/2,

1/22 2 2 2
1/2

1/2

3/2,

1
3 3 ,

2

1
3 3 .

2

x x x

x x x

W g H g H D E g H D E

W g H H D E g H D Eg





         
 

          
 

       (12) 

Разности энергий (12) имеют вид 

 

 

1/22 2 2 2 2
3/2 1/2

1/22 2 2 2 2

3 3

3 3 ,

x x x

x x

W W g H g H D E g H D E

g H D E g H D E
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1/22 2 2 2 2
1/2 1/2

1/22 2 2 2 2

3 3

3 3 ,

x x x

x x

W W g H g H D E g H D E

g H D E g H D E


            
 

       
 

 (13) 

 

 

1/22 2 2 2 2
1/2 3/2

1/22 2 2 2 2

3 3

3 .3

x x x

x x D

W W g H g H D E g H D E

g g EH D E H

 
           
 

      
 



 

Выражая уравнения (13) в единицах магнитного поля, получаем: 

 
1/2 1/22 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 13 ( 3 ) 3 3 ,H H H D E H D E H D E H D E             
   

 

 
1/2 1/22 2 2 2 2 2

0 2 2 2 1 23 ( 3 ) 3 3H H H D E H D E H D E H D E              
   

,     (14) 

   
1/2 1/22 2 2 2 2 2

0 3 3 3 3 33 3 3 3 .H H H D E H D E H D E H D E             
   

 

Отсюда находим уровни энергии для H0 || y: 

 

 

1/22 2 2 2
3/2,

1/22 2 2 2
1/2, 3/2

1/2
1

3 3 ,
2

1
3 3 .

2

y y y

y y y

W g H g H D E g H D E

W g H g H D E g H D E


         
 

          
 

       (15) 

Разности энергий (15) запишем в виде 

          
 

 

1/22 2 2 2 2
3/2 1/2

11/22 2 2 2 2

3 3

3 3 ,

y y y

y y

W W g H g H D E g H D E

g H D E g H D E

           
 

       
 

 

  
 

 

1/22 2 2 2 2
1/2 1/2

1/22 2 2 2 2

3 3

3 3 ,

y y y

x x

W W g H g H D E g H D E

g H D E g H D E


            
 

       
 

     (16) 

 

 

1/22 2 2 2 2
1/2 3/2

1/22 2 2 2 2

3 3

3 3 .

y y y

y y

W W g H g H D E g H D E

g H D E g H D E

 
           
 

       
 

 

Выражая уравнения (16) в единицах магнитного поля, получаем: 

   
1/2 1/22 2 2 2 2 2

0 1 1 1 1 13 3 3 3 ,H H H D E H D E H D E H D E             
   

   
1/2 1/22 2 2 2 2 2

0 2 2 2 1 23 3 3 3 ,H H H D E H D E H D E H D E             
   

 (17) 

   
1/2 1/22 2 2 2 2 2

0 3 3 3 3 33 3 3 3 .H H H D E H D E H D E H D E             
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Далее находим величину начального расщепления уровней энергии. Мат-
рица энергии расщепления уровней в нулевом магнитном поле имеет вид 

DE

DE

ED

D

030

003

300

030




.                                  (18) 

Она распадается на две идентичные матрицы: 

DE

ED

3

3
.                                               (19) 

Таким образом, в нулевом поле уровни энергии представляют собой кра-
мерсовы дублеты 

22 3EDW  ,                                       (20) 

т.е. начальное расщепление энергетических уровней имеет вид 

2 22 3D E   .                                      (21) 

В таблице приведены константы спин-гамильтониана, найденные по 
формулам (9), (14), (17), отношения констант E/D, значения начальных рас-
щеплений   и g-факторов. Из таблицы видно, что c понижением температу-

ры происходит уменьшение аксиальной D и ромбической E констант спин-
гамильтониана. В области гелиевых температур ромбическая константа E 
уменьшается медленнее, чем аксиальная D. Анизотропия g-фактора небольшая. 

Найдем спиновые волновые функции. Собственные функции оператора 
ˆ

SH  могут быть представлены линейной комбинацией собственных функций 

оператора ˆ
ZS : 

,i i M MC   ,                                       (22) 

где М – магнитное квантовое число, М = 3/2, 1/2, –1/2, –3/2. 

Для определения коэффициентов Ci,M  при условии нормировки функции i : 

 
2

, 1i M
M

C                                       (23) 

запишем систему линейных уравнений 

11 ,3/2 12 ,1/2 13 , 1/2 14 , 3/2

21 ,3/2 22 ,1/2 23 , 1/2 24 , 3/2

31 ,3/2 32 ,1/2 33 ,1/2 34 , 3/2

41 ,3/2 42 ,1/2 43 , 1/2 44 , 3/2

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0,

( ) 0,

i i i i

i i i i

i i i i

i i i i

H W C H C H C H C

H C H W C H C H C

H C H C H W C H C

H C H C H C H W C

 

 



 

    


    


    
     

  (24) 

где HfM – матричные элементы оператора Ĥ . 
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Таблица 
Аксиальная D и ромбическая E константы спин-гамильтониана, 

значения начальных расщеплений δ и g-факторов при разных температурах 

Т, K 
Параметры 

4.2 44 290 

gz 1.9831  0.0005 1.9795  0.0005 1.9796  0.0005 

gx  gy 1.9814  0.0005 1.9809  0.0005 1.9803  0.0005 

D, Hz 9.751  0.005 9.757  0.005 9.881  0.005 

Е, Hz 0.447  0.005 0.455  0.005 0.515  0.005 

Е/D 0.0458 0.0466 0.0521 

, Hz 19.564 19.578 19.842 

 
Введем обозначение Zg H G  . Упростим уравнения (23), (24) и полу-

чим две системы уравнений: 

   

,3/2 ,

,3/2 , 1/2

1/2

1/

2 2

,3/2 , 2

3
3 0,

2

1
3 0,

2

1;

i i

i i

i i

D G W C EC

EC D G W C

C C







 
    

 
  

     
 


 



                      (25) 

   

,3/2 , 3/2

,1/2 , 3/2

2 2

,1/2 , 3/2

3
3 0,

2

3
3 0,

2

1.

i i

i i

i i

D G W C EC

EC D G W C

C C







 
     

 
  

     
 


 



                      (26) 

Найдем коэффициенты ,3/2iC  и , 1/2iC  : 

,3/2 , 1/2

1

2
3

i i

D G W
C C

E


 
 .                                   (27) 

Подставим выражение (27) в условие нормировки (25): 

2
, 1/2

1

2 1 1
3

i

D G W
C

E


 
  

  
 
 

. 
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Отсюда 

 

, 1/2 1/22

2

1

1
3

2

3

iC

D G W E

E

 
  

    
  
 
 
 

                               (28) 

или 

, 1/2 1/22
2

3

1
3

2

i
E

C

D G W E

 
  

    
   

, ,3/2 1/22
2

1

2 .

1
3

2

i

D G W
C

D G W E

 

  

    
   

    (29) 

Найдем коэффициенты ,1/2iC  и , 3/2iC   из системы уравнений (26): 

,1/ 22 , 3/
3

1

2

i i
E

C C

D G W


 

. 

Подставим ,1/2iC  в условие нормировки (26): 

11

2

1

3
2/3,2
































iC

WGD

E
,                           (30) 

 

1

, 3/2 2

1

,1/2 2
2

3
1 ,

1

2

1
3

2
1 .

1
3

2

i

i

E
C

D G W

E G W

C

E D G W







 
 
  
  
   
   

  
   

   
  
    
   

                        (31) 

Запишем собственные функции (22) уравнений энергии для H0 || z в виде: 

3/2 1 1,3/2 3/2 1, 1/2 1/2

1/2 2 2,3/2 3/2 2,1/2

1/2 3 3,3/2 3/2 3, 1/2

3/2 4 4,1/2 1/2 4, 3

1/2

1/

/ 3/2.

2

2

,

,

,

W C C

W C C

W C C

W C C

 



 

  



     

     

     

     

                       (32) 

Подставим значения уровней энергии (32) в выражения для коэффициентов 
(28)–(31): 



Физика и техника высоких давлений 2020, том 30, № 3 

 58 

 

  

 

2 2

1,3/2 1/22
2 2 2

2

1

2

1/221/22 2 2

1, 12
2 2

2

2

/ /2

1 1
( ) 3

2 2

1 1
( ) 3 3

2 2

3
,

3 3

3
.

3 3

D G G D G E

C

D G G D G E E

D G D G E

D G D G E E

E
C

D G D G E E



 
     

  
    

        
    

   

   

      
   


   

         

   (33) 

Аналогичным образом получаем выражения для остальных коэффициен-
тов: 2, 3/2C  , 2,1/2C , 3,3/2C , 3, 1/2C  , 4,1/2C , 4, 3/2C  , которые можно упростить, 

применив преобразование 
3

tg2
D G

 


. В этом случае 

 

 

1/2

1/22

1/2

1/22

1 1
sin 1 ,

2 1 tg 2

1 1
cos 1 .

2 1 tg 2

  
  

    
   
  

  
  

    
   
  

                              (34) 

Тогда коэффициенты будут иметь вид: 

1,3/2 1, 1/2

2, 3/2 2,1/2

3,3/2 3, 1/2

4,1/2 4, 3/2

cos ,                sin ,

cos ,              sin ,

sin ,              cos ,

cos ,                sin .

C C

C C

C C

C C









   

   

    

    

                   (35) 

Согласно (33) и (35) запишем волновые функции для каждого уровня 
энергии: 

3/2 1 3/2 1/2

3/2 2 3.2 1/2

1/2 3 3/2 1/2

1/2 4 3/2 1/2

cos sin ,

cos sin ,

sin cos ,

sin cos .

W

W

W

W



 

 



     

     

      

      

                      (36) 
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Рассчитаем вероятности переходов между уровнями энергий в случае, когда 
микроволновое магнитное поле направлено вдоль оси х. С учетом того, что 

 1ˆ ˆ ˆ
2

xS S S    [11], вероятность перехода 3/2 1/2W W   будет следующей: 

2 3
1 3 1 3 1ˆ ˆ ˆcos sin sin cos
2 2 2 2 2

x x x xg HS g H S S               = 

= 
1 3 1 1 1 3

cos sin 2cos 3 sin 3 cos
2 2 2 2 2 2

xg H            = 

=   21
sin 2cos 3 sin 3 cos .

2
xg H        

 
                    (37) 

Интенсивность этого перехода 

   
22 2

3
1

sin 2cos 3 sin 3 cos
4

xI g H         
 

 = 

=    
221

sin 2cos 3 sin 2
4

xg H     .                        (38) 

Расчет вероятностей и интенсивностей других переходов аналогичен. В 
случае выполнения условия сильного поля интенсивности переходов будут 
следующие: 

– для 1/2 1/2W W   

   
22

2
1

cos 3 cos sin
4

xI g H      ,                       (39) 

– для 1/2 3/2W W  

   
22

1
1

sin 2 3 cos 2
4

xI g H     .                    (40) 

В предельном случае сильного магнитного поля 0  и разрешены только 

эти три перехода, обусловливающие тонкую структуру спектра ЭПР иона 

Cr
3+

 с относительными интенсивностями 3 : 4 : 3 . Результаты эксперимента, 

представленные в таблице, при T = 290 K дают хорошее совпадение с рас-
считанными относительными интенсивностями. 

Поскольку интенсивность линий пропорциональна разности населенно-
стей соответствующих уровней, по различию температурной зависимости 
интенсивностей различных переходов можно идентифицировать относи-
тельное расположение уровней и определить знак константы D. Знак D был 
определен из сравнения интенсивностей первой и третьей линий тонкой 
структуры для H0 || z при T = 4.2 и 290 K. При T = 4.2 K интенсивность 

третьей линии вдвое больше интенсивности первой линии, что говорит о по-
ложительном знаке константы D. 
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На рис. 3 проиллюстрирована форма потенциала кристаллического поля 

для Li0.5Ga2.5O4 + 0.1% Cr
3+

 в месте расположения иона трехвалентного хро-

ма вокруг кристаллографической оси [111]. Приведены три минимума для 
каждой оси. Наблюдается двенадцатиминимумность потенциала кристалли-

ческого поля исследуемой шпинели. Магнитное поле Н0 параллельно глав-

ной магнитной оси z ионa. Расстояние R отложено в относительных едини-
цах, так как концентрация ионов хрома мала и расстояния между ионами в 
элементарных ячейках различны. 

 

               
 
Рис. 3. Форма потенциала кристаллического поля E шпинели Li0.5Ga2.5O4 + 0.1% Cr3+ в 
местах расположения трехвалентного хрома вблизи кристаллографической оси типа [111] 
 
Рис. 4. Первое и второе окружения иона Cr3+, находящегося в тетраузле монокри-

сталла Li0.5Ga2.5O4: ○ – ионы Ga
3+

, ● – Li
+
,  – ионы кислорода. Масштаб кубов 

второго окружения уменьшен 

 

Ближайшее окружение магнитного иона Сr
3+

 в шпинели Li0.5Ga2.5O4 со-

стоит из первой координационной сферы в виде ионов кислорода (рис. 4). 
Это окружение создает поле кубической симметрии, в которое вносятся ак-

сиальные искажения ионами Ga
3+

 и Li
+
 во второй координационной сфере. 

Полученные результаты являются неожиданными, поскольку предполага-
лось наличие 4 магнитно-неэквивалентных положений ионов Сr3+ в элементарной 
ячейке шпинели согласно четырем осям типа [111]. Тонкая структура спектра ЭПР 

иона Сr
3+ для одной позиции состоит из трех линий согласно спину S = 3/2. По-

этому ожидался спектр ЭПР, состоящий из 12 линий. Однако наблюдался 
спектр из 36 линий. Дополнительный спектр связан с дополнительными магнит-

но-неэквивалентными положениями ионов Сr
3+

 в элементарной ячейке литий-

галлиевой шпинели (всего 12) из-за второй координационной сферы (рис. 4). 

Заключение 

Описанная самоорганизация в элементарной ячейке монокристалла шпи-

нели и самораспределение допируемых ионов хрома Cr
3+

 по неэквивалент-



Физика и техника высоких давлений 2020, том 30, № 2 

 61 

ным положениям происходят во время роста монокристалла в результате 
предпочтения иона занимать определенное положение в элементарной ячейке 

относительно кристаллографических осей. Магнитные ионы Cr
3+

 располага-

ются в 12 минимумах потенциала кристаллического поля и равномерно рас-
пределяются по образцу (см. рис. 3). 

При введении ионов Cr
3+

 в матрицу Li0.5Ga2.5O4 последние занимают окта-

эдрические узлы, так как спектр легко наблюдается при комнатной темпера-
туре, анизотропия g-фактора очень мала. Эти факты говорят о том, что низ-
шим уровнем энергии является орбитальный синглет. Поскольку нижним 
уровнем энергии является орбитальный синглет, а расстояние до вышележа-

щего триплетного уровня достаточно велико (~ 10
4
 cm

–1
), то предполагалось, 

что спектр будет наблюдаться при довольно высоких температурах, а анизо-
тропия фактора спектроскопического расщепления будет небольшой. 

В октаэдрических узлах ионы Cr
3+

 вероятнее всего замещают ионы Ga
3+

, 

а не ионы Li
+
 по следующим соображениям: 

1) имеет место близость характеристических расстояний ионов Cr
3+

 и Ga
3+

; 

2) не требуется зарядовой компенсации; 

3) симметрия электрического кристаллического поля для ионов Li
+
 явля-

ется аксиальной, а для Ga
3+

 – ромбической. 

В соответствии с указанными соображениями можно также считать, что 

при замещении ионов Ga
3+

 ионами Cr
3+

 не должно происходить заметного 

искажения решетки и что данные кристаллического поля, в котором нахо-

дится ион Cr
3+

, довольно близки к истинному кристаллическому полю в ок-

таузле Ga
3+

 в монокристаллах упорядоченной шпинели Li0.5Ga2.5O4. 
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Yu.A. Sluzhbin, O.N. Potapskaya 

SELF-ORGANIZATION OF THE SINGLE-CRYSTAL SPINEL OF  

Li0.5Ga2.5O4 AND THE DISTRIBUTION OF 3d
3
-IONS OF CHROMIUM 

Self-organization is demonstrated in a unit cell of 12 structurally and magnetically non-
equivalent positions and self-distribution of magnetic ions of chromium over these 
positions according to the minima of the crystal field potential in single-crystal lithium-
gallium spinel Li0.5Ga2.5O4 is described. It is found that magnetically non-equivalent positions 
of a magnetic ion are revealed in the spectra of electron paramagnetic resonance (EPR). 

Keywords: electron paramagnetic resonance, single-crystal spinel, complexes with mag-
netic ions 

Fig. 1. Angular dependence of the EPR spectrum of Cr3+ with the spin S = 3/2 in 

Li0.5Ga2.5O4 in {z–y} plane for a single position at T = 290 K,   = 36200 MHz 

Fig. 2. Location of magnetic axes x, y, z of Cr3+ in Li0.5Ga2.5O4 with respect to crystallo-
graphic axes [111], [110], [112] 

Fig. 3. Shape of the crystal field potential E in Li0.5Ga2.5O4 + 0.1% Cr3+ at the location of 
three-valence chromium in the vicinity of crystallographic axis [111] 

Fig. 4. The first and the second neighbors of Cr
3+

 ion located in a tetra-node of single-

crystal Li0.5Ga2.5O4: ○ – ions of Ga3+, ● – Li+,  – oxygen ions. The scale of the cubes of 
the second neighborhood is reduced 
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РЕЛАКСАЦИОННЫЕ ЭФФЕКТЫ В ГРАНУЛИРОВАННЫХ СТРУКТУРАХ 
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Статья поступила в редакцию 18 марта 2020 года 

Представлены результаты экспериментальных исследований электро- и магнито-
сопротивления композитов Cd48.6Mn11.4As40 и Cd50.3Mn8.2As41.5 при давлениях до 50 GPa 
и в магнитных полях до 1 T. Исследованы релаксационные эффекты, обусловлен-
ные пластической деформацией материалов. В интервале давлений 28–34 GPa об-
наружено значительное увеличение времени релаксации электросопротивления, на 
барических зависимостях относительного значения электросопротивления прояв-
ляются экстремумы, связанные с возможным электронным фазовым переходом. 

Ключевые слова: нанокластеры, электросопротивление, магнитосопротивление, 
релаксационные эффекты, высокие давления 

Введение 

В последнее время большое внимание уделяется изучению свойств дира-
ковских полуметаллов [1–4], которые интересны в первую очередь ввиду 
особенностей их электронной структуры вблизи уровня Ферми. Дираков-
ский полуметалл характеризуется присутствием в электронном спектре объ-
емного кристалла конуса Дирака, образованного двукратно вырожденными 
зонами. В силу своих экзотических свойств эти материалы являются много-
обещающими в плане их использования при создании электронных приборов 
нового поколения. Поэтому поиск соединений с такими свойствами – акту-
альная задача для создания элементной базы новой электроники. Пример 
перспективных материалов в этой сфере – композиты на основе дираковского 

полуметалла Cd3As2 с содержанием магнитных наногранул MnAs [5,6]. 
Настоящая работа посвящена изучению особенностей поведения электри-

ческих характеристик композитов Cd48.6Mn11.4As40 и Cd50.3Mn8.2As41.5 в усло-
виях воздействия высоких давлений (до 50 GPa) и магнитных полей (до 1 T). 

Образцы и методика эксперимента 

Синтез и результаты аттестации материалов Cd48.6Mn11.4As40 и Cd50.3Mn8.2As41.5 
подробно описаны в [6,7]. Образцы представляют собой композит, состоя-
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щий из наноразмерных ферромагнитных гранул MnAs, хаотически располо-

женных в объеме полупроводниковой матрицы Cd3As2. Для образца 

Cd50.3Mn8.2As41.5 гранулы при электронно-микроскопических исследованиях 

не удается визуализировать, возможно, вследствие характерных малых раз-
меров (рис. 1,а). Проанализировав размеры нанокластеров MnAs в компози-

те Cd48.6Mn11.4As40, наблюдали «двугорбое» (бимодальное) распределение 

частиц – характерные их диаметры составляют 20–30 nm и 50–90 nm (рис. 1,б). 
Наиболее вероятно, что частицы с размерами более 50 nm могут находиться 
не в объеме материала, а в приповерхностных областях, поскольку обратное 
привело бы к существенному повышению энергий деформации как самой 
матрицы, так и нанообразований. Исходя из этого, можно ожидать, что объ-

емные физические свойства композита Cd48.6Mn11.4As40 могут определяться 

свойствами нанокластеров MnAs с размерами 20–30 nm. 

 

             

а                                                                 б 

Рис. 1. СЭМ-изображения сколов образцов Cd48.6Mn11.4As40 (а) и Cd50.3Mn8.2As41.5 (б) 

 
Влияние высокого давления на электрофизические свойства композитов 

исследовали в камере высокого давления (КВД) с алмазными наковальнями 
типа «закругленный конус–плоскость». Принцип создания давлений до 50 GPa, 
технические характеристики и градуировка КВД детально описаны в [8–10]. 
Используемое оборудование позволяет измерять электрические характери-
стики материала непосредственно в процессе деформаций при приложении 
высоких давлений. В связи с особенностями КВД минимальное давление, при 

котором возможно измерение электрофизических характеристик сжимаемых 
образцов, не может быть меньше 15 GPa. Кроме того, известно, что при смене 
(возрастании или снижении) давления требуется некоторое время для установ-
ления не меняющегося во времени значения электросопротивления. Толщина 
образцов при сжатии составляла ~ 15 m, диаметр образца в КВД ~ 200 m. 

Для оценки роли релаксационных эффектов, обусловленных пластиче-
ской деформацией материалов, при некоторых фиксированных значениях 
приложенной нагрузки (при увеличении и последующем уменьшении дав-
ления) измеряли зависимости электросопротивления R от времени воздей-
ствия нагрузки t, анализируя поведение этих зависимостей. При каждом зна-
чении давления из исследуемого диапазона (при приложении новой нагрузки) 
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проводили также оценку величины относительного изменения электросо-
противления R R  следующим образом: 

R

R R t


 = 

   
 

rel 0

0

R t R tR

R R t


 ,                                                (1) 

где t0 = 0 – момент времени непосредственного приложения новой нагрузки 

на образец; trel – время, в течение которого устанавливается постоянное зна-

чение электросопротивления после приложения новой фиксированной на-
грузки. 

При измерении магнитосопротивления КВД помещали в панцирный маг-
нит для создания поперечного магнитного поля ( 0 1 TB  ), изменение и 

контроль величин давления и магнитного поля осуществляли непосред-
ственно в ходе эксперимента. При каждом фиксированном значении давле-
ния относительное магнитосопротивление MR (в %) оценивали по формуле 

( ) (0)
MR 100

(0)

R B R

R


  ,                               (2) 

где R(0), R(B) – электросопротивление соответственно в отсутствии магнит-
ного поля и в поперечном магнитном поле с индукцией В. 

Результаты и обсуждение 

На рис. 2 показаны барические зависимости электросопротивления ис-
следуемых образцов при возрастании и снижении давления. Видно, что в 
первом цикле сжатия в диапазоне давлений 16–25 GPa сопротивление резко 
уменьшается примерно в три раза, а затем испытывает плавное уменьшение 
до значений ~ 50 GPa. При последующих циклах возрастания и снижения 

давления в случае композита Cd48.6Mn11.4As40 сопротивление монотонно 

изменятся  без заметного барического гистерезиса. Резкое изменение сопро- 
 

              

                             а                                                                      б 

Рис. 2. Зависимости электрического сопротивления от давления для образцов 
Cd50.3Mn8.2As41.5 (а) и Cd48.6Mn11.4As40 (б) 
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тивления в первом цикле нагружения связано, вероятно, с деформацией ис-
ходного материала, помещенного в КВД. 

Установлено, что зависимости электросопротивления от времени R(t) при 
каждой новой приложенной нагрузке хорошо аппроксимируются двойной 

или одиночной (при t1 = t2) экспонентой: 

1 2/ /
1 2( ) e et t t tR t A A   .                                  (3) 

 
 
Рис. 3. Барические зависимости времени релаксации электросопротивления tmax (1), 

tmin (2) и tmed (3) для композита Cd50.3Mn8.2As41.5. Величины max 1 2max{ , }t t t  

min 1 2min{ , }t t t  оценены (для каждого увеличивающегося фиксированного значе-

ния давления) из аппроксимации зависимостей электросопротивления от времени 

(времени выдержки под новым приложенным давлением) по формуле 
1 2/ /

1 2( ) e et t t tR t A A    

 
Меньшее время min 1 2min{ , }t t t  соответствует релаксационным процессам, 

связанным с изменением концентрации носителей и ширины запрещенной 
зоны вследствие изменения расстояний между атомами и изменением энер-
гии носителей. Бóльшее время max 1 2max{ , }t t t  характеризует процессы, 

обусловленные релаксацией кристаллической решетки. Кроме того, если 
наиболее адекватной является аппроксимация (3), проведена также аппрок-
симация одиночной экспонентой 
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med/( ) e t tR t A  ,                                                           (4) 

где время tmed – так называемое «среднее» время (в общем случае совпа-

дающее с t1 и t2 в (3), если t1 = t2, и отличное от t1 и t2, если они не равны). 

Проведенная оценка среднего времени tmed по формуле (4) дает возможность 

определить преимущественные процессы в материале: если оно близко к tmin, 

преобладают процессы, связанные с изменением параметров носителей; если 

tmed близко к tmax, преобладают процессы, связанные с релаксацией кристалли-

ческой решетки (в условиях воздействия приложенной нагрузки). 

Барические зависимости времени релаксации электросопротивления tmin и 

tmax, а также относительного изменения электросопротивления для иссле-

дуемых материалов при увеличении давления представлены на рис. 3, 4. 

Время trel из формулы (1), в течение которого устанавливается постоянное 

значение электросопротивления после приложения новой фиксированной 
нагрузки, больше или близко к времени medt , оцениваемому из аппроксима-

ции R(t) одиночной экспонентой (4). 
 

 

                                  а                                                            б 

Рис. 4. Барические зависимости относительного значения электросопротивления 
для композитов Cd50.3Mn8.2As41.5 (а) и Cd48.6Mn11.4As40 (б) 

 

Проведенный анализ зависимости величин времени релаксации электро-
сопротивления от давления позволил установить, что в обобщенных интер-
валах 18–24 GPa и 26–34 GPa для обоих материалов и в области 38–44 GPa 

для Cd50.3Mn8.2As41.5 наблюдается существенное увеличение динамических 

свойств (рис. 3–5). При этом наиболее значимо изменяется величина относи-
тельного электросопротивления при выдержке под давлением, если значение 
давления попадает в указанные барические интервалы (рис. 4). Это свидетель-
ствует о возможности реализации в данных областях давлений структурного 
или электронного фазового перехода. 

Анализ зависимости «среднего» времени tmed от давления позволяет объ-

яснить особенности поведения изученных параметров (по крайней мере в 
области 26–34 GPa) наличием в электронной подсистеме превращений, свя-

занных с изменением кристаллических характеристик Cd3As2 под давлени-

ем. Особенности поведения именно tmax, характеризующие процессы, обу-

словленные релаксацией кристаллической решетки, наблюдали в близких 
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интервалах давлений (вблизи 30 GPa) для материала как с 30 mol%, так и с 
44.7 mol% MnAs (учитывая разное количество магнитных наногранул MnAs 
и различие в их размерах в исследуемых материалах) (рис. 3, 4). Это еще раз 
указывает на то, что можно говорить о преобразованиях электронной под-
системы именно матрицы композита, когда при увеличении давления изме-
няются параметры кристаллической решетки и уменьшается объем элемен-
тарной ячейки.  

     Полученные результаты согласуются с результатами исследования пове-
дения термоэдс композита с 44.7 mol% MnAs при давлениях до 50 GPa [11]. 
В работе [11] обсуждается наличие барического фазового перехода в компо-
зите в окрестности 33 GPa, связанного, вероятнее всего, с особенностями пове-

дения характеристик электронной подсистемы матрицы композита Cd3As2 [12]. 

При этом учтено, что кристаллическая моноклинная структура Cd3As2 ус-

тойчива вплоть до 50 GPa [12]. Учитывая наличие экстремумов на рассмат-
риваемых барических зависимостях времен релаксации для обоих исследуе-
мых материалов в интервале 18–24 GPa, а также наиболее яркое проявление 
их в композите с содержанием 44.7 mol% MnAs, где магнитные нанообласти 
имеют бóльшие размеры, можно говорить о влиянии магнитных наногранул 
на электрические свойства материалов в окрестности ~ 22 GPa. 

Заключение 

Исследованы релаксационные эффекты в Cd48.6Mn11.4As40 и Cd50.3Mn8.2As41.5 в 

интервале давлений 10–50 GPa. В интервале давлений 28–34 GPa наблюда-
ется значительное увеличение времени релаксации электросопротивления. 
На барических зависимостях относительного значения электросопротивления 
в областях давлений, согласованных с областями проявления особенностей 
других электрических характеристик, проявляются экстремумы, связанные с 
возможными превращениями в электронной подсистеме в окрест-ности 30 GPa. 
Основные результаты согласуются с выводами проведенных ранее исследо-
ваний поведения термоэдс материалов при давлениях до 50 GPa [11]. 

Рис. 5. Барические зависимости относи-

тельной величины времени релаксации 
электросопротивления tmax/tp (здесь tp – 

максимальное значение времени релакса-

ции, наблюдаемое при давлении 31 GPa) 

для композита Cd48.6Mn11.4As40 
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RELAXATION EFFECTS IN GRANULAR STRUCTURES OF 

Cd48.6Mn11.4As40AND Cd50.3Mn8.2As41.5 UNDER HIGH PRESSURES 

The results of experimental studies of electrical and magnetic resistance of the 
Cd48.6Mn11.4As40 and Cd50.3Mn8.2As41.5 composites under pressures up to 50 GPa and in 
magnetic fields up to 1 T are presented. The relaxation effects due to plastic deformation 
of materials are studied. In the pressure range of 28–34 GPa, a significant increase in the 
relaxation time of the electrical resistance is observed; extremes emerged on the baric 
dependences of the relative value of the electrical resistance are associated with a possible 
electronic phase transition 

Keywords: nanoclusters, electrical resistance, magnetoresistance, relaxation effects, high 
pressures 

Fig.  1. SEM images of the chips of Cd48.6Mn11.4As40 (а) and Cd50.3Mn8.2As41.5 (б) 
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Fig. 2. Pressure dependences of electrical resistance in Cd50.3Mn8.2As41.5 (а) and 
Cd48.6 Mn11.4As40 (б) 

Fig.  3. Baric dependences of the relaxation time of electrical resistance tmax (1), tmin (2) 

and tmed (3) in the Cd50.3Mn8.2As41.5 composite. The values of max 1 2max{ , }t t t , 

min 1 2min{ , }t t t  are estimated (for every increased fixed pressure) on the basis of ap-

proximated time dependences of electrical resistance (dwell time under new applied pres-

sure) by formula 1 2/ /
1 2( ) e et t t tR t A A    

Fig. 4. Baric dependences of the relative value of electrical resistance in composites 
Cd50.3Mn8.2As41.5 (а) and Cd48.6Mn11.4As40 (б) 

Fig. 5.  Baric dependences of the relative value of relaxation time of electrical resistance 

tmax/tp (here tp is the maximum relaxation time registered at the pressure of 31 GPa) in the 

Cd48.6Mn11.4As40 composite 
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Статья поступила в редакцию 4 мая 2020 года 

Представлены результаты исследования основного состояния ионов эрбия в кри-
сталлах YGa3(BO3)4. Спектр ЭПР иона Er

3+
, который замещает ионы иттрия в 

кристалле и расположен в слегка искаженной призме из шести ионов кислорода, 
измерялся в диапазонах 3 cm и 8 mm. Определены параметры спинового гамильто-
ниана, описывающего сильно анизотропное поведение спектра: g// = 1.269 (1), 

g  = 9.34 (6), A//  = 47.7 (5) MHz, A  = 320 (9) MHz. Механизм спин-решеточной 

релаксации Орбаха–Аминова, приводящий к уширению линий ЭПР, позволил определить 
энергию ближайшего возбужденного состояния в спектре иона Er

3+
, равную 65 cm–1. 

Ключевые слова: электронный парамагнитный резонанс, мультиферроик, редкая 
земля, алюмоборат, галлоборат, спиновый гамильтониан 

Введение 

Современное научное и прикладное материаловедение требует появления 
новых материалов с желаемой комбинацией функциональных свойств, а 
также улучшения и оптимизации физических параметров и структурных ка-
честв известных материалов. Редкоземельные бораты известны хорошими 
люминесцентными и нелинейно-оптическими свойствами, высокой терми-
ческой, химической и механической стабильностью. Слабо взаимодейст-
вующие легирующие ионы редкоземельных элементов способствуют тому, 
что бораты являются основой компактных лазеров. Интерес к малогабарит-
ным лазерам с накачкой светодиодами зелено-синего спектра стимулирует 
исследования новых твердотельных лазерных систем на основе нелинейных 
кристаллов [1–3]. Возможное легирование кристаллов как редкоземельными 
ионами, так и ионами группы железа делает их привлекательными объекта-
ми с точки зрения магнетизма, поскольку взаимодействие двух магнитных 
подсистем приводит к ряду особенностей магнитных свойств. Например, 
взаимодействие между ионами железа в квазиодномерных цепочках 

GdFe3(BO3)4 приводит к антиферромагнитному упорядочению при 37 K, а 

взаимодействие с редкоземельной подсистемой отвечает за спин-переориен-
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тационный переход при 10 K [4,5]. В кристаллах TbAl3(BO3)4 при темпера-

туре 0.4 K наблюдался фазовый переход в магнитоупорядоченную фазу [6]. 

В кристаллах HoAl3(BO3)4 обнаружен гигантский магнитоэлектрический 

эффект, что позволяет отнести их к разряду мультиферроиков [7,8]. Серия 
работ посвящена исследованию спектров ЭПР в боратах алюминия [9–21]. 

Кристаллы ReGa3(BO3)4, которые, по данным работ [22–26], относятся к 

той же пространственной группе R32, что и алюмобораты, изучены значи-
тельно меньше. Недавно был обнаружен большой магнитоэлектрический 

эффект в кристаллах HoGa3(BO3)4 [27], который сравним с аналогичным эф-

фектом в алюмоборате гольмия. Таким образом, исследование различных 
свойств ReGa-боратов представляет интерес не только в познавательном 
плане, но и с точки зрения практического применения в области лазерной и 
нелинейной оптики и спинтроники. 

В настоящей работе представлены результаты исследования магнитных 

свойств основного состояния ионов Er
3+

, легирующих кристаллы YGa3(BO3)4 

методом ЭПР. 

Образцы и методика эксперимента 

Кристаллы семейства боратов, такие 

как ReM3(BO3)4 (где Re – редкоземельный 

металл или иттрий, а М – трехвалентные 
ионы Al, Ga, Fe, Sc, Cr) кристаллизуются в 

структуре хантита CaMg3(BO3)4 с про-

странственной группой R32. На рис. 1 по-
казан фрагмент кристаллической структу-

ры YGa3(BO3)4. Элементарная ячейка бо-

рата алюминия содержит Z = 3 формуль-

ных единиц. Координационные много-

гранники Y
3+

, Ga
3+

 и B
3+

 представляют 

собой соответственно тригональные приз-
мы, октаэдры и треугольники, образован-
ные атомами кислорода. Редкоземельные 

ионы расположены вдоль оси С3 в слегка 

искаженных призмах с верхними тре-
угольниками, повернутыми относительно 

нижних. Ионы Ga
3+

 находятся в кислород-

ных октаэдрах, которые связаны по краям, 

образуя скрученные столбцы вдоль оси С3. 

Атомы B1 и B2 расположены в кислород-
ных треугольниках двух типов: B1 – в тре-
угольниках, перпендикулярных тройным 
осям и чередующихся с Y-призмами; В2 – 

 

Рис. 1. Фрагмент кристаллической 
структуры кристалла YGa3(BO3)4. 

Ион Y
3+

 находится в треугольной 

призме, ионы Ga3+ – в слегка ис-

каженном октаэдре 
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в треугольниках, соединяющих витые столбцы Ga-октаэдров. Кристаллы 

YGa3(BO3)4, легированные 0.2% Er
3+

, были получены путем спонтанной кри-

сталлизации из раствора в расплаве. В качестве растворителя использовали 

Bi2O3 + B2O3. Рост происходил за счет охлаждения раствора от 900 до 700C 

со скоростью 2C в час. В результате были получены прозрачные ограненные 
кристаллы размером 0.5–1 mm. Спектры ЭПР измеряли в X- и Q-диапазонах 
при температурах 5–30 K. 

Спектр ЭПР иона Er
3+

 в кристаллах YGa3(BO3)4 

Трехвалентный ион Er
3+

 имеет электронную конфигурацию 4f 
11

, в кото-

рой самым нижним по энергии является мультиплет 
4
I15/2. Поскольку f-обо-

лочка содержит нечетное число электронов, в кристаллическом поле 
YGa3(BO3)4 происходит расщепление мультиплета на восемь крамерсовых 
дублетов, на самом нижнем из которых наблюдается сигнал ЭПР. На рис. 2,a  
 

              

                             а                                                                      б 

Рис. 2. Спектры ЭПР иона Er3+ в YGa3(BO3)4 для BC3 (a) и B||C3 (б): 1 – экспери-

ментальный, 2 – рассчитанный на основе параметров, приведенных в таблице, с 

шириной линии 10 Gs 

 

показан спектр Er
3+

 в ориентации, когда магнитное поле направлено пер-

пендикулярно оси С3. Спектр состоит из центральной интенсивной линии 

поглощения, относящейся к четным изотопам эрбия, и восьми линий сверх-
тонкой структуры, вызванной взаимодействием электронного спина с маг-

нитным моментом собственного ядра (спин 7/2) нечетного изотопа 
167

Er (ес-

тественная распространенность – 22.82%). Спектр сильно анизотропный. На 

рис. 2,б показан спектр в ориентации, когда магнитное поле параллельно оси С3. 

Поведение в магнитном поле может быть описано спиновым гамильтониа-
ном с эффективным спином S = 1/2 [28]: 

H Sg SAI  B ,                                         (1) 
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где  – магнетон Бора; S, I – операторы соответственно электронного и 
ядерного спина; g – фактор спектроскопического расщепления; B – вектор 
магнитной индукции; А – тензор сверхтонкого взаимодействия. Ядра эрбия 
кроме магнитного дипольного момента имеют небольшой квадрупольный 
момент, но в пределах точности эксперимента он не проявлялся, поэтому 
члены, описывающие взаимодействие с квадрупольным моментом, не вклю-
чены в спиновый гамильтониан. На рис. 2 наряду с экспериментальными за-
писями спектров показаны спектры, рассчитанные с помощью программы 
EasySpin [29] по параметрам, приведенным в таблице. Зависимости сверх-

тонких компонент от угла вблизи оси С3 представлены на рис. 3. Необычное 

поведение сверхтонких компонент спектра обусловлено большой анизотро-
пией g-фактора. 
 

      

Таблица 
Параметры спинового гамильтониана иона Er3+  

в кристаллах YAl3(BO3)4, EuAl3(BO3)4, YGa3(BO3)4 

Параметры Er3+ 
Кристаллы 

g|| g  A|| A  g||g A g A � �A|| 

YAl3(BO3)4 1.331(3) 9.301(5) 47.1(5) 318.7(8) 

EuAl3(BO3)4 1.315(3) 9.327(5) 46.3(5) 318.5(8) 

YGa3(BO3)4 1.269 (1) 9.34 (6) 47.7 (5) 320.9(8) 

0.98 

 
Экспериментально определенные параметры гамильтониана приведены в 

таблице, в которой указаны данные [30] для двух изоморфных алюмобора-

тов YAl3(BO3)4 и EuAl3(BO3)4. Соотношение g||g A g A � �A|| близко к единице, 

что свидетельствует об очень незначительном влиянии вышележащих муль-

типлетов иона Er
3+

. Действительно, согласно данным работы [31] ближай-

ший возбужденный мультиплет 
4
I13/2 отстоит от основного на 6600 cm

–1
. 

Рис. 3. Угловая зависимость резо-

нансных полей ЭПР спектра Er
3+

 в 

YGa3(BO3)4 вблизи оси С3:  – резо-

нансные линии от нечетного изотопа 
167Er; ○ – угловая зависимость четного 

изотопа; T = 15 K 
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Редкоземельные ионы, у которых незаполненная 4f-оболочка, сильно свя-

заны с колебаниями решетки (кроме иона Gd
3+

 с конфигурацией 4f 
5
). В ре-

зультате они имеют короткие времена спин-решеточной релаксации, и спек-
тры ЭПР от них фиксируются только при низкой температуре. Зависимость 
ширины линии от температуры дает возможность определить времена спин-
решеточной релаксации и установить ее механизмы. Измерения температур-
ной зависимости ширины линии были проведены в ориентации, когда внеш-

нее магнитное поле параллельно оси С3. Ширину линии измеряли по расстоя-

нию между экстремальными значениями производной линии поглощения. 
 

   
 
Рис. 4. Зависимость ширины линии ЭПР ионов Er

3+
 в YGa3(BO3)4 от температуры в 

ориентации B||C3; ΔВ = 68.2 + 11.6·103exp(–65/kT) 
 
Рис. 5. Температурная зависимость g|| спектра ЭПР иона Er3+ в кристалле YGa3(BO3)4. 
Сплошная линия пропорциональна T4 

 

Зависимость ширины линии от температуры в ориентации BC3 представ-

лена на рис. 4. Область наблюдения ограничена 35 K. Зависимость хорошо 

описывается экспоненциальной функцией ΔB = 68.2 + 11.6·10
3
exp(–65/kT). 

Величина Δ = 65 cm
–1

 указывает на наличие в энергетическом спектре 
иона уровня энергии, который участвует в релаксации Орбаха–Аминова. 
Кроме уширения линии ЭПР наблюдается уменьшение g-фактора от темпе-
ратуры, которое представлено на рис. 5. 

Обсуждение результатов 

Экспериментальные значения g-факторов (таблица), судя по близким к 

единице соотношениям g||g A g A � �A||, определяются смешиванием состояний 

внутри мультиплета 
4
I15/2 для иона Er

3+
, а влияние вышележащих мульти-

плетов очень мало. Ввиду симметрии D3, в которой находятся ионы Er
3+

, 

гамильтониан кристаллического поля содержит операторы 3
4O , 3

6O  и 6
6O , 

смешивающие волновые функции и отличающиеся на числа 3 и 6. В работе 
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[32] по известным параметрам кристаллического поля были вычислены g-фак-

торы основного дублета иона Er
3+

 в кристалле YAl3(BO3)4, которые оказа-

лись равными g|| = 1.216 и g  = 9.558. Полученные экспериментальные зна-

чения в изоморфных кристаллах близки к расчетным величинам. 
Наряду с уширением линии ЭПР при увеличении температуры наблюда-

ется сдвиг ее в более высокие поля, т.е. происходит уменьшение g-факторов. 

Впервые такое явление было обнаружено в спектре иона Dy
3+

 в кристалле 

KY(WO4)2 [33]. На рис. 5 показана зависимость g|| от температуры для иона 

Er
3+

 в кристалле YGa3(BO3)4. Изменение магнитного момента основного со-

стояния вызвано примешиванием возбужденных состояний через совмест-
ное действие зеемановского и орбитально-решеточного взаимодействий. 
Температурная зависимость сдвига линии ЭПР пропорциональна 

/ 3
4

0

d

e 1

T

x

x x
T




  в модели Дебая [34,35]. Так как температура Дебая для иссле-

дуемого кристалла равна 322 K [20,21], множитель при T 
4
 в используемом 

интервале температур практически не изменяется. При расчете температурно-
го сдвига линии ЭПР необходимо учитывать возбужденные состояния редко-
земельного иона. Чем меньше энергетическое расстояние до возбужденных 
уровней, тем больше температурный вклад. В исследуемом ионе ближайшие 
возбужденные состояния расположены довольно близко. На рис. 5 представ-

лена подгоночная кривая, пропорциональная T 
4
. Как видно, она достаточно 

хорошо описывает наблюдаемую температурную зависимость g-фактора. 

Заключение 

В данной работе проведено экспериментальное исследование статических 

и динамических характеристик ионов Er
3+

 в кристаллах YGa3(BO3)4. Опре-

делены g-факторы и константы сверхтонкого взаимодействия. Соотношение 

g||g A g A � �A|| близко к единице, что свидетельствует об очень незначительном 

влиянии состояний возбужденных мультиплетов. Уширение линий погло-
щения при повышении температуры связано с сильным спин-фононным 
взаимодействием. Спин-решеточная релаксация хорошо интерпретируется с 

помощью процессов Орбаха–Аминова. Наблюдается уменьшение g-фактора 
при повышении температуры, которое обусловлено спин-фононным взаи-

модействием, пропорциональным T 
4
. 
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A.A. Prokhorov, L.F. Chernysh, A.D. Prokhorov 

SUPER-FINE STRUCTURE OF EPR SPECTRUM OF Er3+  
IN THE CRYSTALS OF YGa3(BO3)4 

The results of the study of the ground state of erbium ions in the crystals of YGa3(BO3)4 
are reported. The EPR spectrum of the Er

3+
 ion that substitutes yttrium, being located in a 

slightly distorted prism formed by six oxygen ions, is measured within the ranges of 3 cm 
and 8 mm. The parameters of spin Hamiltonian related to strongly anisotropic behavior of the 
spectrum are estimated: g|| = 1.269 (1), g  = 9.34 (6), A|| = 47.7 (5) MHz, A  = 320 (9) MHz. 

The mechanism of spin-lattice relaxation by Orbach–Aminov that results in widening of 
EPR lines allows evaluation of the energy of the nearest neighbor excited state in the 
spectrum of the Er3+ ion as 65 cm–1. 

Keywords: EPR, multiferroics, rare-earth, aluminum borates, gallium borates, spin Ham-
iltonian 

Fig. 1. Fragment of the crystal structure of the YGa3(BO3)4 crystal. The Y3+ ion is lo-
cated in a triangular prism, the Ga3+ ions are located in a slightly distorted octahedron 

Fig. 2. EPR spectrum of the Er
3+

 ion in YGa3(BO3)4 for BC3 (a) and B||C3 (б): 1 – ex-
periment, 2 – calculated with using the parameters listed in the table; the linewidth is 10 Gs 

Fig. 3. Angular dependence of the resonance fields of the EPR spectra of Er
3+

 in 
YGa3(BO3)4 in the vicinity of C3 axis:  – resonance lines of the odd isotope of 

167
Er; ○ – 

angular dependence of the even isotope; T = 15 K 

Fig. 4. Temperature dependence of the Er3+ ion line width in YGa3(BO3)4 in the orienta-
tion of B||C3; ΔВ = 68.2 + 11.6·10

3
exp(–65/kT) 

Fig. 5. Temperature dependence of g|| values obtained for Er
3+

 ions in the YGa3(BO3)4 

crystal. The solid line is proportional to T4 
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ОСОБЕННОСТИ ИЗМЕНЕНИЯ ФИЗИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

ПЛЕНОЧНОЙ СТРУКТУРЫ La1–xSrxMnO3–/NdGaO3  
В ПРОЦЕССЕ ТЕРМООБРАБОТКИ НА ВОЗДУХЕ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 15 апреля 2020 года 

Представлены результаты исследований гальваномагнитных характеристик эпи-

таксиальной пленки La1–xSrxMnO3– (x < 0.2) (LSMO) на подложке NdGaO3 в зависи-
мости от продолжительности термообработки на воздухе при нескольких фикси-
рованных температурах в интервале T = 573–107 K. Установлено, что условия 
термообработки во всем интервале температур соответствуют избыточному 
содержанию кислорода (КС > 3) в материале пленки. Диапазон изменения КС за 
время термообработки характеризуется вариацией кислородного индекса  ≈ 0.08, 
при этом максимальное значение температуры фазового перехода металл–диэ-
лектрик и максимальная проводимость пленки достигаются при значительном 
избытке суммарного КС. Обсуждаются аномалии динамики КС при фиксирован-
ных температурах термообработки в виде насыщающихся участков временной 
зависимости (t), которые могут свидетельствовать о значительном изменении 
величины коэффициента диффузии кислорода по толщине пленки. 

Ключевые слова: легированные манганиты, эпитаксиальные пленки, проводи-
мость, магниторезистивный эффект, диффузионный транспорт кислорода, кисло-
родный индекс 
 

Научный интерес к легированным манганитам включает несколько ас-
пектов, связанных с решением фундаментальных и прикладных задач. В 
первом случае интерес обусловлен большим разнообразием физических яв-
лений и необычных эффектов. К ним относятся: эффект колоссального маг-
нитосопротивления (КМС); возможность управления в широких пределах 
электропроводностью и магнитными свойствами легированных манганитов 
за счет как степени легирования, так и изменения КС уже готового химиче-
ского соединения; наличие фазовых переходов (структурных, магнитных и 
электрических), а также нетривиальная физика явлений в сильно коррелиро-
ванных системах. 

Прикладной аспект легированных манганитов включает разработку ин-
фракрасных болометров, мультиферроиков и метаматериалов на основе 
многослойных гетероструктур, изготовление материалов для научных ис-
следований, в частности тонких пленочных покрытий для измерения тепло-
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вого сопротивления интерфейсов пленка–подложка, создание элементов 
цифровых запоминающих устройств [1–4]. Наиболее перспективными в от-
ношении технических приложений являются пленочные структуры. 

Высококачественные эпитаксиальные пленки на основе легированных 
манганитов получают магнетронным или лазерным методом распыления 
мишеней на диэлектрические подложки из материалов с близкими по отно-
шению к материалу пленки значениями кристаллических параметров, на-

пример SrTiO3, NdGaO3, LaAlO3. 

Ранее нами были последовательно изучены физические свойства эпитак-

сиальных пленок LSMO на подложках SrTiO3. В данной работе мы пред-

ставляем результаты исследования пленок LSMO на подложках NdGaO3. 

Один из важных научных вопросов, рассматриваемых в рамках этого иссле-
дования, связан с неоднородным по толщине пленки диффузионным транс-
портом кислорода, который был обнаружен в пленках LSMO на подложках 

SrTiO3. Эффект заключается в изменении коэффициента диффузии кислоро-

да по толщине пленки более чем на порядок величины. В качестве основно-
го физического механизма, вызывающего этот эффект, в работе [5] нами 
рассмотрены механические напряжения кристаллической решетки материа-
ла пленки из-за небольшого (~ 1%) рассогласования между кристаллически-

ми параметрами материалов пленки и подложки. В случае SrTiO3 подложка 

вызывает «растягивающие» механические напряжения пленки, а в случае 

NdGaO3 – «сжимающие» [6]. При этом по абсолютной величине рассогласо-

вание плоскостных кристаллических параметров примерно одинаковое, т.е. 
появляется возможность выяснить особенности влияния решеточных иска-
жений на диффузию кислорода в материале пленки. Тем не менее существу-
ет еще несколько физических механизмов, которые потенциально могут 
приводить к эффекту неоднородной диффузии кислорода. В рамках данной 
работы они не будут подробно обсуждаться, а внимание будет сосредоточе-
но на особенностях гальваномагнитных характеристик относительно тол-

стой пленки LSMO на подложке NdGaO3 в зависимости от КС. 

Пленка изготовлена магнетронным методом путем распыления керамиче-

ской мишени на нагретую до T = 873 K подложку NdGaO3. В эксперименте 

использована высококачественная монокристаллическая подложка фирмы 
«Mateck» (Germany) с ориентацией кристаллических осей (100). По данным 

фирмы изготовителя, поверхность подложки NdGaO3 характеризуется очень 

малой шероховатостью ~ 1 nm/cm
2
. Пленки, получаемые в соответствии с 

нашей технологией, описанной в работе [7], характеризуются недостатком 
кислорода. Для устранения кислородного дефицита в материале пленки ис-
пользуется термообработка в кислородсодержащей газовой среде, в данном 
случае – на воздухе. 

Процедура эксперимента заключалась в периодическом повторении тер-
мообработки при относительно высокой температуре в течение 0.5–2 h. По-
сле охлаждения пленочной структуры на каждом шаге термообработки на 
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пленку наносили гальванические контакты и проводили гальваномагнитные 
измерения в области температур 77–360 K. Контакты наносили серебряным 
контактолом фирмы «Electrolube» (Germany) и перед каждой последующей 
процедурой термообработки снимали с помощью растворителя, чтобы пред-
отвратить проникновение серебра в материал пленки диффузионным путем. 
Продолжительность всей процедуры термообработки составляла 27 h, при 
этом фиксированную в рамках одной серии термообработок температуру 
периодически последовательно повышали в пределах от 573 до 1073 K. Кон-
троль толщины пленки осуществляли несколькими методами, описанными в 
работе [8]. 

На рис. 1 приведена серия температурных зависимостей проводимости 
материала относительно толстой (d = 303.7 nm) пленки LSMO, а на рис. 2 – 

последовательность температур фазового перехода металл–диэлектрик Tc, 

соответствующих температурному минимуму проводимости, а также удель-
ного сопротивления пленки при этих значениях температуры. Кривые (T) 
на рис. 1 зарегистрированы на нескольких этапах пошаговой термообработки 
пленочной структуры на воздухе. 

  
 
Рис. 1. Температурные зависимости проводимости LSMO-пленки на подложке 
NdGaO3. Кривые 1–7 соответствуют продолжительности пошаговой термообработ-

ки 1, 11, 12, 17, 21, 25 и 26 h (подробности процедуры термообработки см. на рис. 2) 
 
Рис. 2. Изменение температурного минимума проводимости Tc (○) и значений 

удельного сопротивления пленки  (●) при этих температурах в зависимости от 

продолжительности термообработки t. Над горизонтальной осью указаны значения 

фиксированных температур пленочной структуры в ходе пошаговой термообработки 

 
Общий вид кривых на рис. 1 и последовательное уменьшение удельного 

сопротивления в зависимости от продолжительности термообработки на 
рис. 2 являются ожидаемым результатом, поскольку демонстрируют поведе-
ние, характерное для процесса последовательного устранения кислородного 
дефицита в материале пленки. Аналогичные характеристики ранее наблюда-
лись нами при последовательном насыщении кислородом эпитаксиальной 
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пленки LSMO с составом x = 0.3 на подложке SrTiO3 [9]. Вид зависимостей 

(T) (рис. 1) характеризуется наличием минимума проводимости при темпе-

ратуре Tc, которая по мере уменьшения кислородного дефицита в ходе термо-

обработки последовательно растет, достигает максимального значения и за-
тем начинает снижаться. На рис. 2 видно, что процедура длительной термооб-

работки завершается после небольшого снижения Tc и возрастания сопротив-

ления при t > 25 h, что свидетельствует о повышении дефектности материала 
пленки по причине избыточного КС. Что касается количественных характери-
стик, то удельное сопротивление исследуемой пленки более чем на порядок 

выше, чем у пленок на подложках SrTiO3, а значения Tc – ниже. Причиной 

этого факта могут быть структурные особенности пленки на подложке 
NdGaO3 и относительно низкая концентрация носителей заряда вследствие 
меньшего уровня легирования стронцием. 

 

  

                               а                                                              б 

Рис. 3. Эффект КМС: a – температурные зависимости сопротивления пленки при 

наличии внешнего магнитного поля после термообработки при T = 573 K на воз-

духе в течение 1 h. Кривые 1–4 соответствуют величине магнитного поля 0, 5, 10, 

15 kOe; б – температурные зависимости магнитосопротивления MR = (R(H) – R(0))/R(0) 

пленки. Кривые 1–5 соответствуют времени термообработки 9, 12, 17, 21, 25 h 

 
На рис. 3,а в линейном масштабе приведены температурные зависимости 

сопротивления пленки, соответствующие кривой 1 на рис. 1 в присутствии 
внешнего магнитного поля. Как видно, кривые на рис. 3,а демонстрируют 
значительный эффект КМС. В поле 15 kOe максимальная амплитуда магни-
торезистивного эффекта MR = 100%·(R(H) – R(0))/R(0) достигает величины, 
близкой к 50%. По мере увеличения продолжительности термообработки и 
роста КС величина эффекта КМС снижается (рис. 3,б), причем немонотонно. 
При промежуточных значениях продолжительности термообработки наблю-
дается минимум магнитосопротивления. В принципе такое поведение MR в 
зависимости от КС свидетельствует о действии двух физических механиз-
мов магнитосопротивления, которые обусловлены: 1) простым смещением 
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Tc под действием магнитного поля в однородной пленке легированного ман-

ганита и 2) дополнительными эффектами в неоднородной магнитной среде, 
обусловленными так называемым «замороженным беспорядком» [10]. 

Подобное поведение демонстрируют и пленки LSMO на подложках 

SrTiO3. Эффект обусловлен изменением КС материала пленки во время тер-

мообработки. Кислород-дефицитные пленки демонстрируют эффект КМС в 
более широкой области температур, чем пленки с КС, близким к стехиомет-
рическому содержанию. 

Последовательность изменения КС в процессе термообработки пленки 
можно оценить количественно, исходя из взаимозависимости между значе-

ниями температуры фазового перехода металл–диэлектрик Tc, соответ-

ствующей температурному минимуму проводимости пленки, и параметром 

2z x   , где x – состав твердого раствора замещения, а  – кислородный 

индекс [5,11]. Зависимость z(t), соответствующая зависимости Tc(t) на рис. 2, 

представлена на рис. 4. 
Как видно, по мере увеличения 

продолжительности термообработки 
параметр z последовательно рас-
тет, но с непостоянной скоростью. 
Поскольку суммарный катионный 
состав в материале пленки не из-
меняется (x – const), причиной по-
следовательного роста z является 
вариация КС. Следует отметить, 
что на отдельных этапах термооб-
работки при фиксированной тем-
пературе наблюдается тенденция к 

насыщению кривых. Это может 

свидетельствовать о присутствии 
эффекта неоднородной диффузии 
кислорода [5]. 

С помощью энергодисперсионного спектрометра INCA Energy 350, вхо-
дящего в состав электронного микроскопа JSM-6490 LV, проведены иссле-
дования катионного состава пленочных структур с пленками разной толщи-
ны в интервале d = 6.3–303.7 nm, которые дали неоднозначный результат. В 
плоскости каждой из пленок существенной неоднородности распределения 
Sr не наблюдается, но в зависимости от толщины пленок концентрация 
стронция изменяется и характеризуется вариацией x в пределах от 0.14 до 
0.2. Такой результат является неожиданным и требует дополнительного изу-
чения. Можно предположить, что одна из причин вариации состава связана с 
ошибкой измерений, поскольку контроль состава осуществляется в двух-
слойной среде и в относительно тонких пленках. Вторая причина, возможно, 
обусловлена технологией изготовления пленок, и позволим себе предполо-

Рис. 4. Изменение параметра z в процессе 

многократной пошаговой термообработ-

ки пленки 
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жить, что в процессе распыления многокомпонентной мишени состав плен-
ки может изменяться во времени.  

Исходя из данных, приведенных на рис. 3, параметр z изменяется в преде-
лах примерно от 0.1 до 0.26, что соответствует вариации кислородного индек-

са ∆δ = (zmax – zmin)/2 = 0.08. В зависимости от значения x формально опреде-

ляется область избыточного и недостаточного КС. Так, при x = 0.2 кислород-
ный индекс изменяется от  = 0.05 в начале термообработки до  = –0.03 в 
конце процедуры, а при x = 0.14 – соответственно от  = 0.02 до  = –0.06. 

Авторы работы [12] допускают в принципе возможность роста концен-

трации ионов Mn
+4

 за счет столь значительного избытка кислорода. В то же 

время избыточное КС разрушает материал пленки, порождая катиондефи-
цитные кристаллические ячейки, свойства которых не очень ясны. 

Еще одним важным обстоятельством, которое обычно не обсуждается в ли-
тературе, является однородность распределения КС по толщине пленки. Избе-
жать неоднородного распределения КС можно при условии, если достаточно 
продолжительную термообработку проводить в газовой среде, обеспечиваю-
щей равновесное содержание на поверхности кислород-дефицитной пленки, 
близкое к КС = 3. В нашем эксперименте это условие не выполняется, парци-
альное давление кислорода в воздушной среде соответствует избыточному 
равновесному КС в материале пленки [12]. По этой причине во время термооб-
работки происходят два эффекта – уменьшение кислородного дефицита в объ-
еме пленки и формирование в окрестности внешнего интерфейса пленки слоя с 
избыточным КС. 

К свидетельствам таких процессов можно отнести немонотонность двух 
участков зависимости (t) на рис. 2. Сопротивление пленки на двух послед-
них шагах термообработки (t > 25) не убывает, а возрастает по причине из-
быточного КС. Кроме того, такой же эффект наблюдается на 4-м шаге тер-
мообработки при T = 573 K, что можно трактовать как появление значитель-
ного избытка КС в приповерхностном слое пленки. Более ярко этот факт 
проявляется на последнем шаге термообработки (t = 27 h) в данных, приве-
денных на рис. 4. Формально величина z резко понижается, при этом ясно, 
что КС уменьшаться не может. Следовательно, эффект связан с изменением 
свойств материала пленки в окрестности внешнего интерфейса. 

Для уточнения особенностей кислородного транспорта в пленке необходи-
мо провести численное моделирование диффузионного процесса. Тем не ме-
нее ясно, что процесс термообработки при повышенном парциальном давле-
нии кислорода, вызывающем избыточное КС на поверхности пленки, являет-
ся более сложным и оптимизация процедуры изменения КС связана с ком-
промиссом по выбору нужных физических характеристик. 

Если же пользоваться обычным интегральным подходом, который не 
учитывает влияние градиента КС на характеристики пленки, то следует заклю-

чить, что  максимальное значение Tc = 340 K в пленке LaxSr1–xMnO3– (x ≤ 0.2) 

толщиной d = 303.7 nm при термообработке на воздухе достигается при зна-
чительном суммарном избытке кислорода в интервале  = (–0.03)–(–0.06). 
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В заключение следует отметить еще одно обстоятельство. По сущест-
вующим данным, пространственные искажения, вызванные рассогласовани-
ем между кристаллическими параметрами пленки и подложки, проявляются 
на расстоянии от интерфейса, равном 30–60 nm [13]. При толщинах пленки 
больше 100 nm искажения уменьшаются, и кристаллические параметры ста-
новятся близкими к значениям, характерным для монокристаллов. В этом 
плане наша пленка толщиной d = 303.7 nm является достаточно толстой, и 
наличие признаков неоднородной диффузии свидетельствует о действии не-
которого дополнительного и общего (в том числе для монокристаллических 
образцов) физического механизма, связанного с транспортом кислорода в 
условиях избыточного парциального давления кислорода в газовой среде. 

Выводы 

1. Проведены исследования гальваномагнитных характеристик LSMO-

пленки (x ≤ 0.2) толщиной 303.7 nm на подложке NdGaO3 в процессе дли-
тельной пошаговой термообработки пленочной структуры на воздухе в ин-
тервале температур 573–1073 K. 

Качественный вид серии температурных зависимостей проводимости и 
эффекта КМС соответствует последовательному изменению КС в материале 
пленки во время термообработки и свидетельствует о достаточно высоком 
качестве материала пленки. 

2. Установлено, что вариация суммарного КС в пленке изменяется в ши-
роких пределах и характеризуется изменением кислородного индекса   0.08, 
при этом максимальные величины проводимости и температуры фазового 
перехода металл–диэлектрик достигаются при значительном избытке сум-
марного КС.  

3. Обнаружены особенности вариации КС в процессе термообработки в 
виде насыщающихся участков временной зависимости (t) при фиксирован-
ной температуре, которые могут свидетельствовать о неоднородной диффу-
зии кислорода по толщине пленки. 
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Yu.M. Nikolaenko, N.B. Efros, A.S. Kornievets, D.O. Fedyuk 

FEATURES OF CHANGES IN THE PHYSICAL CHARACTERISTICS  

OF THE FILM STRUCTURE OF La1–xSrxMnO3–/NdGaO3  
IN THE COURSE OF HEAT TREATMENT IN AIR  

The results of the study of galvanomagnetic characteristics of epitaxial film La1–xSrxMnO3– 
(x < 0.2) (LSMO) on the NdGaO3 substrate with respect to the duration of heat treatment 
in air at several fixed temperatures in the range of T = 573–1073 K are presented. It is 
found that the conditions of heat treatment in the whole temperature range correspond to 
the excess oxygen content in the film material (OC > 3). The range of OC during the heat 
treatment is characterized by oxygen index variation   0.08. The maximum value of 
metal-dielectric phase transition temperature and the maximum of film conductivity are 
achieved at significant excess of the total OC. The anomalies of OC dynamics at fixed 
temperatures of heat treatment in the form of saturated time dependence (t), which may 
indicate a significant change in the value of oxygen diffusion coefficient across the film 
thickness, are discussed. 

Keywords: doped manganites, epitaxial films, conductivity, effect of magnetoresistance, 
diffusion transport of oxygen, oxygen index 

Fig. 1. Temperature dependencies of conductivity of the LSMO film on the NdGaO3 sub-
strate. Curves 1–7 correspond to heat treatment duration of 1, 11, 12, 17, 21, 25 and 26 h 

Fig. 2. Variation of the temperature of minimum of conductivity Tc (○) and the values of 
specific resistance of the film (●) at these temperatures vs the duration of heat treatment. 
The temperature values of the film structure during the heat treatment steps are shown at 
the bottom of the figure 

Fig. 3. Effect of CMR: a – temperature dependencies of the film resistance in the pres-
ence of an external magnetic field after heat treatment in the air for 1 h. Curves 1–4 cor-
respond to the value of magnetic field 0, 5, 10, 15 kOe; б – temperature dependencies of 
magnetoresistance of the film MR = (R(H) – R(0))/R(0). Curves 1–5 correspond to heat 
treatment duration 9, 12, 17, 21, 25 h 

Fig. 4. Variation of the values z = x – 2 parameter during multiple step-by-step heat trea-
tment of the film 
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Разработана математическая модель процесса прокатки колец, необходимая для 
определения рационального режима деформации металла при прокатке колец, вы-
сота которых равна, больше или меньше высоты исходной кольцевой заготовки. С 
учетом уширения металла в радиальном и осевом очагах деформации определены 
текущие радиальные и осевые обжатия, размеры кольца, скорость роста его диа-
метра, скорость движения валка-оправки и другие параметры. 

Ключевые слова: кольцепрокатный стан, математическая модель процесса про-
катки колец, режим деформации металла, скорость роста диаметра кольца, скорость 
движения валка-оправки 

Введение 

Радиально-осевая прокатка кольцевых заготовок является ресурсосбере-
гающей технологией обработки металлов давлением. Определение рацио-
нальных параметров этого процесса при освоении новых профилей является 
актуальной научно-технической задачей. 

В технической литературе на базе аналитических и численных методов, 
разработанных на их основе специализированных компьютерных программ, 
а также конечно-элементного моделирования получены решения ряда задач 
в области нестационарных процессов прокатки кольцевых изделий [1,2 и др.]. 
Нестационарный характер этих процессов в значительной мере определяет 
их сложность. Имеет место широкий круг аналогичных научно-технических 
задач, которые не утратили своей актуальности [3–10]. Одной из наиболее 
часто возникающих проблем является определение рациональных графиков 
скорости движения валка-оправки, скорости роста наружного диаметра 
кольца [11–13] и соответственно закономерностей изменения радиальных и 
осевых обжатий в ходе прокатки. 

Вместе с тем известные аналитические модели процессов прокатки колец 
не предусматривают учет уширения металла в радиальном и осевом очагах 
деформации при определении режимов прокатки колец, высота которых 
равна, больше или меньше высоты исходной кольцевой заготовки. А соз-
данные конечно-элементные модели в основном ориентированы на проверку 
уже предложенных режимов деформации металла. 
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В связи с этим поставлена цель разработать математическую модель про-
цесса прокатки колец и на ее основе – компьютерную программу, необхо-
димую для установления рационального режима деформации металла при 
прокатке колец, высота которых равна, больше или меньше высоты исход-
ной кольцевой заготовки. Также требуется обеспечить определение текущих 
радиальных и осевых обжатий, размеров кольца, скорости роста его диамет-
ра, скорости движения валка-оправки и других параметров с учетом ушире-
ния металла в радиальном и осевом очагах деформации. 

Математическая модель процесса прокатки колец 

Математическая модель процесса прокатки колец разработана с целью 
создания специализированной компьютерной программы расчета рацио-
нальных режимов деформации металла, ориентированных на учет особенно-
стей работы программ, управляющих кольцепрокатными станами. Схема 
радиально-осевого кольцепрокатного стана представлена на рис. 1. 
 

 
 
Рис. 1. Схема радиально-осевого кольцепрокатного стана: 1 – главный приводной 

валок, 2 – валок-оправка, 3 – кольцо, 4 – конические валки, 5 – центрирующие ро-

лики, 6 – устройство для измерения скорости роста диаметра кольца 

 
При прокатке кольцо формируется между главным приводным валком 1 и 

неприводным валком-оправкой 2, установленными вертикально (рис. 1). 
Обжатие стенки кольца 3 и соответствующее увеличение его диаметра осу-
ществляются путем перемещения валка-оправки в сторону главного валка с 
помощью гидравлического привода. Стан имеет два конических валка 4, ус-
тановленных диаметрально противоположно вертикальным валкам и вы-
полняющих обжатие кольца по высоте. При прокатке кольцо центрируется 
роликами 5, которые удерживают его на оси стана и обеспечивают мини-
мальную овальность кольца. 

Важной особенностью предлагаемой математической модели является 
реализация схемы прокатки, которая предусматривает ряд этапов. Рассмот-
рим схему прокатки, включающую четыре этапа. 

1-й этап предусматривает m оборотов исходной кольцевой заготовки, на-
гретой до температуры горячей пластической деформации. При этом обжа-
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тие металла выполняется только вертикальными валками. Если исходная 
кольцевая заготовка получена ковкой, то на 1-м этапе осуществляется устра-
нение ее граней. При этом увеличивается диаметр кольцевой заготовки, что 
позволяет уже на следующем этапе прокатки выполнять обжатие металла 
также и наклонными валками. 

Управляющая кольцепрокатным станом программа на 1-м этапе обеспе-
чивает режим обжатия металла, при котором сила прокатки P в радиальном 
очаге деформации изменяется от нуля до некоторого значения, с которого 
осуществляется дальнейшая прокатка на 2-м этапе. 

Количество оборотов m и величина скорости роста диаметра кольца Vd 

после их выполнения являются исходной информацией для расчетов. 
За первые m оборотов высота кольца увеличивается за счет уширения ме-

талла, которое имеет место в радиальном очаге деформации вертикальных 
валков. На этом заканчивается 1-й этап прокатки. В результате предвари-
тельных расчетов, проведенных по ходу прокатки, получены суммарное 
уширение, достигнутое после m оборотов кольца, а также соответствующие 

наружный диаметр кольца D1, толщина H1 и высота B1 кольца. 

2-й (основной) этап прокатки реализуется до получения наружного диа-

метра кольца D2 = K3Dout.f (где Dout.f – наружный диаметр готового кольца; 

K3 – коэффициент, равный, например, 0.90–0.96). На данном этапе выпол-

няются обжатия металла вертикальными и наклонными валками. При этом 
управляющая станом программа выдерживает заданную, например постоян-

ную, скорость роста диаметра кольца Vd. Известны максимально допустимые 

на данном этапе скорости роста диаметра кольца (например, Vd = 40 mm/s) и 

движения валка-оправки (например, Vm = 10 mm/s). Текущее значение ско-

рости Vd и соответствующие обжатия на каждом обороте кольца рассчиты-

ваются с учетом сопоставления ряда расчетных величин с соответствующи-
ми значениями, допустимыми по силе и мощности прокатки, по скорости 
движения валка-оправки, напряжениям в бочке валка-оправки и др. 

Скорость роста наружного диаметра кольца зависит от величины обжатия 
∆h. При расчете режима деформации зададим выполнение условия: 

d rV S    (здесь Sr – требуемое значение скорости роста наружного диа-

метра кольца;   – заданная величина, определяющая точность выхода при 

расчете на значение Sr). 

Чтобы обеспечить данное условие используем итерационный процесс для 
определения обжатия в радиальном очаге деформации ∆h. Опишем этот 
процесс. Зададимся начальной величиной ∆h = η. Будем давать некоторое 
приращение величине ∆h и каждый раз вычислять на ее основе другие вели-
чины (которые будут рассмотрены ниже), а затем и соответствующее значе-

ние Vd. Пусть начальная величина приращения d∆h также будет равна η (на-

пример, величина η = 0.1 mm). 
При наращивании ∆h с шагом d∆h может оказаться, что при некотором значе-

нии ∆h условие d rV S    выполняется. Значит, поиск ∆h можно прекратить. 
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Если этого не произошло, продолжаем наращивать ∆h до тех пор, пока со-

ответствующее значение Vd не превысит Sr более чем на δ. Тогда приращение 

d∆h делим на 2 и с этим приращением начинаем уменьшать значение ∆h. Если 

же окажется, что значение Vd меньше Sr более чем на δ, текущее приращение 

d∆h снова делим на 2 и с этим приращением начинаем увеличивать ∆h. 

Таким образом, приращение d∆h делим на 2 каждый раз, когда увеличе-

ние обжатия ∆h изменяем на его уменьшение, а также когда уменьшение 

обжатия ∆h изменяем на его увеличение. Этот процесс продолжаем до тех 

пор, пока не выполнится указанное выше условие. 

Изложенный подход применяется на каждом обороте кольца, причем на 

всех этапах процесса прокатки. Отличие заключается только в том, что на 1-м 

и 4-м этапах обеспечивается только выход на требуемую скорость роста на-

ружного диаметра кольца Sr. А на 2-м и 3-м этапах после выхода на величи-

ну Sr дополнительно выполняются сопоставления ряда расчетных величин с 

соответствующими значениями, допустимыми по силе и мощности прокат-

ки, скорости движения валка-оправки, напряжениям в бочке валка-оправки 

и др. Соответственно, если имеет место превышение расчетными величина-

ми соответствующих допустимых, то скорость роста наружного диаметра 

кольца корректируется в сторону уменьшения. Если же все расчетные вели-

чины оказались меньше допустимых, то скорость роста наружного диаметра 

кольца корректируется в сторону увеличения. При этом обеспечивается 

нормируемое непревышение хотя бы одной расчетной величины по отноше-

нию к соответствующей допустимой. 

3-й этап прокатки реализуется до получения наружного диаметра кольца  

D3 = K4Dout.f (где K4 – коэффициент, равный, например, 0.97–0.98). При этом 

выполняются обжатия металла вертикальными и наклонными валками. Дан-

ный этап обеспечивает плавный переход от 2-го (основного) этапа, связан-

ного с интенсивной деформацией металла, к последнему 4-му этапу, на ко-

тором достигаются требуемые размеры готового кольца, а также его мини-

мальная разнотолщинность и овальность. При этом управляющая станом 

программа выдерживает заданную, например постоянную, скорость роста 

диаметра кольца Vd. Известна максимально допустимая скорость роста диа-

метра кольца на данном этапе, например Vd = 16 mm/s. Текущее значение 

скорости Vd и соответствующие обжатия рассчитываются с учетом сопо-

ставления ряда расчетных величин с соответствующими значениями, допус-

тимыми по силе и мощности прокатки, скорости движения валка-оправки, 

напряжениям в бочке валка-оправки, разнотолщинности кольца. 

4-й этап реализуется путем обжатия металла в радиальном и осевом очагах. 

При этом получают готовые наружный диаметра кольца Dout.f, а также его тол-

щину Hf  и высоту Bf. Известна скорость роста наружного диаметра кольца на 

этом этапе, которая выдерживается постоянной, например Vd = 1.6 mm/s. 
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Предварительные расчеты режима деформации кольца,  
выполняемые по ходу прокатки на 1-м этапе 

Прежде всего получим формулы для выполнения предварительных рас-
четов. Вначале определим толщину исходной кольцевой заготовки, учиты-
вая равенство объемов заготовки и готового кольца, на основе уравнения 

..2 2
2 2 2 2

out f fin b b
b b f f

D HD H
H B H B

  
      
   

,                    (1) 

где Din.b, Hb, Bb – соответственно внутренний диаметр, толщина и высота ис-

ходной кольцевой заготовки; Dout.f, Hf, Bf – соответственно наружный диа-

метр, толщина и высота готового кольца. Указанные величины задаются в окне 
программы, представленном на рис. 2, в качестве исходной информации. 
 

ИСХОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ 

 
 
Рис. 2. Окно программы задания исходной информации 

 
После преобразования уравнения (1) получим квадратное уравнение от-

носительно Hb: 

 .2
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Из двух решений квадратного уравнения (2) выбираем следующее: 
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.. .

2 4
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    .                  (3) 

Разработанный метод, как указано выше, предусматривает задание в ка-
честве исходной информации значения скорости роста наружного диаметра 
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кольца Vd после выполнения первых m оборотов, т.е. на границе 1-го и 2-го 

этапов прокатки. Очевидно, что, исходя из конструктивных соображений, 

задать точное значение Vd в указанной точке практически невозможно. По-

этому после завершения предварительных расчетов по ходу прокатки для 1-го 
этапа выполняются основные расчеты против хода прокатки на 4-м, 3-м и 2-м 
этапах. При этом определяется скорость роста наружного диаметра кольца 

Vd на границе 1-го и 2-го этапов прокатки, причем с учетом непревышения 

на 2-м этапе ряда допустимых параметров (по силе и мощности прокатки, 
скорости движения валка-оправки, напряжениям в бочке валка-оправки) (см. 
рис. 3). Затем повторно выполняются расчеты по ходу прокатки для 1-го 
этапа, т.е. для первых m оборотов. Итерационный цикл расчетов по ходу про-
катки на 1-м этапе обеспечивает уточненное определение размеров кольца, а 

также значения скорости Vd в конце 1-го этапа с соответствующими парамет-

рами кольца и процесса, полученными при расчете против хода прокатки. 
 

ПАРАМЕТРЫ РАСЧЕТА РЕЖИМА ДЕФОРМАЦИИ 

 
 
Рис. 3. Окно программы задания параметров, необходимых для расчета режима де-
формации 

 
Скорость роста диаметра кольца 

idV  на каждом i -ом обороте (из задан-

ных m) определяем по формуле 

1
i

i i
d

i
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,                                        (4) 

где Di и Di+1 – наружные диаметры кольца в начале i -го и (i + 1)-го оборотов 

соответственно, ∆ti – время оборота кольца. 
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Зная линейную скорость вращения приводного валка V, можно опреде-
лить время оборота кольца по формуле 

 1000
i

i
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V


 


.                                        (5) 

Тогда 
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.                                    (6) 

Из формулы (6) найдем наружный диаметр кольца в начале (i + 1)-го оборота: 

1 1
1000
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D D
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.                                   (7) 

Как указано выше, на 1-м этапе прокатки при обжатии металла верти-
кальными валками кольцо совершает m оборотов, и на последнем из них 

скорость роста диаметра кольца равна Vd. Вначале примем, что на каждом i-м 

обороте 
i

d
d

V
V i

m
  ( 1,2,..., )i m . 

Из равенства объемов i-го и готового кольца с учетом 

1i i iH H H    ,   1i i r iB B k H     

определим радиальное обжатие iH  на каждом обороте по формуле 

 
    .12 2

2 2 2 2

out f fi ii
i i i r i f f

D HH HD
H H B k H H B    

           
  

, (8) 

где kr – показатель уширения на i-м обороте, равный отношению величины 

уширения к величине обжатия ∆Hi в очаге деформации вертикальных валков. 

Значение коэффициента kr на каждом обороте рассчитывается по эмпириче-

ской зависимости, установленной на основе экспериментальных данных [2]. 
После преобразования уравнения (8) получим кубическое уравнение от-

носительно iH : 
3 2

0 0 0 0 0i i ia H b H c H d       ,                         (9) 

где 

0 ra k , 

   0 1i i r i r ib D H k H k B    , 

  0 1i i i r i i ic D H H k B H B       , 

   0 1 .i i i i out f f f fd D H H B D H H B     . 

Для нахождения решения уравнения (9) применили метод половинного 
деления, который основан на последовательном сужении интервала, содер-
жащего корень указанного уравнения до того момента, пока не будет до-
стигнута заданная точность. В общем случае для функции f(x) реализация 
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этого метода заключается в следующем. Предварительно определяем об-
ласть локализации корня на отрезке [a,b], на границах которого функция f(x)  
меняет знак. Этот отрезок разбиваем пополам: ( ) / 2x a b  . Затем находим 

значения функций f(a)  и f(x) и проверяем условие f(a)f(x) < 0. Если условие 
выполнено, то корень расположен на отрезке [a,x]. В этом случае необходи-
мо точку b переместить в точку х (b = x). Если условие не выполнено, то ко-
рень расположен на отрезке [x,b], и тогда a = x. Повторяем вышеописанный 
процесс до тех пор, пока значение abs(f(x)) не станет меньше наперед задан-
ного числа. 

На каждом обороте находим величину уширения металла в очаге дефор-

мации вертикальных валков как произведение коэффициента kr на величину 

радиального обжатия ∆Hi. Просуммировав значения уширений на первых m  

оборотах, получаем величину суммарного уширения, на которую увеличит-

ся высота кольца по сравнению с высотой исходной кольцевой заготовки. 

При этом также определяем наружный диаметр кольца D1, полученный че-

рез указанные m оборотов. При достижении D1 завершается 1-й этап и начи-

нается 2-й этап прокатки. 

Описанный выше алгоритм является начальным шагом в итерационном 

процессе нахождения наружного диаметра D1. Иными словами, вначале ско-

рость роста диаметра кольца (и соответствующие наружные диаметры Di) 

при расчете по ходу прокатки на каждом обороте определяем на основе ука-

занной выше линейной зависимости. Массив найденных на этом шаге зна-

чений наружных диаметров Di сохраняется. 

Затем линейную зависимость уточняем параболической вида 

 21 . 1id i out bV A D D C   , 

где 1
1 2

1 .

( )

( )

d d

out b

V V
A

D D





, 

11 dC V  ( 1,2,...,i m ). 

В качестве Di берем значения из массива, полученного на предыдущем 

шаге. Найденные по параболической зависимости значения 
idV  используем 

для вычисления наружных диаметров кольца по формуле (7), в том числе и 

нового диаметра D1. Процесс продолжаем до тех пор, пока разница между 

новым значением диаметра D1 и тем, что был получен на предыдущей ите-

рации, не станет меньше требуемого наперед заданного числа, например 
равного 0.1 mm. 

Информация о размерах кольца (толщина, высота, наружный диаметр), 

полученная на каждом из m оборотов на 1-м этапе, сохраняется в виде мас-

сивов. В дальнейшем она будет использоваться после выполнения основных 

расчетов режима деформации кольца против хода прокатки на 4-м, 3-м и 2-м 

этапах прокатки. 
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Основные расчеты режима деформации кольца,  
выполняемые против хода прокатки на 4-м, 3-м и 2-м этапах 

Обозначим на i-м обороте толщину, высоту и наружный диаметр кольца 

как Hi, Bi, Di. При i = 1  H1 = Hf, B1 = Bf, D1 = Dout.f. 

Запишем формулы для определения толщины, высоты и наружного диа-
метра кольца на (i + 1)-м обороте с учетом того, что расчет выполняется 
против хода прокатки. На каждом обороте проводится как радиальное, так и 
осевое обжатие. В этом случае формулы имеют следующий вид: 

1

1

,

,

i i i ax i

i i i r i

H H H k B

B B B k H





    

    
                               (10) 

где kax – показатель уширения на i-м обороте, равный отношению величины 
уширения к величине обжатия в очаге деформации наклонных валков. Зна-

чение коэффициента kax на каждом обороте рассчитывается по эмпириче-
ской зависимости, полученной на основе экспериментальных данных. 

Из условия равенства объемов кольца на (i + 1)-м обороте и готового 

кольца определяется величина Di+1: 

 .
1 1

1 1

out f f f f
i i

i i

D H H B
D H

H B
 

 


  .                         (11) 

На 4-м, 3-м и 2-м этапах выполняются радиальные ∆Hi и осевые ∆Bi об-

жатия. Каждый из этапов начинается, когда наружный диаметр кольца до-
стигает определенного значения. 

Будем рассматривать этапы против хода прокатки и для каждого из них 
запишем формулы (10) в зависимости от обжатий. Очевидно, что вид фор-
мулы (11) не изменится. 

На каждом обороте 4-го и 3-го этапов прокатки величина осевого обжа-

тия металла наклонными валками ∆Bi равна уширению в радиальном очаге, 

т.е. ∆Bi = ∆bi = kr∆Hi. 
3-й этап прокатки обеспечивает плавный переход от 2-го (основного) эта-

па, связанного с интенсивной деформацией металла, к последнему 4-му эта-
пу, на котором получаются требуемые размеры и минимальные разнотол-
щинность и овальность прокатанного кольца. В связи с этим для колец, 
имеющих высоту, равную, больше или меньше высоты исходной кольцевой 
заготовки, применяется схема, согласно которой именно в конце 2-го этапа 

прокатки (т.е. при наружном диаметре кольца, равном D2) во всех указанных 

выше вариантах уже обеспечивается получение заданной высоты кольца Bf. 
При этом вся неравномерность деформации металла, в том числе связанная с 

выходом на значение Bf, локализуется на 2-м этапе прокатки. А на 3-м и 4-м 
этапах осевые обжатия выполняются для получения катаных торцов кольца 

и высоты Bf, которая на каждом обороте кольца нарушается вследствие 
уширения металла, возникающего от соответствующего радиального обжа-
тия в очаге деформации вертикальных валков. 
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Так как на каждом обороте 4-го и 3-го этапов прокатки величина осевого 

обжатия металла наклонными валками ∆Bi принята равной уширению в ра-

диальном очаге, то формулы (10) преобразуются к виду 

 1

1

1 ,

.

i i i ax r

i i

H H H k k

B B





   


                               (12) 

Рассмотрим 2-й (основной) этап прокатки. Режим обжатий на данном 
этапе зависит от соотношения толщин и высот кольцевой заготовки и гото-
вого кольца. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 4. Схема изменения части высоты кольца Bi+1 на 2-м этапе прокатки, получен-

ной после выполнения осевого обжатия уширения металла ∆bi в радиальном очаге 

деформации: а – при Bb ≥ Bf, ∆bi = kr∆Hi; б – при Bb < Bf, ∆bi = (kr∆Hi)kbr 
 

На рис. 4,а представлен вариант, когда высота заготовки Bb больше или 

равна высоте готового кольца Bf. Показано суммарное уширение металла S, 

которое получено в результате обжатия толщины кольца вертикальными 
валками на 1-м этапе прокатки за m  оборотов. Оно привело к увеличению 

высоты кольца на эту же величину. 
Высота исходной кольцевой заготовки может как равняться высоте гото-

вого кольца, так и превышать ее на некоторую величину T. Поэтому на 2-м 
этапе прокатки на каждом обороте кольца наклонными валками обжимаются 

не только уширение ∆bi = kr∆Hi, получаемое от обжатия вертикальными вал-

ками, но и соответствующие части высоты кольца, обусловленные величи-
нами S и T. В общем случае высота кольца на каждом обороте 2-го этапа 

прокатки зависит от уширения ∆bi и от величин S и Т. 

Из рис. 4,а следует: если наружный диаметр кольца равен D1, то высота 

кольца равна Bf + S + T; если наружный диаметр кольца равен D2, то высота 

кольца равна Bf. Примем, что изменение на 2-м этапе прокатки части вели-
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чины осевого обжатия, обусловленного суммой S + T, рассчитывается по па-

раболе. На рис. 4,а показано изменение Bi+1, являющейся частью высоты 

кольца, полученной после выполнения осевых обжатий уширений ∆bi. Так 

как величина Bf  = const, то Bi+1 также изменяется по параболе, вершина ко-

торой находится в точке (D2, Bf), т.е. Bi+1 плавно увеличивается от Bf до B1, 

где B1 = Bb + S. 

Уравнение для вычисления Bi+1 имеет вид 

 21 1 2i iB A D D C    ,                             (13) 

 где 1 2
2

1 2

( )

( )

B B
A

D D





, 2C B . 

Для расчета величины Bi+1 необходимо задать диаметр Di+1. В качестве 

первичного значения Di+1 найдем то, которое удовлетворяет условию ∆Bi = 

= ∆bi = kr∆Hi, т.е. по существу величины Hi+1, Bi+1 вначале рассчитываем по 

формулам (12). Подставляя найденное таким образом значение Di+1 в урав-

нение (13), находим уточненное значение Bi+1. 

Используя это значение Bi+1 на текущем обороте и Bi на предыдущем, на 

основании формулы (10) можем записать суммарное осевое обжатие ∆Bi: 

1i i i r iB B B k H     .                                (14) 

Иными словами, осевое обжатие на каждом обороте 2-го этапа прокатки 

включает две составляющие: ∆b =∆b1 = kr∆H, ∆b2 = Bi+1 – Bi. 

С учетом (14) формула (10) для вычисления 1iH   будет иметь вид 

 1 1i i i ax i i r iH H H k B B k H        .                       (15) 

Принимая во внимание найденные по формулам (13) и (15) величины 

Hi+1, Bi+1, уточненное значение Di+1 определяем по формуле (11). 

Далее на базе уточненного значения Di+1 по формулам (13) и (15) пере-

считываются величины Hi+1, Bi+1, а по ним снова пересчитывается диаметр 

Di+1 по формуле (11). Организованный таким образом итерационный цикл 

позволяет определить значение наружного диаметра Di+1 с требуемой напе-

ред заданной точностью. 

На рис. 4,б представлен вариант, когда высота заготовки Bb меньше 

высоты готового кольца Bf. Может оказаться, что суммарное уширение S бу-

дет таким, что Bb + S > Bf. Тогда величины Bi+1 и Hi+1 на 2-м этапе прокатки 

рассчитываем по формулам (13) и (15), а диаметр Di+1 – по формуле (11). 

Если Bb + S = Bf, то очевидно, что величины Hi+1 и Bi+1 на 2-м этапе про-

катки рассчитываются по формулам (12), а диаметр Di+1 – по формуле (11). 

Если Bb + S < Bf, то выход на высоту кольца, равную Bf, в ряде случаев мож-

но осуществить, если на каждом обороте 2-го этапа прокатки обжимать на-
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клонными валками не все уширение, полученное от радиального обжатия, а 
только его часть: 

 i i r i brB b k H k     ,                                 (16) 

где kbr – коэффициент, изменяющийся от 0 до 1, который определяет долю 

уширения, полученного от радиального обжатия, обжимаемую в осевом оча-
ге деформации. 

При kbr = 1 на каждом обороте 2-го этапа прокатки наклонными валками 

будет обжиматься все уширение. Если kbr = 0.3, то наклонными валками бу-

дут обжиматься только 30% уширения, полученного от радиального обжа-
тия на рассматриваемом обороте, а 70% уширения будут использованы для 

требуемого увеличения высоты кольца. В этом случае высота Bi+1 от точки, 

соответствующей наружному диаметру кольца D2, до точки, соответствую-

щей наружному диаметру кольца D1, должна плавно уменьшаться, прибли-

жаясь к величине Bb + S. 

С учетом (16) формулы (10) для вычисления Hi+1 и Bi+1  примут вид 
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                           (17) 

Значение диаметра кольца 1iD  определяем по формуле (11). 

Так как торцевые поверхности кольца должны быть катаные, коэффици-

ент kbr всегда должен быть больше нуля. Вместе с тем даже при минимально 

допустимом из технологических условий значении коэффициента kbr выход 

на высоту готового кольца Bf может быть и не обеспечен. В этом случае на 

соответствующем графике (аналогичном показанному на рис. 4,б) при зна-

чении наружного диаметра кольца, равном D1, будет иметь место разрыв. 

Иными словами, при подходе справа к точке D1 получится, что  Bi+1 > Bb + S. 

В этом случае путем повторных расчетов необходимо найти минимально 

допустимую высоту исходной кольцевой заготовки Bb, при которой выпол-

няется требуемое условие (Bi+1 = Bb + S в точке D1). Причем скорректиро-

ванное значение Bb в каждом из таких расчетов задается через исходную 

информацию. 
Рассчитывая размеры кольца против хода прокатки, получаем, что на оп-

ределенном обороте наружный диаметр кольца становится меньше диаметра 

D1, после которого наступает 1-й этап прокатки. В этом случае сохраняем 

информацию о размерах прокатываемого кольца, которая определена на 2-м 

этапе прокатки, до перехода через диаметр D1. Очевидно, что наружный 

диаметр на сохраненном последнем обороте будет, как правило, несколько 

больше, чем диаметр D1. 

Скорость роста диаметра кольца Vd, которая получена и сохранена на по-

следнем обороте 2-го этапа при расчете против хода прокатки (до перехода 
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через диаметр D1), найдена с учетом непревышения ряда допустимых пара-

метров (по силе и мощности прокатки, скорости движения валка-оправки, 
напряжениям в бочке валка-оправки). Как правило, рассчитанная величина 

Vd не равна заданной в исходной информации скорости после первых m обо-

ротов, которая была принята во внимание при предварительных расчетах на 
1-м этапе (выполненных по ходу прокатки). 

 

 

а 

 

б 

 

в 

Рис. 5. Зависимости скорости движения валка-оправки Vm (а), скорости роста на-

ружного диаметра кольца Vd (б) и толщины кольца Н (в) от текущего значения на-

ружного диаметра кольца D: ◆ – эксперимент, ■ – расчет 
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Поэтому предусмотрен ряд повторных расчетов для 1-го этапа по ходу 
прокатки. Причем проводится итерационный цикл расчетов с целью опреде-

ления после первых m оборотов кольца значения диаметра D1, равного диа-

метру, полученному на 2-м этапе прокатки на последнем сохраненном обо-
роте (при расчете против хода прокатки). Это обеспечивается варьировани-
ем скорости роста диаметра кольца после первых m оборотов, которая зада-
ется в исходной информации. После выполнения указанного условия дости-
гается равенство не только рассмотренных выше диаметров, но и всех дру-
гих параметров кольца и процесса. 

 

 
 
Рис. 6. Зависимость наружного диаметра кольца D от времени процесса прокатки t: 

◆ – эксперимент, ■ – расчет 

 
Затем из информации по 1-му этапу при расчете по ходу прокатки исклю-

чаем ту, что относится к обороту под номером m (соответствующую уточ-

ненному диаметру D1). Оставшуюся по 1-му этапу информацию присоеди-

няем к той, что получена на предыдущих (4-м, 3-м и 2-м) этапах при расчете 
против хода прокатки. Очевидно, что при этом обеспечивается наилучший 
вариант объединения 1-го этапа со 2-м, так как исключенная информация по 
1-му этапу (при расчете по ходу прокатки) полностью совпадает с сохранен-
ной информацией по последнему обороту на 2-м этапе (при расчете против 
хода прокатки). 

Предложенный метод расчета режима деформации, обеспечивающий со-
ответствие параметров кольца и параметров процесса прокатки при объеди-
нении 1-го и 2-го этапов, учитывает точные размеры исходной кольцевой 
заготовки и готового кольца. Это связано с тем, что в качестве исходной ин-
формации в расчетах на 1-м этапе (по ходу прокатки) используются размеры 
исходной кольцевой заготовки, а в расчетах на 4-м, 3-м и 2-м этапах (против 
хода прокатки) – размеры готового кольца. 

Разработанная математическая модель позволяет выполнять расчет ос-
новных параметров процесса прокатки кольцевой заготовки, обеспечиваю-
щих его рациональный режим. На рис. 5 приведены результаты расчета за-
висимостей скорости движения валка-оправки, скорости роста наружного 



Физика и техника высоких давлений 2020, том 30, № 3 

 101 

диаметра кольца и толщины кольца от его наружного диаметра. Расчетная 
зависимость наружного диаметра кольца от времени прокатки показана на 
рис. 6. Как видно из представленных рисунков, качественный ход расчетных 
кривых соответствует ходу экспериментальных. 

Средние отклонения расчетных величин от экспериментальных по тол-
щине и наружному диаметру кольца не превышают 2 и 1% соответственно, 
по скорости движения валка-оправки – 12%, по скорости роста наружного 
диаметра кольца – 21%. 

Выводы 

Разработанная математическая модель процесса прокатки колец, учиты-
вающая уширение металла в радиальном и осевом очагах деформации, дает 
возможность на каждом обороте определить радиальное и осевое обжатия, 
текущие размеры (толщину, высоту, наружный и внутренний диаметры) 
кольца, скорость роста его диаметра, скорость движения валка-оправки, а 
также время оборота кольца, общее время прокатки и количество оборотов. 

Учтена возможность расчета режима деформации металла при прокатке 
колец, высота которых равна, больше или меньше высоты исходной кольце-
вой заготовки. Высота последней является исходной информацией для рас-
четов. Так как высота заготовки на 1-м этапе задается конструктивно, ре-
зультаты расчетов могут показать, что на ее основе невозможно прокатать 
требуемое готовое кольцо. При этом их анализ позволит установить, какую 
корректировку необходимо выполнять – по увеличению или по уменьшению 
высоты исходной кольцевой заготовки. Может потребоваться несколько 
корректировок (в том числе и толщины заготовки), которые в итоге позволят 
определить ее необходимые размеры. 

Проверка ряда расчетных величин путем сопоставления с величинами, 
соответствующими допустимым по силе и мощности прокатки, скорости 
роста диаметра кольца, скорости движения валка-оправки, напряжениям в 
бочке валка-оправки, разнотолщинности кольца (оцениваемой на каждом 
обороте в очагах вертикальных и наклонных валков соответствующими об-
жатиями), а также выполнение при этом корректировок радиальных и осе-
вых обжатий обеспечивают получение графиков скоростей роста диаметра 

кольца Vd и движения валка-оправки, графиков сил прокатки в радиальном и 
осевом очагах деформации, которые необходимы для реализации рацио-
нального режима деформации металла при прокатке кольца. 

На основе созданной математической модели разработана компьютерная 
программа расчета рационального режима деформации металла при прокат-
ке колец, высота которых равна, больше или меньше высоты исходной 
кольцевой заготовки. Расчетные значения величин толщины кольца и его 
наружного диаметра, скорости роста наружного диаметра кольца, скорости 
движения валка-оправки находятся в хорошем согласии с эксперименталь-
ными. Это свидетельствует о том, что предложенную компьютерную про-
грамму можно использовать на практике для совершенствования технологии 
прокатки колец. 
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A.V. Yakovchenko, S.A. Snitko, V.V. Pilipenko, N.I. Ivleva 

MATHEMATICAL MODEL OF THE RING ROLLING PROCESS 

A mathematical model of the ring rolling process is developed, which is necessary to de-
termine the rational mode of metal deformation during rolling of rings having a height 
equal or more or less than the height of the initial ring billet. Taking into account the 
broadening of the metal in the radial and axial deformation zones, the current radial and 
axial reducing, the size of the ring, the diameter growth rate, the speed of the movement 
of the mandrel roll and other parameters are determined. 

Keywords: ring rolling mill, mathematical model of the ring rolling process, metal de-
formation mode, growth rate of the diameter of the ring, speed of movement of the man-
drel roll 

Fig. 1. Scheme of the radial-axial ring rolling mill: 1 – main drive roll, 2 – mandrel roll, 
3 – ring, 4 – axial rolls, 5 – centering rollers, 6 – device for measuring the growth rate of 
the diameter of the ring 

Fig. 2. Window of the input information of the program  

Fig. 3. Window of parameter input for calculation of deformation mode 

Fig. 4. Scheme of the change in a part of the height of the ring Bi+1 at the 2nd rolling 
stage obtained after performing axial reducing of the metal broadening ∆bi in the radial 
gap: а – at Bb ≥ Bf, ∆bi = kr∆Hi; б – at Bb < Bf, ∆bi = (kr∆Hi)kbr 

Fig. 5. Dependences of the speed of the roll-mandrel Vm (а), the growth rate of the outer 
diameter of the ring Vd (б) and the thickness of the ring Н (в) on the current value of the 

outer diameter of the ring D: ◆ – experiment, ■ – calculation 

Fig. 6. The dependence of the outer diameter of the ring D on the time of the rolling 

process t: ◆ – experiment, ■ – calculation 
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Предложена математическая модель процесса прокатки колец, в которой учтено 
распределение суммарного обжатия металла в радиальном очаге деформации на 
обжатия, выполняемые главным валком и валком-оправкой. В зависимости от отно-
шения средних контактных давлений металла с каждым из валков определены соот-
ветствующие значения длин очагов деформации. Разработаны метод и компьютер-
ная программа расчета силы в радиальном очаге деформации при прокатке колец. 

Ключевые слова: суммарное обжатие, частные обжатия, среднее контактное дав-
ление, метод и компьютерная программа расчета силы прокатки 

Введение 

Кольца являются ответственным видом продукции, к эксплуатационным 
характеристикам которых предъявляются высокие требования. Поэтому 
проектирование технологии их производства является важным этапом. 

Задача расчета энергосиловых параметров процесса прокатки кольцевых 
изделий неоднократно затрагивалась в технической литературе [1–5 и др.]. 
На базе аналитических и численных методов получены решения ряда задач, 
связанных с расчетами этих параметров. Однако предложенные модели не 
учитывают взаимозависимость геометрических параметров очагов деформа-
ции и средних давлений в зонах контакта металла с главным валком и вал-
ком-оправкой. Учет указанной взаимозависимости актуален при определе-
нии рациональных режимов прокатки колец. 

Цель данной работы – создание математической модели процесса прокат-
ки кольца, ориентированной на расчет силы прокатки в радиальном очаге 
деформации и учитывающей его геометрические параметры. В соответствии 
с поставленной целью необходимо решить задачи распределения суммарно-
го обжатия металла вертикальными валками на обжатия, выполненные глав-
ным валком и валком-оправкой, а также определения соответствующих зна-
чений длин очагов деформации в зависимости от отношения средних давле-
ний в зонах контакта металла с каждым из валков. Кроме того, требуется 
разработать метод и компьютерную программу расчета силы прокатки в ра-
диальном очаге деформации кольцепрокатного стана. 
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Метод расчета силы в радиальном очаге деформации 

Задача расчета силы прокатки в радиальном очаге деформации металла при 
прокатке кольца возникает каждый раз после расчета на текущем его обороте 
радиальных и осевых обжатий, размеров кольца, скорости роста его диаметра, 
скорости движения валка-оправки и других параметров. При этом имеются в 
виду суммарные обжатия, которые в радиальном очаге кольцепрокатного ста-
на выполняются главным валком и валком-оправкой. 

Для радиального очага деформации (рис. 1) на первом этапе необходимо 
рассмотреть решение задачи распределения суммарного обжатия металла вер-
тикальными валками на составляющие – обжатия кольца по толщине, выпол-

няемые соответственно главным валком s1 и валком-оправкой s2, а также опре-

делить соответствующие значения длин очагов деформации L1 и L2 с учетом 

отношения средних давлений в зонах контакта металла с каждым из валков. На 
следующем этапе требуется рассмотреть основные положения эксперимен-
тально-теоретического метода получения эмпирических формул для коэффи-

циентов напряженного состояния n1, n2 и выполнить расчет силы прокатки в 

радиальном очаге деформации. 

 
 
Рис. 1. Очаг деформации при прокатке кольца в вертикальных валках: R1, R2 – ра-

диусы соответственно главного приводного валка и валка-оправки; Ri, Rout – соот-

ветственно внутренний и наружный радиусы кольца; H, h – толщины кольца соот-
ветственно на входе в очаг деформации и на выходе из него; s1, s2 – обжатия кольца 

по толщине соответственно главным приводным валком и валком-оправкой; L1, L2 – 

– длины очагов деформации в зоне контакта металла соответственно с главным 

приводным валком и валком-оправкой 
 
Из рис. 1 видно, что 

1 2s s H h   .                                       (1) 
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По известной формуле определим силы прокатки P1, P2 в зоне контакта 

металла соответственно с главным валком и валком-оправкой: 

1 1 1P p F ,   2 2 2P p F ,   1 1p n  ,   2 2p n  ,                   (2) 

где p1, p2 – средние давления в зонах контакта металла соответственно с глав-

ным валком и валком-оправкой; F1, F2 – площади вертикальных проекций со-

ответствующих контактных поверхностей; n1, n2 – коэффициенты напряжен-

ного состояния в зонах контакта металла соответственно с главным валком и 
валком-оправкой; σ – напряжение течения металла. 

Нами обоснована целесообразность использования для моделирования 
процессов прокатки колец зависимости для расчета напряжения течения ме-
талла ( , , )U T  , разработанной на базе теории [6]. Здесь   – степень логариф-

мической деформации, U – скорость деформации, T – температура металла: 

ln( / )H h  ,    1 exp( ) rU V L   ,   out( ) / 2iV V V  ,    (3) 

где Lr – средняя длина радиального очага деформации; V – средняя линейная 

скорость вращения кольца; Vout, Vi – линейные скорости вращения кольца, 

соответствующие радиусам Rout и Ri. 

Коэффициенты n1, n2 будут определены ниже (на базе экспериментальной 

информации [7]) как эмпирические уравнения, которые зависят от ряда фак-

торов, в том числе и от средней длины Lr очага деформации. 

Очевидно, что сила прокатки в радиальном очаге деформации металла 

1 2P P P  . Из этого условия получим коэффициент qr, равный отношениям 

соответствующих величин: 

1 2

2 1
r

F p
q

F p
  ,   1 av 1F b L ,   2 av 2F b L ,   1 2

2 1
r

L n
q

L n
  ,               (4) 

где bav – средняя высота кольца в радиальном очаге деформации. 

Найдем формулы для определения величин L1 и L2. Вначале найдем сред-

нюю длину радиального очага деформации: 

1 2

2
r

L L
L


 .                                                  (5) 

Запишем уравнения для окружности радиуса iR  с центром в точке (0,0) и 

окружности радиуса R2 с центром в точке ( ,0)A  (рис. 1), где 2 2iA R R s   : 

2 2 2
ix y R  ,                                                  (6) 

2 2 2
2( )x A y R   .                                          (7) 

Координаты точек пересечения этих окружностей получаются путем совмест-
ного решения их уравнений. Выполним тождественное преобразование сис-
темы двух уравнений (6) и (7), заменив второе из них разностью этих урав-
нений: 
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2 2 2
ix y R  ,                                                  (8) 

2 2 2
22 ixA A R R   .                                            (9) 

Из уравнения (9) находим 

2 2 2
2

2
iR R A

x
A

 
 .                                       (10) 

Подставив (10) в (8), получим 

22 2 2
2 2

1,2
2

i
i

R R A
y R

A

  
    

 
.                             (11) 

В соответствии с рис. 1 выбираем корень 2y . Учитывая, что 2 20L y  , оп-

ределяем 

22 2 2
2 2

2
2

i
i

R R A
L R

A

  
    

 
.                          (12) 

Аналогично запишем уравнения для окружности радиуса Rout с центром в 

точке (0,0)  и окружности радиуса R1 с центром в точке ( ,0)C , где 

out 1 1C R R s   : 

2 2 2
outx y R  ,                                     (13) 

2 2 2
1( )x C y R   .                                         (14) 

Выполним тождественное преобразование системы двух уравнений (13) и 
(14), заменив второе из них разностью этих уравнений: 

2 2 2
outx y R  ,                                     (15) 

2 2 2
out 12xС С R R   .                              (16) 

Из уравнения (16) находим 

2 2 2
out 1

2

R R C
x

C

 
 .                                         (17) 

Подставив (17) в (13), получим 

22 2 2
2 out 1

1,2 out
2

R R C
y R

C

  
     

 
.                              (18) 

В соответствии с рис. 1 выбираем корень 2y . Учитывая, что 1 20L y  , по-

лучаем 
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22 2 2
2 out 1

1 out
2

R R C
L R

C

  
    

 
.                            (19) 

Найдем формулы для определения величин s1 и s2. Используя соотноше-

ние (4) с учетом найденных выражений для L1 и L2, получаем 

22 2 2
2 out 1
out

22 2 2
2 2

2

2

r

i
i

R R C
R

C
q

R R A
R

A

  
  
 



  
   
 

.                            (20) 

С учетом уравнения (1) представим C в виде 

out 1 1 out 1 2C R R s R R H h s        .                       (21) 

Подставим (21) в уравнение (20) и определим величину s2, например, при-

менив метод половинного деления. Затем из уравнения (1) находим s1. Те-

перь, зная s1 и s2, можно определить величины L1 и L2 по формулам (19) и 

(12). При этом на первом этапе коэффициент qr задаем равным, например, 

единице и выполняем расчеты длин очага деформации L1 и L2 по указанно-
му выше методу. Далее на базе соответствующих эмпирических уравнений 
находим коэффициенты 1n , 2n , которые, в свою очередь, зависят от полу-

ченного значения Lr. Используя уравнение (4), определяем коэффициент qr 

как отношение 2 1/n n . Если коэффициент qr действительно равен единице, то 

расчеты на этом завершаются, если же он отличен от единицы, то уже это зна-

чение qr используем для повторного расчета длин очага деформации L1, L2, Lr. 
Итерационный цикл завершается после того, как в двух поочередно вы-

полненных расчетах определено отклонение коэффициента qr, которое 
меньше наперед заданного числа. Соответственно в дальнейшем используем 

величины L1 и L2, которые найдены на базе коэффициента qr, полученного 
на последнем шаге итерационных расчетов. 

Рассмотрим экспериментально-теоретический метод получения эмпири-

ческих уравнений для расчета коэффициента qr и коэффициентов напряжен-

ного состояния n1, n2. 

Коэффициенты qr, n1, n2 определим в зависимости от следующих трех фак-

торов: степени логарифмической деформации x1, показателей формы очага 

деформации x2 и формы радиального сечения кольца x3: 

1 ln
H

x
h

   ,   2
av

rL
x

h
 ,   av

3
av

b
x

h
 ,   av

( )

2

H h
h


 ,   av

( )

2

B b
b


 . (22) 

Для коэффициентов qr, n1, n2 выбран следующий вид эмпирического урав-
нения: 
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2 2 2
0 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 7 1 2Y a a x a x a x a x a x a x a x x         + 

+ 8 1 3 9 2 3 10 1 2 3a x x a x x a x x x  ,                    (23) 

где 1 2, ,rY q n n . 

По геометрическим параметрам кольца [7] на каждом его обороте и по 
соответствующим значениям сил прокатки в радиальном очаге деформации 
установлены диапазоны изменения факторов: 

0.006 ln 0.07
H

h

 
  

 
,   

av

0.20 0.55rL

h
  ,   av

av

2 10
b

h
  .    (24) 

Предложенный метод предусматривает конечно-элементное моделирова-
ние процесса прокатки, для которого имеется указанная выше эксперимен-
тальная информация. На следующем этапе выполняем проверку адекватнос-
ти полученных результатов по отношению ко всей экспериментальной ин-
формации. Затем, используя результаты конечно-элементного моделирова-

ния, дополнительно измеряем значения L1 и L2, а также массив коэффициен-

та 1 2/rq L L  (для соответствующих сочетаний значений факторов). 

Массивы коэффициентов n1, n2 определяем по силам прокатки, применя-
ем формулы, которые следуют из (2): 

1
av 1

P
n

b L



,   2
av 2

P
n

b L



.                                     (25) 

С использованием массивов коэффициентов qr, n1, n2 и указанных выше 

факторов ln( / )H h , av/rL h , av av/b h  на базе метода наименьших квадратов 

найдены константы уравнения (23), которые представлены в таблице. 

Графические зависимости коэффициентов qr, n1, n2 от факторов ln( / )H h , 

av/rL h , av av/b h  показаны на рис. 2. 

Для эмпирических уравнений (23) получены следующие оценки. По ко-

эффициенту qr коэффициент корреляции R = 0.99, средняя относительная 

ошибка аппроксимации   = 0.5%; по коэффициенту n1 величина R = 0.99,   = 

= 2.6%; по коэффициенту n2 величина R = 0.94,   = 3.2%. 

Расчеты силы прокатки в радиальном очаге деформации выполняем в 
следующей последовательности. Вначале на базе уравнения (20) определяем 

обжатие кольца по толщине валком-оправкой s2. Из уравнения (1) находим 

обжатие кольца по толщине главным валком s1. Зная s1 и s2, по формулам 

(19) и (12) определяем значения L1, L2, а по формуле (5) – Lr. Затем выпол-

няем расчет значений факторов (22). По уравнениям (23) с учетом констант 
(см. таблицу) находим значения коэффициентов напряженного состояния n1, n2. 

После расчета напряжения течения металла ( , , )U T   по известной формуле 

[6] определяем силу прокатки 1 2P P P   по зависимости (2). 



Физика и техника высоких давлений 2020, том 30, № 3 

 109 

I 

     

 

II 

      

 



Физика и техника высоких давлений 2020, том 30, № 3 

 110 

III 

            

 

Рис. 2. Зависимости коэффициентов qr (I), n1 (II), n2 (III) от факторов: а – x1 = ln(H/h); 

б – x2 = Lr/hav; в – x3 = bav/hav 

Таблица 
Константы уравнений (23) для расчета коэффициентов qr, n1, n2 

Константы qr n1 n2 

a0 –1.243841 8.006874 4.102709 

a1 18.047960 –51.764559 –33.906231 

a2 5.996715 –18.395282 –5.446713 

a
3
 0.654170 –0.355597 0.432239 

a4 31.539520 –601.927375 –519.117564 

a5 –14.056375 –18.468431 –43.514798 

a6 –0.051016 –0.035902 –0.089327 

a7 –14.248548 368.055954 342.297560 

a8 –13.758011 –7.611199 –20.792666 

a9 0.467561 2.670965 2.892598 

a10 20.983950 –3.577815 23.817146 
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На основе разработанной математической модели процесса прокатки и 
предложенного метода создана компьютерная программа и выполнен расчет 
сил в радиальном очаге деформации при прокатке кольца, размеры которого 
указаны в окне на рис. 3.  

 

 
 
Рис. 3. Результаты расчета силы прокатки в радиальном очаге деформации. Здесь 
коэффициент qr обозначен как qp, а величина напряжения течения металла σ – как sig 

 
Представленная информация позволяет сделать вывод о том, что расчет-

ные значения величин удовлетворяют формулам (2), (4), (25). На рис. 4 по-
казаны расчетные и экспериментальные [7] графические зависимости силы 
прокатки кольца в радиальном очаге деформации от текущих значений его 
наружного диаметра. 

 

 

Рис. 4. Зависимость силы прокатки P в радиальном очаге деформации от текущих 
значений наружного диаметра кольца D:  – эксперимент,  – расчет 
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Среднее относительное отклонение расчетных величин сил прокатки (при 
указанных на горизонтальной оси значениях наружных диаметров) от экспе-
риментальных не превышает 6.5%. Аналогичное отклонение на основном 
этапе прокатки (при изменении наружного диаметра кольца от 390 до 1400 mm) 
не превышает 4.5%. 

Выводы 

Предлагаемая математическая модель процесса прокатки колец позволяет 
рассчитывать распределение величины суммарного обжатия на частные об-
жатия, выполняемые главным валком и валком-оправкой, а также длины 
очагов деформации на каждом валке. Расчет длин очагов деформации осу-
ществляется с учетом средних контактных давлений металла на валки. 

С помощью экспериментально-теоретического метода получения эмпи-
рических уравнений можно определять константы уравнений расчета коэф-
фициентов напряженного состояния, необходимых для расчета силы про-
катки в радиальном очаге деформации. 

Предлагаемая математическая модель процесса прокатки колец и метод 
позволили разработать компьютерную программу расчета силы в радиальном 
очаге деформации кольцепрокатного стана. Расчетная и экспериментальная 
кривые зависимости силы прокатки от наружного диаметра кольца находятся 
в хорошем согласии, что свидетельствует о возможности использования на 
практике предложенного метода и разработанной компьютерной программы. 
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A.V. Yakovchenko, S.A. Snitko, V.V. Pilipenko, N.I. Ivleva 

METHOD FOR CALCULATING OF THE FORCE IN THE RADIAL  
DEFORMATION ZONE DURING ROLLING OF RINGS 

A mathematical model of the ring rolling process, which takes into account the distribu-
tion of the total metal reduction in the radial deformation zone for reductions performed 
by the main roll and the mandrel roll, is proposed. Depending on the ratio of the average 
contact pressure of the metal with every roll, the related values of the lengths of the de-
formation zones are determined. A method and a computer program for calculating of the 
force in a radial deformation zone during rolling of rings are developed. 
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Keywords: total reduction, partial reduction, average contact pressure, method and com-
puter program for calculating of the rolling force 

Fig. 1. The deformation zone during rolling of the ring in vertical rolls: R1, R2  – radius of 
the main drive roll and the mandrel roll, respectively; Ri, Rout – inner and outer radius of 
the ring, respectively; H, h – thickness of the ring at the entrance and at the outlet of the 
deformation zone; s1, s2 – ring thickness reduction by the main drive roll and by the man-
drel roll; L1, L2 – length of the deformation zone in the zone of metal contact with the 
main drive roll and with the mandrel roll 

Fig. 2. The dependence of the coefficients qr (I), n1 (II), n2 (III) on the factors: а – x1 = ln(H/h); 
б – x2 = Lr/hav; в – x3 = bav/hav 

Fig. 3. The results of calculating the rolling force in the radial deformation zone. Coeffi-
cient qr is marked as qp, and the metal flow stress σ is named sig 

Fig. 4. The dependence of the rolling force P in the radial deformation zone on the cur-
rent values of the outer diameter of the ring D:  – experiment,   – calculation 
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УСТОЙЧИВЫЙ БЕСКОНТАКТНЫЙ ПОДВЕС  
СВЕРХПРОВОДНИКОВОГО СОЛЕНОИДА В КРИОСТАТЕ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 29 апреля 2020 года 

Разработан бесконтактный подвес сверхпроводникового соленоида (СПС) в гелие-
вом криостате при воздействии на соленоид внешнего магнитного окружения. В 
криомагнитной системе с теплым горизонтальным каналом в составе криостата, 
состоящего из корпуса, гелиевой и азотной емкостей, радиационных экранов и 
СПС, установленного в гелиевой емкости, для компенсации воздействующих на 
СПС механических усилий на трубе теплого канала соосно и симметрично отно-
сительно центра СПС установлены и жестко закреплены три тонкостенные ци-
линдрические вставки из магнитного материала с высоким значением индукции 
насыщения. Одна вставка установлена в центре СПС, а две другие одинаковых 
размеров – со стороны торцов СПС за радиационным экраном. 

Ключевые слова: сверхпроводниковый соленоид, гелиевый криостат, механичес-
кие усилия, труба теплого канала криостата, вставка из магнитного материала, гра-
диент магнитного поля, сила магнитного взаимодействия, однородность поля 
 

Криомагнитная система для возбуждения сильного магнитного поля состоит 
из металлического криостата, сверхпроводникового соленоида и устройств, 
обеспечивающих ее функционирование. Криостат содержит гелиевую ем-
кость, в которой установлен СПС, азотную емкость, один или несколько ра-
диационных экранов и корпус. Гелиевая и азотная емкости в отдельности 
подвешены на двух-трех тонкостенных трубках-горловинах. Радиационные 
экраны охватывают гелиевую емкость и крепятся к горловинам криостата. 
Таким образом, на тонкостенных горловинах длиной 0.5–0.7 m подвешены 
гелиевая емкость с соленоидом и радиационные экраны, общий вес которых 
может достигать нескольких десятков и даже сотен килограммов. 

При вводе тока в обмотку СПС последний создает магнитное поле в ра-
бочем отверстии (теплом канале) и за криостатом – так называемое поле 
рассеяния. 

В поле рассеяния СПС могут находиться приборы и оборудование, со-
держащие магнитные материалы, в результате чего между ними и соленои-
дом возникают силы магнитного взаимодействия. Эти силы могут сместить 
соленоид с гелиевой емкостью из исходного рабочего положения, что спо-
собно привести к деформации гелиевых горловин, в результате чего может 
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произойти замыкание радиационного экрана с гелиевой емкостью, что ухуд-
шит характеристики криостата. Примером внешнего магнитного окружения 
является установленная в колесах криомагнитного сепаратора ферромагнит-
ная матрица, которая находится в магнитном поле рассеяния СПС [1]. 
Внешними силами также является сила тяжести гелиевой емкости с СПС, 
которая проявляется при наклонах и перемещениях криомагнитной системы. 

Известно [2], что к СПС криомагнитной системы для мазера на цикло-
тронном резонансе предъявляются жесткие требования, а именно: парал-
лельное смещение оси соленоида по отношению к оси теплого канала крио-
стата не должно превышать 0.1–0.5 mm, а угловые смещения осей – не более 
0.5. Для обеспечения стабильного положения гелиевой емкости с СПС в 
криостате устанавливают опоры из текстолита или оргстекла либо металли-
ческие растяжки. В криомагнитной системе [3] в качестве опор применены 
растяжки из стеклопластика. 

Недостатком таких систем крепления гелиевой емкости с СПС в криоста-
те является усложнение его конструкции, а также снижение экономичности 

работы за счет потерь жидкого гелия при подводе тепла по опорам и растяжкам 
к гелиевой емкости от азотного экрана с температурой T = 80 K, а иногда и от 
корпуса с T = 300 K. Основная трудность, которую приходится преодолевать 
при использовании опор и растяжек, заключается в совмещении таких ис-
ключающих друг друга требований, как обеспечение жесткости и прочности 
опор и растяжек, с одной стороны, и тепловая развязка по ним – с другой. 

С целью устранения указанных недостатков, а также повышения эконо-
мичности криомагнитной системы в условиях воздействия на СПС механи-
ческих усилий нами внесены новые конструктивные решения. В криомаг-
нитной системе с теплым горизонтальным каналом и металлическим крио-
статом на трубе теплого канала соосно и симметрично относительно центра 
СПС установлены и жестко закреплены три тонкостенные цилиндрические 
вставки из магнитного материала с высоким значением индукции насыще-
ния. Одна из них установлена в центре СПС, а две другие одинаковых раз-
меров – со стороны торцов СПС за радиационным экраном (рис. 1). 

Центральная вставка используется для обеспечения устойчивости маг-

нитного подвеса гелиевой емкости с СПС в направлении его оси (и теплого 

канала). Это достигается за счет того, что между намагниченной в поле со-

леноида вставкой и СПС возникает сила магнитного взаимодействия, кото-

рая пропорциональна намагниченности материала вставки и градиенту маг-

нитного поля вдоль оси СПС. Устойчивость подвеса обеспечивается тем, что 

при воздействии внешних сил усилия от СПС посредством вставки и трубы 

теплого канала передаются на прочный металлический корпус криостата. 

Две другие вставки в первую очередь служат для обеспечения устойчиво-

сти подвеса гелиевой емкости с СПС в радиальном направлении. Это дости-

гается тогда, когда градиент магнитного поля в радиальном направлении в 

области расположения вставок (и соответственно действующая на них сила) 
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будет направлен к оси соленоида. Расчеты пространственного распределе-

ния магнитного поля СПС показывают, что такое направление радиального 

градиента имеет место в области магнитного поля, расположенной со сторо-

ны торцов СПС на расстоянии от оси не менее радиуса отверстия соленоида. 
 

       
 

Рис. 1. Схема криомагнитной системы: 1 – корпус криостата, 2 – радиационный 

экран, 3 – гелиевая емкость, 4 – азотная емкость, 5 – сверхпроводниковый солено-

ид, 6 – гелиевая горловина, 7 – азотная горловина, 8 – труба теплого горизонталь-

ного канала, 9 – центральная вставка, 10 – крайние вставки 
 
Рис. 2. Профили магнитного поля Hz вдоль оси Z и радиуса R соленоида, а также 

силы магнитного взаимодействия вставки с соленоидом 

 
Сила взаимодействия намагниченной вставки с соленоидом в магнитном 

поле напряженностью H определяется выражением 

 / 4 gradF M H V   ,                                  (1) 

где F – сила магнитного взаимодействия, М – намагниченность материала 
вставки, gradH – градиент магнитного поля, V – объем вставки. 

На рис. 2 показаны расположение центральной вставки в отверстии СПС, 

а также профили магнитного поля Нz вдоль оси Z и вдоль радиуса соленоида R. 

Из хода кривых видно, что в центральной области соленоида максимум поля 

вдоль оси Z имеет место в его геометрическом центре (кривая Hz(Z)), а в ради-

альном направлении – на обмотке соленоида (кривая Hz(R)). Кроме того, вы-

пуклости профилей поля противоположны, а это значит, что и градиенты поля 
вдоль оси Z и радиуса R имеют противоположные направления. Также необхо-

димо отметить, что величина радиальной составляющей поля СПС Hr(Z) в об-

ласти расположения этой вставки незначительная и ею можно пренебречь. 
В магнитном поле СПС вставка намагничивается и между ними возника-

ет сила магнитного взаимодействия. Со стороны соленоида на вставку будут 
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действовать две силы: бóльшая по величине сила Fz, направленная вдоль оси 

Z к центру СПС и определяемая величиной градиента магнитного поля 

gradHz(z), и меньшая по величине сила FR, направленная вдоль радиуса R и 

определяемая градиентом поля gradHr(R). 

Следует отметить, что у наиболее часто используемых СПС (с приведен-
ной длиной β = L/D > 2.5, где L и D – соответственно длина и внутренний 

диаметр соленоида) gradHz(z) существенно больше gradHz(R), поэтому и си-

ла Fz больше силы FR. 
Если оси СПС и центральной вставки совпадают, то на последнюю по 

круговой ее поверхности в радиальном направлении со стороны соленоида 
будут действовать одинаковые по величине радиальные силы, и результи-
рующая этих сил будет равна нулю. Поэтому вставка и СПС в радиальном 
направлении будут находиться в устойчивом положении. Однако, если оси 
вставки и СПС не совпадают, то результирующая радиальная сила будет от-
лична от нуля и будет стремиться сместить вставку в радиальном направле-
нии к обмотке СПС – в сторону более сильного магнитного поля. В этом 
случае вставка и СПС в радиальном направлении будут находиться в не-
устойчивом положении. 

Для устранения неустойчивости в радиальном направлении, а также для 
увеличения силы магнитного взаимодействия с СПС в направлении его оси 
дополнительно к центральной используются две одинаковые вставки, уста-
новленные симметрично относительно центра соленоида со стороны его 
торцов за радиационным экраном криостата. 

На рис. 3 представлена зависи-
мость радиальной составляющей 

магнитного поля Hr(R) от радиаль-

ной координаты R соленоида. Необ-
ходимо отметить, что в области рас-

положения двух вставок радиальная 

Hr(R) и осевая Hz(z) составляющие 

поля соленоида соизмеримы по ве-
личине и ни одной из них пренебре-
гать нельзя. Из рисунка следует, что 
с увеличением радиуса (удалением 
от оси СПС) до некоторого значения 

R0 радиальная составляющая поля 

Hr(R) соленоида возрастает, а это 

значит, что gradHr(R) направлен по 

радиусу от оси СПС. Если вставку установить в этой области поля, то на нее 
будет действовать сила, стремящаяся сместить ее в радиальном направлении 
от оси, поэтому вставка будет находиться в неустойчивом положении. Од-

нако, начиная с радиуса R0, радиальная составляющая поля Hr(R) уменьша-

ется, gradHr(R) в этой области поля будет направлен к оси СПС и соответ-

Рис. 3. Профиль радиальной состав-

ляющей магнитного поля HR вдоль 

радиуса R 
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ственно будет создавать радиальную силу, которая также будет направлена 
к оси соленоида. В этой области магнитного поля вставка и СПС будут на-
ходиться в устойчивом положении. Именно в этой области магнитного поля 
и располагают две вставки. 

Кроме того, в этой области поля gradHz(z) и соответственно сила Fz также 

направлены к центру соленоида, тем самым увеличивая силу Fz, создавае-

мую центральной вставкой. Иными словами, силы взаимодействия Fz цен-

тральной вставки и двух крайних с СПС вдоль оси Z направлены в одну сто-
рону и складываются. 

Силы магнитного взаимодействия FR соленоида с центральной и двумя 

крайними вставками в радиальном направлении направлены навстречу друг 
другу, поэтому они вычитаются. Однако в силу того, что градиент магнит-

ного поля gradHr(R) в области расположения двух крайних вставок больше 

соответствующего градиента в области расположения центральной вставки, 
результирующая сила взаимодействия центральной и крайних вставок с со-
леноидом в радиальном направлении будет направлена к оси СПС, что обес-
печит устойчивость вставок в радиальном направлении. 

Таким образом, предложенная система бесконтактного подвеса СПС упро-
щает конструкцию и повышает экономичность криостата за счет уменьшения 
потерь жидкого гелия в связи с отсутствием системы упоров и растяжек. 

Предложенное техническое решение по обеспечению устойчивого подве-
са СПС в криостате при воздействии внешних сил может быть реализовано 
и в криомагнитной системе с теплым вертикальным каналом. 

Если СПС используется для создания однородного магнитного поля, то 
поле намагниченности центральной вставки может ухудшить его однород-
ность. С целью исключения этого явления центральная вставка выполняется 
строго заданных размеров. 

Известно [4], что распределение магнитного поля намагниченности внут-
ри полого цилиндра вдоль оси Z описывается выражением 

           
2 4

0 2 2 4 4, , , cos , cosz z
r r

H r M F F P F P
    

               
      

, (2) 

где Mz – намагниченность материала; α = D/d – приведенный наружный 

диаметр полого цилиндра (где D, d – соответственно его наружный и внут-
ренний диаметры); β = l/d  – приведенная длина полого цилиндра (где l – его 
длина); 2 (cos )nP   – полиномы Лежандра, описывающие зависимость членов 
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Однородность магнитного поля намагниченности полого цилиндра опре-

деляется членами F2(α,β), F4(α,β) и т.д., при этом 2 4( , ) ( , ) ...F F      . Ес-

ли полый цилиндр имеет приведенные размеры  и , удовлетворяющие со-
отношению 

2 4/5

4/5 1

 
 

 
, 

то он создает однородное магнитное поле намагниченности в силу того, что 

наибольший по абсолютной величине квадратичный член ряда F2(α,β) равен 

нулю. Однородность магнитного поля СПС при использовании такой ци-
линдрической вставки не будет ухудшаться. 

По предложенному техническому решению была разработана криомаг-
нитная система, состоящая из гелиевого криостата со сквозным горизон-
тальным теплым каналом диаметром 65 mm и соленоида с диаметром отвер-
стия 100 mm, внешним диаметром 180 mm и длиной 250 mm. Центральная 
вставка имеет диаметр отверстия 70 mm, внешний диаметр 76 mm, длину 
120 mm. При индукции 7 T градиент магнитного поля вдоль оси СПС в области 
расположения вставки равен 7 T/m, а в радиальном направлении – 1.1 T/m. 
Расчеты показали, что сила магнитного взаимодействия вставки с соленои-
дом вдоль оси составляет 1100 H и направлена к его центру, а сила взаимо-
действия в радиальном направлении равна 160 H и направлена от оси в сто-
рону обмотки соленоида. 

Две одинаковые вставки, установленные на трубе горизонтального канала 
криостата со стороны торцов СПС, имеют диаметр отверстия 110 mm, 
внешний диаметр 120 mm и длину 60 mm. Сила магнитного взаимодействия 
каждой вставки с СПС в осевом направлении составляет 340 H, а в радиаль-
ном – 560 H. Причем последняя направлена от обмотки к оси соленоида. От-
сюда суммарная сила взаимодействия центральной и двух крайних вставок с 
СПС в осевом направлении равна 1440 H, а в радиальном – 400 H. Послед-
няя также направлена к оси СПС, что обеспечивает устойчивость вставок и 
СПС в радиальном направлении. В расчетах индукцию насыщения материа-
ла вставок принимали равной 2 T. 

Выводы 

1. Представленная разработка бесконтактного подвеса сверхпроводнико-
вого соленоида в гелиевом криостате при воздействии на соленоид внешних 
сил упрощает конструкцию и повышает экономичность гелиевого криостата. 

2. Для компенсации воздействующих на СПС механических усилий на 
трубе теплого канала криостата соосно и симметрично относительно центра 
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СПС установлены и жестко закреплены три тонкостенные цилиндрические 
вставки из магнитного материала. При этом одна установлена в центре СПС, 
а две другие вставки одинаковых размеров – со стороны торцов СПС за ра-
диационным экраном. 

3. С целью исключения влияния поля намагниченности центральной 
вставки на однородность магнитного поля соленоида наружный диаметр и 
длина вставки выбираются строго заданных размеров. 
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D.V. Varyukhin, N.V. Taryanik, L.N. Prokof’eva, D.О. Fedyuk 

STABLE CONTACTLESS SUSPENDER  
OF A SUPERCONDUCTING SOLENOID IN A CRYOSTAT 

A contactless suspender of a superconducting solenoid (SCS) in a helium cryostat under 
the exposition to external magnetic environment is designed. Three thin-walled cylindri-
cal inserts made of a magnetic material characterized by high induction of saturation are 
positioned and stiffened in a cryomagnetic system with a warm horizontal channel that is 
a part of the cryostat composed by the casing, helium and nitrogen containers, radiation 
shells and the SCS located in the helium container in order to compensate mechanical 
forces applied to the tube of the warm channel. One insert is located at the center of SCS 
and the rest of them of the same size are positioned behind the radiation shells at the 
edges of the SCS. 

Keywords: superconducting solenoid, helium cryostat, mechanical forces, tube of the 
warm channel of the cryostat, insert of magnetic material, magnetic field gradient, force 
of magnetic interaction, field uniformity 

Fig. 1. Scheme of the cryomagnetic system: 1 – cryostat casing, 2 – radiation shell, 3 – 
helium container, 4 – nitrogen container, 5 – superconducting solenoid, 6 – helium neck, 
7 – nitrogen neck, 8 – tube of the warm horizontal channel, 9 – central insert, 10 – edge 
inserts 

Fig. 2. Magnetic field profiles Hz along Z axis and radius of the solenoid R, and the forces 
of magnetic interaction between an insert and the solenoid 

Fig. 3. Profile of the radial component of magnetic field HR along radius R 
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ПОЛУЧЕНИЕ НАНОСТРУКТУРНЫХ КОМПОЗИТОВ  
В УСЛОВИЯХ СВЕРХКРИТИЧЕСКОГО ФЛЮИДА 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 7 мая 2020 года 

Получено несколько видов наноструктурных композитных материалов при помо-
щи сверхкритического флюида. В качестве прекурсоров использованы углеродные 
пленки. 

Ключевые слова: сверхкритический флюид, наноструктурные композиты 

 

Композитные материалы на сегодняшний день широко востребованы в 
различных прикладных областях. В частности, структуры вида ядро–обо-
лочка рассматриваются в качестве строительных блоков для таких приборов 
электроники и фотоники, как конверторы энергии, устройства для ее хране-
ния, разнообразные сенсоры. Покрытия повышенной твердости с возможно-
стью осаждения на поверхностях различной конфигурации могут использо-
ваться для защиты и упрочнения деталей [1]. Многие получаемые сегодня 
композиты отличаются не только прочностью, но и высокой оптической 
прозрачностью, а также рядом других важных характеристик, которые де-
лают такие материалы перспективными в прикладных областях. 

В данной работе рассматривается возможность получения сложных ком-
позитных материалов с помощью сверхкритического флюида (СКФ). Эта 
возможность связана с рядом особенностей сверхкритических сред – их вы-
сокой растворяющей способностью, быстрым массопереносом и сочетанием 
низкой вязкости и высокого коэффициента диффузии с пренебрежимо ма-
лым межфазным натяжением, что позволяет СКФ сравнительно легко про-
никать в пористые среды [2,3]. На рис. 1 представлены SEM-изображения 
образцов, полученных нами в условиях СКФ. В качестве прекурсоров ис-

пользовали пленки CNx на стеклянных подложках, полученные методом 

магнетронного распыления графитной мишени в азотной атмосфере. Плазму 
создавали с помощью магнетрона планарной конструкции с плоским като-
дом и кольцевым анодом. Полученные пленки помещали в камеру СКФ, 
температура в которой составляла 250C, а давление – 85 atm. Обработка 
длилась 4–5 h. В качестве растворителя использовали водный 25%-ный рас-
твор аммиака. 
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Рис. 1. SEM-изображения композитов, содержащих в составе Si, О, Cu (а) и Si, О, 
Zn, C (б) 

 
Рассмотрим композит, представленный на рис. 1,а. Согласно данным ска-

нирующей электронной микроскопии в более мелких сферических частицах 
содержатся Si, О, Cu, а в более крупных – только Si и О. Наличие в составе 
композита кремния объясняется тем, что во время обработки СКФ произошло 
частичное растворение стеклянной подложки. Медь же в небольшом коли-
честве могла попасть в конечный материал из медной прокладки, исполь-
зуемой в камере высокого давления, так как прокладка тоже подвергалась 
воздействию сверхкритического флюида. Из этого можно сделать вывод, что 
в будущем при работе с агрессивными веществами (в частности, с аммиа-
ком) следует использовать прокладки из других материалов. 

Композит, представленный на рис. 1,б, имеет несколько иной химический 
состав. Кроме того, он заметно отличается от первого образца по своей 
структуре. Помимо сферических частиц, содержащих углерод, в нем присут-
ствуют образования сложной формы, в которых обнаруживаются O, Si, Zn. 

Как видим, полученные образцы отличаются разнообразием структуры и 
химического состава. Продолжив работу в этом направлении, предположи-
тельно можно изготовить композиты с заранее заданными свойствами. Таким 
образом, экспериментальные данные позволяют сделать вывод о перспектив-
ности использования СКФ при разработке новых методик получения слож-
ных композитных материалов. 
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A.I. Izotov, V.V. Sirotkin, G.V. Kilman, R.V. Shalaev 

PRODUCTION OF NANOSTRUCTURED COMPOSITES  
UNDER SUPERCRITICAL FLUID CONDITIONS 

Several types of nanostructured composite materials were obtained with using a super-
critical fluid. Carbon films are used as precursors. 

Keywords: supercritical fluid, nanostructured composites 

Fig. 1. SEM-images of composites containing Si, O, Cu (а) and Si, О, Zn, C (б) 
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всех авторов, а далее: 

а) для  книги  –  названия  книги,  издательства  и  города,  год  издания     
(в круглых скобках): 

А.Ф. Иоффе, Физика кристаллов, ГИЗ, Москва (1929). 
б) для статьи в журнале – название, том, номер журнала, номер первой 

страницы статьи, год издания (в круглых скобках): 
С.А. Фирстов, Ю.Н. Подрезов, Н.И. Даниленко, Е.М. Борисовская, Н.В. Ми-

наков, ФТВД 13, № 3, 36 (2003). 
8. Подрисуночные подписи должны содержать текст, объясняющий ри-

сунок; представляются на русском и английском языках. Описание элемен-
тов рисунка желательно выносить в подрисуночную подпись. 

9. Сведения об авторах необходимо представить на отдельной странице, 
где указываются: 

– полные имя, отчество и фамилия авторов; 
– их служебные адреса и телефоны. 
Следует указать, с кем из авторов предпочтительно поддерживать связь 

при работе над статьей. 

Совокупность названия статьи, аннотации, рисунков и подрисуночных 
подписей должна давать ясное представление о сути работы. 

Все перечисленные требования распространяются и на оформление руко-
писи краткого сообщения, объем которого не должен превышать 3 с.  

Обращаем внимание авторов на то, что журнал ФТВД включен в систему 
Российского индекса научного цитирования.  

Полная версия журнала размещена на сайте: http://www.donfti.ru/main/ftvd-
journal/ 
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