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Введение 

В настоящее время ввиду развития экспериментальных и теоретических 
исследований конденсированного состояния вещества возрос интерес к ра-
ботам, которые позволяют с нетрадиционной точки зрения взглянуть на уже 
известные физические закономерности [1–6]. В этой связи данная статья 
представляется весьма актуальной, поскольку базируется на более фунда-
ментальном, чем общепринятый, подходе. 

1. Простая схема использования символики внешних  
дифференциальных форм для демонстрации свойств якобианов 

Рассмотрим ситуацию, когда осуществляется переход от одних перемен-
ных к другим: ( , ) ( , )u v x y . В случае прямого перехода ( , ) ( , )u v x y  в 

терминологии внешних дифференциальных форм имеем 

( , )
d d d d d d

( , )
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u v J x y x y

x y


    


      .                            (1.1) 

Формальным образом уравнение (1.1) можем переписать в виде 

d d
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.                                             (1.2) 

Докажем соотношение (1.2), т.е. продемонстрируем возможность рабо-
тать с формальными «отношениями» 2-форм как с обычными дробями (что 
подразумевает эквивалентность такого метода методу якобианов). 

По смыслу уравнение (1.1) содержит якобиан (условно) прямого перехода 
от одних переменных ( , )u v  к другим ( , )x y . Поэтому за 0-формы примем 

функции ( , )u u x y  и ( , )v v x y . В данном контексте независимые перемен-
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ные (x, y) – это тоже 0-формы. Далее строим внешние дифференциалы 0-форм 
(функций): 

d d d ,

d d d .

y x

y x

u u
u x y

x y

v v
v x y

x y

   
    

    

   
    

    

  

  

                                  (1.3) 

Заметим, что с тем же успехом мы могли бы рассмотреть и ситуацию с 
противоположным переходом ( , ) ( , )x y u v . В этом случае независимыми 

переменными были бы ( , )u v , а функциями – ( , )x x u v  и ( , )y y u v , что и 

будет означать условность понятий прямого и обратного переходов. 
Из 1-форм (1.3) конструируем соответствующие 2-формы и производим 

вычисления по известным правилам [1–6]: 
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    .            (1.4) 

Разделим первый и последний члены в (1.4) на d dx y   и получим доказа-

тельство соотношения (1.2). 
Частным случаем равенства (1.2) будет являться ситуация, при которой 

одна из функций ,u v  будет совпадать с одной из независимых переменных 

,x y . Например, если v y , то согласно вышеизложенному имеем 

d d d d ( , )

( , )d d d d y

u v u y u y u
J

x y xx y x y

    
     

    

   

   
.                     (1.5) 

Наконец, если положить одновременно u x , v y , то по определению 

получаем 

d d d d ( , )
1

( , )d d d d

u v x y x y
J

x yx y x y

  
   

 

   

   
.                             (1.6) 

Таким образом, оба формализма (внешних и прямых дифференциальных 
форм) допускают использование «условных единиц». 
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Следовательно (см. и [7,8]), методология якобианов позволяет произво-
дить такие математические вычисления: 

1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u v z t u v z t
J J J

x y z t z t x y

   
      

   
.               (1.7) 

Итак, якобиан может быть разложен на произведение двух сомножителей. 
Ничто не запрещает провести подобное разложение и на три множителя. 

Аналогичное преобразование можно провести и с «дробями», составлен-
ными из 2-форм: 

d d d d d d d d d d d d
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.         (1.8) 

Согласно вышеизложенному равенства (1.7) и (1.8) эквивалентны. 
Данный формализм допускает (аналогично сказанному выше) использо-

вание более чем одной «условной единицы». 

2. Тождество Якоби в схеме внешних дифференциальных форм 

Тождество Якоби, записанное в форме якобианов, имеет вид 
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.         (2.1) 

Традиционно оно доказывается прямым перемножением якобианов и приве-
дением подобных слагаемых в левой части. 

Запишем тождество Якоби с использованием внешних дифференциаль-
ных форм 
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и докажем, что равенства (2.1) и (2.2) эквивалентны. 
В числителях соответствующих «дробей» представим 1-формы в развер-

нутом виде. Тогда каждая из 2-форм примет вид 
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и аналогично для следующих форм: 
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( , )
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Подставляем выражения (2.3), (2.4) в (2.2), сокращаем на 2-формы d dx y   и 

приходим к уже доказанной формуле (2.1). 
Замечание. Подчеркнем, что исчисление внешних дифференциальных 

форм дополняет и расширяет исчисление прямых форм и в совокупности с 
последним имеет глубокий фундаментальный смысл [1–6]. 

Выводы 

Продемонстрирована адекватность исчисления внешних дифференциаль-
ных форм в отношении метода якобианов. Показаны эффективность такого 
математического аппарата и возможность его применения к системам с 
большим числом степеней свободы, что подчеркивалось нами в более ран-
них работах [2–6]. 
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СOMPARISON OF THE FORMALISM OF EXTERNAL DIFFERENTIAL 
FORMS CALCULUS AND THE METHOD OF JACOBIANS 

The specific features of the calculus of external differential forms have been demon-
strated. The mentioned branch of science is compared with the Jacobian method. 
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