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Предложена математическая модель процесса прокатки колец, в которой учтено 
распределение суммарного обжатия металла в радиальном очаге деформации на 
обжатия, выполняемые главным валком и валком-оправкой. В зависимости от отно-
шения средних контактных давлений металла с каждым из валков определены соот-
ветствующие значения длин очагов деформации. Разработаны метод и компьютер-
ная программа расчета силы в радиальном очаге деформации при прокатке колец. 
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Введение 

Кольца являются ответственным видом продукции, к эксплуатационным 
характеристикам которых предъявляются высокие требования. Поэтому 
проектирование технологии их производства является важным этапом. 

Задача расчета энергосиловых параметров процесса прокатки кольцевых 
изделий неоднократно затрагивалась в технической литературе [1–5 и др.]. 
На базе аналитических и численных методов получены решения ряда задач, 
связанных с расчетами этих параметров. Однако предложенные модели не 
учитывают взаимозависимость геометрических параметров очагов деформа-
ции и средних давлений в зонах контакта металла с главным валком и вал-
ком-оправкой. Учет указанной взаимозависимости актуален при определе-
нии рациональных режимов прокатки колец. 

Цель данной работы – создание математической модели процесса прокат-
ки кольца, ориентированной на расчет силы прокатки в радиальном очаге 
деформации и учитывающей его геометрические параметры. В соответствии 
с поставленной целью необходимо решить задачи распределения суммарно-
го обжатия металла вертикальными валками на обжатия, выполненные глав-
ным валком и валком-оправкой, а также определения соответствующих зна-
чений длин очагов деформации в зависимости от отношения средних давле-
ний в зонах контакта металла с каждым из валков. Кроме того, требуется 
разработать метод и компьютерную программу расчета силы прокатки в ра-
диальном очаге деформации кольцепрокатного стана. 
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Метод расчета силы в радиальном очаге деформации 

Задача расчета силы прокатки в радиальном очаге деформации металла при 
прокатке кольца возникает каждый раз после расчета на текущем его обороте 
радиальных и осевых обжатий, размеров кольца, скорости роста его диаметра, 
скорости движения валка-оправки и других параметров. При этом имеются в 
виду суммарные обжатия, которые в радиальном очаге кольцепрокатного ста-
на выполняются главным валком и валком-оправкой. 

Для радиального очага деформации (рис. 1) на первом этапе необходимо 
рассмотреть решение задачи распределения суммарного обжатия металла вер-
тикальными валками на составляющие – обжатия кольца по толщине, выпол-

няемые соответственно главным валком s1 и валком-оправкой s2, а также опре-

делить соответствующие значения длин очагов деформации L1 и L2 с учетом 

отношения средних давлений в зонах контакта металла с каждым из валков. На 
следующем этапе требуется рассмотреть основные положения эксперимен-
тально-теоретического метода получения эмпирических формул для коэффи-

циентов напряженного состояния n1, n2 и выполнить расчет силы прокатки в 

радиальном очаге деформации. 

 
 
Рис. 1. Очаг деформации при прокатке кольца в вертикальных валках: R1, R2 – ра-

диусы соответственно главного приводного валка и валка-оправки; Ri, Rout – соот-

ветственно внутренний и наружный радиусы кольца; H, h – толщины кольца соот-
ветственно на входе в очаг деформации и на выходе из него; s1, s2 – обжатия кольца 

по толщине соответственно главным приводным валком и валком-оправкой; L1, L2 – 

– длины очагов деформации в зоне контакта металла соответственно с главным 

приводным валком и валком-оправкой 
 
Из рис. 1 видно, что 

1 2s s H h   .                                       (1) 
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По известной формуле определим силы прокатки P1, P2 в зоне контакта 

металла соответственно с главным валком и валком-оправкой: 

1 1 1P p F ,   2 2 2P p F ,   1 1p n  ,   2 2p n  ,                   (2) 

где p1, p2 – средние давления в зонах контакта металла соответственно с глав-

ным валком и валком-оправкой; F1, F2 – площади вертикальных проекций со-

ответствующих контактных поверхностей; n1, n2 – коэффициенты напряжен-

ного состояния в зонах контакта металла соответственно с главным валком и 
валком-оправкой; σ – напряжение течения металла. 

Нами обоснована целесообразность использования для моделирования 
процессов прокатки колец зависимости для расчета напряжения течения ме-
талла ( , , )U T  , разработанной на базе теории [6]. Здесь   – степень логариф-

мической деформации, U – скорость деформации, T – температура металла: 

ln( / )H h  ,    1 exp( ) rU V L   ,   out( ) / 2iV V V  ,    (3) 

где Lr – средняя длина радиального очага деформации; V – средняя линейная 

скорость вращения кольца; Vout, Vi – линейные скорости вращения кольца, 

соответствующие радиусам Rout и Ri. 

Коэффициенты n1, n2 будут определены ниже (на базе экспериментальной 

информации [7]) как эмпирические уравнения, которые зависят от ряда фак-

торов, в том числе и от средней длины Lr очага деформации. 

Очевидно, что сила прокатки в радиальном очаге деформации металла 

1 2P P P  . Из этого условия получим коэффициент qr, равный отношениям 

соответствующих величин: 

1 2

2 1
r

F p
q

F p
  ,   1 av 1F b L ,   2 av 2F b L ,   1 2

2 1
r

L n
q

L n
  ,               (4) 

где bav – средняя высота кольца в радиальном очаге деформации. 

Найдем формулы для определения величин L1 и L2. Вначале найдем сред-

нюю длину радиального очага деформации: 

1 2

2
r

L L
L


 .                                                  (5) 

Запишем уравнения для окружности радиуса iR  с центром в точке (0,0) и 

окружности радиуса R2 с центром в точке ( ,0)A  (рис. 1), где 2 2iA R R s   : 

2 2 2
ix y R  ,                                                  (6) 

2 2 2
2( )x A y R   .                                          (7) 

Координаты точек пересечения этих окружностей получаются путем совмест-
ного решения их уравнений. Выполним тождественное преобразование сис-
темы двух уравнений (6) и (7), заменив второе из них разностью этих урав-
нений: 
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2 2 2
ix y R  ,                                                  (8) 

2 2 2
22 ixA A R R   .                                            (9) 

Из уравнения (9) находим 

2 2 2
2

2
iR R A

x
A

 
 .                                       (10) 

Подставив (10) в (8), получим 

22 2 2
2 2

1,2
2

i
i

R R A
y R

A

  
    

 
.                             (11) 

В соответствии с рис. 1 выбираем корень 2y . Учитывая, что 2 20L y  , оп-

ределяем 

22 2 2
2 2

2
2

i
i

R R A
L R

A

  
    

 
.                          (12) 

Аналогично запишем уравнения для окружности радиуса Rout с центром в 

точке (0,0)  и окружности радиуса R1 с центром в точке ( ,0)C , где 

out 1 1C R R s   : 

2 2 2
outx y R  ,                                     (13) 

2 2 2
1( )x C y R   .                                         (14) 

Выполним тождественное преобразование системы двух уравнений (13) и 
(14), заменив второе из них разностью этих уравнений: 

2 2 2
outx y R  ,                                     (15) 

2 2 2
out 12xС С R R   .                              (16) 

Из уравнения (16) находим 

2 2 2
out 1

2

R R C
x

C

 
 .                                         (17) 

Подставив (17) в (13), получим 

22 2 2
2 out 1

1,2 out
2

R R C
y R

C

  
     

 
.                              (18) 

В соответствии с рис. 1 выбираем корень 2y . Учитывая, что 1 20L y  , по-

лучаем 
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22 2 2
2 out 1

1 out
2

R R C
L R

C

  
    

 
.                            (19) 

Найдем формулы для определения величин s1 и s2. Используя соотноше-

ние (4) с учетом найденных выражений для L1 и L2, получаем 

22 2 2
2 out 1
out

22 2 2
2 2

2

2

r

i
i

R R C
R

C
q

R R A
R

A

  
  
 



  
   
 

.                            (20) 

С учетом уравнения (1) представим C в виде 

out 1 1 out 1 2C R R s R R H h s        .                       (21) 

Подставим (21) в уравнение (20) и определим величину s2, например, при-

менив метод половинного деления. Затем из уравнения (1) находим s1. Те-

перь, зная s1 и s2, можно определить величины L1 и L2 по формулам (19) и 

(12). При этом на первом этапе коэффициент qr задаем равным, например, 

единице и выполняем расчеты длин очага деформации L1 и L2 по указанно-
му выше методу. Далее на базе соответствующих эмпирических уравнений 
находим коэффициенты 1n , 2n , которые, в свою очередь, зависят от полу-

ченного значения Lr. Используя уравнение (4), определяем коэффициент qr 

как отношение 2 1/n n . Если коэффициент qr действительно равен единице, то 

расчеты на этом завершаются, если же он отличен от единицы, то уже это зна-

чение qr используем для повторного расчета длин очага деформации L1, L2, Lr. 
Итерационный цикл завершается после того, как в двух поочередно вы-

полненных расчетах определено отклонение коэффициента qr, которое 
меньше наперед заданного числа. Соответственно в дальнейшем используем 

величины L1 и L2, которые найдены на базе коэффициента qr, полученного 
на последнем шаге итерационных расчетов. 

Рассмотрим экспериментально-теоретический метод получения эмпири-

ческих уравнений для расчета коэффициента qr и коэффициентов напряжен-

ного состояния n1, n2. 

Коэффициенты qr, n1, n2 определим в зависимости от следующих трех фак-

торов: степени логарифмической деформации x1, показателей формы очага 

деформации x2 и формы радиального сечения кольца x3: 

1 ln
H

x
h

   ,   2
av

rL
x

h
 ,   av

3
av

b
x

h
 ,   av

( )

2

H h
h


 ,   av

( )

2

B b
b


 . (22) 

Для коэффициентов qr, n1, n2 выбран следующий вид эмпирического урав-
нения: 
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2 2 2
0 1 1 2 2 3 3 4 1 5 2 6 3 7 1 2Y a a x a x a x a x a x a x a x x         + 

+ 8 1 3 9 2 3 10 1 2 3a x x a x x a x x x  ,                    (23) 

где 1 2, ,rY q n n . 

По геометрическим параметрам кольца [7] на каждом его обороте и по 
соответствующим значениям сил прокатки в радиальном очаге деформации 
установлены диапазоны изменения факторов: 

0.006 ln 0.07
H

h

 
  

 
,   

av

0.20 0.55rL

h
  ,   av

av

2 10
b

h
  .    (24) 

Предложенный метод предусматривает конечно-элементное моделирова-
ние процесса прокатки, для которого имеется указанная выше эксперимен-
тальная информация. На следующем этапе выполняем проверку адекватнос-
ти полученных результатов по отношению ко всей экспериментальной ин-
формации. Затем, используя результаты конечно-элементного моделирова-

ния, дополнительно измеряем значения L1 и L2, а также массив коэффициен-

та 1 2/rq L L  (для соответствующих сочетаний значений факторов). 

Массивы коэффициентов n1, n2 определяем по силам прокатки, применя-
ем формулы, которые следуют из (2): 

1
av 1

P
n

b L



,   2
av 2

P
n

b L



.                                     (25) 

С использованием массивов коэффициентов qr, n1, n2 и указанных выше 

факторов ln( / )H h , av/rL h , av av/b h  на базе метода наименьших квадратов 

найдены константы уравнения (23), которые представлены в таблице. 

Графические зависимости коэффициентов qr, n1, n2 от факторов ln( / )H h , 

av/rL h , av av/b h  показаны на рис. 2. 

Для эмпирических уравнений (23) получены следующие оценки. По ко-

эффициенту qr коэффициент корреляции R = 0.99, средняя относительная 

ошибка аппроксимации   = 0.5%; по коэффициенту n1 величина R = 0.99,   = 

= 2.6%; по коэффициенту n2 величина R = 0.94,   = 3.2%. 

Расчеты силы прокатки в радиальном очаге деформации выполняем в 
следующей последовательности. Вначале на базе уравнения (20) определяем 

обжатие кольца по толщине валком-оправкой s2. Из уравнения (1) находим 

обжатие кольца по толщине главным валком s1. Зная s1 и s2, по формулам 

(19) и (12) определяем значения L1, L2, а по формуле (5) – Lr. Затем выпол-

няем расчет значений факторов (22). По уравнениям (23) с учетом констант 
(см. таблицу) находим значения коэффициентов напряженного состояния n1, n2. 

После расчета напряжения течения металла ( , , )U T   по известной формуле 

[6] определяем силу прокатки 1 2P P P   по зависимости (2). 
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III 

            

 

Рис. 2. Зависимости коэффициентов qr (I), n1 (II), n2 (III) от факторов: а – x1 = ln(H/h); 

б – x2 = Lr/hav; в – x3 = bav/hav 

Таблица 
Константы уравнений (23) для расчета коэффициентов qr, n1, n2 

Константы qr n1 n2 

a0 –1.243841 8.006874 4.102709 

a1 18.047960 –51.764559 –33.906231 

a2 5.996715 –18.395282 –5.446713 

a
3
 0.654170 –0.355597 0.432239 

a4 31.539520 –601.927375 –519.117564 

a5 –14.056375 –18.468431 –43.514798 

a6 –0.051016 –0.035902 –0.089327 

a7 –14.248548 368.055954 342.297560 

a8 –13.758011 –7.611199 –20.792666 

a9 0.467561 2.670965 2.892598 

a10 20.983950 –3.577815 23.817146 
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На основе разработанной математической модели процесса прокатки и 
предложенного метода создана компьютерная программа и выполнен расчет 
сил в радиальном очаге деформации при прокатке кольца, размеры которого 
указаны в окне на рис. 3.  

 

 
 
Рис. 3. Результаты расчета силы прокатки в радиальном очаге деформации. Здесь 
коэффициент qr обозначен как qp, а величина напряжения течения металла σ – как sig 

 
Представленная информация позволяет сделать вывод о том, что расчет-

ные значения величин удовлетворяют формулам (2), (4), (25). На рис. 4 по-
казаны расчетные и экспериментальные [7] графические зависимости силы 
прокатки кольца в радиальном очаге деформации от текущих значений его 
наружного диаметра. 

 

 

Рис. 4. Зависимость силы прокатки P в радиальном очаге деформации от текущих 
значений наружного диаметра кольца D:  – эксперимент,  – расчет 
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Среднее относительное отклонение расчетных величин сил прокатки (при 
указанных на горизонтальной оси значениях наружных диаметров) от экспе-
риментальных не превышает 6.5%. Аналогичное отклонение на основном 
этапе прокатки (при изменении наружного диаметра кольца от 390 до 1400 mm) 
не превышает 4.5%. 

Выводы 

Предлагаемая математическая модель процесса прокатки колец позволяет 
рассчитывать распределение величины суммарного обжатия на частные об-
жатия, выполняемые главным валком и валком-оправкой, а также длины 
очагов деформации на каждом валке. Расчет длин очагов деформации осу-
ществляется с учетом средних контактных давлений металла на валки. 

С помощью экспериментально-теоретического метода получения эмпи-
рических уравнений можно определять константы уравнений расчета коэф-
фициентов напряженного состояния, необходимых для расчета силы про-
катки в радиальном очаге деформации. 

Предлагаемая математическая модель процесса прокатки колец и метод 
позволили разработать компьютерную программу расчета силы в радиальном 
очаге деформации кольцепрокатного стана. Расчетная и экспериментальная 
кривые зависимости силы прокатки от наружного диаметра кольца находятся 
в хорошем согласии, что свидетельствует о возможности использования на 
практике предложенного метода и разработанной компьютерной программы. 
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A.V. Yakovchenko, S.A. Snitko, V.V. Pilipenko, N.I. Ivleva 

METHOD FOR CALCULATING OF THE FORCE IN THE RADIAL  
DEFORMATION ZONE DURING ROLLING OF RINGS 

A mathematical model of the ring rolling process, which takes into account the distribu-
tion of the total metal reduction in the radial deformation zone for reductions performed 
by the main roll and the mandrel roll, is proposed. Depending on the ratio of the average 
contact pressure of the metal with every roll, the related values of the lengths of the de-
formation zones are determined. A method and a computer program for calculating of the 
force in a radial deformation zone during rolling of rings are developed. 
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Fig. 1. The deformation zone during rolling of the ring in vertical rolls: R1, R2  – radius of 
the main drive roll and the mandrel roll, respectively; Ri, Rout – inner and outer radius of 
the ring, respectively; H, h – thickness of the ring at the entrance and at the outlet of the 
deformation zone; s1, s2 – ring thickness reduction by the main drive roll and by the man-
drel roll; L1, L2 – length of the deformation zone in the zone of metal contact with the 
main drive roll and with the mandrel roll 

Fig. 2. The dependence of the coefficients qr (I), n1 (II), n2 (III) on the factors: а – x1 = ln(H/h); 
б – x2 = Lr/hav; в – x3 = bav/hav 

Fig. 3. The results of calculating the rolling force in the radial deformation zone. Coeffi-
cient qr is marked as qp, and the metal flow stress σ is named sig 

Fig. 4. The dependence of the rolling force P in the radial deformation zone on the cur-
rent values of the outer diameter of the ring D:  – experiment,   – calculation 
 
 
 


