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Введение 

Изучение и систематический анализ физических, химических, биологиче-
ских свойств высокомолекулярных комплексных соединений, имеющих не-
посредственное отношение как к современным технологиям, так и к фунда-
ментальным вопросам физической науки, сталкиваются с проблемой глубо-
кой кооперативной взаимообусловленности всех степеней свободы, которы-
ми обладает система. С этой точки зрения, отталкиваясь от относительно 
простых, но фундаментальных положений, апробированных на простых сис-
темах, можно прийти к достаточно обоснованным выводам относительно 
поведения систем сложных. 

По нашему мнению, в качестве необходимой предпосылки понимания и 
решения фундаментальных проблем в физике конденсированного состояния 
следует рассматривать ангармонизм с самых общих позиций. Принципиаль-
ным положением, на которое мы опираемся при изучении ангармонизма, 
является то, что ангармонизм как явление имеет комплексный характер и 
неразрывно связан с устойчивостью равновесного состояния системы. Тео-
ретические работы [1–6] показывают, что квадратичная форма гамильтониа-
на системы гармонических осцилляторов, будучи нулевым приближением 
при описании твердого тела как фононного газа (т.е. системы невзаимодей-
ствующих осциллирующих частиц), принципиально не может обладать ус-
тойчивым равновесным состоянием. 

Устойчивость колебательной системе придает ангармонизм. При этом он 
должен быть комплексным, т.е. наряду с гармонической частью гамильтониан 
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осциллятора должен обязательно содержать и линейный член, и нелинейные 
составляющие как минимум третьей и четвертой степеней, что обусловлено 
устойчивостью системы [2,6,7]. Если конденсированную среду изучать более 
концептуально и структурированно, подразделяя ее на электронную и атом-
ную (ядерную) подсистемы, то, рассматривая динамику решетки, следует 
учитывать взаимодействие этих подсистем и принимать в расчет различие в 
инерционности их движения [1–13]. Как оказывается, неадиабатичность сис-
темы менее важна, чем ее ангармоничность [1]. В этом контексте особую зна-
чимость приобретает линейная составляющая ангармонизма [1,6–21]. 

Квазиклассический подход подразделяет ангармонизм на классический 
(он же собственный), учитывающий в адиабатическом потенциале смещения 
атомов, превышающие гармонические, а также линейный. Согласно терми-
нологии [1] линейные по смещениям или нормальным координатам члены 
гамильтониана отвечают за нижайшие вибронные взаимодействия в системе, 
описывающие смешивание электронных и ядерных подсистем, что приводит 
к перемешиванию электронных уровней ядерными колебаниями. С физиче-
ской точки зрения данное перемешивание связано с изменением упругой свя-
зи между взаимодействующими осциллирующими элементами (атомами). 

Идея о перемешивании электронных уровней ядерными колебаниями лежит в 
основе модели Камбары [14–20] и его последователей, в том числе авторов дан-
ной статьи [21–25], которая описывает температурно- и пьезоиндуцированный 
переходы типа низкий спин–высокий спин в спин-кроссоверных системах. 

В некоторых работах по динамике решетки [8–13] учитывается взаимное 
влияние электронной и атомной подсистем решетки кристалла: в квадратич-
ной форме адиабатического потенциала присутствует смешанная форма – 
слагаемые, характеризующие смещения атомов и их поляризацию (диполи 
электронных оболочек, которые описывают деформацию оболочек, возни-
кающую как реакция на колебания ядер). Именно данная часть адиабатиче-
ского потенциала (его короткодействующая составляющая), представленная 
в виде произведения линейной части смещения атома/иона на электронный 
дипольный момент ближайшего соседнего атома/иона, и призвана в первую 
очередь описывать изменение упругих свойств кристалла вследствие подоб-
ного электрон-ядерного перемешивания. 

Придерживаясь вышеуказанной концепции, мы, по сути, рассматриваем 
конденсированную среду в термодинамической интерпретации как длинно-
волновое представление теории колебаний решетки, но с учетом упругих 
ангармонических свойств кристалла. Изменение упругости среды связано и 
с простым расширением (собственный ангармонизм – термическое измене-
ние объема кристалла), и с изменением силы химических связей между эле-
ментами твердого тела (изменение степени перекрытия электронных оболо-
чек ближайших соседей). 

Комплексный ангармонизм в термодинамическом представлении харак-

теризуется коэффициентом изобарического расширения 
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параметром Грюнайзена Gγ
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 [19–21]. Здесь фигурирует множе-

ство термодинамических переменных ( , , ,T S P V ), которые условно подраз-

деляют на термодинамические силы ( ,T P ) и координаты ( ,S V ); U – термо-

динамический потенциал (внутренняя энергия). 
Выделяя цель, задачу и мотивацию данной работы, мы еще раз обращаем 

внимание на то, что в последнее время ввиду интенсивного изучения высо-
комолекулярных структур (включающих и биологические объекты), разви-
тия биофизики, физической химии, физики наносистем, а также вследствие 
повышенного интереса ученых к фундаментальным проблемам конденсиро-
ванного состояния вещества, внимание многих исследователей снова при-
влекают относительно новые, простые, но вместе с тем универсальные ма-
тематические методы изучения вещества, которые, конечно же, необходимо 
апробировать на простых системах. Кроме того, обнаруживается принципи-
ально общий характер поведения вещества вне зависимости от микро- и 
макроскопики и сложности строения изучаемых структур. 

Наиболее общий подход к изучению особенностей вещества, используе-
мый нами, формулируется следующим образом. За основу берется такая наи-
более универсальная характеристика термодинамической системы, как мат-
рица устойчивости [21,22,26,27], которая в частном варианте сводится к де-

терминанту устойчивости фазы Ds. Этот параметр может быть выражен через 

коэффициенты устойчивости, которые описывают тепловые и механические 
свойства среды. Коэффициенты устойчивости могут быть переформатированы 
в терминах комплексного ангармонизма. Таким же образом можно извлечь ин-
формацию о связи калориметрических коэффициентов с комплексным ангар-
монизмом и о непосредственном их влиянии на устойчивость системы. 

В отличие от стандартной базовой теории термодинамики устойчивости 
равновесного фазового состояния системы [22,23,26,27] такие параметры, 

как детерминант и коэффициенты устойчивости, мы выражаем через пара-
метры калориметрии и комплексного ангармонизма. При этом рассмотрение 
калориметрических свойств системы проводим в полном объеме, не ограни-

чиваясь традиционными величинами – теплоемкостями CP и CV. Именно 

связь калориметрических коэффициентов с ангармонизмом, их роль в фор-
мировании устойчивости равновесного фазового состояния системы и рас-
сматривается в статье, что, по нашему мнению, позволит делать фундамен-
тальные выводы и прогнозы в отношении поведения вещества в нормальных 
и закритических условиях. 

1. Базовые положения теории устойчивости  
равновесного состояния фазы конденсированной среды 

В основе теории устойчивости термодинамического равновесного фазо-
вого состояния однородной системы лежит условие положительности мат-
рицы устойчивости, необходимое и достаточное с точки зрения математики 
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[20–23,26,27]. Компонентами ее детерминанта являются конечные разности 
соответствующих термодинамических переменных (T, S, P, V), которые свя-
зывают два ближайших равновесных состояния, характеризующихся своим 
потенциалом Гиббса. Элементы матрицы устойчивости в более узком смыс-
ле можно трактовать и как изменения, отклонения от равновесных термоди-
намических переменных в среде, обусловленных, например, флуктуациями 
термодинамических величин. 

Детерминант исходной матрицы вводится как квадратная таблица эле-
ментов вида [26]: 

0
T P

T S P V
V S

 
     

 
.                             (1) 

По определению соотношение (1) должно быть положительной величиной. 
При этом условие положительности детерминанта устойчивости налагается 
на всю совокупность аргументов, возникающую из комбинации (1) вслед-
ствие разложения в ряд каждого из ее элементов [22,26]. 

Наряду с общим случаем удобно использовать «производную» величину, 

называемую детерминантом устойчивости Ds, которая, отражая условие дос-

таточности устойчивости равновесия фазы, является величиной, которую 
можно объективно получить, исходя из опыта (по экспериментальным дан-

ным измеряются коэффициенты устойчивости, через которые выражается Ds). 

Установим явный вид параметра Ds. Используя переменные ( ,S V ), огра-

ничиваясь линейной зависимостью 

 

 

, ,

,

V S

V S

T T
T S V S V

S V

P P
P S V S V

S V

    
       

    

    
       

    

                      (2) 

и полагая в дальнейшем dT T  , dP P  , dS S  , dV V  , после под-

становки (2) в (1) получаем соответствующую квадратичную форму, которой и 
ограничимся. Из коэффициентов этой квадратичной формы строим детерми-
нант устойчивости, который для выполнения условия устойчивости фазы дол-

жен быть положительной величиной. Таким способом устанавливаем вид Ds: 
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2. Связь детерминанта устойчивости с комплексным ангармонизмом 

В диагональной форме детерминант Ds, определяемый через коэффици-
енты устойчивости, имеет вид [23–27,28]: 
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.                         (4) 

Выраженный через термодинамические коэффициенты, описывающие 

тепловые и механические свойства системы, Ds приобретает форму 

S T

P V
s

K KT T

C V C V
D

     
       

     
.                                  (5) 

Здесь CP, CV – теплоемкости при постоянных давлении и объеме, KS, KT – со-

ответственно адиабатический и изотермический коэффициенты упругости 

(прил. 1). В определениях Ds согласно (5) явно комплексный ангармонизм не 

прослеживается, он содержится в скрытой форме. 
Опираясь на такие параметры, как собственный ангармонизм, описывае-

мый через коэффициент теплового расширения P (прил. 1), и вибронный, 

обусловленный параметром Грюнайзена γG (прил. 1), детерминант устойчи-

вости может быть приведен непосредственно к форме, содержащей пара-
метры комплексного ангармонизма явно (прил. 1) [21,24,29–32]: 
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3. Определение калориметрических коэффициентов  
и их связь с комплексным ангармонизмом 

В прил. 2, исходя из наиболее общего вида калориметрических соотноше-
ний (их всего три), определены все шесть соответствующих коэффициентов. 

Наиболее употребляемыми в теории и измеряемыми в эксперименте яв-

ляются теплоемкости  ,PC T P  и  ,VC T V . Выражаемые соответственно 
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, они определяются каждая на мно-

жестве переменных соответственно ( ,T P ) и ( ,T V ) [32]. 

Связь наиболее известных калориметрических коэффициентов CP, CV с 

параметрами γG, P, характеризующими комплексный ангармонизм, отра-

жена соотношением (прил. 2): 
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Менее употребляемые калориметрические коэффициенты 
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 являются функциями соответственно ( ,T V ) 

и ( ,T P ) и согласно прил. 2 выражаются через коэффициенты комплексного 

ангармонизма следующим образом: 
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Наименее употребляемые калориметрические коэффициенты 
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, являющиеся функциями переменных 

( ,P V ) (прил. 2) (характеризуют скрытую теплоту изменения системы вслед-

ствие изменения объема или давления в изотермических процессах), можно 
выразить через коэффициенты комплексного ангармонизма: 
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4. Связь детерминанта устойчивости  
с калориметрическими коэффициентами 

Используя определение детерминанта устойчивости в виде (6), из формул 
(8) и (9) получаем 
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Опираясь на (10) и (11), имеем 
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Исходя из эквивалентных формулировок (12), (13) и связи (7), легко оп-
ределяем следующее нетривиальное соотношение, связывающее в единой 
формуле все шесть калориметрических коэффициентов: 
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5. Обсуждение 

Из определения конденсированной среды следует, что это жидкое или 
твердое состояние вещества. По сравнению с газом эта среда характеризует-
ся более высокой плотностью частиц, меньшей скоростью их относительно-
го движения в жидком состоянии и колебательным характером их движения 
в твердом состоянии. 

Основное отличие от газа – условное упорядоченное состояние молекул в 
жидкости, где присутствует короткодействие, напоминающее условно твер-
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дое состояние, и почти отсутствует дальнодействие. В случае, когда среда – 
это твердое тело, оно характеризуется жестким упорядоченным состоянием 
молекул, атомов/ионов, упакованных в кристаллическую решетку (присут-
ствуют коротко- и дальнодействующая связи). 

Мы придерживались идеализированной схемы конденсированной среды, 
опираясь на представление о ней как о твердом теле, т.е. исходили из стан-
дартной схемы, когда твердое тело представляет собой кристаллическую ре-
шетку, в узлах которой сосредоточены ее структурные элементы (ато-
мы/ионы, молекулы, блоки молекул, кластеры). При этом атомы/молекулы, в 
какой бы ипостаси они не присутствовали, рассматриваются как осцилляторы. 
Таким образом, эксплуатировалась модель фононного газа, который в нулевом 
приближении представляется как свободный (взаимодействие отсутствует). 

Другими словами, модель свободного фононного газа твердого тела рас-
сматривает упорядоченное состояние упакованных в пространстве осцилля-
торов, колеблющихся в окрестности своих положений равновесия. При этом 
приближение свободного фононного газа предполагает, что осцилляторы 
совершают колебания по гармоническому закону. 

В этом контексте ангармонизм представляется как любое отклонение ко-
лебаний от гармонического закона. Более того, само понятие ангармонизма 
в этом контексте предполагает связь осцилляторов (взаимодействие не по 
закону Гука) и, как следует из геометрических представлений, подразумева-
ет не только утрату адиабатическим потенциалом параболичности, но и учет 
смещения его минимума по отношению к локальной системе отсчета. 

С физической, а также с математической (алгебрической, геометрической, 
аналитической) позиций газ невзаимодействующих фононов – это хорошая ма-
тематическая абстракция, позволяющая проводить соответствующие модель-
ные расчеты. В таком контексте газ невзаимодействующих фононов – набор 
осцилляторов, каждый из которых может рассматриваться как классическая 
частица, совершающая колебания в среднем потенциале, создаваемом окруже-
нием. Потенциал представляет собой параболу. При этом его параболичность 
оказывается геометрическим отражением закона Гука в окрестности экстрему-
ма при условии малых отклонений. Любое искажение параболичности потен-
циала свидетельствует о взаимодействии в системе частиц. 

К этому надо присовокупить, что по умолчанию гармоническое прибли-
жение предполагает как бы и малость колебаний. Хотя, в принципе, гармо-
нические колебания могут происходить и при больших отклонениях, когда 
закон Гука соблюдается при ином коэффициенте жесткости. Такое прибли-
жение, предполагающее изменение коэффициента жесткости, в длинновол-
новом представлении достигается введением параметра Грюнайзена. Иными 
словами, наблюдается своеобразная «трансляция» закона Гука как инвари-
анта при изменении коэффициентов жесткости. 

В геометрической интерпретации изменение коэффициента жесткости 
можно описать таким образом. С одной стороны, это изменение крутизны 
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ветвей адиабатического потенциала, что с точки зрения квантовой механики 
отражается и на нулевых, и на возбужденных частотах осциллятора. С дру-
гой стороны, наблюдаемое смещение минимума потенциала «свободного» 
осциллятора также указывает на изменение жесткости связи. Эти два эффек-
та связаны, поскольку частота осциллятора определяется через коэффициент 
жесткости, который параметрически зависит от длины связи в линейном 
случае и от объема – в трехмерном. С физической точки зрения представле-
ние ангармонического потенциала параболой, но с другим наклоном ее вет-
вей (при этом минимум ее смещается) является хорошим геометрическим 
образом, который объясняет неразрывную связь в макроскопике таких пара-
метров, как коэффициент расширения и параметр Грюнайзена. 

Отметим, что геометрическая интерпретация концепции ангармонизма 
предусматривает изменение кривизны параболы («скорости» ее изменения 
при деформации и колебаниях), что математически описывается как круче-
ние [6,16,17,23,24]. 

Ангармонизм, будучи кооперативным явлением, а не просто отклонением 
одного осциллятора от гармонического движения, становится понятным, ес-
ли рассматривать его в масштабе колебательного поведения всей кристалли-
ческой решетки. 

Поскольку твердое тело – это ансамбль атомов и электронов, появление в 
системе наряду с фононами других степеней свободы (электронов), прояв-
ляющих себя в особых формах взаимодействия, приводит к определенным 
следствиям в поведении конденсированной среды. Возникают особенности. 
Ангармонизм начинает проявлять себя в двух качествах. Во-первых, если в 
гармоническом приближении потенциальная энергия кристалла содержит 
только квадратичные по смещениям атомов члены, то учет так называемого 
собственного ангармонизма сводится к появлению более высоких степеней 
смещений – новых членов в гамильтониане, соответствующих более высо-
ким степеням разложения энергии по степеням смещений ядер или ато-
мов/ионов как структурных единиц. 

Во-вторых, с изменением температуры изменяется и химическая связь 
(частотные характеристики осцилляторов). 

В третьих, электронная подсистема, характеризуясь своими инерционны-
ми (по отношению к ядерной (атомной) подсистеме электронная более 
инерционная, поэтому ее условно считают безынерционной) и другими фи-
зическими свойствами, порождает особого рода взаимодействия, проявляю-
щие себя и в статике, и в динамике решетки. 

Таким образом, в квазиклассическом представлении, когда наряду с коле-
баниями ядер (атомов/ионов) приходится учитывать и фононный спектр, и 
электронную подсистему, используется адиабатический принцип. Согласно 
адиабатическому приближению потенциальная энергия решетки (или адиа-
батический потенциал ядер) – это энергия электронной подсистемы, пара-
метрически зависящая от координат ядер. 

Именно с учетом электронной подсистемы возникает и новая степень 
свободы, которая, по нашему мнению, проявляет себя и в динамике решетки 
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[2–4,8–13], и в ангармонизме [1], который выступает теперь как комплекс-
ный. С точки зрения квантовой механики эта часть ангармонизма отвечает 
изменению жесткости короткодействующей связи между ближайшими со-
седями в решетке. 

В модели вибронного взаимодействия [1] этот вид ангармонизма имену-
ется вибронным. В макроскопике он описывается как параметр Грюнайзена. 
В модели динамики решетки, учитывающей деформацию электронных обо-
лочек, в неявной форме изменение жесткости связи проявляется через так 
называемый параметр короткодействия, обусловленный обменно-диполь-
ными силами [8–13]. 

В квазиклассическом контексте возникает вопрос, что важнее раньше 
учитывать в расчетах: неадиабатичность или комплексный ангармонизм. 
Проведенные качественные оценки [1] показывают, что учет ангармонизма 
должен предшествовать учету неадиабатических добавок [1]. 

Не рассматривая несущественные детали, определим суть вибронной тео-
рии [1]. Вибронное взаимодействие описывает часть электронно-ядерного 
взаимодействия, заложенного в гамильтониане многоатомной системы, в 
потенциале ( , )V r Q , зависящем от координат электронов r и ядерных сме-

щений, «собранных» в обобщенную координату Q, которая соответствует 
симметризованной конфигурации ядер (чаще всего 0Q Q  – точка макси-

мальной пространственной симметрии). 
При разложении адиабатического потенциала электронно-ядерной систе-

мы в ряд по малым смещениям ( 0Q Q ) часть возникающих членов (кроме 

нулевого), начиная с линейного, и призвана описать вибронную связь: 

        
2

0 0 0 0 0
,0 0

1
, , ...

2
i i i i j j

i i ji i j

V V
V r Q V r Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q

   
               

  .(15) 

После матрирования гамильтониана системы (15) все недиагональные со-
ставляющие будут соответствовать вибронной связи. 

Заметим, что вибронное взаимодействие проявляется тем сильнее, чем 
ближе электронные уровни, и становится существенным в случае вырож-
денного терма. Вибронное взаимодействие – это смешивание электронных 
состояний операторами, отвечающими за колебания ядер. 

В теории [1] для характеристики электронно-ядерной (а точнее – элек-
тронно-деформационной) связи вводятся так называемые вибронные коэф-
фициенты – константы вибронной связи. В простых случаях физическая ин-
терпретация вибронных констант проста. Например, в условных обозначе-

ниях линейная вибронная константа 

0j

ii

j Q

V

Q

 
 
  

 соответствует силе, с которой 

электрон в i-м электронном состоянии (подразумевается, что мы при описа-
нии атомов придерживаемся орбитального представления) деформирует со-
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ответствующую ядерную конфигурацию Qj. Очевидно, недиагональные виб-

ронные константы характеризуют смешивание ядерными смещениями элек-
тронных состояний i и j. 

Из диагональных матричных квадратичных членов можно выделить как 
главную силовую константу (в механической интерпретации соответствую-
щую жесткой связи), которая отвечает полносимметричной комбинации 
элементарных смещений атомов, так и вибронные константы соответ-
ствующей симметрии. Следовательно, согласно [1] вибронная теория – это 
квантовая теория многоатомных систем, в которой вместе с адиабатическим 
приближением учитываются и диагональные, и недиагональные элементы 
вибронного взаимодействия. 

Концепция вибронного взаимодействия работает в приближении взаимо-
действия близко расположенных электронных уровней, в котором операто-
рами их смешивания выступают производные по нормальным координатам 
первого и последующего порядков. Сложности, возникающие при описании 
ангармонизма в электронно-ядерной системе, значительно возрастают вслед-
ствие увеличения молекулярного веса молекул, числа компонент в элемен-
тарной ячейке твердого тела и степени вырождения электронных уровней. 

Согласно квантовомеханическому подходу описание электронно-ядерной 
системы связано с определением матричных элементов гамильтониана, опи-
сывающих электростатическое взаимодействие. Поэтому модель сущест-
венно обусловлена тем, как задана волновая функция, в каком виде она 
включает координаты обеих подсистем и учитывает их взаимное влияние 
при совместном движении. 

Характерными параметрами, на которые опирается теория вибронной 
связи, выступают так называемые константы вибронной связи [1] (или мат-
ричные элементы между электронными уровнями от соответствующих про-
изводных адиабатического потенциала по нормальным координатам), кото-
рые описывают меру связи между электронными состояниями и ядерными 
смещениями. Поэтому вибронные константы характеризуют силы, дефор-
мирующие конденсированную среду, отражая вклады электронных оболочек 
атомов/ионов в изменение ядерной конфигурации. 

Рассмотрим простой вариант вибронной теории, когда оператором пере-
мешивания двух невырожденных электронных уровней является линейный 
по смещениям нормальных координат член гамильтониана системы. 

В этой упрощенной схеме имеем три параметра. Первый – разность энер-
гий двух электронных уровней n и n : 

2 nn n n      ,                                              (16) 

где указано, что начало отсчета помещено в середину интервала nn  между 

уровнями. 
Вторым параметром теории выступает линейная вибронная константа 

0

ψnn n n
V
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.                                  (17) 



Физика и техника высоких давлений 2019, том 29, № 4 

 83 

Она привязана к третьему параметру системы – нормальной координате Q. 
Вибронные поправки к энергиям электронных уровней («–» обозначает 

основной уровень, «+» соответствует возбужденному) находятся из векового 
уравнения 

 vib 2 2 2
nn F Q        .                          (18) 

В результате имеем два адиабатических потенциала 

 0
      .                                              (19) 

В (19) первый член описывает гармоническую составляющую потенциала 

     0 0 0 21

2
V K Q     ,                                         (20) 

где коэффициент упругой связи определяется как 
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.                                   (21) 

Очевидно, в общем случае    0 0
K K  . В простейшем варианте вибронного 

взаимодействия полагают      0 0 0
K K K   . Поэтому в [1] принято считать 

     0 0 0 21

2
K Q    . 

Легко видеть, что поправка к энергии в (19), записанной в форме (18), по-
сле разложения последней по степеням малости произведения FQ , когда 

FQ    (но не по степеням малости величины смещения 1Q  , как гово-

рится в [1]), приобретает вид 

2 2 4
2 2 2 1 1

1 1 ...
2 8

FQ FQ FQ
F Q

      
                        

.      (22) 

Заметим, что данное разложение при условии, что параметры Δ и F явно не 
зависят от Q, содержит в явном виде только четные степени разложения. В то 
же время легко проверить, что в обратном случае, при тех же отмеченных выше 
условиях, когда FQ   , мы получим иное разложение по степеням Q, кото-

рое будет содержать только нечетные степени величины Q, включая и 1Q . 

Заметим, что сама теория касается именно деформационных аспектов и 
не затрагивает динамику ядерной конфигурации в явном виде. 

Представление (22) позволяет, сопоставляя гармонические слагаемые в 
левой и правой частях формулы (19), представить упругую константу связи 
в приближенной форме 
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В результате в данном варианте ожидается, что частоты осцилляторов и 
на основном уровне, и на возбужденном могут как уменьшаться, так и уве-
личиваться. Соответственно система либо размягчается, либо становится бо-
лее жесткой с точки зрения упругости. 

Очевидно, формула (23) описывает изменение кривизны листов потен-
циала [1], относящихся к основному и возбужденному уровням, отражая 
стремление потенциала изменить свою кривизну в направлении, задаваемом Q. 
В то же время формула кривизны в гармоническом представлении для кри-
вой, задаваемой функцией ( )f x , выглядит так [28,31]: 

 
3/22
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f
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.                                           (24) 

Производные f   и f   берутся в точке x, которая не отвечает реальному экс-

тремуму кривой, соответствующему точке x0, в которой 0( ) 0f x  . Разлагая 

(24) по степеням малости 1f   , но не по степеням малости отклонения 

0 1x x x    , мы приходим к приближенному равенству 
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,                                 (25) 

из которого следует, что кривизна 

 0
K K K   .                                              (26) 

Здесь  0
( )K f x , где 0x x , а добавка к кривизне 

 2
3

2
K f f    .                                        (27) 

При этом знак поправки к кривизне определяется производной f  , знак ко-

торой задает устойчивость кривой. 
Рассмотрим экстремальное поведение фононной подсистемы. Исходя из 

(18) и (19), получаем из уравнения 
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 определение точки экстрему-

ма соответствующих ветвей адиабатического потенциала: 
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Условие реальности корней Q0 гласит: 
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, что означает 
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. Неравенство тождественно преобразуется к виду 
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Налагаемые этим неравенством на параметры системы условия определяют 
области устойчивого существования системы. На языке геометрических обра-
зов это предопределяется формой кривых адиабатических потенциалов, нюан-
сами их расположения в пространстве как относительно начала отсчета, так и 
относительно друг друга (именно последнее хорошо проиллюстрировано в [1]). 

Возвращаясь к теме квазиклассического адиабатического приближения, от-
метим, что именно электроны создают основную часть среднего электромаг-
нитного поля, действующего на ядра, и оно параметрически зависит от коорди-
нат ядер. Другими словами, энергия электронов, зависящая от координат ядер 
как от параметров, является в такой трактовке сплошной среды адиабатическим 
потенциалом. В этом представлении электронная подсистема играет своеоб-
разную квазиклассическую роль источника некоторого среднего электростати-
ческого поля (магнитное поле в силу его малости не следует учитывать). 

Но в адиабатическом приближении предполагается, что колебания самих 
ядер не только более инерционны, но и малы по амплитуде, т.е. гармоничны. 
Более адекватный подход к описанию систем, сложных по своей структуре и 
разнообразию типов химических связей, требует учета отклонения поведе-
ния колебательной системы от гармонического закона. 

Мы считаем, что конкуренцию неадиабатике составляет ангармонизм. 
Причем его следует рассматривать именно в комплексной форме, т.е. учи-
тывать две составляющие: ангармонизм собственный, обусловленный коле-
баниями атомных ядер как самодостаточных системных единиц, при этом не-
линейный по смещениям ядер, а также ангармонизм, связанный с взаимным 
влиянием электронов и ядер – сугубо линейный по смещениям ядер. Соответ-
ственно условно линейную составляющую ангармонизма необходимо отно-
сить главным образом к деформациям, тогда как нелинейную – к колебаниям. 

Развиваемый нами подход, подтверждаемый стандартной теорией, пока-
зывает, что обе составляющие комплексного ангармонизма одинаково важ-
ны и в принципе неразрывны. Поэтому в теории твердого тела и существуют 
такие параметры, как параметр Грюнайзена и коэффициенты теплового 
расширения [2–5,23–27]. Их взаимообусловленность наглядно продемонст-
рирована в статьях [2–7,26,27] и в наших работах [6,22–25,29,30]. 

6. Замечания 

В работах, затрагивающих основы физики конденсированных сред [2–7, 
22–26,29,30,32–34], параметрам, характеризующим комплексный ангармо-
низм системы, уделено более чем достаточное внимание. В большинстве 
случаев это касается длинноволнового предела колебаний решетки кубичес-
кого монокристалла в изотропном приближении. В то же время по природе 
вещей даже простой монокристалл с решеткой Браве, содержащий в прими-
тивной ячейке кубической симметрии один или два атома, в пределе сплош-
ной среды характеризуется продольными и скалывающими модулями упру-
гой среды. Анизотропия твердого тела проявляется в разной скорости про-
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дольных и поперечных звуковых волн, тогда как в более изотропной среде 
(жидкости, газе) при нормальных условиях наблюдается лишь одна состав-
ляющая скорости звука. Именно анизотропия даже кубического кристалла [4] 
дает основание оперировать двумя параметрами Грюнайзена (в пределе 
длинных волн продольная и поперечная скорости звука различны). В этом 
смысле, поскольку имеем дело с фононным газом, мы должны в более общей 
теории использовать два параметра Грюнайзена [4] (как подчеркнуто в [4], 
это до сих пор не сделано даже для простейших кубических систем, не гово-
ря уже о более сложных кристаллических структурах). 

В контексте вышесказанного в монографии [2] продемонстрировано наи-
более общее и красноречивое доказательство существования комплексного 
ангармонизма на основе принципов статистической термодинамики, что 
полностью согласуется с ранними нашими работами [6,21–25,29,30]. 

Рассматривая твердое тело как структурированный (решеточный) фонон-
ный газ, коэффициент теплового расширения можем записать в следующем 
представлении [2]: 

   
,

1
ωP j j

T j

n
K V T

  
   

  

k

k k .                    (29) 

Здесь 

     
1 1exp β ω 1 2exp sh

2 2
j jn

     
      

   
k k ,          (30) 

где  j    k , 
B

1

k T
  . 

При статистическом подходе в зависимости от корпускулярной или вол-
новой модели описания фононов необходимо придерживаться соответ-

ствующей терминологии. Так, в волновом представлении величина  jn k  

определяет степень возбуждения (число) нормальной моды колебаний, ко-
торая характеризуется волновым вектором k и номером ветви в этой моде j. 

В то же время в корпускулярном представлении величина  jn k  соотносит-

ся со средним числом фононов на множестве ( , jk ) в состоянии теплового 

равновесия при температуре T. 
Кроме вышеизложенного, выражение (30) можно рассматривать как част-

ный случай функции распределения Бозе–Эйнштейна, которое само по себе 

определяет среднее число бозонов  jn k  с энергией  ω j k , находящихся в 

тепловом равновесии при температуре T, если их химический потенциал 0  . 

Следуя [2], продемонстрируем взаимообусловленность параметров ком-
плексного ангармонизма таким способом. Будем оперировать такими поня-
тиями, как удельная теплоемкость при постоянном объеме: 
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Здесь величина Vjc  соответствует вкладу в удельную теплоемкость нор-

мальной моды колебаний k, j. 
Вводя параметр Грюнайзена для каждой моды k, j как соответствующую 

отрицательную производную 

 
  

 
 

G

ln ω ω
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ln ω
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V V

 
   

 

k k
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k
,                      (32) 

полный параметр Грюнайзена можно представить в виде взвешенного сред-

него величины  Gγ , jk : 
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Очевидно, величина Gγ , трактуемая в соответствии с (33), характеризу-

ется как вклад всех нормальных мод, каждая из которых берется с весом, 
равным ее вкладу в удельную теплоемкость. 

Данное представление позволяет на основании формул (29)–(33) сформу-
лировать и уравнение Грюнайзена в виде равенства соответствующих 
удельных величин: 

Gγ
= V

P
T

c

K
 .                                              (34) 

Подобное равенство (34) получается автоматически при условии 

 Gγ , constj k , когда все моды колебаний характеризуются одной часто-

той. Оно тождественно соотношению Грюнайзена (П.1.1). 
Вышеприведенная формулировка закона теплового расширения твердого 

тела (34) позволяет глубже осознать суть простой связи на микро- и макро-
уровнях параметров комплексного ангармонизма. 

Сделаем еще одно необходимое замечание. При оперировании такими 
понятиями, как электронная и ядерная подсистемы, под последней мы по-
нимаем именно атомы (ионы) в конфигурационном смысле точечного при-
ближения. В то же время, следуя более широкому представлению, точкам 
конфигурационного пространства условно ядерной подсистемы можно при-
писывать и молекулы, блоки молекул и даже кластеры [6,22–24]. В этом 
контексте параметры комплексного ангармонизма можно разбить на реше-
точные (в широком варианте) и локальные. В выбранном нами приближении 
их можно отнести к механическому типу согласно определению [4–6,21–25]. 
Развивая представление о комплексном ангармонизме, необходимо разли-
чать основное и возбужденное состояния электронной подсистемы, т.е. учи-
тывать эффекты электронной и спиновой поляризации [6,8–13,28]. Более то-
го, говоря о поляризации, в самом общем случае следует рассматривать и 
поляризацию самих ядер. 
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Выводы 

Наиболее контрастно ангармонизм как комплексное явление проявляется 
в твердом теле при колебаниях решетки и составляющих ее элементов, особен-
но в так называемых молекулярных кристаллах, где структурными элементами 
решетки выступают макромолекулы. Примерами подобных структур и связан-
ных с ними физических эффектов служат металлоорганические комплексные 
соединения, обнаруживающие термически- и пьезоиндуцированные фазовые 
превращения типа низкий спин–высокий спин [6,21–25,29,30]. 

Негармонические эффекты проявляются двумя путями. Первый связан с 
расширением решетки. Вследствие изменения объема процесс сопровожда-
ется изменением энергии мод колебаний, оставляя их независимыми. В ре-
зультате изменяются их частоты. Несколько упрощая картину, обратимся к 
языку геометрии. Параболы (адиабатические потенциалы), отражающие 
движение гипотетических осцилляторов, могут смещаться относительно 
друг друга, изменять наклон своих ветвей, в результате чего эти ветви сбли-
жаются или, наоборот, раздвигаются (этому соответствует изменение час-
тот) [6,25]. Кроме того, в твердом теле ветви парабол могут симметрично 
или несимметрично деформироваться (добавляются нелинейные эффекты). 

Если все параболы изменяются синхронно, то это означает, что все моды 

изменяются по одному закону и G
d ln ω

const
d ln

γ
V

  . Поскольку 

Gγ
VV VC

P V P
V

U T

   
   

   

 


 
, то второй путь взаимодействий мод может осу-

ществляться и при постоянном объеме, другими словами, при G constγ  . 

Как показывает теория [1–10,19–22,26,27], колебания решетки твердого 
тела – это кооперативный процесс с негармоническими эффектами ком-
плексного характера. Именно такое поведение конденсированной среды и 
отражает теория термодинамической устойчивости. В нашей работе это под-
тверждено выведенными формулами, описывающими влияние комплексно-
го ангармонизма на калориметрические коэффициенты, коэффициенты ус-
тойчивости термодинамической фазы и детерминант устойчивости. 

Мы приходим к выводу, что правильное описание теплового расширения 
конденсированной среды требует применения теории конечных деформаций 
с непременным учетом комплексного ангармонизма. 

Предлагаемый подход обеспечивает правильное понимание степени ус-
тойчивости термодинамической фазы системы, а в конечном счете позволя-
ет осознать физические основы фазовой устойчивости и соответственно фа-
зовых превращений. 

Добавим, что в нашей работе решены две важные задачи: определены ка-
лориметрические коэффициенты и выяснено их влияние на устойчивое со-
стояние равновесия термодинамической системы. В итоге получен ряд не-
тривиальных термодинамических соотношений, которые классическая лите-
ратура не рассматривает. Используя общепринятый тезис о связи тепловых 
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и механических свойств системы, мы убедительно раскрываем более чем 
тесную связь этих свойств, рассматривая сложные конденсированные сис-
темы как на микро-, так и на макроуровнях. 

ПРИЛОЖЕНИЯ 
Приложение 1 

Взаимообусловленность параметров комплексного ангармонизма 

Опираясь на метод якобианов, докажем соотношение Грюнайзена [1–6,32]: 

Gγ P T
V

K
V

C

 
 

 
 ,                                   (П.1.1) 

исходя исключительно из определений исходных данных – составляющих 
комплексного ангармонизма. Другими словами, с одной стороны, докажем 
соотношение (П.1.1), стартуя от основного определения параметра Грюнай-
зена вида 

Gγ
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P
V

U

 
 
 





.                                 (П.1.2) 

С другой стороны, это же соотношение выведем другим путем, начиная с 

определения величин CV, P, KT, входящих в (П.1.1). 
Из (П.1.1) получаем 
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. (П.1.3) 

Тождественность формул (П.1.1) и (П.1.3) очевидна. Кроме этого, право-
мерна и следующая нетривиальная связь: V P TP K   . 

Отметим, что при выводе соотношения Грюнайзена (П.1.3) используем 

калибровочные соотношения 
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. В качестве опреде-

ления Грюнайзена можно наряду с (П.1.1) рассматривать величину 

Gγ
V V

V P

C T

 
 
 

  (П.1.3). 

Исходя из определения термодинамического коэффициента, описываю-
щего термическое изменение объема системы при изохорическом процессе 
( P  при P = const), получим связь типа (П.1.1). Докажем это: 
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.                     (П.1.4) 

Можно провести доказательство соотношения Грюнайзена и нетривиаль-
ными путями, например, исходя из определений термодинамических коэф-

фициентов изотермической упругости T
T

P
K V

V

 
   

 
 и изохорической те-

плоемкости V
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Преобразуем теплоемкость при постоянном объеме: 
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Проведем аналогичные преобразования с коэффициентом упругости: 
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.                        (П.1.6) 

Очевидно, соотношения (П.1.1)–(П.1.6) отражают взаимозависимость 
термодинамических коэффициентов и параметров комплексного ангармо-

низма G и P. Подобное положение вещей следует из независимости лишь 

трех термодинамических коэффициентов из двадцати четырех (если учиты-
вать обратные величины, то их в два раза больше), определяемых на множе-
стве переменных ( , , ,T S P V ). При этом необходимо иметь в виду, что термо-

динамика – это изотропная теория на множестве используемых переменных. 
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Приложение 2 

Определение калориметрических коэффициентов  
и их связь с ангармонизмом 

По определению калориметрические коэффициенты – это термодинами-
ческие коэффициенты, которые характеризуют тепловые свойства системы 
на множестве переменных ( , ,P T V ). Они отвечают за изменение количества 

тепла, связанного с изменением соответствующей переменной при постоян-
стве двух других. При этом один из них выступает в геометрическом смысле 
как заданная поверхность, по которой движется воображаемая точка, траек-
тория которой зависит от оставшихся двух переменных. Это становится оче-
видным, если вспомнить о существовании уравнения состояния 

 , , 0f P T V  .                                         (П.2.1) 

Калориметрические коэффициенты определяются производными вида 

ν

Q 
 
 

, где ,  – переменные из множества ( , ,P T V ). 

Существует всего три уравнения, связывающие попарно калориметриче-
ские коэффициенты между собой. Очевидно, их всего шесть. 

Каждое из уравнений определяет малое количество теплоты Q , необхо-

димое для изменения внутренней энергии системы и для совершения работы 
в случае термодинамического процесса, когда в локальном смысле одна из 
трех выделенных переменных представляет собой поверхность (поскольку 
является функцией двух других). Геометрический образ пространства трех 

переменных мы сводим к двумерному – плоскости, на которой и разворачи-
ваются соответствующие термодинамические процессы. 

В частности, в случае поверхности ( , )V P T , исследуя множество ( ,P T ), 

мы имеем равенство 
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Для случая поверхности ( , )P V T  при рассмотрении множества (V,T ) нам 

необходимо исследовать равенство 
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В варианте, когда исследуется поверхность ( , )T V P , рассматривая мно-

жество ( ,P V ), мы должны опираться на равенство 

           , d d , d , d
T TT

V P
V P

Q Q
Q P V P V m P V P m P V V

P V

    
       

    
.   (П.2.4) 

В уравнениях (П.2.2)–(П.2.4) представлены 6 термодинамических коэф-
фициентов, характеризующих тепловые свойства системы и традиционно 
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называемых калориметрическими. В частности, начиная с наиболее извест-
ных, классифицируем их согласно [32] следующим образом: 

 ,V
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C T V

T

 
 

 
 – изохорическая теплоемкость (при V = const); 

 ,P
P

Q
C T P

T

 
 

 
 – изобарическая теплоемкость (при P = const); 

   ,
V

T
T

Q
l T P

P

 
 

 
 – теплота изотермического сдавливания; 
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P

T
T

Q
l T V

V

 
 

 
 – теплота изотермического расширения; 

   ,
T

V
V

Q
m P V

P

 
 

 
 – теплота изохорического сдавливания (скрытая теп-

лота изменения состояния системы); 

   ,
T

P
P

Q
m P V

V

 
 

 
 – теплота изобарического расширения (скрытая теп-

лота изменения состояния системы). 
Используя второе начало термодинамики 

d
Q

S
T


                                         (П.2.5) 

и разложение дифференциала энтропии 

 d , d d
y x

S S
S x y x y

x y

   
    

   
,                       (П.2.6) 

где переменные x, y выбираются из множества ( , ,P T V ), запишем уравнение 

(П.2.2) для варианта x P , y T  в виде 

 d d d d
V

PT
T P

S S
T P T T l P C T

P T

    
     

    
.                  (П.2.7) 

Отсюда определим 

P
P

S
C T

T

 
  

 
,                                (П.2.8) 

 V
T

T

S
l T

P

 
  

 
.                                 (П.2.9) 

Подчеркнем, что частным случаем является положение, когда мы имеем де-
ло с поверхностью V = const трехмерного пространства переменных 
( , ,P T V ). В этом случае на двумерном множестве (плоскости) двух перемен-

ных ( ,P T ) мы сталкиваемся с функциями    ,
V

P PC C P T , 
     ,
V V

T Tl l P T . 

При этом базовый термодинамический потенциал, или термодинамический 
функционал, – это энтропия ( , )S S P T . 
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Метод якобианов позволяет определить зависимость коэффициентов  V
Tl  

от параметров комплексного ангармонизма, а именно: 

   
 

 
 

 
 

, , ,

, , ,

V
T

T

S T S T V PS
l T T T

P P T V P P T

   
   

    
 = 
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,

,
P

P

V P V
T T TV

T P T

   
        
   

.                (П.2.10) 

Используя (П.1.1), из (П.2.10) находим 

 
Gγ

V V
T

T

C
l T

K

 
   

 
.                                  (П.2.11) 

Чтобы связать функцию  ,PC P T  с другими термодинамическими парамет-

рами, используем одно из общих соотношений, применяемых в термодинамике 

[23,24,33], верное для любой функции вида  φ φ , , ( )x y z x , когда z = const. 

В частном случае ( , )S T P   (здесь z V ) при P = const имеем 

P V T P

S S S V

T T V T

          
        

          
.                      (П.2.12) 

Преобразуем в (П.2.12) производную  
 

 
 

 
 

, , ,
1

, , ,T V

S T S T V PS P

V V T V P V T T

      
      

       
. 

Используем из прил. 1 определение термодинамического коэффициента 

V
V

P
P

T

 
  

 
 в виде GγV

V

CP

T V

   
      

. Тогда легко получаем зависимость 

теплоемкости PC  от параметров комплексного ангармонизма вида 

GγP V V PC C C T   .                                  (П.2.13) 

Исследуем уравнение (П.2.3). Оно описывает изобарический калоримет-
рический процесс типа z = P = const, когда x = V, y = T. В этом варианте функ-

ции ( , )S S V T , ( , )V VC C V T , ( ) ( ) ( , )P P
V Vl l V T  удовлетворяют равенству 

 d d d
P

VV
T V

S S
T V T l V C T

V T

    
     

    
.                  (П.2.14) 

Из соотношения (П.2.14) вытекает 

V
V

S
C T

T

 
  

 
,                               (П.2.15) 

 P
V

T

S
l T

V

 
  

 
.                                (П.2.16) 

Заметим, что теплоемкость CV с ангармонизмом явно не связана, поскольку 
V = const и P = const. 
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Переопределим параметр (П.2.16): 
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.   (П.2.17) 

Вспоминая одно из определений γG, находим 
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T
l C

V

 
  
 

.                                      (П.2.18) 

Очевидно, согласно вышеизложенному 

 

 

P
V T
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T

l K

Vl

 
  

 
.                                        (П.2.19) 

Рассмотрим уравнение (П.2.4), когда x = P, y = V и z = T = const. В этом 

варианте зависимость функций имеет вид: ( , )S S P V , 
     ,
T T

V Vm m P V , 

     ,
T T

P Pm m P V . Эти функции удовлетворяют равенству 

   d d d d
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.         (П.2.20) 

Из (П.2.20) следуют соотношения 
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,                                (П.2.21) 
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.                                (П.2.22) 

Преобразуем (П.2.21): 
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.  (П.2.23) 

С другой стороны, 
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. (П.2.24) 

Очевидно, 
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1
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T V
V

V

C V
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.                                  (П.2.25) 

Из (П.2.22) и (П.2.24) вытекает нетривиальная связь: 

G
1

γ
ST

 


.                                        (П.2.26) 
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Особо отметим, что в варианте выделенной поверхности ( , )T P V  функ-

циональная зависимость параметров и термодинамического потенциала S 

следующая: ( , )S S P V , ( , )V VC C P V ,  ,V V P V   ,  G Gγ γ ,P V , что 

отражает механическую зависимость от ( ,P V ) данных параметров. 

Аналогичным образом определим коэффициент  T
Pm , который приобре-

тает вид 
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.                   (П.2.27) 

С другой стороны, при безразмерном параметре ангармонизма γ P

V

C

C
  имеем 
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.                              (П.2.28) 

Найдем отношение величин, заданных (П.2.25) и (П.2.28): 
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.                                  (П.2.29) 

Связь калориметрических параметров  P
Vl ,  V

Tl  и  T
Vm ,  T

Pm  следующая: 
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.                       (П.2.31) 

Соответственно существуют такие соотношения: 

   P T
VV Vl m TC ,                               (П.2.32) 

   V T V
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V.V. Shelest, A.V. Khristov 

RELATION OF CALORIMETRIC COEFFICIENTS TO COMPLEX  
ANHARMONICITY AND THEIR ROLE IN THERMODYNAMICS  
OF STABILITY OF THE EQUILIBRIUM PHASE STATE OF A SYSTEM 

The relation of all calorimetric coefficients to the complex anharmonicity of the con-
densed state is defined. Simple dependences of stability determinant and stability coeffi-
cients of the system phase state on both complex anharmonicity parameters and calo-
rimetric coefficients are derived. 

Keywords: thermodynamic equilibrium, thermodynamic coefficients, stability determi-
nant, anharmonicity, high-molecular compounds 

 


