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Введение

Актуальность темы исследования. Прогресс электроники в последнее

время привёл к развитию методов контролируемого создания наноструктур, в

том числе и магнитных. В то время как магнитные текстуры (равновесные,

метастабильные и промежуточные распределения магнитного момента внутри

материала) объёмных магнетиков [1] и тонких плёнок [2] достаточно хорошо

изучены в рамках теории микромагнетизма [3] — в наноструктурах с характер­

ными размерами, близкими к обменной длине (один из параметров магнитного

материала, порядка 5–15 нм), текстуры сильно отличаются. Наиболее интерес­

ны с этой точки зрения планарные наноструктуры из-за их совместимости с

современными технологическими процессами, используемыми в микроэлектро­

нике. В сочетании со свойствами материала, форма и размеры планарных на­

ноостровков оказывают непосредственное влияние на их магнитную текстуру

и переходы между её различными состояниями под действием приложенных

полей или токов. Как и в других магнитных системах, разные состояния могут

быть стабильными в одних и тех же островках независимо от состояний других

островков, что открывает перспективы использования их для магнитной записи

информации. Таким образом, теория магнитных состояний наноструктур имеет

важное практическое значение.

С фундаментальной точки зрения, магнитные состояния реализуют кон­

цепцию топологических солитонов, возникшую в теории поля благодаря рабо­

там Т. Скирма [4–6], а затем перенесенную в магнетизм А.А. Белавиным и А.М.

Поляковым [7] для случая бесконечного двумерного ферромагнетика. В рамках

этой концепции, все двумерные магнитные текстуры можно разбить на классы,

пронумерованные целыми числами. Текстуры внутри каждого класса (соответ­

ствующего некоторому целому числу, топологическому заряду) гомотопически



6

эквивалентны, а между текстурами разных классов существует (теоретически

бесконечный) энергетический барьер. Обусловленное этим барьером сохранение

топологического заряда делает статику и динамику магнитных текстур подоб­

ной статике и динамике механических систем с сохраняющимся числом частиц.

Солитоны (аналогично частицам) движутся, взаимодействуют и способны об­

разовывать сложные конденсированные состояния. Здесь важно подчеркнуть,

что в тонких плёнках солитоны Белавина-Полякова практически никогда не

реализуются (за, возможно единственным, исключением, доменной границы с

перетяжками, которая также рассмотрена в этой работе), но они часто встре­

чаются в планарных наноструктурах [8–10]. При этом характерные размеры

систем и наличие у них границ играют ключевую роль.

В этой связи возникает необходимость развить теорию двумерных тополо­

гических солитонов на случай конечных систем. Причём так, чтобы она покры­

вала наиболее широкий круг конфигураций границ — разной формы, размеров

и связности. Именно это и является главной целью данной работы.

Кроме планарных ферромагнитных элементов, другим типом нанострук­

тур являются объёмные магнетики с наноразмерными дефектами. Их магнит­

ные текстуры также рассмотрены здесь и подчиняются топологическим зако­

нам, установленным при изучении солитонов в ограниченной геометрии.

Отправной точкой данной работы является микромагнитный лагранжи­

ан, учитывающий обменное, магнитостатическое и некоторые другие взаимо­

действия. Это позволяет непосредственно вычислять измеримые величины и

сравнивать теорию с экспериментом, получая во многих случаях количествен­

ное совпадение.

Топологические солитоны наблюдаются в планарных магнитных нанострук­

турах, которые стали доступны экспериментально совсем недавно. Разрабаты­

ваемые основе магнитных наноструктур перспективные нанотехнологии (маг­

нитная запись и обработка информации, магнитные фотонные кристаллы) так
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или иначе базируются на магнитных состояниях различных топологических

классов в планарных и объёмных наноструктурах. Вместе, это означает, что

построенная здесь теория топологических солитонов в ограниченной геометрии

актуальна как с научной, так и с практической точки зрения.

Степень разработанности темы исследования. Теория микромагне­

тизма, являющаяся основой данного исследования, сформировалась в работах

Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшица, В. Дёринга, Т. Л. Гильберта, Л. Нееля, Ф. Блоха,

В. Ф. Брауна, Г. Кронмюллера, А. Хуберта, В. Г. Барьяхтара, Б. А. Иванова,

Я. Кацера, В. Камберского. Основным методом аналитического решения мик­

ромагнитных задач является метод В. Ритца. Магнитные солитоны в неограни­

ченных тонких плёнках (двумерных и квазидвумерных магнетиках) исследова­

лись аналитически в работах А. А. Белавина, А. М. Полякова, Г. Ву, Д. Гросса,

А. М. Косевича, Б. А. Иванова, У. К. Рёсслера, А. Н. Богданова, А. С. Кова­

лёва, А. Б. Борисова, В. В. Киселёва. В планарных наноструктурах с ограни­

ченной геометрией, при том, что существует ряд аналитических результатов

для удачно выбранных пробных функций (А. Ахарони, Н. А. Усов, С. Е. Песча­

ный, Б. А. Иванов, Е. В. Тартаковская), основным инструментом исследований

являются численные методы (В. Ф. Браун, Л. ЛаБонте, Д. В. Берков, М. До­

нахью, Н. А. Усов, С. Е. Песчаный). Аналитическая (пусть и приближённая)

общая теория магнитных солитонов в ограниченной геометрии для планарных

наноэлементов произвольной формы отсутствует. Для её разработки использо­

вались математические методы, развитые в работах Б. Римана, Д. Гильберта,

Ф. Шоттки, Ф. Клейна, Н. И. Ахиезера, Д. Крауди, А. Б. Богатырёва. Ключевые

независимые эксперименты, результаты которых использовались для проверки

теории, были проведены Г. Губбиотти, Г. Карлотти, Ф. Низзоли, Р. П. Коубёр­

ном, Т. Похилом, К. Росс, К. Маттьё, С. О. Демокритовым, Б. Хиллебрандсом,

С. Д. Бадером, П. Е. Вигеном, Г. Н. Каказеем и другими. Теория спиновых волн

на фоне пространственно неоднородной намагниченности (в том числе, нелиней­
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ная) развивалась в работах В. Г. Барьяхтара, Б. А. Калиникоса, Б. А. Иванова,

А. Н. Славина, А. Г. Гуревича, В. Г. Шаврова и других. Динамика намагни­

ченности в планарных наноэлементах исследовалась со спин-волновых позиций

А. Н. Славиным, Б. А. Ивановым, Г. А. Мелковым, С. Е. Заспелем, методом про­

странственного усреднения динамического уравнения Н. А. Усовым и Л. Г. Кур­

киной, и на основе уравнения А. А. Тиля для трансляции магнитных текстур

Ф.Г. Мертенсом, А. Р. Бишопом, К. Ю. Гуслиенко. Лагранжев подход для описа­

ния динамики (сложных) доменных границ в бесконечной плёнке использовался

А. К. Звездиным. Спин-волновой подход годится лишь для малых отклонений

солитонов от их положений равновесия. Усреднение уравнения Ландау-Лиф­

шица нарушает сохранение модуля параметра порядка и приводит к результа­

там, далёким от натурного и численного экспериментов. Теория на базе уравне­

ния А. А. Тиля, способна дать хорошее согласие с экспериментом, но при этом

кинетическая и потенциальная части лагранжиана оказываются вычислены с

использованием разных пробных функций. Непротиворечивая теория линей­

ной прецессии магнитного вихря и теория его нелинейной прецессии отсутству­

ют. Теория магнитной нейтронографии, которая расширена здесь для анализа

объёмных наноструктур, основывается на работах О. Хальперна, М. Джонсо­

на, С. В. Малеева, М. Блюме, В. Г. Барьяхтара, А. Зигера, Х. Кронмюллера,

Дж. Вейсмюллера, С. В. Григорьева, И. А. Зобкало и А. Мичелса, а лежа­

щая в основе вычислений равновесной магнитной текстуры слабонеоднородных

материалов, теория приближения к насыщению была в основном построена в

работах Л. Нееля и Э. Шлёмана. Микромагнитная теория сечений рассеяния

высоких порядков по степени малых неоднородностей материала, теория рас­

сеяния нейтронов магнитным солитоном в ограниченной геометрии, общая (не

предполагающая конкретный вид магнитной текстуры) теория рассеяния ней­

тронов ферромагнетиком с хиральным взаимодействием отсутствуют.

Предмет, объект, цели и задачи диссертационной работы:
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Предметом диссертационной работы являются наноструктуры, выполнен­

ные из различных (по структуре и свойствам) магнитных материалов в конден­

сированном состоянии.

Объектом проведенных исследований являются физические свойства на­

ноструктур, обусловленные их магнитной текстурой и структурой материалов

— равновесным, метастабильным или динамическим распределением магнит­

ных моментов в них. А также изменение этих свойств под влиянием внешнего

магнитного поля.

Данная работа преследует следующие цели: 1) построение теории магнит­

ных состояний (топологических солитонов) в ограниченной геометрии (планар­

ных наноструктурах различной формы и связности); 2) поиск новых закономер­

ностей в свойствах объёмных наноструктур, представляющих собой системы

малых случайных или регулярных неоднородностей в объёме материала.

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. Решена микромагнитная задача по определению магнитной текстуры сла­

бонеоднородного объёмного магнетика до второго порядка теории возму­

щений по амплитудам неоднородностей.

2. Вычислены, с усреднением по реализациям случайных неоднородностей и

ориентации образца, сечения малоуглового рассеяния объёмным слабоне­

однородным магнетиком вплоть до второго и разность этих сечений вдоль

некоторых направлений детектора вплоть до третьего порядка теории воз­

мущений.

3. Вычислены сечения рассеяния нейтронов хиральными магнитными тек­

стурами: такими, которые формируются в образце под действием хираль­

ных взаимодействий и такими, которые формируются в силу спонтанного

нарушения хиральной симметрии.

4. Построена аналитическая теория магнитных состояний в односвязных

планарных наноэлементах произвольной формы в терминах функций ком­
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плексной переменной.

5. Решена задача о равновесной энергии доменной границы с перетяжками.

6. Получены приближённые явные выражения для равновесных энергии и

радиуса магнитного вихря в круговом цилиндре.

7. Решена задача об основных квазиоднородных состояниях намагниченно­

сти кругового наноцилиндра и анизотропии в квадратном массиве взаи­

модействующих круговых наноцилиндров.

8. Построена магнитная фазовая диаграмма основных состояний круговых

наноцилиндров.

9. Исследована стабильность квазиоднородных состояний намагниченности

типа “лист” и “C”. Результат нанесен на магнитную фазовую диаграмму

кругового наноцилиндра.

10. На базе введённого здесь семейства пробных функций, построена непро­

тиворечивая теория линейной и нелинейной динамики намагниченности

в планарных наноэлементах.

11. Решена задача о малоамплитудной прецессии магнитного вихря в круго­

вом цилиндре. Вычислена частота этой прецессии как функция геометри­

ческих размеров цилиндра и магнитных параметров материала.

12. Решена задача о слабонелинейной прецессии магнитного вихря в круговом

цилиндре, вычислен амплитудно-частотный коэффициент этой прецессии.

13. Выполнено обобщение теории магнитных состояний на случай многосвяз­

ных планарных наноэлементов.

14. Получены топологические ограничения на положения магнитных солито­

нов в явном виде для кольца и в периодических магнитных текстурах.

Научная новизна Большинство результатов, полученных в диссертаци­

онной работе, являются оригинальными и новыми. В частности:

∙ Разработана приближённая аналитическая теория магнитных состояний

в планарных наноэлементах произвольной формы и связности, позволяю­
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щая построить семейство пробных функций для распределений намагни­

ченности в них.

∙ Предложена новая модель для доменной границы с перетяжками в тон­

кой магнитной пленке, из которой, при точном расчёте магнитной энер­

гии, следует, что доменная граница с перетяжками является состоянием с

минимальной энергией, если толщина плёнки находится в определённом

интервале.

∙ Теоретически предсказано новое магнитное состояние кругового наноци­

линдра — большой магнитный вихрь, исследованы области его стабильно­

сти и равновесия на магнитной фазовой диаграмме.

∙ Предложена новая модель квазиоднородных состояний намагниченности

типа “лист” и типа “C” в круговом наноцилиндре, определены области

метастабильности этих состояний в терминах геометрических размеров

цилиндра.

∙ Разработана новая теория анизотропии четвёртого порядка при вращении

внешнего магнитного поля в плоскости квадратного массива круговых на­

ноцилиндров, которая количественно воспроизводит как геометрическую,

так и полевую зависимость константы анизотропии.

∙ Впервые с использованием одинаковых пробных функций для кинетиче­

ского и потенциального членов в лагранжиане вычислена частота прецес­

сии магнитного вихря в круговом цилиндре.

∙ Впервые теоретически исследована нелинейная прецессия магнитного вих­

ря в круговом цилиндре и вычислен амплитудно-частотный коэффициент

этой прецессии.

∙ Впервые теоретически предсказано существование топологических огра­

ничений на положения магнитных солитонов в многосвязных планарных

наноэлементах. Выполнение этих ограничений в концентрическом кольце

проверено на основе независимого эксперимента.
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∙ Предсказан новый эффект третьего порядка в сечениях малоуглового рас­

сеяния нейтронов поликристаллическим наноструктурированным ферро­

магнетиком, суть которого сводится к тому, что определённая комбинация

значений сечения рассеяния вдоль некоторых направлений волнового век­

тора не равна нулю в третьем порядке теории возмущений, но равна нулю

во втором.

∙ Впервые вычислены сечения рассеяния нейтронов магнитным вихрем в

круговом наноцилиндре.

Научная и практическая значимость.

Построенные фазовые диаграммы магнитных состояний нано-элементов

имеют прямую практическую ценность. В частности, при проектировании спин­

тронных устройств магнитной записи информации с произвольным доступом

(Magnetic Random Access Memory, MRAM) они позволяют заранее планиро­

вать размеры элементов, исходя из предполагаемых магнитных состояний, в

которых эти элементы будут работать.

Новые магнитные состояния типа “больших магнитных вихрей” определя­

ют один из пределов миниатюризации таких устройств. Они открывают возмож­

ность хранить информацию в состояниях с практически замкнутым магнитным

потоком (что снижает взаимодействие между соседними битами — важный фак­

тор, ограничивающий плотность информации в магнитных устройствах) с воз­

можностью (за счёт топологической эквивалентности большого и классического

вихря) быстрых переключений без образования блоховских точек и значитель­

ной генерации спиновых волн.

Построенные модели состояний наномагнитов и их динамики, позволяют

моделировать наномасштабные генераторы микроволн, оценивать и контроли­

ровать, исходя из амплитудно-частотного коэффициента, стабильность генери­

руемых ими частот. Либо наоборот, как требуется для приложений в области

машинного обучения, выбирать геометрические параметры так, чтобы частота
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была наиболее чувствительной к амплитуде колебаний.

Усовершенствованная в данной работе теория малоуглового рассеяния ней­

тронов поликристаллическим наноструктурированным ферромагнетиком мо­

жет стать одной из основ для методики измерения магнитных свойств, заве­

домо превосходящей традиционную магнитометрию по количеству потенциаль­

но извлекаемой информации. Причём в отличие от сканирующей микроскопии,

которая близка по этой характеристике, малоугловое рассеяние нейтронов до­

пускает изучение объёмных свойств материала.

Топологические ограничения на положения магнитных солитонов в мно­

госвязных областях открывают принципиально новую возможность построе­

ния массивно-параллельных вычислительных систем, базирующихся, в силу

глобальности топологических ограничений, на одновременном взаимодействии

всех обрабатываемых бит информации со всеми.

Методология и методы исследования. В работе широко используют­

ся аналитические методы комплексного и действительного анализа, отдельные

результаты проверены численными методами (методом конечных элементов с

использованием быстрого мультипольного метода при расчёте магнитостатиче­

ской энергии).

Положения, выносимые на защиту:

∙ Эффект третьего порядка при рассеянии нейтронов слабонеоднородным

наноструктурированным ферромагнетиком в перпендикулярной геомет­

рии рассеяния, заключающийся в том, что разница между магнитным

сечением рассеяния в плоскости детектора вдоль направления приложен­

ного к образцу магнитного поля и удвоенным сечением рассеяния в перпен­

дикулярном к полю направлении равна нулю во втором порядке теории

возмущений по амплитуде неоднородностей материала и отлична от нуля

в третьем порядке.

∙ Теория метастабильных состояний в планарных наноэлементах из магни­
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томягкого материала произвольной формы и связности, представляющая

семейство пробных функций для распределений намагниченности в них

при помощи функций комплексной переменной.

∙ Аналитическая модель для доменной границы с перетяжками в виде функ­

ции комплексной переменной.

∙ Теория анизотропии свойств квадратных массивов круговых наноцилин­

дров (различного периода и с разными размерами цилиндра) из магнито­

мягкого материала при вращении внешнего магнитного поля (различной

амплитуды) в плоскости массива.

∙ Подход к описанию низкоэнергетической линейной и нелинейной динами­

ки магнитных текстур, в коллективных координатах, определённых по­

средством функций комплексной переменной.

∙ Существование топологических ограничений на положения вихрей и ан­

тивихрей в двусвязных планарных наноэлементах и периодических маг­

нитных текстурах.

Степень достоверности. Достоверность полученных в диссертации тео­

ретических результатов обусловлена корректным применением достоверных ма­

тематических методов и использованием достоверных физических законов и

принципов в качестве основы для исследований. Верификация результатов, по­

лученных в работе, проводилась серией предельных переходов к известным ра­

нее результатам. Корректность использованных приближений подтверждается

согласием полученных с их помощью результатов с теоретическими, экспери­

ментальными и численными результатами, полученными в других работах.

Апробация результатов. Результаты, представленные в диссертацион­

ной работе, прошли апробацию на 12-ти международных научных конферен­

циях среди широкого круга ученых, специалистов по вопросам физики кон­

денсированного состояния. Результаты работы докладывались на следующих

конференциях: Intermag 2002 в г. Амстердам, Голландия, 28 апреля - 2 мая
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2002; NATO ARW “Vortex Dynamics in High-Temperature Superconductors”,

Ташкент, Узбекистан, 17-22 мая 2002; Moscow International Symposium on Mag-

netism (MISM), Москва, Россия, 20-24 июня 2002; International Conference on

Magnetism (ICM) Рим, Италия, 27 июля - 1 августа 2003; International confer-

ence on Semiconductor Spintronics and Quantum Information Technology (SPIN-

TECH II), Брюгге, Бельгия, 4-6 августа, 2003; NATO ARW “Vortex dynamics in

superconductors and other complex systems”, Ялта, Крым, 13-17 сентября 2004;

The 5th International Conference on Advanced Materials and Devices (ICAMD

2007), 12-14 декабря 2007, остров Чеджу, Южная Корея; III International Work-

shop Dzyaloshinskii-Moriya Interaction and Exotic Spin Structures, Псков, Рос­

сия, 26-30 июня 2015; 50-я Школа ПИЯФ по Физике Конденсированного Со­

стояния, Санкт-Петербург, Россия, 14-19 марта 2016; 51-ая Зимняя Школа по

физике конденсированного состояния, Санкт-Петербург, Россия, 11-16 марта

2017; IV International Workshop Dzyaloshinskii-Moriya Interaction and Exotic

Spin Structures, Петергоф, Россия, 23-26 мая 2017; XXII симпозиум «Нанофи­

зика и наноэлектроника», 12-15 марта 2018, Нижний Новгород, Россия. А также

на учёном совете Института Теоретической Физики им. Л. Д. Ландау, Черно­

головка, Россия, 16 июня 2017. Регулярно докладывались с 2006 по 2018 на

семинарах ДонФТИ.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 21 статье в рецен­

зируемых научных журналах [11–31] и в виде тезисов [32–40].

Личный вклад автора. Личный вклад соискателя отображен в содер­

жании диссертационной работы и научных публикациях, вошедших в диссерта­

цию.

По теме диссертации опубликована 21 статья. 10 из них [15–19, 23, 25–28]

выполнены без соавторов.

В 4-x работах по рассеянию нейтронов [11–14] автору принадлежат микро­

магнитные расчёты, результаты которых стали основополагающими для прове­
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дения исследований по данному направлению и которые вошли в диссертацию.

В 3-х работах по статическим свойствам кругового наноцилиндра [20–22],

выполненных в соавторстве с К. Ю. Гуслиенко, автором получены пробные

функции, положенные в основу вычислений. Параллельно с соавтором прове­

дены расчёты магнитостатической энергии. В процессе расчетов результаты

сравнивались между собой для проверки.

В работе по построению карты метастабильных состояний [24], выполнен­

ной с соавтором YoungPak Lee, автор внес определяющий вклад в постановку

задачи, конкретные расчёты и формулировку выводов.

В 3-х работах по микромагнитным задачам в многосвязных областях [29–

31], выполненных в соавторстве с А.Б. Богатырёвым, автором поставлены кра­

евые задачи теории функции комплексного переменного. Математическое ре­

шение этих задач было выполнено совместно с соавтором, при этом вклад со­

автора был ключевым. Лично автору принадлежат представления решений в

многосвязных наноэлементах при помощи функций Шоттки-Клейна и форму­

лировка физических выводов из полученных решений.

Все представленные в диссертации результаты получены лично автором.

Структура и объём диссертации. Диссертация состоит из введения,

6-ти глав, заключения и библиографии. Первая глава представляет собой обзор

литературы. Общий объём диссертации 300 страниц, включая 55 рисунков и

3 таблицы. Библиография включает 269 наименований.
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Глава 1. Основы теории магнитных текстур

Начиная с изобретения компаса, магнитные материалы нашли своё при­

менение во многих полезных устройствах и инструментах. В большой электро­

магнитной картине мира, описываемой уравнениями Максвелла, их свойства

представлены в виде “материальных соотношений”, связывающих напряжённо­

сти полей (электрического 𝐸 и магнитного 𝐻) с соответствующими индукци­

ями (электрической 𝐷 и магнитной 𝐵). Конкретно, связь 𝐵 и 𝐻 скрывает за

собой магнитные свойства среды.

Более формально, следуя Ахарони [3], представим связь магнитных поля

и индукции в виде

𝐵 = 𝜇0(𝐻 + 𝛾B𝑀), (1.1)

где 𝑀 — намагниченность среды (магнитный дипольный момент на единицу

объёма), 𝜇0 — восприимчивость вакуума, а 𝛾B — константа. Удобство такой за­

писи заключается в том, что, подставляя различные значения констант 𝜇0 и

𝛾B, можно получить представления результатов, соответствующие всем распро­

странённым системам магнитных единиц измерения. Например, в системе СИ

𝜇0 = 4𝜋× 10−7 Гн м−1 и 𝛾B = 1 в то время как в системе СГС 𝜇0 = 1 и 𝛾B = 4𝜋.

Задание материальных соотношений, таким образом, сводится к определению

зависимости 𝑀 от 𝐻 . Эта зависимость в общем случае не является даже ма­

тематической функцией. На текущее значение 𝑀 влияет не только текущее

значения магнитного поля 𝐻 , но и вся совокупность его значений в прошлом

с учётом того, как быстро происходили эти изменения. Способность магнит­

ных материалов запоминать историю изменения внешних условий имеет огром­

нейшее практическое значение: как положительное — используемое в различ­

ных элементах компьютерной памяти (от накопителей на жёстких магнитных
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дисках до магнитной памяти с прямым/произвольным доступом), постоянных

магнитах; так и отрицательное — повышающее потери энергии на нагревание

при работе трансформаторов и электрических двигателей. Вследствие того, что

(как подробно разбирается далее) эволюция состояния магнетика описывается

дифференциальными уравнениями первого порядка по времени — память о его

текущем состоянии и его истории целиком и полностью содержится в текущем

пространственном распределении намагниченности 𝑀(𝑟), то есть магнитной

текстуре. Отсюда вытекает важность изучения свойств магнитных текстур для

всех настоящих и будущих приложений магнетизма.

Многие из этих свойств и подходов к их описанию известны. Далее в этой

Главе представлены важнейшие классические результаты, связанные с общей

теорией магнитных текстур и современное состояние теории магнитных текстур

в наноструктурах.

1.1. Прецессия магнитного момента

Историю теории микромагнетизма можно отсчитывать от классической

работы Л. Д. Ландау и Е. М. Лифшица [41]. В ней предложено феноменологи­

ческое уравнение для описания коллективного движения магнитных моментов

в ферромагнетике, являющееся обобщением уравнения прецессии изолирован­

ного магнитного момента вокруг направления внешнего магнитного поля. Это

уравнение (точнее, система связанных уравнений в частных производных) стало

краеугольным камнем теории и получило общепринятое название — уравнение

Ландау-Лифшица.

Отправной точкой в работе [41] является предположение, что ферромаг­

нетик находится в локальном термодинамическом равновесии, а температура
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достаточно низка, чтобы в каждом малом (но всё же макроскопическом) объ­

ёме сформировался локальный спонтанный магнитный момент. Причём вели­

чина этого спонтанного магнитного момента является функцией температуры

(и других внешних условий), а магнитные взаимодействия считаются настолько

слабыми, что их влиянием на величину спонтанного магнитного момента можно

пренебречь. Это приближение ухудшается при приближении к температуре Кю­

ри ферромагнетика, когда уравнение Ландау-Лифшица необходимо заменить

модифицированным уравнением Ландау-Лифшица-Блоха [42, 43]. Здесь счита­

ется, что температура далека от температуры магнитного разупорядочения, а

значит длина вектора локальной намагниченности (намагниченность насыще­

ния) 𝑀S зависит от температуры, давления, и координат в материале, но не

от магнитного поля и времени. Температура, давление и другие внешние усло­

вия, если и меняются, то приводят к параметрическому изменению полученных

здесь результатов через намагниченность насыщения 𝑀S. Эффект термических

флуктуаций обсуждается только в §4.5.

Вследствие ограничения на длину вектора локальной намагниченности,

его изменение всегда перпендикулярно самому этому вектору. То есть это из­

менение можно представить в виде векторного произведения намагниченности

𝑀 на другой вектор. В случае прецессии намагниченности вокруг направления

внешнего магнитного поля 𝐻 , изменение пропорционально 𝑀 ×𝐻 , см. левую

часть рисунка 1.1. Если же присутствует диссипация энергии, то со временем

амплитуда прецессии будет сокращаться, см. правую часть рисунка 1.1. Это

можно представить в виде дополнительной силы, которая перпендикулярна и

𝑀 , и силе прецессии 𝑀 ×𝐻 , а значит пропорциональна 𝑀 × (𝑀 ×𝐻). Под

действием этой силы, в конце концов, вектор 𝑀 станет параллельным 𝐻 .

Из аналогичных феноменологических соображений в работе Л.Д. Ландау
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Рисунок 1.1. Прецессия вектора магнитного момента 𝑀 вокруг направления

магнитного поля 𝐻 : бездиссипативная (слева) и с учётом диссипации (спра­

ва). Векторы, прикрепленные к концу вектора 𝑀 , соответствуют слагаемым

в уравнении Ландау-Лифшица: прецессионному 𝑀 × 𝐻 и диссипативному

𝑀 × [𝑀 ×𝐻 ]

и Е. М. Лифшица [41] и было получено их знаменитое уравнение:

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= −𝛾p𝑀 ×𝐻eff − 𝜆LL𝑀 × [𝑀 ×𝐻eff ], (1.2)

где 𝛾p — гиромагнитное отношение, а 𝜆LL — феноменологический параметр дис­

сипации. В металлических магнетиках, где магнетизм имеет электронную при­

роду 𝛾p = 𝛾e = 1.760 859 644(11) × 1011 рад с−1 Тл−1. Значение параметра 𝜆LL

обычно является подгоночным параметром и определяется из эксперимента.

Вектор 𝐻eff представляет собой вектор локального эффективного магнитного

поля в данной точке магнетика. Он включает в себя как внешнее магнитное по­

ле, так и дополнительные эффективные поля, моделирующие взаимодействие

локального магнитного момента с моментами в других точках магнетика. Для

широкого класса различных магнитных взаимодействий полную энергию маг­
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нетика 𝐸 можно представить в виде интегрального функционала

𝐸({𝑀(𝑟)}) =

∫︁∫︁∫︁
V

𝑒(𝑋,𝑌 , 𝑍,𝑀(𝑋,𝑌 , 𝑍),
𝜕𝑀

𝜕𝑋
,
𝜕𝑀

𝜕𝑌
,
𝜕𝑀

𝜕𝑍
) d3𝑟, (1.3)

где 𝑒 — объёмная плотность энергии, 𝑉 — объём магнетика, и в явном виде

используются декартовы координаты 𝑟 = {𝑋,𝑌 , 𝑍}. Фигурные скобки в (1.3)

обозначают функциональную зависимость от всего распределения 𝑀 (𝑟) внут­

ри магнетика, а не только от значения 𝑀(𝑟) в какой-то одной точке. Основные

(метастабильные) состояния магнетика соответствуют глобальному (локально­

му) минимуму функционала (1.3) при условии, что длина вектора намагничен­

ности фиксирована |𝑀 | = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Такие состояния можно найти разными спо­

собами, но для того, чтобы к ним сходилась вытекающая из (1.2) при наличии

диссипации динамика намагниченности, вектор локального эффективного поля

в этом уравнении нужно выразить [41,44] через вариационную производную 𝐸:

𝐻eff(𝑟) = − 1

𝜇0

𝛿𝐸

𝛿𝑀
= − 1

𝜇0

⎛⎝ 𝜕𝑒

𝜕𝑀
−

∑︁
𝛼=𝑋,𝑌 ,𝑍

𝜕

𝜕𝛼

𝜕𝑒

𝜕 𝜕𝑀
𝜕𝛼

⎞⎠ . (1.4)

Диссипация приводит к тому, что прецессия в конце концов затухает и век­

торы 𝑀 приходят в стабильное равновесие. При этом, как следует из (1.2), они

становятся сонаправлены с 𝐻eff , что соответствует минимуму энергии Зеемана

𝑒Z = −𝜇0𝑀 ·𝐻eff . (1.5)

Если же прецессия бездиссипативная (𝜆LL = 0), то проекция намагниченности

𝑀 на направление 𝐻eff сохраняется.

В случае изолированного магнитного момента (или для динамики одно­

родной намагниченности изотропной сферы) эффективное поле состоит только

из внешнего поля 𝐻 , но в более общих случаях оно содержит и другие слагае­

мые, часто нелинейные или нелокальные, которые обсуждаются в следующем

параграфе.
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1.2. Микромагнитный лагранжиан

Уравнения Ландау-Лифшица описывают (затухающую) прецессию маг­

нитного момента вокруг направления эффективного магнитного поля 𝐻eff , ко­

торое выражается через вариационную производную энергии магнетика (1.4).

Аналогично вариационной механике Лагранжа и Гамильтона, уравнения Лан­

дау-Лифшица это не дифференциальные уравнения, как таковые, но метод по­

лучения дифференциальных уравнений, описывающих ту или иную конкрет­

ную ситуацию. Более тесная их связь с механикой Лагранжа рассмотрена в

§1.3, а пока перечислим самые распространённые (и самые важные) взаимодей­

ствия, которые можно учесть в рамках этого метода.

1.2.1. Обменная энергия

Обменное взаимодействие является важнейшим в ферромагнетике. Имен­

но оно, если является достаточно сильным для подавления тепловых флуктуа­

ций, приводит к возникновению спонтанного магнитного момента и, как след­

ствие, к существованию ферромагнитной фазы как таковой. Название “обмен­

ное” не случайно, а связано с тем, что это взаимодействие имеет чисто кван­

товую электростатическую природу, связанную с разницей энергии конфигура­

ций, когда участвующие в них идентичные элементарные частицы меняются

местами.

Не будем здесь подробно разбирать квантовую природу обменного взаимо­

действия, это уже сделано в учебниках по физике твёрдого тела [45] и магнетиз­
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му [3], а обсудим лишь конечную форму обменной энергии, выраженную через

классические векторы локального магнитного момента. Квантовое рассмотре­

ние необходимо для объяснения значения коэффициента перед этим энергети­

ческим членом, который в чисто классическом мире был бы нулевым. Кроме

того, в этом параграфе ограничимся рассмотрением лишь изотропного обмен­

ного взаимодействия, каким оно является, например, в кубических кристаллах.

Более сложный случай анизотропного обмена рассмотрен в §1.2.4.

Плотность обменной энергии кубического магнетика вытекает из опреде­

ления в терминах углов между соседними спинами [3]. Допуская пространствен­

ную дисперсию намагниченности насыщения и обменной константы, её можно

записать в виде:

𝑒EX =
𝐶(𝑟)

2

∑︁
𝑖=𝑋,𝑌 ,𝑍

(︂
∇
[︂
𝑀 𝑖(𝑟)

𝑀S(𝑟)

]︂)︂2

, (1.6)

где 𝐶(𝑟) — обменная жёсткость ([𝐶] = Дж м−1), пропорциональная квантовоме­

ханическому интегралу перекрытия волновых функций и определяющая силу

обменного взаимодействия, а суммирование ведётся по индексам осей декарто­

вой системы координат: 𝑋, 𝑌 и 𝑍. В некоторых работах обменную жёсткость

описывают при помощи параметра 𝐴, который имеет ту же размерность и свя­

зан соотношением 𝐶 = 2𝐴. Хотя величину 𝐶 можно рассчитать из первых

принципов [46], для конкретного магнитного материала (с учётом деталей про­

цедуры приготовления) её гораздо проще измерить (например, современным

методом Шрейбера и Фрайта [47]). Для пермаллоя (Py = Ni80Fe20) характерная

величина 𝐶Py = 26 пДж м−1 = 2.6 × 10−11 Дж м−1, но измеренное значение мак­

роскопической (усреднённой по объёму) обменной константы может меняться

от образца к образцу в зависимости от вариаций процедуры приготовления и

точного химического состава.

Плотность обменной энергии (1.6) зависит от относительной ориентации со­

седних магнитных моментов из-за чего вектор 𝑀 входит в неё нормированным
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на намагниченность насыщения 𝑀S. Пользуясь правилами векторной алгебры

и уравнением |𝑀(𝑟)| = 𝑀S(𝑟), градиенты в (1.6) можно раскрыть и привести

это выражение к виду:

𝑒EX =
𝜇0𝛾B𝐿

2
E(𝑟)

2

⎛⎝− [∇𝑀S(𝑟)]2 +
∑︁

𝑖=𝑋,𝑌 ,𝑍

[∇𝑀𝑖(𝑟)]2

⎞⎠ , (1.7)

где введена обменная длина

𝐿E(𝑟) =

√︃
𝐶(𝑟)

𝜇0𝛾B𝑀 2
S(𝑟)

. (1.8)

Параметр 𝐿E задаёт характерный масштаб неоднородностей магнитной тексту­

ры. Примерно таким (единицы-десятки обменных длин) и является характер­

ный масштаб объектов (магнитных и материальных), которые рассматриваются

в данной работе.

Величины обменной жёсткости 𝐶 и намагниченности насыщения 𝑀S в

ферромагнитном состоянии определяются обменным взаимодействием и выра­

жаются через квантовомеханические обменные интегралы. При температурах

значительно ниже температуры Кюри (выше которой ферромагнитный поря­

док разрушается и материал становится парамагнитным) вариабельность 𝐿E в

различных магнитных материалах обычно невелика. Её величина составляет

обычно десятки нанометров.

Здесь нужно отметить, что в литературе встречаются разные определения

𝐿E. Во многих работах 𝛾B не используется, вследствие чего как сама обменная

длина, так и содержащие её формулы начинают зависеть от используемой си­

стемы единиц. Например, в системе единиц СГС долгое время общепринятым

было следующее определение (используется в работах [15, 16, 20–22] и многих

других)

𝐿E
CGS,Py =

√︃
𝐶

𝑀 2
S

=

√︀
2.6 × 10−6 эрг см−1

800 эме см−3 = 2.0 × 10−6 см ≈ 20 нм, (1.9)
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где подставлены значения обменной жёсткости и намагниченности насыщения

для пермаллоя, используемые по умолчанию в программе микромагнитных рас­

чётов OOMMF [48] (экспериментально измеренные величины 𝐶 и 𝑀S могут ме­

няться от образца к образцу вследствие различных условий их приготовления,

примесей и небольших вариаций состава; они так же зависят от температуры).

Выражая значения этих параметров в системе СИ 𝐶 = 2.6 × 10−11 Дж м−1 и

𝑀S = 8 × 105 А м−1, получим

𝐿E
SI,Py =

√︃
𝐶

𝜇0𝑀 2
S

=

√︀
2.6 × 10−11 Дж м−1

√
4𝜋 × 10−7 Гн м−1 8 × 105 А м−1

≈ 5.7 нм. (1.10)

Такое определение используется в [14, 17, 18, 23, 27, 28] и многих современных

работах. Величины обменной длины, вычисленные по этим формулам, связа­

ны соотношением 𝐿E
CGS,Py =

√
4𝜋𝐿E

SI,Py. Оба этих определения правильные, в

том смысле, что подстановка их в формулы, полученные с использованием со­

ответствующего определения обменной длины, даёт не зависящий от системы

единиц результат. Удобство определения (1.9) при изучении магнитных вихрей

состоит в том, что размер ядра вихря [8] получается примерно равным 𝐿E
CGS.

Поэтому в работе [24] была сделана попытка ввести универсальное независимое

от системы единиц определение, приводящее к величине обменной длины такой

же, как в системе единиц СГС

𝐿E
CGS,Py =

√︃
4𝜋𝐶

𝜇0𝑀 2
S

=

√︀
4𝜋2.6 × 10−11 Дж м−1

√
4𝜋 × 10−7 Гн м−1 8 × 105 А м−1

≈ 20 нм. (1.11)

Тем не менее, в последующих работах автора [12, 25, 26], как и в этой работе,

использовалось универсальное определение (1.8), соответствующее (во всех си­

стемах магнитных единиц) определению, принятому в СИ. Приведенные здесь

результаты работ [14–18, 20–24, 27, 28] были перемасштабированы, чтобы соот­

ветствовать этому определению. При сравнении с результатами других авторов

нужно обязательно обращать внимание на принятое ими определение 𝐿E.
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1.2.2. Магнитостатическая энергия

Присутствующие в ферромагнитном материале локальные дипольные маг­

нитные моменты (с объёмной плотностью𝑀S) неизбежно взаимодействуют меж­

ду собой. Это взаимодействие присутствует в любом ферромагнетике и описы­

вается системой уравнений Максвелла (см. учебники [3, 45]). В стационарном

случае (который, в основном, и рассматривается в данной работе), когда нет

макроскопических электрических зарядов и токов, магнитная подсистема этих

уравнений упрощается до

∇ ·𝐵 = 0, (1.12)

[∇×𝐻 ] = 0. (1.13)

Отметим, что аналогичными уравнениями часто пользуются и в нестационар­

ном случае. Например, при рассмотрении спиновых волн [44, 49]. Это работает

потому что групповая скорость коллективных спиновых возбуждений значи­

тельно меньше скорости света (с которой распространяются взаимодействия

между отдельными локальными магнитными моментами). С точки зрения взаи­

модействия между магнитными диполями, магнитная динамика в большинстве

практически интересных случаев является квазистатической, а само взаимодей­

ствие называется поэтому магнитостатическим.

Из уравнения (1.13) следует возможность представить вектор магнитного

поля 𝐻 при помощи скалярного потенциала 𝑢(𝑟)

𝐻(𝑟) = ∇𝑢(𝑟), (1.14)

после чего уравнение (1.13) удовлетворяется тождественно, а из (1.12) с исполь­

зованием (1.1) получается уравнение Пуассона для скалярного потенциала

∆𝑢(𝑟) = −𝛾B𝜚, (1.15)
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где

𝜚 = ∇ ·𝑀 (𝑟). (1.16)

Уравнение (1.15) формально эквивалентно уравнению для электростатического

потенциала, созданного распределением зарядов 𝜚. Поэтому величина 𝜚 назы­

вается объёмной плотностью магнитных зарядов, а этот метод расчёта порож­

дённого распределением намагниченности 𝑀(𝑟) магнитного поля — методом

магнитных зарядов.

Как известно, магнитные монополи отсутствуют (не наблюдаются), а зна­

чит общий магнитный заряд конечных образцов всегда равен нулю (положи­

тельные и отрицательные магнитные заряды скомпенсированы). Поэтому маг­

нитостатическая энергия обусловлена взаимодействием магнитных диполей. Её

можно выразить в виде энергии взаимодействия всех пар магнитных диполей

или как энергию каждого диполя в поле, созданном всеми диполями

𝐸MS = −1

2
𝜇0

∫︁∫︁∫︁
(𝑀 ·𝐻D) d3𝑟, (1.17)

где интегрирование ведётся по всему пространству, знак минус и 𝜇0 являются

частью выражения (1.5) энергии магнитного момента во внешнем поле (энергии

Зеемана), множитель 1/2 появляется из-за того, что при таком интегрировании

энергия каждой пары диполей учитывается дважды, а поле 𝐻 , созданное рас­

пределением намагниченности 𝑀 , переобозначено как размагничивающее поле

𝐻D = 𝐻 = ∇𝑢(𝑟).

Уравнение (1.15) является линейным уравнением в частных производных

эллиптического типа, его решения известны и, при наличии достаточного коли­

чества граничных условий, единственны. Конкретно, для конечных магнитных

тел (когда намагниченность не равна нулю в ограниченной области простран­

ства) устранить расходимость скалярного потенциала и его градиента на беско­
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нечности можно при помощи следующих условий

lim
|𝑟|→∞

|𝑟|𝑢(𝑟) <∞,

lim
|𝑟|→∞

|𝑟|2|∇𝑢(𝑟)| <∞,
(1.18)

которых достаточно для единственности решения 𝑢(𝑟) во всём пространстве.

Для вычисления магнитостатической энергии по формуле (1.17) необходи­

мо знать только поле внутри магнетика (там, где |𝑀 | > 0). Его можно получить

напрямую из (1.17) используя метод интегрирования по частям (с учётом то­

го, что получившийся таким образом поверхностный интеграл равен нулю для

конечного распределения намагниченности)

𝐸MS =
1

2
𝜇0

∫︁∫︁∫︁
(∇ ·𝑀 )𝑢 d3𝑟 =

1

2
𝜇0

∫︁∫︁∫︁
𝜚𝑢 d3𝑟 (1.19)

и воспользовавшись известным выражением функции Грина для уравнения

Пуассона, которая определяет потенциал, созданный точечным (магнитным,

в рассматриваемом случае) единичным зарядом, расположенным в начале ко­

ординат

𝑢0(𝑟) =
𝛾B

4𝜋|𝑟|
. (1.20)

Тогда в силу линейности (1.15), энергию диполей (1.17) можно представить в

эквивалентном виде как энергию взаимодействующих магнитных зарядов

𝐸MS =
1

2
𝜇0
𝛾B
4𝜋

∫︁∫︁∫︁
d3𝑟1

∫︁∫︁∫︁
d3𝑟2

𝜚(𝑟1)𝜚(𝑟2)

|𝑟1 − 𝑟2|
. (1.21)

С другой стороны, из (1.19)

𝐸MS = − 1

2

𝜇0
𝛾B

∫︁∫︁∫︁
(∆𝑢)𝑢 d3𝑟 =

= − 1

2

𝜇0
𝛾B

∫︁∫︁
𝑢∇𝑢 · d2𝑟 +

1

2

𝜇0
𝛾B

∫︁∫︁∫︁
|∇𝑢|2 d3𝑟,

(1.22)

где используется векторное тождество ∇ · (𝑢∇𝑢) = 𝑢∆𝑢 − |∇𝑢|2 и теорема

о дивергенции. Первое слагаемое во второй строке представляет собой скаляр,
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вследствие того, что элемент площади d2𝑟 — вектор. В силу граничных условий

(1.18), интеграл во второй строке по (бесконечно удалённой) поверхности равен

нулю. Отсюда сразу видно, что магнитостатическая энергия для ограниченного

распределения намагниченности всегда положительна. Её минимальное значе­

ние 𝐸MS = 0 достигается только при 𝐻D = 0, что возможно только при отсут­

ствии самих магнитных зарядов (т.е. при равенстве нулю дивергенции намагни­

ченности). Обратное утверждение известно как принцип избежания магнитных

зарядов [3], который сводится к тому, что в процессе уравновешивания (мини­

мизации своей энергии) магнитная текстура стремится к конфигурации с наи­

меньшим количеством локальных магнитных зарядов. Этот принцип слишком

прост, чтобы охватить всё многообразие форм, которые принимает магнитная

текстура под влиянием магнитостатической энергии, но он может помочь ис­

ключить из рассмотрения заведомо энергетически невыгодные распределения

магнитных моментов.

Из положительности магнитостатической энергии 𝐸MS, очевидной при за­

писи её в виде (1.21), сравнивая с выражением (1.17), увидим, что в среднем

поле 𝐻D направлено против направления намагниченности (условие положи­

тельности скалярного произведения со знаком минус). Из-за этого поле 𝐻D,

созданное распределением намагниченности, часто называют размагничиваю­

щим. Это ещё один простой принцип, который может помочь в определении

эффекта дипольного взаимодействия на формирование магнитных текстур.

Конечные магнетики часто (хоть и не всегда) представляют собой тела

с резкими границами. В этом случае удобно ввести поверхностную плотность

магнитных зарядов. Для этого воспользуемся обобщенными функциями и пред­

ставим границу, умножив плавно меняющийся внутри магнитного материала
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вектор намагниченности на произведение 𝜃-функций Хевисайда

𝜃(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0 𝑥 < 0

1/2 𝑥 = 0

1 𝑥 > 0

(1.23)

так, что аргумент 𝑥 = 0 соответствует точкам, лежащим на границе. Тогда при

вычислении дивергенции 𝜃-функции превратятся в 𝛿-функции Дирака, локали­

зованные на границе, которые выделят поверхностную плотность магнитных

зарядов

𝜎(𝑟) = − (𝑛 ·𝑀)|𝑟∈𝜕𝑉 , (1.24)

где 𝑛(𝑟) — внешняя нормаль к границе магнетика, а 𝑟 ∈ 𝜕𝑉 означает, что 𝑟

лежит на границе магнетика, занимающего объём 𝑉 . То есть поверхностные

магнитные заряды определяются своей плотностью, которая пропорциональна

нормальной компоненте намагниченности на границе магнетика. Внутри объё­

ма 𝑉 при этом могут существовать объёмные магнитные заряды с плотностью,

пропорциональной дивергенции 𝑀(𝑟).

При всём подобии, важно понимать разницу между магнитными заряда­

ми (их ещё называют магнитными полюсами) и магнитными монополями. С

одной стороны, они неразличимы и, при одинаковом своём пространственном

распределении, создают идентичные внешние поля. Разница заключается толь­

ко в одном: магнитные заряды (полюса) всегда сбалансированы (количество

отрицательных магнитных зарядов в точности равно количеству положитель­

ных магнитных зарядов), а магнитные монополи — нет. Это свойство магнит­

ных зарядов очевидным образом следует, в соответствии с теоремой Остроград­

ского-Гаусса, из их определения в виде дивергенции некоторого векторного поля

(1.16), которое обращается в нуль на бесконечности (из-за конечности объёма

магнетика). Только лишь в умозрительном случае бесконечного магнетика (ко­

торый невозможен в природе) разница между магнитными зарядами и магнит­
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ными монополями отсутствует.

1.2.3. Энергия локальной магнитной анизотропии

Обменное и магнитостатическое (дипольное) взаимодействие в бесконеч­

ном (или сферическом) магнетике инвариантны относительно общего поворота

всех магнитных моментов. Если ограничиться только ими, то поворот всех мо­

ментов на произвольный угол не изменит его энергии. В случае несферической

формы магнетика дипольное взаимодействие нарушает эту симметрию и приво­

дит (за счёт взаимодействия с поверхностью) к появлению выделенных (пред­

почтительных) направлений для локального магнитного момента. Этот эффект

возникает естественным образом при точном учёте формы магнетика.

Но и для сферических (а так же бесконечных) магнетиков направления

локального магнитного момента эквивалентны не всегда. Как минимум, такая

неэквивалентность может возникать вследствие симметрии кристаллической

структуры, которая выделяет определённые (эквивалентные между собой) на­

правления в пространстве. Она может возникнуть и как результат некоторой

нетривиальной обработки материала, формирующей упорядоченные, ориенти­

рованные в пространстве, дефектные структуры, приводящие к локальным ме­

ханическим напряжениям.

Учёт возможности возникновения локальной магнитной анизотропии осу­

ществляется путём добавления в энергию магнетика члена, зависящего от на­

правления магнитного момента:

𝑒A = 𝒜(𝑚), (1.25)

где 𝒜 — произвольная функция двух направляющих углов единичного вектора
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нормированной намагниченности 𝑚 = 𝑀/𝑀S. Этого представления достаточ­

но для рассмотрения малых отклонений намагниченности от некоторой извест­

ной магнитной текстуры (например, однородной). В этом случае разложение

функции 𝒜 в ряд Тейлора можно представить при помощи матрицы анизо­

тропии. Вид этой матрицы определяется физической структурой изучаемого

объекта и, как минимум, соответствует его симметрии и симметрии простран­

ства-времени.

В частности, из-за изменения знака 𝑀 при обращении времени в то вре­

мя как энергия анизотропии является свойством материала и от направления

течения времени не зависит, можно утверждать, что разложение энергии ани­

зотропии по степеням 𝑚 может содержать лишь чётные степени и начинаться

с членов второго порядка [50]

𝑒A = 𝒜(2)
𝑖𝑗 𝑚𝑖𝑚𝑗 + 𝒜(4)

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑖𝑚𝑗𝑚𝑘𝑚𝑙 + . . . , (1.26)

где тензоры 𝒜(2)
𝑖𝑗 и 𝒜(4)

𝑖𝑗𝑘𝑙 абсолютно симметричные (инвариантные относитель­

но перестановки любой пары своих индексов), а по повторяющимся индексам

подразумевается суммирование. Кроме ограничений, налагаемых симметрией,

из сумм нужно ещё исключить группы вида 𝑚2
X +𝑚2

Y +𝑚2
Z, которые являются

инвариантами, равными 1. В конечном итоге оказывается, что для одноосных

кристаллов во всей матрице 𝒜(2)
𝑖𝑗 остаётся лишь один независимый параметр, а

энергия анизотропии (в системе координат, где ось OZ параллельна кристалли­

ческой оси) имеет вид

𝑒UA = 𝐾(𝑚2
X +𝑚2

Y) = 𝐾 sin2 𝜃
.
= −𝐾𝑚2

Z = −𝐾 cos2 𝜃, (1.27)

где 𝜃 угол между направлением намагниченности и лёгкой осью, а равенство .
=

понимается с точностью до несущественной в определении энергии константы.

При положительном значении параметра анизотропии𝐾 > 0 вклад 𝑒A в полную

энергию минимален, если вектор 𝑀 направлен параллельно кристаллической
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оси (в этом случае говорят об анизотропии типа “лёгкая ось”). Если 𝐾 < 0,

то анизотропия стремится уложить вектор намагниченности в плоскость, пер­

пендикулярную кристаллической оси (тогда её называют анизотропией типа

“лёгкая плоскость”). При учёте членов разложения второго порядка все направ­

ления в лёгкой плоскости эквивалентны, но члены более высоких порядков мо­

гут нарушить эту симметрию (например, в тетрагональных и гексагональных

кристаллах). Кубические кристаллы во втором порядке по направляющим ко­

синусам 𝑚 изотропны

𝑒CA = 𝐾1(𝑚
2
X𝑚

2
Y +𝑚2

X𝑚
2
Z +𝑚2

Y𝑚
2
Z) +𝐾2𝑚

2
X𝑚

2
Y𝑚

2
Z, (1.28)

но (как часто бывает на практике) их тонкие плёнки могут приобрести одноос­

ную анизотропию (1.27) за счёт рассогласования параметров кристаллической

решётки плёнки и подложки. Рассогласование приводит к неоднородной дефор­

мации кристаллических решёток, спадающей при удалении от интерфейса. За­

висимость энергии от направления вектора намагниченности даже в простей­

ших случаях (одноосного и кубического кристаллов) может быть достаточно

сложной, см. рисунок 1.2.

Множество работ посвящено изучению магнитной анизотропии кристал­

лов [51] (обзор и ссылки там) в связи с их структурой и химическим составом.

Коэрцитивная сила доменных границ, как правило, пропорциональна констан­

те анизотропии [52] (см. литературные источники в этом обзоре). Поэтому в

магнитомягких материалах (которые, в основном, здесь рассматриваются) кри­

сталлическая анизотропия обычно пренебрежимо мала. В остальных случаях

здесь учтена только одноосная анизотропия (1.27).
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Рисунок 1.2. Зависимость энергии анизотропии (1.27) и (1.28) от направления

вектора намагниченности в сферических координатах: а — изотропный случай

(𝐾 = 0, 𝐾1 = 0, 𝐾2 = 0); б — одноосная анизотропия (𝐾 = 1, 𝐾1 = 0,

𝐾2 = 0); в — кубическая анизотропия в низшем (4-м) порядке (𝐾 = 0, 𝐾1 = 1,

𝐾2 = 0). Нижняя строка иллюстрирует подмешивание кубической анизотропии

6-го порядка для 𝐾 = 0, 𝐾1 = 1 и различных значений 𝐾2: г — 𝐾2 = −2; д —

𝐾2 = −4; е — 𝐾2 = −5

1.2.4. Анизотропный и антисимметричный обмен

Изотропный обмен, который обсуждался в §1.2.1, как правило, является

доминирующим. Но в общем случае обменное взаимодействие является чувстви­

тельным к структуре кристаллической решётки магнетика. Эта связь рассмот­

рена ниже и представлена в виде выражений для энергии анизотропного и ан­
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тисимметричного обмена. Последний также часто называют взаимодействием

Дзялошинского-Мория.

Из феноменологических соображений представим энергию обменного вза­

имодействия двух соседних по решётке магнитных моментов в самом общем

виде [53]

𝐸12 = 𝑚
(1)
𝑖 𝐴𝑖𝑗𝑚

(2)
𝑗 , (1.29)

где Â = {𝐴𝑖𝑗} — тензор обменных констант, связывающих разные компонен­

ты магнитных моментов 𝑚(1) и 𝑚(2), а по повторяющимся индексам подразу­

мевается суммирование. В континуальном приближении, если распределение

намагниченности описывается гладким векторным полем 𝑚(𝑟), то величины

𝑚
(1)
𝑖 и 𝑚

(2)
𝑖 , представляющие векторы намагниченности в близко расположен­

ных (соседних) точках кристалла, можно представить при помощи разложения

векторного поля 𝑚(𝑟) в ряд Тейлора: 𝑚(1)
𝑖 = 𝑚𝑖,

𝑚
(2)
𝑖 = 𝑚𝑖 + 𝑢X

𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑋
+ 𝑢Y

𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑌
+ 𝑢Z

𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑍
+ . . . , (1.30)

где вектор 𝑢 связывает положение соседних атомов в решетке.

Любой тензор второго ранга Â можно совершенно формально разделить

на симметричную и антисимметричную части. Если вдобавок симметричную

часть разбить на диагональную и симметричную, но бесследовую матрицы —

получим

Â = 𝐴Î + ÂS + ÂA, (1.31)

где 𝐴 = (1/3) Tr Â, ÂS = ÂSᵀ, Tr ÂS = 0, ÂA = −ÂAᵀ,

ÂS =
Â + Âᵀ

2
− 𝐴Î, (1.32)

ÂA =
Â− Âᵀ

2
, (1.33)

а Âᵀ обозначает транспонированную матрицу Â. Физическое содержание этой

процедуры, её связь с кристаллической решёткой магнетика проявляется в том,
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что тензор 𝐴 должен соответствовать симметрии этой решётки. В частности, в

кристаллах, симметричных относительно пространственной инверсии, антисим­

метричные компоненты тензора запрещены [54, 55]. В нецентросимметричных

же кристаллах (как и в различных дефектных структурах [56, 57] или при на­

личии интерфейсов [58]) антисимметричные члены ÂA ̸= 0 могут проявиться.

Обменную энергию магнетика (1.29) с полностью антисимметричным тен­

зором Â в континуальном приближении (учитывая (1.30)) можно представить

в виде суммы антисимметричных по 𝑖, 𝑗 комбинаций вида

𝐿𝑘
𝑖𝑗 = 𝑚𝑖

𝜕𝑚𝑗

𝜕𝑘
−𝑚𝑗

𝜕𝑚𝑖

𝜕𝑘
, (1.34)

где 𝑖, 𝑗, 𝑘 пробегают значения 𝑋,𝑌 , 𝑍. Эти величины называют также инвари­

антами Лифшица (в дискретном случае возникают аналогичные по форме ком­

бинации локальных векторов ферромагнетизма и антиферромагнетизма [54]).

В простейшем случае кубического кристалла инварианты Лифшица для всех

циклических перестановок координат 𝑋, 𝑌 и 𝑍 должны войти с равными ве­

сами. Это дает известное выражение для объёмной плотности энергии взаимо­

действия Дзялошинского-Мория в кубическом кристалле [59,60]

𝑒DM = 𝐷 (𝐿
(𝑋)
𝑍𝑌 + 𝐿

(𝑌 )
𝑋𝑍 + 𝐿

(𝑍)
𝑌 𝑋) = 𝐷𝑚 · [∇×𝑚], (1.35)

где 𝐷 — константа взаимодействия ([𝐷] = Дж м−2).

Взаимодействие Дзялошинского-Мория делает параллельную ориентацию

соседних магнитных моментов менее энергетически выгодной, а значит стаби­

лизирует неколлинеарные магнитные текстуры (например, спирали или кону­

сы [61]), в которых соседние векторы намагниченности находятся под углом

друг к другу. Небольшое по величине взаимодействие Дзялошинского-Мория

может, не изменяя тип магнитной текстуры, существенно уменьшить размер

магнитных доменов (однородно намагниченных областей) в ней [62]. Знак кон­

станты 𝐷 выбирает одно из двух направлений закрутки спиралей. Поэтому
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оно приводит к магнитным текстурам с выраженной хиральностью [58, 63–78],

нарушая симметрию между правым и левым, что проявляется в рассеянии спин­

поляризованных нейтронов [79].

Взаимодействие Дзялошинского-Мория рассматривается в Главе 2, посвя­

щенной рассеянию нейтронов на ферромагнетике.

1.3. Механика Лагранжа и диссипация энергии магнетиком

Как и во многих других разделах физики, рассмотрение диссипативных

процессов кажется простым, если смотреть с феноменологических позиций, но

оказывается невероятно сложным, если попытаться понять эти процессы из

первых принципов. Многие диссипативные процессы протекают одновременно

в широчайшем диапазоне масштабов (от макроскопического до атомного, как,

например, в каскаде Колмогорова при диссипации энергии турбулентным тече­

нием) для которых не существует единой (и поддающейся в то же время трак­

товке) физической модели. Если же руководствоваться феноменологическими

соображениями, то во-первых, довольно просто сформулировать конкретную

модель для диссипации энергии, а во-вторых, таких простых моделей суще­

ствует множество и их предсказания могут (значительно или нет) различаться.

Такая ситуация сложилась и при описании магнитной диссипации. Лан­

дау и Лифшиц предложили (см. §1.1) диссипативный член, который заставляет

с течением времени вектор намагниченности выравниваться относительно на­

правления эффективного поля. И, хоть направление этой диссипативной силы

сложно оспорить (см. рисунок 1.1), её величина может быть разной, феномено­

логия не подсказывает ответа на этот счёт.

Альтернативой феноменологии Ландау-Лифшица является феноменоло­
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гия Релея, который предложил универсальный механизм диссипации для (из­

начально бездиссипативных) уравнений Лагранжа. Этот метод основывается

на введении диссипативных функций (Релея) и описан в учебниках по клас­

сической механике [80]. Путь к описанию диссипации на общих с остальной

теоретической физикой началах оказался плодотворным сам по себе. Дёрингом

было получено выражение кинетической части лагранжиана [81]

𝜏 = −𝑀S

𝛾p
(cos 𝜃 − cos 𝜃0)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
, (1.36)

где 𝜃 и 𝜙 — полярный и азимутальный углы магнитного момента 𝑀 в сфе­

рической системе координат, 𝑡 — время, 𝛾p — гиромагнитное отношение, а 𝜃0

— константа. Использование сферической системы координат здесь позволяет

автоматически учесть, что |𝑀 | = 𝑀S . Если вычесть из этого выражения потен­

циальную энергию магнетика (составленную, например, из различных членов,

описанных в §1.2), а затем проварьировать и приравнять полученную первую

вариацию нулю, то получатся в точности уравнения Ландау-Лифшица (1.2), но

без диссипации. Если же дополнительно ввести диссипативную функцию (при­

водящую к появлению в уравнении движения членов с производной первого

порядка по времени), как сделал Гильберт — получится уравнение Ландау-Лиф­

шица с диссипативным членом в форме Гильберта [82]

𝜕𝑀

𝜕𝑡
= −𝛾p

(︂
𝑀 ×𝐻eff − 𝜆G𝑀 × 𝜕𝑀

𝜕𝑡

)︂
, (1.37)

где 𝜆G — параметр диссипации Гильберта. Если подставить в правую часть это­

го уравнения само уравнение, то его можно свести к уравнению Ландау-Лиф­

шица (1.2), но уже с другим значением параметра 𝛾p = 𝛾p
′, который зависит

теперь от диссипации:

𝛾p
′ =

𝛾p
1 + 𝛾p2𝜆G2𝑀S

2
, (1.38)

𝜆LL =
𝛾p

2𝜆G
1 + 𝛾p2𝜆G2𝑀S

2
. (1.39)
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Как видим, конкретные предсказания этих двух феноменологических под­

ходов могут отличаться.

Для рассмотрения динамики намагниченности в дальнейшем используется

кинетический лагранжиан Дёринга (1.36) и, вследствие использования форма­

лизма Лагранжа, форма Гильберта для диссипативного члена.

1.4. Теория магнитных доменов

Как известно, в не очень сильных магнитных полях локальная намагничен­

ность внутри ферромагнетика (практически любой формы и достаточно боль­

ших, но конечных размеров) не является пространственно однородной. Эта

неоднородность является следствием конечности магнетика. Если бы он был

бесконечным (и изотропным), то однородное распределение намагниченности,

направленное параллельно внешнему полю, точно соответствовало бы:

1) абсолютному минимуму (нулю) обменной энергии (1.6);

2) абсолютному минимуму (нулю) магнитостатической энергии (1.21) из-за

отсутствия в этом случае магнитных зарядов (полюсов);

3) абсолютному минимуму (максимальному по абсолютной величине отрица­

тельному значению) энергии Зеемана (1.5) во внешнем магнитном поле.

А значит абсолютному минимуму суммы этих энергий.

Если же магнетик конечный, то однородное распределение намагниченно­

сти вблизи его границы (если только намагниченность ей не параллельна, что

невозможно во всех точках границы) порождает магнитные полюса, пропор­

циональные нормальной компоненте намагниченности (рисунок 1.3а). Доста­

точно большое внешнее поле заставит намагниченность сформировать именно

такую, сонаправленную с полем однодоменную структуру. При меньших зна­
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чениях поля может оказаться более выгодным уменьшить магнитостатическую

энергию за счёт повышения энергии Зеемана. Достичь этого можно либо в фор­

ме полосовой доменной структуры (рисунок 1.3б), в которой магнитные полю­

са чередуются на поверхности (заменяя положительную собственную энергию

одноимённых поверхностных магнитных зарядов отрицательной энергией взаи­

модействия разноименных). Либо в форме структуры из замыкающих доменов

(рисунок 1.3в), в которой магнитный поток полностью замыкается внутри об­

разца, а поверхностные заряды отсутствуют (взамен появляются объёмные маг­

нитные заряды). Какой из вариантов осуществится, зависит от дополнительных

факторов: размеров образца, наличия анизотропии. Одноосная анизотропия,

например, стабилизирует полосовые домены.

В отсутствии поля энергии различных конфигураций доменов тонких плё­

нок были проанализированы Киттелем [83]. В частности им показано, что в

достаточно тонкой плёнке с перпендикулярной её поверхности одноосной анизо­

тропией, однородное (однодоменное) состояние с намагниченностью, лежащей в

плоскости плёнки (рисунок 1.3г), является наиболее энергетически выгодным.

Но даже в сверхтонких плёнках доменные структуры могут формироваться как

метастабильные состояния.

Устройство границ между доменами тоже было предметом дискуссий. Блох

первым показал [84], что за счёт обменной энергии толщина доменных границ не

нулевая и они представляют собой плавный поворот вектора намагниченности

от направления в одном домене к направлению в другом. Полный угол поворота

может быть практически любым. Особенно если на стенку воздействует магнит­

ное поле или другие внешние факторы. В материалах с одноосной анизотропи­

ей чаще встречаются 180∘ доменные границы (все границы на рисунке 1.3б),

но если константа анизотропии не так велика, то могут сформироваться и 90∘

доменные границы (на рисунке 1.3в вертикальные границы 180-ти градусные,

а наклонные — 90-градусные).
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Рисунок 1.3. Возможные доменные структуры ферромагнитной плёнки в маг­

нитном поле 𝐻 : а — однородно намагниченное перпендикулярно плоскости со­

стояние; б — полосовые магнитные домены; в — замыкающие магнитные доме­

ны; г — однородно намагниченное в плоскости состояние

Основное предположение теории магнитных доменов заключается в воз­

можности разделить описание магнитной текстуры на описание геометрии до­

менов и описание структуры доменных границ, решая эти две задачи независи­

мо. Каждый тип доменной границы при этом характеризуется соответствующей

равновесной плотностью энергии (на единицу поверхности границы). При реше­

нии задачи о геометрии доменов, границы между ними считаются бесконечно

тонкими, но к потенциальной энергии добавляется член, представляющий собой

площадь доменных границ, умноженную на их равновесную плотность энергии.

Иногда включаются и градиентные члены, позволяющие моделировать кривиз­

ну границ. Такая факторизация позволила решить множество практических

задач о доменных структурах [1,2,85–87] вплоть до создания на их базе вычис­

лительных устройств [88,89].

В настоящей работе эти темы практически не затрагиваются, а наоборот

рассмотрены случаи, когда используемое в теории доменных структур разбие­

ние магнитной текстуры на домены и доменные границы невозможно — либо в

силу приложенного внешнего поля, препятствующего формированию доменов,

либо в случае, когда геометрические размеры магнетика настолько малы, что
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полноценная доменная структура не может в нем сформироваться. Для это­

го режима характерен масштаб неоднородностей намагниченности в текстурах

порядка обменной длины (1.8), то есть десятка(ов) нанометров. Поэтому их опи­

сание можно назвать теорией “наномагнетизма”. Бо́льшая часть данной работы

посвящена наномагнетизму.

1.5. Блоховские и неелевские доменные границы

Рассмотрим теперь разворот вектора намагниченности в доменной грани­

це детально. Кроме рассмотренного Блохом [84] варианта с разворотом вектора

намагниченности в плоскости доменной границы (см. рисунок 1.4 сверху спра­

ва), возможен также разворот намагниченности без выхода из плоскости, опре­

делённой намагниченностью доменов (см. рисунок 1.4 в центре), который был

впервые рассмотрен Неелем [90]. Границы первого типа называются блоховски­

ми, а границы второго, соответственно, неелевскими.

В плёнках с пренебрежимо малой кристаллической анизотропией намагни­

ченность доменов лежит в плоскости плёнки. Неелевская граница тогда соот­

ветствует конфигурации с нулевыми поверхностными магнитными зарядами и

ненулевыми объёмными, а в блоховской наоборот присутствуют поверхностные

магнитные заряды, а плотность объёмных зарядов тождественно равна нулю.

Уже из качественных соображений можно сказать, что из-за доминирования по­

верхностных эффектов над объёмными в тонких плёнках, при малой толщине

проигрыш в энергии объёмных зарядов не так существен по сравнению с проиг­

рышем в поверхностных, а значит энергетически выгодными являются стенки

Нееля. В толстых плёнках, наоборот, выигрыш в энергии объёмных зарядов су­

щественнее, чем проигрыш в энергии поверхностных, а значит стенки Блоха, в
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Рисунок 1.4. Типы доменных границ в тонкой магнитной плёнке с пренебрежи­

мо малой кристаллической анизотропией. Вверху локальные векторы намагни­

ченности 𝑀 (𝑟) изображены в трёх измерениях (синие векторы соответствуют

𝑚Z > 0, красные 𝑚Z < 0, зелёные 𝑚Z ≈ 0), снизу серым изображена их проек­

ция на плоскость плёнки

которых объёмные заряды отсутствуют вообще, являются более энергетически

выгодными.

Рассмотрим теперь эту проблему более конкретно (заодно и как пример

решения задач микромагнетизма методом Ритца). Выберем декартову систему

координат так, что её плоскость 𝑋𝑂𝑌 , как обычно, лежит в плоскости магнит­

ной плёнки толщиной 𝐿, которая занимает пространство −𝐿/2 ≤ 𝑍 ≤ 𝐿/2.

Предположим также, что центр доменной границы расположен в начале коор­

динат, а сама она параллельна оси 𝑂𝑋 так, что безразмерная намагниченность

𝑚 = 𝑀/𝑀S удовлетворяет условиям 𝑚X(𝑌 → ∞) = −1 и 𝑚X(𝑌 → −∞) = 1.

Разворот магнитного момента происходит при движении вдоль оси 𝑂𝑌 , в на­
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правлениях 𝑂𝑋 и 𝑂𝑍 намагниченность однородна. Два типа магнитных тек­

стур, соответствующих блоховским и неелевским доменным границам можно

представить как

𝑚B(𝑟) = {sin 𝛽(𝑌 ), 0, cos 𝛽(𝑌 )}(𝜃[1/2 + 𝑍/𝐿] + 𝜃[1/2 − 𝑍/𝐿] − 1),(1.40)

𝑚N(𝑟) = {sin 𝛽(𝑌 ), cos 𝛽(𝑌 ), 0}(𝜃[1/2 + 𝑍/𝐿] + 𝜃[1/2 − 𝑍/𝐿] − 1),(1.41)

где множитель с 𝜃-функциями Хевисайда справа, одинаковый для обоих типов

доменных границ, ограничивает распределение намагниченности по толщине

плёнки, а функция 𝛽(𝑌 ), о которой, кроме граничных условий 𝛽(𝑌 → ±∞) =

±𝜋/2, пока ничего не известно, задаёт профиль доменной границы. Несложно

убедиться, что |𝑚B| = |𝑚N| = 1 внутри плёнки (|𝑍| ≤ 𝐿/2). Из этих пред­

ставлений сразу видно, что стенка Нееля не имеет нормальных к поверхности

плёнки компонент (поверхностных магнитных зарядов) 𝑚N
Z = 0, а в стенке Бло­

ха отсутствуют объёмные заряды потому что ∇ ·𝑚B = 0.

Теперь осталось определить вид функции 𝛽(𝑌 ). Как и в большинстве ре­

альных задач микромагнетизма, найти точное решение для этой функции не

удаётся. Казалось бы, задачу можно записать в вариационной постановке и

представить 𝛽(𝑌 ) в виде решения соответствующего уравнения Эйлера-Лагран­

жа. Это так, но из-за магнитостатического взаимодействия (которым в реаль­

ных задачах микромагнетизма пренебрегать никак нельзя), уравнение для 𝛽(𝑌 )

получается интегро-дифференциальным с сингулярным ядром. Решить такое

уравнение точно не представляется возможным.

В этой ситуации метод Ритца [91] является удобным (а в магнетизме основ­

ным) приближённым методом, позволяющим получать аналитические решения

сложных задач. Суть его сводится к тому, чтобы предположить простой ана­

литический вид решения вариационной проблемы (в данном случае функции

𝛽(𝑌 )), зависящий от некоторого количества скалярных параметров — т.н. проб­

ную функцию, и вычислить соответствующее значение минимизируемого функ­
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ционала (в данном случае энергии) как функцию параметров пробной функции

(вариационных параметров). Это позволяет заменить функциональную мини­

мизацию поиском минимума функции нескольких скалярных переменных. По­

нятно, что результат такой процедуры настолько хорош, насколько выбранная

пробная функция может быть (за счёт выбора значений параметров) прибли­

жена к точному решению (которое обычно неизвестно).

Несмотря на приближённый характер, строгость метода Ритца заключает­

ся в том, что полученные таким образом решения дают оценки энергии точного

решения сверху. Разные пробные функции можно легко сравнивать по их зна­

чению энергии в минимуме, что позволяет выбрать функцию с наиболее низкой

верхней оценкой. Кроме близости к решению, другим неформальным критери­

ем при выборе пробных функций является их простота и возможность провести

все необходимые выкладки аналитически в замкнутом виде.

Поиск пробных функций для доменных границ Нееля и Блоха продолжает­

ся до настоящего времени как с целью уточнения верхней оценки энергии, так

и для учёта дополнительных слагаемых в магнитном лагранжиане. В случае

изотропной тонкой плёнки (предполагая однородность магнитной текстуры по

её толщине) две известные функции позволяют получить достаточно точную

оценку энергии и при этом провести все выкладки аналитически. Это функция

Дитце-Томаса [92]

sin 𝛽𝐷𝑇 (𝑌 ) =
𝑌
√

2𝑏2 + 𝑌 2

𝑌 2 + 𝑏2
, cos 𝛽𝐷𝑇 (𝑌 ) =

𝑏2

𝑌 2 + 𝑏2
; (1.42)

и функция Ландау-Лифшица [41]

sin 𝛽𝐿𝐿(𝑌 ) = tanh(2𝑌 /𝑐), cos 𝛽𝐿𝐿(𝑌 ) =
1

cosh(2𝑌 /𝑐)
, (1.43)

где 𝑏 и 𝑐 — действительные вариационные параметры с размерностью длины,

задающие масштаб (т.е. толщину доменной границы).

В силу того, что обменная энергия (1.7) не зависит от перестановки коор­

динат, при заданной вариационной модели 𝛽(𝑌 ) она одинакова для стенок типа
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Блоха (1.40) и типа Нееля (1.41). Поверхностную (на единицу площади домен­

ной границы) плотность обменной энергии несложно вычислить непосредствен­

ным интегрированием

𝛾EX =

∫︁ ∞

−∞
𝑒EX d𝑌 . (1.44)

Для рассматриваемых моделей она равна

𝛾EX
𝐷𝑇 = 𝜇0𝛾B𝑀S

2𝐿𝜆E
2𝐿𝜋(

√
2 − 1)

𝑏
, (1.45)

𝛾EX
𝐿𝐿 = 𝜇0𝛾B𝑀S

2𝐿𝜆E
22𝐿

𝑐
, (1.46)

где 𝜆E = 𝐿E/𝐿 — безразмерная обменная длина в единицах толщины плён­

ки. Различие между этими двумя формулами обусловлено лишь определением

толщины доменной границы в терминах вариационного параметра (𝑏 или 𝑐).

Рассмотрение можно унифицировать, если ввести универсальный вариацион­

ный параметр (естественную параметризацию) для пробных функций 𝜔 таким

образом, чтобы выражение плотности обменной энергии в терминах этого па­

раметра было одинаковым

𝛾EX = 𝜇0𝛾B𝑀S
2𝐿
𝜆E

2

𝜔
, (1.47)

для всех рассматриваемых моделей. Конкретно для моделей Дитце-Томаса и

Ландау-Лифшица параметры пробных функций выражаются через 𝜔 следую­

щим образом: 𝑏 = 𝐿𝜔𝜋(
√

2 − 1) и 𝑐 = 2𝐿𝜔. Минимизацию энергии удобно

провести непосредственно в терминах параметра 𝜔.

Для вычисления магнитостатической энергии (1.17) воспользуемся мето­

дом магнитных зарядов, который адаптируем сейчас для случая периодиче­

ских (в направлении 𝑂𝑋) конфигураций доменных границ. Магнитостатиче­

скую энергию можно эквивалентно (1.17) выразить через заряды и создаваемый

ими потенциал (1.19)

𝐸MS =
𝜇0
2

∫︁∫︁∫︁
𝜚(𝑟)𝑢(𝑟) d3𝑟, (1.48)
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где 𝜚 — объёмная плотность магнитных зарядов, а 𝑢(𝑟) — скалярный потенциал

размагничивающего поля 𝐻D. Для учёта периодичности введём соответствую­

щее преобразование Фурье

̃︀𝐴𝑛(𝑞X, 𝑞Z) =
1

𝑇

𝑇/2∫︁
−𝑇/2

d𝑋

∞∫︁
−∞

d𝑌

∞∫︁
−∞

d𝑍 𝐴(𝑋, 𝑌, 𝑍)𝑒−2𝜋𝚤(𝑛𝑋/𝑇+𝑞X𝑌+𝑞Z𝑍)(1.49)

𝐴(𝑋, 𝑌, 𝑍) =

∞∫︁
−∞

d𝑞X

∞∫︁
−∞

d𝑞Z

∞∑︁
𝑛=−∞

̃︀𝐴𝑛(𝑞X, 𝑞Z)𝑒2𝜋𝚤(𝑛𝑋/𝑇+𝑞X𝑌+𝑞Z𝑍), (1.50)

где 𝑇 — период структуры доменной границы вдоль направления 𝑂𝑋. Если

граница однородна по координате 𝑋, то в Фурье-образах остаются лишь члены

с 𝑛 = 0, а период из окончательных выражений выпадает. В Фурье-представле­

нии уравнение Пуассона (1.15) для потенциала 𝑢 легко решается

̃︀𝑢𝑛(𝑞Y, 𝑞Z) = − 𝛾B̃︀𝜚𝑛(𝑞Y, 𝑞Z)

4𝜋2((𝑛/𝑇 )2 + 𝑞2Y + 𝑞2Z)
. (1.51)

Подставляя его в (1.48) и используя тождество Фурье получим выражение для

плотности магнитостатической энергии на единицу поверхности доменной гра­

ницы

𝛾M =
𝐸MS

𝑇𝐿
=
𝜇0𝛾B𝑀S

2

𝜋2𝐿

∞∫︁
0

d𝑞Y

∞∫︁
0

d𝑞Z

(︃
1

2

|̃︀𝜚0(𝑞Y, 𝑞Z)/𝑀S|2

𝑞2Y + 𝑞2Z
+

∞∑︁
𝑛=1

|̃︀𝜚𝑛(𝑞Y, 𝑞Z)/𝑀S|2

(𝑛/𝑇 )2 + 𝑞2Y + 𝑞2Z

)︃
,

(1.52)

где для однородных по 𝑋 границ в скобках присутствует только первый член.

Для стенки Блоха в модели Ландау-Лифшица, например, объёмная плот­

ность зарядов имеет вид

𝜚LLB

𝑀S
= ∇ ·𝑚(𝑟) =

1

cosh(2𝑌 /𝑐)

(︂
2𝛿(1 + 2𝑍/𝐿)

𝐿
− 2𝛿(1 − 2𝑍/𝐿)

𝐿

)︂
,(1.53)

где 𝛿-функции Дирака удобно выражают тот факт, что в этом случае плотность

зарядов поверхностная и сосредоточена на верхней и нижней стороне плёнки.

Преобразование Фурье этой плотности легко вычислить̃︀𝜚LLB0 (𝑞Y, 𝑞Z)

𝑀S
= 𝚤𝑐𝜋

sin(𝑞Z𝐿𝜋)

cosh(𝑐𝑞Y𝜋2/2)
. (1.54)
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Переходя к естественной параметризации при помощи параметра 𝜔 и подстав­

ляя эту плотность зарядов в выражение для магнитостатической энергии (1.52),

получим её представление в виде 𝛾M = 𝜇0𝛾B𝑀S
2𝐿𝑓LLB(𝜔), а для полной плот­

ности энергии доменной границы

𝛾 = 𝛾EX + 𝛾M = 𝜇0𝑀
2
S𝐿𝛾B

(︂
𝜆E

2

𝜔
+ 𝑓(𝜔)

)︂
, (1.55)

где функция 𝑓 = 𝑓LLB(𝜔) определена ниже. Для всех других рассмотренных

здесь типов доменных границ выражение полной плотности энергии такое же,

отличаются только магнитостатические функции 𝑓(𝜔). Четыре такие функции

для доменных границ обоих типов в моделях Ландау-Лифшица и Дитце-Томаса

имеют следующий вид

𝑓LLB(𝜔) =
𝜋𝜔2

2

∫︁ ∞

0

d𝑢
1 − exp(−2𝑢)

𝑢 cosh2(𝜔𝜋𝑢)
≈

≈ 𝜋𝜔2

2

[︂
log

1+𝜋𝜔

𝜋𝜔
+

1

1+𝜋𝜔
+

1

16(1+𝜋𝜔)2
+ . . .

]︂
, (1.56)

𝑓LLN(𝜔) = 𝜔 − 𝑓LLB(𝜔), (1.57)

𝑓DTB(𝜔) = 𝜋(𝑡2/8) log(1 + 1/𝑡), 𝑡 = 2𝜋(
√

2 − 1)𝜔, (1.58)

𝑓DTN(𝜔) = 𝜋2(
√

2 − 1)𝜔/4 − 𝑓DTB(𝜔), (1.59)

они построены на рисунке 1.5. Минимизируя полную энергию (1.55) по вариаци­

онному параметру 𝜔, получим равновесную энергию доменных границ разного

типа, которая приведена как функция толщины плёнки на рисунке 1.6. Отсюда

можно сделать вывод о том, что модель Ландау-Лифшица с резким экспоненци­

альным спаданием профиля доменной границы лучше подходит для описания

доменной стенки Блоха, в то время как более плавно спадающий профиль мо­

дели Дитце-Томаса лучше описывает стенки Нееля. По этой причине говорят,

что стенки Нееля имеют “длинные хвосты”.

Кроме того, можно сделать вывод, что в тонких плёнках доминируют стен­

ки Нееля (хотя другие доменные границы тоже могут присутствовать как мета­
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Рисунок 1.5. Магнитостатические функции(1.56)–(1.59) доменных границ бло­

ховского/неелевского типа в моделях Дитце-Томаса и Ландау-Лифшица

стабильные состояния), а в толстых — стенки Блоха. Этот вывод соответству­

ет экспериментальным наблюдениям, но предсказываемый теорией (см. рису­

нок 1.6) переход между стенками Блоха и Нееля (при толщинах 𝐿 ∼= 2.47𝐿E)

не имеет места ни в виде плавного перехода, ни в виде резкого. Вместо этого

между этими двумя видами стенок вклинивается третья фаза, представляющая

собой сложное двумерное промежуточное состояние — доменная граница с пе­

ретяжками [93–95], изображённая на рисунке 1.4 внизу слева. Использованные

ранее вариационные модели [96–99] не воспроизводили наблюдаемой на экспе­

рименте серии переходов (см. стр. 163 в Главе “Bloch and Néel walls” книги [3]).

В §3.8 рассмотрена модель, которая их воспроизводит.
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Рисунок 1.6. Равновесная нормированная энергия доменных границ блоховско­

го/неелевского типа на единицу их площади в моделях Дитце-Томаса и Лан­

дау-Лифшица как функция нормированной толщины плёнки

1.6. Метастабильные состояния двумерного ферромагнетика

Ещё в позапрошлом веке, когда материю и взаимодействия было приня­

то представлять при помощи течения всепроникающей несжимаемой жидкости

— эфира, лорд Кельвин обращал внимание на топологические аспекты таких

течений [100]. Добавив к уравнению Лапласа (описывающему течение несжи­

маемой жидкости) дополнительное условие, требующее постоянства значения

модуля поля (скоростей, если пользоваться гидродинамической аналогией) во

всех точках пространства и времени, Т. Скирм предложил получившуюся мо­

дель для описания адронов [4–6]. Аналогичное условие для модуля векторного
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поля пространственно распределённой намагниченности |𝑀 (𝑟)| = 𝑀S возника­

ет естественным образом в ферромагнетиках, поэтому идеи Скирма получили

существенное развитие в магнетизме. В частности, А.А. Белавиным и А.Б. По­

ляковым (на основании связи между состояниями двумерного ферромагнетика

и топологией отображений сферы на сферу) были получены явные многосоли­

тонные решения модели Скирма в двумерном случае [7]. Разберём эти решения

подробнее.

Как уже было сказано, состояние однородного ферромагнетика описывает­

ся пространственным распределением векторного поля намагниченности 𝑀(𝑟),

модуль которого фиксирован: |𝑀(𝑟)| = 𝑀S. Перенормируем намагниченность

на величину её модуля и введём безразмерное векторное поле 𝑚(𝑟) = 𝑀(𝑟)/𝑀S

для которого |𝑚(𝑟)| = 1. Рассмотрим двумерный ферромагнетик или доста­

точно тонкую плёнку, настолько тонкую, что намагниченность можно считать

постоянной по всей её толщине. Выберем оси декартовой системы координат

так, что ось 𝑍 направлена перпендикулярно поверхности плёнки, а оси 𝑂𝑋 и

𝑂𝑌 лежат в её плоскости. Тогда 𝜕𝑚/𝜕𝑍 = 0, а векторное поле намагничен­

ности зависит от двух координат 𝑚 = 𝑚(𝑋,𝑌 ). Это позволяет (пока чисто

формально) ввести комплексную координату 𝑧 = 𝑋 + 𝚤𝑌 на поверхности плён­

ки и записать 𝑚 = 𝑚(𝑧). Чтобы автоматически удовлетворить ограничение на

модуль вектора намагниченности |𝑚| = 1, представим его в виде стереографи­

ческой проекции

𝑚X + 𝚤𝑚Y =
2𝑤(𝑧, 𝑧)

1 + 𝑤(𝑧, 𝑧)𝑤(𝑧, 𝑧)
,

𝑚Z =
1 − 𝑤(𝑧, 𝑧)𝑤(𝑧, 𝑧)

1 + 𝑤(𝑧, 𝑧)𝑤(𝑧, 𝑧)
,

(1.60)

где введена комплексная функция 𝑤(𝑧, 𝑧) комплексной переменной 𝑧. На дан­

ном этапе рассмотрения функция 𝑤 не обязательно должна быть аналитической

или даже непрерывной. Она просто задаёт связь между двумя координатами

𝑋 и 𝑌 в плоскости магнетика, представленными комплексной координатой 𝑧,
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и двумя независимыми параметрами (значение комплексной функции), через

которые однозначно выражается (1.60) вектор намагниченности 𝑚.

Отправной точкой (как и в работе [7]) здесь станет функционал обменной

энергии (1.3), (1.6), которую в терминах переменной 𝑚 для случая простран­

ственно-однородного материала можно записать в виде

𝐸EX =
𝜇0𝛾B𝑀S

2𝐿E
2

2

∫︁∫︁∫︁
𝑉

⎛⎝ ∑︁
𝑖=𝑋,𝑌 ,𝑍

[∇𝑚𝑖(𝑟)]2

⎞⎠ d3𝑟, (1.61)

где 𝑖— индекс компоненты вектора 𝑚 = {𝑚X,𝑚Y,𝑚Z}. Следуя Гордону Ву [101],

введём операторы комплексного дифференцирования

𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑋
− 𝚤

𝜕

𝜕𝑌

)︂
, (1.62)

𝜕

𝜕𝑧
=

1

2

(︂
𝜕

𝜕𝑋
+ 𝚤

𝜕

𝜕𝑌

)︂
(1.63)

и представим обезразмеренную обменную энергию в виде

ℰEX =
2𝐸EX

𝜇0𝛾B𝑀S
2𝐿E

2𝐿
=

∫︁∫︁
8

(1 + 𝑤𝑤)2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
d2𝑧, (1.64)

где 𝐿 — толщина пленки. Уравнения Эйлера-Лагранжа для экстремума этого

функционала тогда выглядят так

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
=

2𝑤

1 + 𝑤𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧
. (1.65)

Они представляют собой систему нелинейных дифференциальных уравнений в

частных производных. Несмотря на отсутствие полной математической теории

таких уравнений, легко увидеть, что любая мероморфная функция (аналитиче­

ская везде, за исключением множества полюсов в конечной части комплексной

плоскости и, возможно, изолированной особой точки на бесконечности)

𝑤S(𝑧, 𝑧) = 𝑓(𝑧), (1.66)

для которой везде, кроме множества изолированных особых точек, выполняют­

ся условия Коши-Римана
𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0, (1.67)
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является решением уравнения (1.65). Состояния с (конечным числом особых

точек и) граничным условием, заданным в бесконечно удалённой точке как

𝑚Z(|𝑟| → ∞) = −1 описываются тогда рациональными функциями (частными

двух многочленов)

𝑓(𝑧) =

∑︀𝑚
𝑖=0 𝑎𝑖𝑧

𝑖∑︀𝑛
𝑖=0 𝑏𝑖𝑧

𝑖
, (1.68)

где 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 — произвольные комплексные числа, а для выполнения граничного

условия достаточно, чтобы𝑚 было больше 𝑛. Нулям этих функций (нулям поли­

нома в числителе) соответствуют вихри, а полюсам (нулям полинома в знамена­

теле) антивихри, см. рисунок 1.7. В теории поля эти состояния также называют

“частицами” и “античастицами”, но здесь используется терминология, принятая

в магнетизме. Эти решения были найдены Белавиным и Поляковым [7] и упо­

минаются различными авторами как “солитоны Белавина-Полякова”, или как

“двумерные топологические солитоны”, или как “скирмионы” (потому что эк­

вивалентная математическая модель была впервые сформулирована в теории

поля Т. Скирма для адронов [4–6]). Здесь будем называть их просто “солитона­

ми”.

Обратим внимание на то, что обменная энергия (1.61), (1.61) инвариантна

относительно поворота всех магнитных моментов на некоторый произвольный

угол (соответствующий сдвигу фазы комплексной функции 𝑤 → 𝑒𝚤𝜙𝑤). Поэто­

му, с точки зрения обменной энергии, состояния типа вихрь (рисунок 1.7а) и

типа “ёж” (рисунок 1.7в) эквивалентны. На практике другие слагаемые магнит­

ного лагранжиана снимают это вырождение. Магнитостатическое взаимодей­

ствие (см. §1.2.2), например, делает состояние типа “вихрь” более энергетиче­

ски предпочтительным, в то время как взаимодействие Дзялошинского-Мория

(см. §1.2.4) при определённых условиях способно стабилизировать состояние

типа “ёж” [102, 103]. Роль дополнительных членов в магнитном лагранжиане

обсудим позднее, а пока сосредоточимся на обменном взаимодействии, опреде­

ляющем топологические характеристики магнитных текстур.
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а б

в г

Рисунок 1.7. Различные конфигурации векторных полей, соответствующие: а

— вихрю 𝑓(𝑧) = 𝚤𝑧; б — антивихрю 𝑓(𝑧) = 1/𝑧; в — состоянию типа “ёж”

𝑓(𝑧) = 𝑧, которое топологически эквивалентно вихрю путём плавного поворота

всех векторов на угол 90∘; г — паре вихрь/антивихрь 𝑓(𝑧) = 𝚤(𝑧−1/2)/(𝑧+1/2).

Цветом показана перпендикулярная к плоскости картинки компонента вектора:

от красного, соответствующего𝑚Z = +1, до синего, соответствующего𝑚Z = −1

С точки зрения топологии различные состояния можно считать эквива­

лентными, если одно из них можно преобразовать в другое путём плавной (без

разрывов и сингулярностей) деформации, называемой в математике гомотопи­

ей. Исходя из этого определения, всё множество состояний двумерного ферро­

магнетика разбивается на гомотопические классы. Состояния внутри одного

класса гомотопически эквивалентны, состояния из разных классов — нет. В

частности, вихрь и “ёж” принадлежат одному гомотопическому классу пото­

му, что от одного к другому можно перейти путём плавного (без разрывов и
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сингулярностей) поворота всех магнитных моментов на угол 90∘. Такой пово­

рот соответствует умножению комплексной функции 𝑓(𝑧) на константу 𝚤. Не

меняют гомотопический класс и конформные отображения.

Исходная расширенная комплексная плоскость 𝑧 = 𝑋+ 𝚤𝑌 с единственной

бесконечно удалённой точкой эквивалентна сфере (сфере Римана). При этом

конечные точки векторов 𝑚 в силу условия |𝑚| = 1 тоже лежат на сфере.

Значит различные двумерные магнитные текстуры соответствуют различным

отображениям сферы на сферу. Если обозначить сферу с двумерной поверхно­

стью в трёх измерениях как 𝑆2, то отображениям 𝑆2 → 𝑆2. Такие отображения

разбиваются на гомотопические классы, которые можно пронумеровать целы­

ми числами, соответствующими тому, сколько раз целевая сфера покрывается

при отображении (или, другими словами, сколько прообразов существует у каж­

дой точки на конечной сфере). В математике такое число называется “степенью

отображения”, в физике его называют “топологический заряд” (или реже “чис­

ло скирмионов”, “скирмионное число”). Для заданного двумерного векторного

поля 𝑚(𝑋,𝑌 ) топологический заряд можно вычислить по любой из формул:

𝑞 =
1

8𝜋

∫︁∫︁
𝜖𝛼𝛽𝛾𝜖𝜇𝜈𝑚𝛼

𝜕𝑚𝛽

𝜕𝜇

𝜕𝑚𝛾

𝜕𝜈
d𝑋 d𝑌 = (1.69)

=
1

4𝜋

∫︁∫︁
𝑚 ·

[︂
𝜕𝑚

𝜕𝑋
× 𝜕𝑚

𝜕𝑌

]︂
d𝑋 d𝑌 = (1.70)

=
1

𝜋

∫︁∫︁
1

(1 + 𝑤𝑤)2

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧
− 𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑧

)︂
d𝑋 d𝑌 , (1.71)

где в первом равенстве [7] индексы 𝛼, 𝛽, 𝛾 пробегают значения 𝑋,𝑌 , 𝑍, индек­

сы 𝜇, 𝜈 значения 𝑋,𝑌 и по всем повторяющимся индексам подразумевается

суммирование, а 𝜖𝜇𝜈 и 𝜖𝛼𝛽𝛾 — двумерный и трёхмерный тензоры Леви-Чиви­

ты (абсолютно антисимметричные тензоры) соответственно. В частности, для

всех векторных полей, изображённых на рисунке 1.7, топологический заряд ра­

вен 1. Это потому, что все они на самом деле топологически эквивалентны и

представляют собой пару вихрь/антивихрь: на рисунках 1.7а и 1.7в центр вих­
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ря расположен в начале координат, а центр антивихря в бесконечно удалённой

точке; на рисунке 1.7б наоборот — в нуле находится центр антивихря, а центр

вихря на бесконечности; и, наконец, на рисунке 1.7г центры вихря и антивихря

находятся рядом (в точках 1/2 и −1/2).

Для рассмотренной Белавиным и Поляковым континуальной модели бес­

конечного двумерного ферромагнетика топологический заряд сохраняется [7]

потому что переход магнитной текстуры из одного гомотопического класса в

другой обязательно сопровождается образованием сингулярностей в векторном

распределении намагниченности — блоховских точек, которые в континуальной

модели имеют бесконечную энергию. Такие законы сохранения называются то­

пологическими [104], им не соответствует никакая симметрия лагранжиана. В

более реалистичной дискретной модели этот барьер становится конечным, а в

квантовом случае возможно туннелирование между состояниями, принадлежа­

щими разным гомотопическим классам [105].

Сравнивая (1.69) и (1.64) можно увидеть, что для солитонов, которые

описываются мероморфными функциями (1.68), удовлетворяющими условиям

Коши-Римана (1.67), обменная энергия связана с топологическим зарядом со­

отношением [7]

ℰEX = 8𝜋𝑞, (1.72)

где 𝑞 = 𝑚 — наивысшая степень числителя рациональной функции (1.68).

Но не все решения системы уравнений (1.65) являются солитонами. Суще­

ствует и другое семейство решений — сингулярные мероны, которое обнаружил

в 1978-м году Дэвид Гросс [106]. Их можно представить в виде

𝑤M(𝑧, 𝑧) =
𝑓(𝑧)

|𝑓(𝑧)|
=

𝑓(𝑧)√︁
𝑓(𝑧)𝑓(𝑧)

, (1.73)

где 𝑓(𝑧) — произвольная мероморфная функция, а 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑧), подчёркивая,

что сопряжённая мероморфная функция является (в чём несложно убедить­

ся на примере полиномов и рациональных функций) мероморфной функцией
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сопряжённого аргумента, для которой выполняется 𝜕𝑓(𝑧)/𝜕𝑧 = 0. Вследствие

того, что |𝑤M| = 1, векторы намагниченности (1.60) в мероне всегда лежат

в плоскости плёнки 𝑚Z = 0. Прямой подстановкой в уравнение (1.65) можно

убедиться, что (1.73) ему удовлетворяют везде, кроме некоторого набора изо­

лированных точек. Эти точки соответствуют центрам вихрей и антивихрей —

нулям и полюсам 𝑓(𝑧), где уравнение (1.73) приводит к сингулярности — неопре­

делённому направлению вектора магнитного момента, а значит и бесконечной

обменной энергии в континуальном приближении. Даже если исключить син­

гулярности, обменная энергия одиночного мерона (𝑓(𝑧) = 𝚤𝑧), заключенная в

круге радиуса 𝑅, всё равно расходится логарифмически с увеличением 𝑅. Про­

стая формула (1.72), как видим, для мерона не применима. Может показаться,

что, вследствие своей бесконечной энергии, мероны не могут реализоваться в

физических системах. Но это, как показано в Главах 3 и 4, не так. В конечных

субмикронных магнетиках мероны наблюдать можно.

Солитонами и меронами спектр решений уравнения (1.65) не исчерпыва­

ется. Из-за отсутствия общей теории таких систем нелинейных уравнений в

частных производных их решения можно только угадывать. Поэтому нельзя

сказать точно — есть ли ещё “неугаданные” решения или нет. Несмотря на это

Гордон Ву доказал [101], что, кроме солитонов Белавина-Полякова (1.68), все

другие решения (даже ещё не найденные) имеют бесконечную обменную энер­

гию в бесконечном двумерном ферромагнетике.

Магнитные солитоны (как динамические, так и топологические) встреча­

ются в физике магнетизма повсеместно [107, 108]. Доменные границы Блоха и

Нееля (см. §1.5), в частности, являются топологическими солитонами, но од­

номерными — кинками. Одномерные солитоны также можно выразить на язы­

ке функций комплексной переменной [109]. Более того, нелинейное уравнение

Шрёдингера и уравнения Ландау-Лифшица с одной пространственной переме­

ной преобразованием Хироты сводятся к одному и тому же набору билинейных
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форм с четырьмя зависимыми переменными [110], что позволяет легко нахо­

дить их многосолитонные решения. В одной работе сложно охватить всё много­

образие результатов по магнитным солитонам, полученных на протяжении про­

шлого века. Этим вопросам посвящён ряд ключевых монографий [107,111,112].

Скажем только, что практически все эти результаты в той или иной степени

относились к бесконечным системам, одномерным системам и практически пол­

ностью игнорировали магнитостатическое взаимодействие, заменяя его эффек­

тивной анизотропией. В данной работе, наоборот, внимание сосредоточено на

многомерных (с двумя и тремя пространственными измерениями) системах в

ограниченной геометрии и все конкретные расчёты явно учитывают магнито­

статическое взаимодействие, которое всегда присутствует в любом ферромагне­

тике.

1.7. Малоугловое рассеяние нейтронов на магнитных текстурах

Практически сразу после открытия нейтронов стало ясно, что они обла­

дают магнитным моментом, а значит их рассеяние на веществе определяется

не только структурными (атомными), но и магнитными свойствами последне­

го [113,114]. Первая замкнутая теория рассеяния нейтронов магнитной средой (с

учётом их влияния на среду), которая позволила рассчитать как изменение по­

ляризации падающего нейтронного пучка [113,115], так и его отклонение за счёт

магнитных взаимодействий, была построена Халперном и Джонсоном [116]. Эти

первые работы были нацелены на изучение свойств самих нейтронов. Позже,

когда были построены первые исследовательские реакторы, а формула рассе­

яния Халперна и Джонсона была верифицирована [117, 118], возникла новая

волна интереса к магнитному рассеянию нейтронов, но уже с целью изучения



59

магнитных свойств конденсированных сред. Этот интерес продолжается и по­

ныне.

Теория малоуглового нейтронного рассеяния (МУРН) к тому времени раз­

вивалась параллельно с теорией малоуглового рентгеновского рассеяния (МУРР)

и хорошо зарекомендовала себя при изучении структуры твёрдого тела [119,

120]. Ранние работы по магнитному малоугловому рассеянию нейтронов осно­

вывались на моделировании наблюдаемых кривых рассеяния при помощи раз­

личных законов, проверенных при изучении структуры твёрдых тел: рассеяние

на сферах, двойном слое, других видах случайно (и упорядоченно) расположен­

ных локализованных дефектов.

Благодаря своему магнитному моменту, нейтроны чувствительны к полям

рассеяния, создаваемым пространственным распределением намагниченности

(магнитной текстурой). Это распределение хоть и зависит от пространственной

структуры конденсированной среды, но не повторяет её. Связь между структу­

рой и магнитной текстурой можно установить при помощи теории микромаг­

нетизма (см. §1.1). Эту связь необходимо учитывать, чтобы объяснить форму

сечения рассеяния и исключить артефакты при моделировании структуры твёр­

дых тел с использованием данных магнитной нейтронографии. Начало этого на­

правления в исследованиях можно, наверное, отсчитывать от работы Кронмюл­

лера, Зигера и Вилкенса [121], посвященной малоугловому рассеянию нейтро­

нов, вызванному полем намагниченности уединённой дислокации. Дальнейшее

развитие теории было связано с исследованием нанокристаллических материа­

лов и неоднородностей намагниченности, вызванных неоднородной локальной

анизотропией [122,123]. Позднее, в рассмотрение были включены и малые неод­

нородности намагниченности насыщения 𝑀S в образце [124], а потом и взаимо­

действие Дзялошинского-Мория [14].

Нужно отметить значительное пересечение микромагнитной теории мало­

углового рассеяния и теории приближения к магнитному насыщению, развитой
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в работах Нееля [125], Зигера и Кронмюллера [126,127], Шлёмана [128]. Разница

между этими двумя теориями заключается всего лишь в том, что в случае при­

ближения к насыщению, интерес представляет лишь пространственное среднее

распределения намагниченности, её нулевая пространственная Фурье-гармони­

ка — общая намагниченность образца, которая измеряется в эксперименте маг­

нитометром. Для вычисления же сечения рассеяния нейтронов необходимы все

Фурье-компоненты векторного поля намагниченности.

Детальный вывод формул для Фурье-компонент векторного поля намаг­

ниченности (решение микромагнитной задачи) с учётом слабых неоднородно­

стей анизотропии, обмена, намагниченности насыщения и взаимодействия Дзя­

лошинского-Мория приведен в Главе 2. Рассмотрим теперь кратко как именно

сечение рассеяния связано с этими Фурье-компонентами.

1.7.1. Сечение рассеяния

Схема эксперимента по (магнитному) рассеянию нейтронов приведена на

рисунке 1.8. Сначала тепловые нейтроны из ядерного реактора проходят селек­

цию по скоростям. Получившийся монохроматический поток низкоэнергетиче­

ских нейтронов проходит поляризатор, пропускающий только нейтроны с опре­

делённым спином. Далее монохроматический поток поляризованных нейтронов

рассеивается на образце и пройдя через анализатор попадает на массив детек­

торов, позволяющих сосчитать количество нейтронов, отклонённых в процессе

рассеяния на определённый угол.

Поляризатор и анализатор, как правило, устанавливаются на пропускание

нейтронов с одной и той же поляризацией. Для изучения рассеяния с перево­

ротом спина используется пара флипперов. Если флиппер включен, то он пе­
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Рисунок 1.8. Схематическое изображение эксперимента по малоугловому маг­

нитному рассеянию нейтронов в и используемые системы координат в случае:

а — перпендикулярной геометрии и б — параллельной геометрии

реворачивает направление спинов пролетающих через него нейтронов на 180∘.

Включая и выключая флипперы можно исследовать рассеяние при всех воз­

можных вариантах направления спинов нейтронов до и после рассеяния.

Описанный выше анализ поляризации доступен далеко не на всех установ­

ках по измерению рассеяния. В упрощённом варианте поляризаторы и флиппе­

ры отсутствуют. Такие установки измеряют рассеяние без учёта поляризации.

Возможен и полуполяризованный вариант, когда падающий на образец пучок

нейтронов поляризован, но анализ поляризации рассеянных нейтронов не про­

изводится.

Начнём с рассмотрения рассеяния без учёта поляризации. Система коор­

динат приведена на рисунке 1.9. Падающие нейтроны имеют волновой вектор 𝑘

и энергию 𝐸, они движутся параллельно оси 𝑂𝑍 : 𝑘 ‖ 𝑒Z, где 𝑒𝑖 — единичный

вектор (орт) в направлении оси координат 𝑂𝑖, 𝑖 = 𝑋,𝑌 , 𝑍. Образец, распо­

ложенный в начале системы координат, представляет собой 𝑁 рассеивающих

центров (атомов), сосредоточенных в объёме 𝑉 . Здесь и далее считается, что

размер образца много меньше, чем расстояние до детектора. После взаимодей­
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ствия с образцом, рассеянный нейтрон характеризуется волновым вектором 𝑘′ и

энергией 𝐸 ′ = ~2𝑘′2/(2𝑚n), где ~ — постоянная Планка, а 𝑚n — масса нейтрона.

Изменение волнового вектора нейтрона определяет вектор переноса импульса

(или вектор рассеяния):

𝑞 = 𝑘 − 𝑘′ (1.74)

По закону сохранения импульса в процессе рассеяния образец (центр рассе­

яния) приобретает дополнительный импульс ~𝑞. Изменение энергии нейтрона

при этом

∆𝐸 = 𝐸 − 𝐸 ′ =
~2

2𝑚n

(︀
𝑘2 − 𝑘′2

)︀
. (1.75)

В случае упругого рассеяния, которое только здесь и рассматривается, ∆𝐸 = 0

и 𝑘′ = 𝑘 = 2𝜋/𝜆n, где 𝜆n — длина волны де Бройля нейтрона. Тогда длину

вектора рассеяния можно выразить как

𝑞 = |𝑞| = 2𝑘 sin 𝜃/2 ≈ 𝑘𝜃, (1.76)

где последнее равенство справедливо в случае малоуглового рассеяния 𝜃 ≪ 1.

Двойное дифференциальное сечение рассеяния определено как

𝜕2𝜎

𝜕Ω𝜕𝐸
=

𝑛1
Φ dΩ d𝐸

, (1.77)

где 𝑛1 — количество нейтронов, рассеянных за единицу времени в телесный угол

dΩ = sin 𝜃 d𝜙 d𝜃 с энергиями между 𝐸 и 𝐸+ d𝐸, а Φ — поток падающих нейтро­

нов, то есть количество нейтронов, падающих за единицу времени на единицу

площади образца. В силу того, что [𝑛] = с−1 и [Φ] = м2 с−1, единицей измерения

двойного дифференциального сечения рассеяния является м2 Дж−1 = с2 кг−1.

Обычно двойное дифференциальное сечение рассеяния измеряют в б эВ−1, где

барн — 1б = 10−24 см2 и 1 эВ = 1.602 × 10−19 Дж. Интегрируя по энергиям

придём к дифференциальному сечению рассеяния

d𝜎

dΩ
=

∞∫︁
0

𝜕2𝜎

𝜕Ω𝜕𝐸
d𝐸 =

𝑛2
Φ dΩ

, (1.78)
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Рисунок 1.9. Система координат и обозначения, используемые при вычислении

сечений рассеяния

где 𝑛2 — количество нейтронов, рассеянных за единицу времени в телесный

угол dΩ с любыми энергиями. Интегрируя ещё раз, получим полное сечение

рассеяния

𝜎 =

∫︁
𝑆

d𝜎

dΩ
dΩ =

𝑛3
Φ
, (1.79)

где 𝑛3 — количество нейтронов, рассеянных за единицу времени на любой угол

и с любой энергией. Заметим, что количество рассеянных нейтронов не рав­

но количеству падающих из-за поглощения части нейтронов веществом. Про­

цесс поглощения можно тоже охарактеризовать сечением (захвата) 𝜎a и уже

𝜎tot = 𝜎 + 𝜎a в силу сохранения количества частиц подчиняется оптической

теореме [129].

В этой работе рассеяние нейтронов (практически исключительно) харак­

теризуется при помощи макроскопического дифференциального сечения рассе­

яния
dΣ

dΩ
=
𝑁

𝑉

d𝜎

dΩ
, (1.80)

которое представляет собой микроскопическое дифференциальное сечение рас­



64

сеяния, умноженное на плотность рассеивающих центров.

В экспериментах по магнитному малоугловому рассеянию энергия рассеян­

ных нейтронов, как правило, не анализируется. Измеряется проинтегрирован­

ное по энергиям дифференциальное сечение рассеяния. То есть учитываются

как нейтроны рассеянные упруго, так и нейтроны, рассеянные неупруго. Ос­

новной вклад в процессы неупругого рассеяния даёт поглощение энергии фо­

нонами или магнонами. Можно показать [130,131], что (для достаточно малых

энергий нейтронов и углов рассеяния) этими процессами можно пренебречь и

считать рассеяние упругим. Это предположение эквивалентно тому, что состоя­

ние образца не изменяется в процессе рассеяния (например, отсутствует нагрев

образца).

В случае неполяризованного рассеяния, игнорируя спин нейтрона, упру­

гое дифференциальное сечение можно вычислить путём суммирования по всем

каналам рассеяния, в которых волновой вектор нейтрона изменяется от 𝑘 к 𝑘′

dΣ

dΩ
=

1

𝑉 Φ dΩ

∑︁
𝑘′∈dΩ

𝑊𝑘→𝑘′, (1.81)

где 𝑊𝑘→𝑘′ — вероятность перехода за единицу времени из состояния с волновым

вектором 𝑘 в состояние с волновым вектором 𝑘′, а суммирование включает в

себя все волновые векторы 𝑘′, попадающие в телесный угол dΩ. Вероятность пе­

рехода можно вычислить, используя золотое правило Ферми, в первом порядке

теории возмущений ∑︁
𝑘′∈dΩ

𝑊𝑘→𝑘′ =
2𝜋

~
𝜌𝑘′|⟨𝑘|𝑉int|𝑘′⟩|2, (1.82)

где 𝜌𝑘′ плотность состояний с волновым вектором 𝑘′, а 𝑉int — возмущающий по­

тенциал взаимодействия между нейтроном и центром рассеяния, приводящий

к переходу между состояниями с волновыми векторами 𝑘 и 𝑘′. Вычислить мат­

ричный элемент (1.82) можно предполагая, что до и после рассеяния нейтроны

движутся свободно и, соответственно, их волновые функции представляют со­
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бой плоские волны: 𝜑in ∝ 𝑒𝚤𝑘𝑟 и 𝜑out ∝ 𝑒𝚤𝑘
′𝑟. В этом (борновском) приближении

вероятность перехода пропорциональна квадрату модуля Фурье-образа потен­

циала взаимодействия между нейтроном и средой.

1.7.2. Ядерное сечение рассеяния

Короткодействующее и изотропное взаимодействие между (находящимся

в начале координат) ядром и нейтроном можно задать в виде псевдопотенциала

Ферми

𝑉 nuc
int (𝑟) =

2𝜋~2

𝑚n
𝑏 𝛿(𝑟), (1.83)

где 𝑏 длина нейтронного рассеяния, а короткодействие выражено путём исполь­

зования 𝛿-функции Дирака. Длина рассеяния тепловых нейтронов (вдали от

резонанса), вообще говоря, является комплексной величиной 𝑏 = 𝑏′ + 𝚤𝑏′′. Её

действительная часть может быть как положительной, так и отрицательной и

имеет величину порядка нескольких фемтометров (1 фм = 10−15 м), а мнимая

часть всегда положительна и непосредственно связана с сечением захвата. Дли­

ны нейтронного рассеяния обычно измеряются экспериментально, их значения

для разных изотопов можно найти, например, в [132]. Подставляя потенциал

взаимодействия (1.83) в (1.82) и затем в (1.81) получим

d𝜎nuc
dΩ

(𝑞) =

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑚=1

𝑏𝑚𝑒
−𝚤𝑞𝑟𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=
𝑁∑︁

𝑚,𝑛=1

𝑏𝑚𝑏𝑛𝑒
−𝚤𝑞(𝑟𝑚−𝑟𝑛), (1.84)

где 𝑟𝑚 — положения атомов, 𝑏𝑚 их длины нейтронного рассеяния, а линия над

переменной обозначает комплексное сопряжение.

Нужно понимать, что для малоуглового рассеяния дискретность атомной

структуры вещества не имеет существенного значения. В экспериментах, как
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правило, длина волны нейтронов в разы превышает расстояние между плос­

костями, соответствующими разрешённым отражениям. Пространственное раз­

решение стандартного малоуглового рассеяния определяется длиной волны па­

дающих нейтронов, объёмом когерентности, пространственным разрешением

детектора, максимальным углом рассеяния и находится в диапазоне от несколь­

ких до нескольких сотен нанометров [133]. Оно идеально подходит для исследо­

вания наноструктур [134]. На таких масштабах для описания можно использо­

вать непрерывную модель вещества. В частности, для ядерного сечения рассея­

ния можно ввести плотность длины рассеяния 𝑁(𝑟), измеряемую в м−2. Тогда

переходя в (1.84) от суммирования к интегрированию, для макроскопического

ядерного сечения рассеяния получим

dΣnuc

dΩ
=

1

𝑉

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑉

𝑁(𝑟)𝑒−𝚤𝑞𝑟 d3𝑟

⃒⃒⃒⃒2
=

8𝜋3

𝑉
| ̃︀𝑁(𝑞)|2, (1.85)

где непрерывное преобразование Фурье определено как

𝑁(𝑟) =
1

(2𝜋)3/2

∫︁∫︁∫︁ ̃︀𝑁(𝑞)𝑒𝚤𝑞𝑟 d3𝑞,

̃︀𝑁(𝑞) =
1

(2𝜋)3/2

∫︁∫︁∫︁
𝑁(𝑟)𝑒−𝚤𝑞𝑟 d3𝑟.

(1.86)

Не будем здесь более детально обсуждать рассеяние на ядрах, но учесть его

необходимо для того, чтобы иметь возможность отделить от него магнитный

вклад в рассеяние. Осталось только отметить, что рассеяние, связанное с ядер­

ными спинами, даёт слабо зависящий от 𝑞 некогерентный вклад в сечение, но

он пренебрежимо мал по сравнению с магнитным сечением рассеяния, рассмот­

ренным далее.
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1.7.3. Магнитное сечение рассеяния

Магнитное сечение рассеяния возникает за счёт взаимодействия спина ней­

трона и магнитных полей, созданных спином и орбитальным движением элек­

тронов в материале. В отличие от взаимодействия с ядрами, магнитное вза­

имодействие существенно анизотропно. Его потенциал можно представить в

виде [135]

𝑉 mag
int (𝑟) = −𝜇n𝐵(𝑟), (1.87)

где

𝜇n = 𝛾n𝜇N𝜎 (1.88)

обозначает магнитный момент нейтрона, 𝛾n = 1.913, 𝜇N = 𝑒~/(2𝑚p) ядерный

магнетон, 𝑚p — масса протона, 𝜎 — набор матриц Паули, а 𝐵(𝑟) — магнитная

индукция, созданная движением электронов в материале.

После работ Блоха [113,114], Швингера [115], Хальперна и Джонсона [116],

теория рассеяния поляризованных тепловых нейтронов была разработана Блю­

ме [79], Малеевым [136–138], и другими в начале 1960-х (см. также более полный

современный обзор Малеева [139]). Кульминацией явились уравнения Блюме­

Малеева, сформулированные в терминах дискретных атомных спинов. Для ма­

лоуглового рассеяния такая точность является избыточной, поэтому ниже при­

ведены выражения для сечения рассеяния в (более удобном для аналитической

работы) континуальном приближении.

Для неполяризованного пучка нейтронов макроскопическое магнитное се­

чение рассеяния системой 𝑁 магнитных моментов 𝜇a,𝑖 с координатами 𝑟𝑖 на

вектор 𝑞 даётся выражением [135,140]

dΣ

dΩ
(𝑞) =

1

𝑉

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑏m,𝑖𝑄𝑖𝑒
−𝚤𝑞𝑟𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

=
1

𝑉

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑏𝑚,𝑖𝑏𝑚,𝑗𝑄𝑖𝑄𝑗𝑒
−𝚤𝑞(𝑟𝑖−𝑟𝑗), (1.89)
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где 𝑏m — магнитная длина нейтронного рассеяния, а

𝑄𝑖 = �̂� × (�̂�𝑖 × �̂�) = �̂�𝑖 − �̂�(�̂� · �̂�𝑖), (1.90)

где �̂� = 𝑞/𝑞 и �̂�𝑖 = 𝜇a,𝑖/𝜇a,𝑖 — единичные векторы в направлении вектора

рассеяния 𝑞 и вектора магнитного момента 𝜇a,𝑖. Вектор 𝑄𝑖 называется векто­

ром магнитного взаимодействия Хальперна-Джонсона и по-сути представляет

собой выражение в Фурье-пространстве магнитостатического взаимодействия

(1.87) между магнитным моментом нейтрона и полем 𝐵, созданным магнитны­

ми диполями вещества 𝜇a,𝑖. Подробный вывод выражения (1.89) можно найти

в оригинальной работе [116].

Величину 𝑏𝑚 можно выразить следующим образом [140,141]:

𝑏m =
𝛾n𝑒

2

2𝑚e𝑐2
𝜇a
𝜇B
𝑓(𝑞) =

𝛾n𝑟e
2

𝜇a
𝜇B
𝑓(𝑞) = (2.6954 × 10−15 м)

𝜇a
𝜇B
𝑓(𝑞), (1.91)

где 𝑟e = 𝑒2/(𝑚e𝑐
2) = 2.817 94 × 10−15 м — классический радиус электрона, а

𝑓(𝑞) — нормированный магнитный форм-фактор рассеивающего центра (ато­

ма). Для малоуглового рассеяния 𝑓(𝑞) ∼= 1, поэтому

𝑏m ∼= 𝑏H𝜇a, (1.92)

где

𝑏H = 2.906 × 108 А−1 м−1. (1.93)

Так же как и для ядерного сечения рассеяния, выражение (1.89) можно запи­

сать в континуальном приближении, выразив сечение рассеяния непосредствен­

но через вектор намагниченности

dΣ

dΩ
(𝑞) =

1

𝑉
𝑏2H

⃒⃒⃒⃒∫︁∫︁∫︁
𝑄(𝑟)𝑒−𝚤𝑞𝑟 d3𝑟

⃒⃒⃒⃒2
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H| ̃︀𝑄(𝑞)|2 =

=
8𝜋3

𝑉
𝑏2H|�̂� × [̃︁𝑀(𝑞) × �̂�]|2 =

=
8𝜋3

𝑉
𝑏2H

∑︁
𝑖,𝑗=𝑋,𝑌 ,𝑍

(𝛿𝑖𝑗 − �̂�𝑖�̂�𝑗)̃︁𝑀 𝑖
̃︁𝑀 𝑗,

(1.94)
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где 𝛿𝑖𝑗 — дельта символ Кронекера, ̃︀𝑄(𝑞) = �̂� × [̃︁𝑀(𝑞) × �̂�] — континуальный

аналог вектора Хальперна-Джонсона. Единицы измерения [𝑀 (𝑟)] = [𝑄(𝑟)] =

А м−1, в то время как Фурье-образы [̃︁𝑀 (𝑞)] = [ ̃︀𝑄(𝑞)] = А м2, макроскопическое

сечение рассеяния при этом имеет размерность [dΣ/dΩ] = м−1.

В основном, эксперименты по малоугловому рассеянию проводятся в двух

геометриях, изображённых в виде вставок слева вверху на рисунке 1.8: а —пер­

пендикулярной, когда вектор приложенного магнитного поля 𝐻 (которому,

в свою очередь, примерно следует вектор намагниченности 𝑀 (𝑟)) приложен

перпендикулярно падающему пучку 𝐻 ⊥ 𝑘; либо б — параллельной, когда

𝐻 ‖ 𝑘. В этих случаях, пренебрегая (вследствие малости угла рассеяния) ком­

понентой, нормальной к плоскости детектора: 𝑞⊥ = 𝑞{0, sin𝛼, cos𝛼} и 𝑞‖ =

𝑞{cos 𝛽, sin 𝛽, 0}. Подставляя эти волновые векторы в выражение (1.94) и рас­

крывая суммы, получим выражения для макроскопических неполяризованных

сечений рассеяния через Фурье-образы компонент намагниченности

dΣ⊥

dΩ
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H

[︃
| ̃︀𝑁 |2

𝑏2H
+ |̃︁𝑀X|2 + |̃︁𝑀Y|2 cos2 𝛼+

+ |̃︁𝑀Z|2 sin2 𝛼− 2 Re(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀Z) sin𝛼 cos𝛼

]︁
, (1.95)

dΣ‖

dΩ
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H

[︃
| ̃︀𝑁 |2

𝑏2H
+ |̃︁𝑀X|2 sin2 𝛽 + |̃︁𝑀Y|2 cos2 𝛽+

+ |̃︁𝑀Z|2 − 2 Re(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀X) sin 𝛽 cos 𝛽

]︁
. (1.96)

Эти измеряемые в эксперименте сечения содержат вклады как ядерного, так и

магнитного рассеяния Σ = Σres +ΣM. Чтобы отделить один от другого, сначала

проводят эксперимент в сильном насыщающем поле, в котором измеряют

dΣ⊥
res

dΩ
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H

[︃
| ̃︀𝑁 |2

𝑏2H
+ |̃︁𝑀S|2 sin2 𝛼

]︃
, (1.97)

dΣ
‖
res

dΩ
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H

[︃
| ̃︀𝑁 |2

𝑏2H
+ |̃︁𝑀S|2

]︃
, (1.98)

где ̃︁𝑀S — Фурье-образ (возможно пространственно-неоднородной) намагничен­
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ности насыщения образца. Вычитая это “остаточное” сечение из сечений, изме­

ренных в меньших полях, получают магнитное сечение рассеяния

dΣ⊥
M

dΩ
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H

[︁
|̃︁𝑀X|2 + |̃︁𝑀Y|2 cos2 𝛼+

+(|̃︁𝑀Z|2 − |̃︁𝑀S|2) sin2 𝛼−

− 2 Re(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀Z) sin𝛼 cos𝛼

]︁
, (1.99)

dΣ
‖
M

dΩ
=

8𝜋3

𝑉
𝑏2H

[︁
|̃︁𝑀X|2 sin2 𝛽 + |̃︁𝑀Y|2 cos2 𝛽+

+ (|̃︁𝑀Z|2 − |̃︁𝑀S|2) − 2 Re(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀X) sin 𝛽 cos 𝛽

]︁
. (1.100)

Эти сечения рассеяния вычисляются и анализируются в Главе 2.

Здесь ещё кратко остановимся на рассеянии поляризованных нейтронов [142–

147], которое используется при исследовании магнетиков с хиральным взаимо­

действием Дзялошинского-Мория. Для простоты, в вышеприведенном выводе

поляризация нейтронов не отслеживалась. Но, как уже упоминалось, в экспери­

менте по малоугловому рассеянию (рисунок 1.8) могут присутствовать два по­

ляризатора (поляризатор/анализатор) и два флиппера. Состояния флипперов

обозначим знаками “+” и “-”, которые соответствуют тому, что соответствующий

флиппер включен или выключен.

В зависимости от конфигурации флипперов, каждый эксперимент (на од­

ном и том же образце, в одном и том же состоянии и внешнем поле) может

давать четыре разных сечения рассеяния: dΣ++/ dΩ, dΣ+−/ dΩ, dΣ−+/ dΩ,

dΣ−−−/ dΩ. Например, полуполяризованные сечения рассеяния, когда падаю­

щий пучок поляризован, но поляризация рассеянного пучка не анализируется,

можно представить в виде

dΣ+

dΩ
=

dΣ++

dΩ
+

dΣ+−

dΩ
, (1.101)

dΣ−

dΩ
=

dΣ−+

dΩ
+

dΣ−−−

dΩ
, (1.102)
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а неполяризованные сечения, выражения для которых приводились ранее, как

dΣ

dΩ
=

1

2

(︂
dΣ+

dΩ
+

dΣ−

dΩ

)︂
=

1

2

(︂
dΣ++

dΩ
+

dΣ+−

dΩ
+

dΣ−+

dΩ
+

dΣ−−−

dΩ

)︂
. (1.103)

Таким образом, измерение поляризованных сечений, которое позволяет разде­

лить эти вклады, содержит ещё больше информации о магнитном состоянии об­

разца. Выражения, аналогичные (1.99) и (1.100), для поляризованных сечений

рассеяния приведены в обзоре [133]. Чтобы не загромождать текст, приведём

здесь только выражения для поляризованных сечений в случае перпендикуляр­

ной геометрии рассеяния из [133] с явно выписанными хиральными членами

из [79,138]

dΣ⊥
M

dΩ

±±

= 8𝜋3

𝑉

(︀
| ̃︀𝑁 |2 + 𝑏2H|̃︁𝑀Y|2 sin2 𝛼 cos2 𝛼 + 𝑏2H|̃︁𝑀Z|2 sin4 𝛼−

−𝑏2H(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀Z + ̃︁𝑀Y

̃︁𝑀Z) sin3 𝛼 cos𝛼∓

∓𝑏2H( ̃︀𝑁̃︁𝑀Z + ̃︀𝑁̃︁𝑀Z) sin2 𝛼±

±𝑏2H( ̃︀𝑁̃︁𝑀Y + ̃︀𝑁̃︁𝑀Y) sin𝛼 cos𝛼
)︀

(1.104)

dΣ⊥
M

dΩ

±∓

= 8𝜋3

𝑉 𝑏2H
(︀
|̃︁𝑀X|2 + |̃︁𝑀Y|2 cos4 𝛼 + |̃︁𝑀Z|2 sin2 𝛼 cos2 𝛼−

−(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀Z + ̃︁𝑀Y

̃︁𝑀Z) sin𝛼 cos3 𝛼±

±𝚤(̃︁𝑀Y
̃︁𝑀X − ̃︁𝑀Y

̃︁𝑀X) cos2 𝛼±

±𝚤(̃︁𝑀X
̃︁𝑀Z − ̃︁𝑀X

̃︁𝑀Z) sin𝛼 cos𝛼
)︀

(1.105)

Легко проверить, что их подстановка в (1.103) даёт неполяризованное перпен­

дикулярное сечение (1.99). Эти выражения понадобятся в §2.7.

Магнитное малоугловое сечение рассеяния нейтронов является чувстви­

тельным инструментом для исследования магнитных свойств материалов на

наномасштабах. Можно сказать, что это некоторая более мощная форма маг­

нитометрии, которая даёт возможность измерить не только средние значения

намагниченности, но и её Фурье-гармоники, включая их фазу. В силу того, что

нейтроны характеризуют магнитные свойства объёмного образца “на просвет”,
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малоугловое нейтронное рассеяние отлично дополняет такие чувствительные к

поверхностной намагниченности методы как лоренцевская [148] и керровская [1]

микроскопия, магнитная силовая микроскопия [149, 150], сканирующая элек­

тронная микроскопия с анализом поляризации [151], фотоэмиссионная рент­

геновская микроскопия, использующая линейный и круговой дихроизм [152],

сканирующая холловская микроскопия [153], сканирующая СКВИД-микроско­

пия [154], спин-поляризованная сканирующая туннельная микроскопия [155],

магнитная обменная силовая микроскопия [156] и другие.

Сейчас малоугловое рассеяние нейтронов (особенно с анализом поляриза­

ции) уже является незаменимым инструментом для исследования как техноло­

гически значимых, так и фундаментальных проблем: изучение интерфейсных

эффектов в наномасштабных гетероструктурах [157], индуцированной электри­

ческим полем намагниченности мультиферроиков [143], магнитострикции спла­

вов Fe-Ga [144], вихревых структур в сверхпроводниках, основанных на же­

лезе [158], скирмионов [159], спинового разупорядочения в ансамблях наноча­

стиц [142,160] и в массивах магнитных наностержней [161]. Дальнейшее разви­

тие техники нейтронного рассеяния ведёт к новым техникам накопления дан­

ных с временным разрешением, которые откроют возможности непосредствен­

ного изучения динамики магнитных материалов в микросекундном временном

диапазоне [162–164].

Выводы к Главе 1

Теория микромагнетизма активно развивалась в XX веке, на протяжении

которого было решено множество конкретных задач статики и динамики маг­

нитных текстур объёмных макроскопических образцов и тонких магнитных
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плёнок. Случай конечных наномасштабных ферромагнетиков, хоть и рассмат­

ривался в отдельных работах при помощи удачно подобранных пробных функ­

ций, является значительно менее исследованным. Тем не менее, наномасштаб­

ные магнитные текстуры значительно отличаются от макро- и даже микро-

магнитных текстур, представимых как набор магнитных доменов, разделённых

доменными границами. Магнитные состояния наноструктур, значит, требуют

дальнейших исследований.

До конца не решённой оказалась и задача о доменной границе с перетяж­

ками. Она тоже будет рассмотрена здесь в дальнейшем. При современном инте­

ресе к теории магнитных топологических солитонов (скирмионов) удивительно,

что этот объект, который можно представить в виде точного решения модели

Скирма, так мало исследуется сегодня.

Теория магнитного рассеяния нейтронов слабонеоднородными нанострук­

турированными образцами до сих пор основывалась на решениях микромагнит­

ной задачи во втором порядке теории возмущений по амплитуде неоднородно­

стей. Логичным следующим шагом является поиск эффектов высоких порядков

в этой теории.

Эти три задачи представляют собой отправные точки изложенного здесь

исследования. В процессе их решения возникали и решались новые задачи, са­

мые важные из которых перечислены во введении.
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Глава 2. Микромагнетизм и малоугловое рассеяние нейтронов

2.1. Введение

С начала XIX века, когда Карл Фридрих Гаусс измерил магнитное поле

Земли, магнитометрия стала одним из важнейших инструментов эксперимен­

тальной физики, позволяющим изучать магнитные свойства материалов коли­

чественно. Чтобы связать результаты магнитометрии с микроструктурой мате­

риала [165], в начале XX века Неелем [125,166], а затем и Шлёманом [128] раз­

вита теория приближения к насыщению. В сильных магнитных полях кривые

намагничивания 𝑀(𝐻), представляющие собой зависимость средней намагни­

ченности образца в направлении внешнего магнитного поля 𝑀 = (⟨𝑀⟩ ·𝐻)/𝐻

от величины магнитного поля 𝐻, можно представить в виде ряда по степеням

1/𝐻. Теория приближения к насыщению позволяет рассчитать из первых прин­

ципов коэффициенты этого ряда для слабонеоднородных образцов.

Решаемые в этой Главе задачи концептуально близки к задачам теории

приближения к магнитному насыщению, с тем отличием, что для расчёта се­

чений рассеяния нужны все пространственные гармоники распределения на­

магниченности, а не только нулевая (среднее значение). Магнитное рассеяние

нейтронов предоставляет возможность экспериментального изучения этих гар­

моник, а представленная здесь теория может служить одним из инструментов

анализа измеренных сечений рассеяния в их связи с наноструктурой материала.

Здесь рассматривается рассеяние нейтронов слабонеоднородным ферро­

магнетиком с различными пространственно-неоднородными взаимодействиями

в магнитном лагранжиане. Малым параметром при этом выступает амплитуда
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неоднородностей.

Для вычисления сечения рассеяния сначала, методами теории возмуще­

ний, решена микромагнитная задача и найдены равновесные распределения на­

магниченности для конкретной реализации магнитных неоднородностей. Затем,

посредством усреднения по реализациям и ориентации неоднородностей в поли­

кристаллическом и/или наноструктурированном материале, вычислено сечение

рассеяния им нейтронов.

Рассчитаны члены третьего порядка теории возмущений и найдены усло­

вия, при которых обусловленные этими членами эффекты становятся доступ­

ными для экспериментального наблюдения.

Кроме этого, изучены эффекты хиральности посредством: 1) включения в

магнитный лагранжиан взаимодействия Дзялошинского-Мория и 2) рассмотре­

ния сечения рассеяния нейтронов ферромагнитным наноцилиндром с магнит­

ным вихрем, в котором хиральная симметрия нарушается спонтанно.

2.2. Уравнения для магнитной текстуры слабонеоднородного

образца

Рассмотрим бесконечный магнетик с намагниченностью насыщения, кото­

рая зависит от пространственной координаты 𝑟

𝑀S(𝑟) = 𝑀0 [1 + 𝐼m(𝑟)] , (2.1)

где величина 𝐼m(𝑟) ≪ 1 является малой. Кроме того, без ограничения общно­

сти, потребуем, чтобы пространственное среднее ⟨𝐼m(𝑟)⟩ = 0. Это гарантирует,

что 𝑀0 = ⟨𝑀S(𝑟)⟩, то есть 𝑀0 является средней намагниченностью насыщения

материала.
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В равновесии, как следует из уравнения Ландау-Лифшица (1.2), намагни­

ченность материала подчиняется уравнениям (их называют ещё уравнениями

Брауна [167]):

[𝐻eff ,𝑀 ] = 0, (2.2)

где эффективное поле определено в виде вариационной производной энергии

магнетика (1.4). Плотность энергии аддитивно содержит в себе взаимодействия

внутри магнитного материала и между магнитным материалом и средой. Рас­

смотрим следующую плотность энергии

𝑒 = 𝑒EX + 𝑒A + 𝑒MS + 𝑒Z, (2.3)

где слагаемые 𝑒EX, 𝑒MS, 𝑒Z уже обсуждались ранее и определены выражениями

(1.6), (1.5), (2.10), а в качестве плотности энергии анизотропии возьмём

𝑒A = −𝐾(𝑟)
[𝑑(𝑟) ·𝑀(𝑟)]2

𝑀 2
S(𝑟)

, (2.4)

где 𝐾(𝑟) задаёт пространственно-неоднородную константу одноосной анизотро­

пии, а вектор 𝑑(𝑟) — локальное направление лёгкой оси. Зависимость константы

и направления лёгкой оси от координаты — главное отличие от аналогичного

выражения (1.27).

Как и энергия, эффективное поле (1.4) также аддитивно

𝐻eff = 𝐻EX + 𝐻A + 𝐻MS + 𝐻 , (2.5)

где 𝐻 — просто внешнее поле, которое остаётся после вычисления вариацион­

ной производной энергии Зеемана (1.5).

Вычисление вариационной производной плотности обменной энергии (1.7)

даёт следующее выражение для эффективного обменного поля

𝐻EX = 𝛾B𝐿
2
E(𝑟)∆𝑀(𝑟) + 𝛾B

∑︁
𝛼=𝑋,𝑌 ,𝑍

𝜕𝐿2
E(𝑟)

𝜕𝛼

𝜕𝑀(𝑟)

𝜕𝛼
(2.6)
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где ∆ — оператор Лапласа. Подобно намагниченности насыщения (2.1), пред­

положим теперь, что квадрат обменной длины также является слабонеоднород­

ным в пространстве

𝐿2
E(𝑟) = 𝐿2

0 [1 + 𝐼e(𝑟)] , (2.7)

где 𝐿0 — среднеквадратичная по пространству обменная длина 𝐿2
0 = ⟨𝐿2

E(𝑟)⟩,

профиль неоднородностей имеет нулевое среднее ⟨𝐼e(𝑟)⟩ = 0, а их амплитуда

𝐼e ≪ 1 является малой во всех точках пространства величиной того же порядка,

что и 𝐼m. В магнитных материалах значения как обменной константы 𝐶, так и

намагниченности насыщения 𝑀S определяются одним и тем же квантовомеха­

ническим обменом, поэтому значение 𝐿0 не очень сильно зависит от материала

и, как правило, имеет величину порядка 5–15 нм. Тем не менее в этом параграфе

пространственная неоднородность 𝐿E учитывается в полной мере.

Эффективное поле анизотропии, соответствующее плотности энергии (2.4),

можно представить в виде

𝐻A = 𝛾B𝑄(𝑟)[𝑑(𝑟) ·𝑀 (𝑟)]𝑑(𝑟), (2.8)

где пространственно-зависимый фактор качества

𝑄(𝑟) = 2𝐾(𝑟)/[𝜇0𝛾B𝑀
2
S(𝑟)] = 𝐼k(𝑟) (2.9)

является слабонеоднородным 𝐼k ≪ 1 того же порядка, что и 𝐼m.

Согласно (1.17) плотность магнитостатической энергии

𝑒MS = −1

2
𝜇0𝑀 ·𝐻D, (2.10)

содержит размагничивающее поле 𝐻D, которое, в свою очередь, зависит от

всего векторного поля 𝑀 .

Вычислить 𝐻D проще всего в Фурье-представлении. Для удобства даль­

нейшего усреднения по положениям неоднородностей и ориентации образца в
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этой Главе используется разложение в ряд Фурье

𝑋(𝑟) =
∑︁

𝑞
̃︀𝑋(𝑞) 𝑒𝚤𝑞𝑟, (2.11)

̃︀𝑋(𝑞) =
1

𝑉

∫︁∫︁∫︁
𝑉

𝑋(𝑟) 𝑒−𝚤𝑞𝑟 d3𝑟, (2.12)

который соответствует периодическому повторению магнитного куба размера­

ми 𝐿 × 𝐿 × 𝐿 и объёмом 𝑉 = 𝐿3. Здесь 𝑋 — произвольная величина, которая

раскладывается в ряд Фурье, а компоненты 𝑞 = {𝑞X, 𝑞Y, 𝑞Z} принимают значе­

ния, принадлежащие решётке 𝑞 ∈ 2𝜋/𝐿× Z3, где Z — множество целых чисел.

Переход к выражениям для бесконечного пространства можно получить в пре­

деле 𝐿→ ∞.

Подставляя эффективное поле 𝐻 +̃︁𝐻D в закон магнитной индукции (1.1)

и решая уравнения Максвелла (в статическом случае и при отсутствии макро­

скопических токов) ∇ × 𝐻D = 0, ∇ · 𝐵 = 0 получим для Фурье-компонент

размагничивающего поля

̃︁𝐻D = −𝛾B
𝑞(𝑞 · ̃︁𝑀)

𝑞2
для 𝑞 ̸= 0. (2.13)

При этом среднее размагничивающее поле ̃︁𝐻D(0) всегда направлено против

внешнего поля 𝐻 , из-за чего оно и называется “размагничивающим”. Эти два

поля можно объединить и ввести внутреннее поле 𝐻 +̃︁𝐻D(0), всегда сонаправ­

ленное внешнему полю 𝐻 . Везде в дальнейшем в этой Главе под 𝐻 понимается

внутреннее поле. Среднее размагничивающее поле может возникнуть, напри­

мер, за счёт эффектов формы образца, которые можно учесть при определении

внутреннего поля.

Простота выражений для Фурье-компонент размагничивающего поля (2.13)

даёт возможность получить компактное решение уравнений Брауна (2.2) непо­

средственно в Фурье-пространстве. При этом нужно учитывать, что операции

умножения функций в координатном пространстве превращаются в свёртки их
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Фурье-образов. Для удобства работы со свёртками, обозначим их символом ⊗:

𝑋 ⊗ 𝑌 (𝑞) =
∑︁
𝑞′

𝑋(𝑞′)𝑌 (𝑞 − 𝑞′), (2.14)

где функции 𝑋(𝑟) и 𝑌 (𝑟) произвольны, аргумент 𝑞 в левой части равенства (ко­

торый в дальнейшем практически всегда опускается) относится ко всей свёрт­

ке (а не только к 𝑌 ), а суммирование проводится по всем значениям 𝑞′. Ал­

гебра свёрток является коммутативной (𝑋 ⊗ 𝑌 = 𝑌 ⊗ 𝑋), дистрибутивной

(𝑋 ⊗ (𝑌 +𝑍) = 𝑋 ⊗ 𝑌 +𝑋 ⊗𝑍), и ассоциативной относительно умножения на

константу 𝑎(𝑋 ⊗ 𝑌 ) = (𝑎𝑋)⊗ 𝑌 = 𝑋 ⊗ (𝑎𝑌 ), где 𝑎 — произвольная константа.

Она также имеет единичный элемент 𝛿(𝑞) такой, что 𝛿 ⊗ 𝑋 = 𝑋. Этот эле­

мент можно представить в виде произведения 𝛿-символов Кронекера в дискрет­

ном случае или 𝛿-функций Дирака в непрерывном. Иногда удобно определять

безымянные функции непосредственно в выражении с помощью подчеркива­

ния. Так, что 𝑞𝑍 ⊗ 𝑌 является свёрткой функции 𝑋(𝑞) = 𝑞𝑍(𝑞) с функцией

𝑌 (𝑞).

Используя эти обозначения, выражения для Фурье-образов всех слагаемых

в эффективном поле можно компактно представить в виде

̃︁𝐻EX = −𝛾B̃︁𝐿2
E ⊗ 𝑞2̃︁𝑀 − 𝛾𝐵 ̃︁𝑀 ⋆ 𝑞 ⊗ 𝑞̃︁𝐿2

E, (2.15)̃︁𝐻A = 𝛾B ̃︀𝑄⊗
(︁̃︀𝑑X ⊗ ̃︁𝑀X + ̃︀𝑑Y ⊗ ̃︁𝑀Y + ̃︀𝑑Z ⊗ ̃︁𝑀Z

)︁
⊗ ̃︀𝑑, (2.16)

̃︁𝐻MS +̃︁𝐻 = 𝐻𝛿 − 𝛾B
𝑞[𝑞 · (̃︁𝑀 − 𝛿̃︁𝑀)]

𝑞2
, (2.17)

где ⋆ обозначает прямое (тензорное) произведение двух векторов (результатом

такого произведения является матрица, строки которой представляют собой

произведения каждого элемента первого вектора на второй вектор), а свёртка

матрицы и вектора обозначает почти то же самое, что и их обычное произведе­

ние, только вместо операций умножения стоят свёртки.

Вычитание в круглых скобках второго слагаемого в (2.17) — это математи­

ческий приём, который вместе с дополнительным условием ̃︁𝑀 − 𝛿̃︁𝑀 → 0 при
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𝑞 → 0, обнуляет это слагаемое при 𝑞 = 0. Он позволяет не исключать впослед­

ствии точку 𝑞 = 0 из суммирования (интегрирования). Дополнительное условие

на предел ̃︁𝑀 − 𝛿̃︁𝑀 автоматически удовлетворяется, если, как предполагается

с самого начала, ⟨𝐼m(𝑟)⟩ = ̃︀𝐼m(0) = 0.

Таким образом, для нахождения магнитной текстуры ̃︁𝑀 (𝑞) осталось ре­

шить уравнение Брауна (2.2) с эффективным полем, представляющим собой

сумму (2.15), (2.16), (2.17). Этому и посвящён следующий параграф.

2.3. Теория возмущений для магнитной текстуры

Понятно, что если рассматриваемый (безграничный) материал является

полностью однородным (𝐼m = 0, 𝐼e = 0, 𝐼k = 0), то нет никакой причины для

формирования в нём неоднородной магнитной текстуры в однородном внут­

реннем поле 𝐻 . Неоднородная магнитная текстура возникает как следствие

неоднородности образца. Более того, если материал слабонеоднородный, то сла­

быми являются и неоднородности магнитной текстуры. Это значит, что можно

организовать вычисления по теории возмущений с однородным состоянием в

качестве нулевого приближения.

Выберем систему координат так, что (внешнее, а значит и однородное внут­

реннее) поле направлено вдоль оси 𝑂𝑍

𝐻 = {0, 0, 𝐻}. (2.18)

Считая теперь 𝐼m, 𝐼e, 𝐼k малыми параметрами одного порядка, представим Фу­

рье-компоненты намагниченности в виде ряда

̃︁𝑀 = {0, 0,𝑀0}𝛿 + ̃︁𝑀 (1) + ̃︁𝑀 (2) + . . . , (2.19)
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где ̃︁𝑀 (𝑖) содержит члены порядка 𝑖 относительно 𝐼m, 𝐼e, 𝐼k.

Вследствие ограничения на длину вектора намагниченности 𝑀 2 = 𝑀 2
S ,

только две компоненты вектора 𝑀 являются независимыми. Удобно выбрать

в качестве этих независимых (и малых) компонент 𝑀X = 𝑀
(1)
X + 𝑀

(2)
X и 𝑀Y =

𝑀
(1)
Y +𝑀

(2)
Y . Тогда до второго порядка малости оставшуюся зависимую компо­

ненту вектора 𝑀 в реальном пространстве можно выразить как

𝑀Z = 𝑀0 +𝑀0𝐼m − (𝑀
(1)
X )2 + (𝑀

(1)
Y )2

2𝑀0
. (2.20)

Вводя безразмерный вектор намагниченности 𝑚 = 𝑀/𝑀0 и переходя в Фурье­

пространство, где произведения превращаются в свёртки, получим

̃︀𝑚Z = 𝛿 + ̃︀𝐼m − 𝐹Z, (2.21)

где

𝐹Z =
̃︀𝑚(1)

X ⊗ ̃︀𝑚(1)
X + ̃︀𝑚(1)

Y ⊗ ̃︀𝑚(1)
Y

2
. (2.22)

Уравнения Брауна (2.2), из которых только два являются независимыми,

в Фурье-пространстве тоже содержат свёртки. Первое из них выглядит так

̃︀𝐻eff
Z ⊗ ̃︁𝑀Y = ̃︀𝐻eff

Y ⊗ ̃︁𝑀Z, (2.23)

а второе получается из него переменой индексов 𝑋 ↔ 𝑌 . Подстановка в урав­

нения Брауна выражения для полного эффективного поля в виде суммы (2.15),

(2.16), (2.17) и разложения намагниченности (2.19) приводит к ряду по степе­

ням неоднородностей. Собирая члены одного порядка, получим бесконечную

цепочку связанных уравнений для коэффициентов разложения независимых

компонент намагниченности 𝑚(1)
X/Y,𝑚

(2)
X/Y, . . . В первом порядке это приводит к

системе уравнений

(ℎ+ 𝐿2
0𝑞

2 + 𝑦2𝑞)̃︀𝑚(1)
Y + 𝑥𝑞𝑦𝑞 ̃︀𝑚(1)

X = ̃︀𝐾Y − 𝑦𝑞𝑧𝑞̃︀𝐼m,
(ℎ+ 𝐿2

0𝑞
2 + 𝑥2𝑞)̃︀𝑚(1)

X + 𝑥𝑞𝑦𝑞 ̃︀𝑚(1)
Y = ̃︀𝐾X − 𝑥𝑞𝑧𝑞̃︀𝐼m, (2.24)
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где ℎ = 𝐻/(𝛾B𝑀0) — безразмерная величина внутреннего магнитного поля,

̃︀𝐾X = ̃︀𝑑X ⊗ ̃︀𝑑Z ⊗ ̃︀𝐼k,̃︀𝐾Y = ̃︀𝑑Y ⊗ ̃︀𝑑Z ⊗ ̃︀𝐼k, (2.25)

а {𝑥𝑞, 𝑦𝑞, 𝑧𝑞} = 𝑞/𝑞 — безразмерные компоненты единичного вектора (директо­

ра) в направлении 𝑞. Величины 𝐿0 и 𝑞 имеют размерность, но их произведение

безразмерно. Уравнения (2.24) представляют собой систему линейных уравне­

ний, которую легко решить

̃︀𝑚(1)
X =

̃︀𝐾X(ℎ𝑞 + 𝑦𝑞
2) − 𝑥𝑞( ̃︀𝐾Y𝑦𝑞 + ℎ𝑞𝑧𝑞̃︀𝐼m)

ℎ𝑞(ℎ𝑞 + 𝑥𝑞2 + 𝑦𝑞2)
, (2.26)

̃︀𝑚(1)
Y =

̃︀𝐾Y(ℎ𝑞 + 𝑥𝑞
2) − 𝑦𝑞( ̃︀𝐾X𝑥𝑞 + ℎ𝑞𝑧𝑞̃︀𝐼m)

ℎ𝑞(ℎ𝑞 + 𝑥𝑞2 + 𝑦𝑞2)
, (2.27)

где ℎ𝑞 = ℎ+𝐿2
0𝑞

2. Если пренебречь обменным взаимодействием и анизотропией

(ℎ𝑞 = ℎ, ̃︀𝐾X = 0, ̃︀𝐾Y = 0), эти выражения совпадают с решением теории при­

ближения к насыщению первого порядка, полученным Шлёманом [128]. Они

также совпадают с известным решением, используемым в микромагнитной тео­

рии малоуглового рассеяния нейтронов [123], с той лишь разницей, что теперь

параметры анизотропии ̃︀𝐾X, ̃︀𝐾Y не введены искусственно, а явно выражены че­

рез профиль неоднородности константы одноосной анизотропии и её директор

(2.25).

Уравнения во втором (и выше) порядке отличаются от уравнений в первом

порядке только правой частью, которая содержит суммы по решениям более

низких порядков:

(ℎ+ 𝐿2
0𝑞

2 + 𝑦𝑞
2)𝑚

(2)
Y + 𝑥𝑞𝑦𝑞𝑚

(2)
X = 𝐹Y + 𝑦𝑞𝑧𝑞𝐹Z, (2.28)

(ℎ+ 𝐿2
0𝑞

2 + 𝑥𝑞
2)𝑚

(2)
X + 𝑥𝑞𝑦𝑞𝑚

(2)
Y = 𝐹X + 𝑥𝑞𝑧𝑞𝐹Z. (2.29)

Их решения также подобны

̃︀𝑚(2)
X =

𝐹X(ℎ𝑞 + 𝑦𝑞
2) − 𝑥𝑞(𝐹Y𝑦𝑞 − ℎ𝑞𝑧𝑞𝐹Z)

ℎ𝑞(ℎ𝑞 + 𝑥𝑞2 + 𝑦𝑞2)
, (2.30)
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̃︀𝑚(2)
Y =

𝐹Y(ℎ𝑞 + 𝑥𝑞
2) − 𝑦𝑞(𝐹X𝑥𝑞 − ℎ𝑞𝑧𝑞𝐹Z)

ℎ𝑞(ℎ𝑞 + 𝑥𝑞2 + 𝑦𝑞2)
. (2.31)

Функции, стоящие в правой части, при этом имеют вид

𝐹X =̃︀𝑑X ⊗ ̃︀𝐼k ⊗ (2̃︀𝑑Z ⊗ ̃︀𝐼m + ̃︀𝑑X ⊗𝑚
(1)
X + ̃︀𝑑Y ⊗𝑚

(1)
Y )−

− 𝑞𝐿0𝑥𝑞̃︀𝐼e ⊗ 𝑞𝐿0𝑥𝑞𝑚
(1)
X − 𝑞𝐿0𝑦𝑞̃︀𝐼e ⊗ 𝑞𝐿0𝑦𝑞𝑚

(1)
X −

− 𝑞𝐿0𝑧𝑞̃︀𝐼e ⊗ 𝑞𝐿0𝑧𝑞𝑚
(1)
X − ̃︀𝑑Z ⊗ ̃︀𝑑Z ⊗ ̃︀𝐼k ⊗𝑚

(1)
X −

− ̃︀𝐼e ⊗ 𝐿0
2𝑞2𝑚

(1)
X −

− ̃︀𝐼m ⊗ 𝐿0
2𝑞2𝑚

(1)
X + 𝑥𝑞(𝑧𝑞̃︀𝐼m + 𝑥𝑞𝑚

(1)
X + 𝑦𝑞𝑚

(1)
Y )+

+𝑚
(1)
X ⊗ 𝐿0

2𝑞2̃︀𝐼m + 𝑧𝑞(𝑧𝑞̃︀𝐼m + 𝑥𝑞𝑚
(1)
X + 𝑦𝑞𝑚

(1)
Y ),

(2.32)

а выражение для 𝐹Y отличается лишь заменой координат 𝑋 ↔ 𝑌 и функций

𝑥𝑞 ↔ 𝑦𝑞. Функция 𝐹Z = −𝑚(2)
Z определена уравнением (2.22).

Чтобы сделать пример попроще, пренебрежём неоднородностями анизотро­

пии и обмена (̃︀𝐼k = ̃︀𝐼e = 0). Тогда если в (2.32) подставить выражения для ̃︀𝑚(1)
X

и ̃︀𝑚(1)
Y , специальные функции можно представить в виде

𝐹X/Y/Z(𝑞) =
∑︁

𝑞′

̃︀𝐼m(𝑞′)̃︀𝐼m(𝑞 − 𝑞′)

𝑢𝑞𝑢𝑞−𝑞′
𝑓X/Y/Z(𝑞′, 𝑞 − 𝑞′)

где

𝑓X = − ℎ𝑥𝑞′𝑧𝑞′𝑢𝑞−𝑞′ − (𝑧𝑞′
2(ℎ+ 𝐿0

2𝑞′2) + 𝑢𝑞′𝐿0
2𝑞′2)𝑥𝑞−𝑞′𝑧𝑞−𝑞′,

𝑓Y = − ℎ𝑦𝑞′𝑧𝑞′𝑢𝑞−𝑞′ − (𝑧𝑞′
2(ℎ+ 𝐿0

2𝑞′2) + 𝑢𝑞′𝐿0
2𝑞′2)𝑦𝑞−𝑞′𝑧𝑞−𝑞′,

𝑓Z =
1

2
𝑧𝑞′𝑧𝑞−𝑞′(𝑥𝑞′𝑥𝑞−𝑞′ + 𝑦𝑞′𝑦𝑞−𝑞′),

(2.33)

и 𝑢𝑞 = ℎ𝑞 +𝑥𝑞
2 +𝑦𝑞

2. При этом выражение (2.33) для 𝑓Z справедливо даже если

не пренебрегать неоднородностями анизотропии и обмена. Оно является след­

ствием ограничения на длину вектора намагниченности. Если ещё пренебречь

эффектами обменного взаимодействия (положив 𝐿0 = 0), решения для 𝑚(2)

в точности совпадут с аналогичными решениями, полученными ранее Шлёма­

ном [128].
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Таким образом, здесь получены явные решения задачи о магнитной тексту­

ре слабонеоднородного ферромагнетика в магнитном поле. Эти решения спра­

ведливы вплоть до второго порядка теории возмущений. В предельных (упро­

щённых) случаях они переходят в известные выражения.

2.4. Усреднение по неоднородностям

Пространственные распределения неоднородностей намагниченности на­

сыщения 𝐼m(𝑟), анизотропии 𝐼k(𝑟) и обмена 𝐼e(𝑟) практически никогда не из­

вестны. Для реального магнитного материала можно предположить, что неод­

нородности порождает некоторый случайный процесс, представленный своей ре­

ализацией в пределах рассматриваемого репрезентативного объёма (𝐿×𝐿×𝐿).

Тогда для вычисления макроскопического малоуглового сечения рассеяния ней­

тронов от объёмного поликристаллического образца, содержащего множество

репрезентативных объёмов, нужно провести усреднение как по реализациям

случайных процессов, описывающих неоднородности, так и по ориентации неод­

нородностей (чтобы учесть случайную ориентацию зёрен и кристаллитов).

Кроме того, в реальных материалах неоднородности разных магнитных па­

раметров обычно не являются независимыми. Физические причины, по которым

они формируются (такие, например, как нанокристаллизация), приводят к то­

му, что материал состоит из нескольких фаз, каждая со своим набором магнит­

ных параметров. Это значит, что можно ожидать существенной пространствен­

ной корреляции магнитных параметров между собой. Поэтому в дальнейшем

предполагается, что пространственные неоднородности магнитных параметров

пропорциональны одной универсальной функции ̃︀𝐼, описывающей микрострук­

туру материала: ̃︀𝐼m = ̃︀𝐼, ̃︀𝐼k = 𝜅̃︀𝐼, ̃︀𝐼e = 𝜖̃︀𝐼, где числа 𝜅, 𝜖 . 1.
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Для выполнения процедуры усреднения нужно конкретизировать модель

неоднородностей. Рассмотрим локализованные отклонения параметров матери­

ала от средних значений, которые распределены по материалу случайно:

𝐼(𝑟) =
∑︁
𝑛

𝑓𝑛(𝑟 − 𝑝𝑛), (2.34)

где 𝑝𝑛 — случайно распределённые внутри репрезентативного объёма векторы,

а суммирование ведётся по всем неоднородностям. Преобразование Фурье этой

функции можно представить в виде

̃︀𝐼(𝑞) =
∑︁
𝑛

𝑒−𝚤𝑞𝑝𝑛 ̃︀𝑓𝑛(𝑞), (2.35)

где ̃︀𝑓𝑛(𝑞) — преобразование Фурье функции 𝑓𝑛(𝑟).

Далее предположим, что неоднородности локализованы и имеют гауссов­

ский профиль,

𝑓𝑛(𝑟) = 𝑎𝑛𝑒
− 1

2 𝑟 �̂�𝑟, (2.36)

где 𝑎𝑛 обозначает их (случайную) амплитуду, символ ᵀ обозначает транспони­

рование, а жирной заглавной буквой со “шляпкой” обозначена квадратная мат­

рица. Матрица квадратичной формы �̂� предполагается положительно опреде­

лённой, а её элементы имеют размерность обратного квадрата длины м−2 (так,

что аргумент экспоненты получается безразмерным). Считая размер неоднород­

ностей много меньшим репрезентативного объёма, можно расширить пределы

интегрирования в преобразовании Фурье до бесконечности и получить простое

представление ̃︀𝑓𝑛(𝑞) =
𝑎𝑛𝑣

𝑉
𝑒−

1
2 𝑞 �̂�−1𝑞, (2.37)

где 𝑣 = (2𝜋)3/2/
√
𝐷 — объём одной неоднородности, 𝐷 = det �̂� — определитель

матрицы �̂�, и �̂�−1 её обратная матрица.

Далее проводится усреднение по всем ориентациям неоднородностей. По­

этому без потери общности достаточно задать положительно определённую мат­
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рицу �̂� в диагональном виде. В частности, рассмотрим сфероидальные неодно­

родности, которым соответствует матрица

�̂� =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜏/𝑠2 0 0

0 𝜏/𝑠2 0

0 0 1/(𝜏𝑠)2

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.38)

где 𝑠 — действительное число, имеющее размерность длины, задающее размер

неоднородностей и 𝜏 — безразмерная величина, определяющая их форму. Слу­

чай 𝜏 = 1 соответствует сферическим неоднородностям, 𝜏 ≪ 1 плоским, и

𝜏 → ∞ вытянутым, похожим на иголку. Параметризация здесь выбрана так,

чтобы объём одной неоднородности 𝑣 = (2𝜋)3/2𝑠3 не зависел от параметра 𝜏 .

Добавим теперь к описанию неоднородностей повороты, используя матри­

цу вращений �̂�. Есть множество способов задать такую матрицу. Для конкре­

тики параметризуем её сферическими углами 𝜙R ∈ [0, 2𝜋] и 𝜃R ∈ [0, 𝜋]:

�̂� =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑐2𝜙𝑐𝜃 + 𝑠2𝜙 𝑐𝜙𝑠𝜙(𝑐𝜃 − 1) 𝑐𝜙𝑠𝜃

𝑐𝜙𝑠𝜙(𝑐𝜃 − 1) 𝑐2𝜙 + 𝑠2𝜙𝑐𝜃 𝑠𝜙𝑠𝜃

−𝑐𝜙𝑠𝜃 −𝑠𝜙𝑠𝜃 𝑐𝜃

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.39)

где 𝑐𝜙 = cos𝜙R, 𝑠𝜙 = sin𝜙R, 𝑐𝜃 = cos 𝜃R и 𝑠𝜃 = sin 𝜃R. Данная матрица

поворачивает единичный вектор {0, 0, 1} в направлении единичного вектора

𝑣 = {𝑐𝜙𝑠𝜃, 𝑠𝜙𝑠𝜃, 𝑐𝜃} и, следовательно, имеет свойство �̂�−1𝑣 = {0, 0, 1}.

Матрица �̂� в повёрнутой системе координат имеет вид �̂��̂��̂�−1= �̂��̂�𝑂ᵀ в

силу того, что для матрицы вращения справедливо тождество: �̂�−1 = 𝑂 .T Ана­

логично, (�̂��̂�𝑂 )T−1 = �̂��̂�−1𝑂 ,T а 𝑞 �T�𝑛 в повёрнутой системе координат нужно

заменить на 𝑞ᵀ�̂�𝑝𝑛. Тогда для Фурье-образа повёрнутой функции неоднородно­

стей имеем

̃︀𝐼(𝑞) =
𝑣

𝑉
̃︀𝐽(𝑞) 𝑒−

1
2𝑞 �̂��̂�−1𝑂 �T�, (2.40)̃︀𝐽(𝑞) =

∑︁
𝑛

𝑎𝑛𝑒
−𝚤𝑞 �̂�𝑝𝑛. (2.41)
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Кроме усреднения по всем углам поворота 𝜙R и 𝜃R, выражения, содержащие̃︀𝐼(𝑞), нужно усреднить по случайным позициям неоднородностей 𝑝𝑛. Функция̃︀𝐼 зависит от этих позиций только через множитель 𝐽 . В качестве примера кон­

фигурационного усреднения, вычислим среднеквадратичное значение 𝐽 :⟨
| ̃︀𝐽(𝑞)|2

⟩
=

⟨∑︁
𝑛

∑︁
𝑛′

𝑎𝑛𝑎𝑛′𝑒𝚤𝑞
′T �̂�(𝑝𝑛−𝑝𝑛′)

⟩
= 𝑁⟨𝑎2𝑛⟩,

где 𝑁 — количество неоднородностей в репрезентативном объёме. Последнее

равенство имеет место в предположении неперекрывающихся неоднородностей,

для которых усреднение экспоненты дает дельта символ Кронекера, позволяю­

щий избавиться от одного суммирования. Подобным образом можно показать,

что различные 𝑚-произведения ̃︀𝐽 , такие, как, например, тройное произведение

| ̃︀𝐽(𝑞)|2 Re𝐽(𝑞) или четверное произведение | ̃︀𝐽(𝑞)|4, при усреднении по конфи­

гурациям неоднородностей дают величину 𝑁⟨𝑎𝑚𝑛 ⟩, которая не зависит от 𝑞.

Предположим, что направление оси локальной анизотропии не привязано

к выделенным осям формы частицы. Это означает, что все выражения для сече­

ний малоуглового рассеяния нейтронов нужно также усреднить по случайной

ориентации лёгкой оси.

Теперь у нас есть все инструменты, необходимые для вычисления сечений

малоуглового рассеяния нейтронов образцами с малыми случайными неодно­

родностями, локально модифицирующими намагниченность насыщения, кон­

станту анизотропии и обмен.

2.5. Сечения малоуглового рассеяния нейтронов во втором порядке

Как уже было сказано в §1.7, сечения малоуглового рассеяния нейтронов

(1.99), (1.100) пропорциональны второй степени намагниченности. Разложения
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её компонент (2.26), (2.27) начинаются с членов первого порядка по ̃︀𝐼. Это зна­

чит, что разложения сечений рассеяния начинаются с членов второго порядка.

Для простоты предположим, что направление оси анизотропии постоян­

но внутри каждой неоднородности (но ориентировано случайно в разных), так

что ̃︀𝑑X = 𝛿 cos𝜙A sin 𝜃A, ̃︀𝑑Y = 𝛿 sin𝜙A sin 𝜃A, и ̃︀𝑑Z = 𝛿 cos 𝜃A. Подставляя компо­

ненты намагниченности (2.26), (2.27) в выражения для параллельного (1.100) /

перпендикулярного (1.99) макроскопического магнитного сечения малоуглового

рассеяния нейтронов и проводя усреднение по направлениям оси анизотропии

⟨𝐹 ⟩A =
1

4𝜋

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

𝐹 sin 𝜃A d𝜙A d𝜃A, (2.42)

получим

dΣ
‖
M

dΩ
= 8𝜋3𝑉 𝑏2H𝑀

2
0 ⟨̃︀𝐼2⟩ 𝜅2

15ℎ𝑞2
, (2.43)

dΣ⊥
M

dΩ
= 8𝜋3𝑉 𝑏2H𝑀

2
0 ⟨̃︀𝐼2⟩ [︂ 𝜅2 cos2 𝛼

15(ℎ𝑞 + sin2 𝛼)2
+

𝜅2

15ℎ𝑞2
+

+
(3 + 4ℎ𝑞 − cos 2𝛼) sin2 2𝛼

8(ℎ𝑞 + sin2 𝛼)2

]︂
, (2.44)

где введён угол в плоскости детектора (𝑞Y = 0) для перпендикулярного сечения

рассеяния 𝑞Z = 𝑞 cos𝛼, 𝑞Y = 𝑞 sin𝛼, а угловые скобки обозначают усреднение по

ориентации репрезентативного объёма (𝜙R, 𝜃R). Для гауссовых неоднородностей

(2.36)−(2.38) это усреднение можно провести аналитически, что даёт ⟨̃︀𝐼2⟩ =

𝑁⟨𝑎2𝑛⟩(𝑣/𝑉 )2Υ(𝑞𝑠, 𝜏) с функцией

Υ(𝜇, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑒−

𝜇2

𝜏

√
𝜋

2𝜇

√︀
𝜏

1−𝜏3Erfi(𝜇
√︁

1−𝜏3

𝜏 ) 𝜏 < 1

𝑒−𝜇2

𝜏 = 1

𝑒−
𝜇2

𝜏

√
𝜋

2𝜇

√︀
𝜏

𝜏3−1Erf(𝜇
√︁

𝜏3−1
𝜏 ) 𝜏 > 1

, (2.45)

где используется функция ошибок Erf(𝑧) = (2/
√
𝜋)
∫︀ 𝑧

0 𝑒
−𝑡2 d𝑡 и её мнимая часть

Erfi(𝑧) = Erf(𝚤𝑧)/𝚤. Зависимость Υ(𝜇, 𝜏) от формы частицы, заданной парамет­

ром 𝜏 , для различных значений 𝜇 = 𝑞𝑠 построена на рисунке 2.1.
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Рисунок 2.1. Зависимость усреднённого квадрата функции неоднородностей

⟨̃︀𝐼2⟩ = 𝑁⟨𝑎2𝑛⟩(𝑣/𝑉 )2Υ(𝑞𝑠, 𝜏) от формы включений 𝜏 для различных значений

𝜇 = 𝑞𝑠 в диапазоне от 0 до 2 с равным шагом 0.1. ⟨̃︀𝐼2⟩ имеет экстремум для

сферической формы включений (𝜏 = 1). Левая часть графика соответствует

сплюснутым неоднородностям, правая — вытянутым

Параллельное сечение во втором порядке (2.43) полностью изотропно в

плоскости детектора (𝑞Z = 0), в то время как перпендикулярное (2.44), кроме

изотропного члена 𝜅2

15ℎ𝑞
2 , содержит два слагаемых, которые зависят от 𝛼. Одно

из них обусловлено эффектом анизотропии, а другое имеет чисто магнитоста­

тическое происхождение. График угловой зависимости этих членов приведен

на рисунке 2.2.

В соответствии с определением ℎ𝑞 = ℎ+𝐿2
0𝑞

2, величина ℎ𝑞 принимает зна­

чения, начиная от величины внутреннего поля ℎ > 0 и до некоторого бо́льшего

предельного значения, заданного обменной константой и параметрами детекто­

ра нейтронов. Можно выделить два разных режима: когда величина ℎ𝑞 мала

(малое поле ℎ и 𝑞2 много меньше обратного квадрата обменной длины 1/𝐿2
0) и

когда величина ℎ𝑞 велика (либо когда поле ℎ велико, либо когда 𝑞 велико при
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Рисунок 2.2. Угловая зависимость анизотропных членов в макроскопическом

перпендикулярном сечении малоуглового рассеяния нейтронов (2.44) при раз­

ных значениях ℎ𝑞: а — первый и б — третий члены

малом ℎ). В первом из этих случаев угловая зависимость обоих анизотропных

членов демонстрирует анизотропию второго порядка в плоскости детектора и

производит сечение рассеяния в виде восьмёрки с резкими максимумами вдоль

𝛼 = 0, 𝜋. Вместе с изотропным гало, описываемым вторым членом в (2.44),

это даёт недавно обнаруженную экспериментально [11] форму сечения рассея­

ния [123] показанную на рисунке 2.3. По своей форме это сечение напоминает

популярную пиктограмму неопознанного летающего объекта (НЛО).

При больших ℎ𝑞 угловая зависимость первого и третьего членов в урав­
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Рисунок 2.3. Магнитное сечение малоуглового рассеяния нейтронов (построен­

ное, опуская множитель 8𝜋3𝑉 𝑏2H𝑀
2
0𝑁⟨𝑎2𝑛⟩(𝑣/𝑉 )2) в малых полях ℎ = 0.01 и при

малых 𝑞 в образце со сферическими (𝜏 = 1) гауссовыми включениями. Осталь­

ные параметры следующие: 𝜅 = 1, 𝑠 = 1, 𝐿0 = 1. Шаг контуров соответствует

значениям с шагом 100. В центре расположен очень резкий максимум. Вставка

показывает аналогичное сечение рассеяния, измеренное в [11] и показанное там

на рисунке 2b

нении (2.44) разная. Первый член имеет анизотропию второго порядка, в то

время как второй асимптотически приближается к (1 − cos 4𝛼)/(4ℎ𝑞) с ани­

зотропией четвёртого порядка. Это свидетельствует о возможности разделить

вклады анизотропии и магнитостатического взаимодействия при помощи Фу­

рье-анализа сечений рассеяния при больших ℎ𝑞 (при достаточно больших ℎ или

вдоль внешнего края сечений, измеренных в меньших полях).

При больших 𝑞 оба магнитных сечения рассеяния асимптотически прибли­

жаются (в случае сферических гауссовых включений с 𝜏 = 1) к ∝ 𝑒−𝑠2𝑞2(𝑠𝑞)−4,
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где 𝑠 обозначает размер включения. Другие предположения о профиле включе­

ний (например, профиль с резкой границей) могут привести к другой асимпто­

тической зависимости.

2.6. Эффект третьего порядка в сечении рассеяния нейтронов

Структура решения второго порядка для компонент намагниченности (2.30),

(2.31) подобна структуре решения первого порядка, с той лишь разницей, что

теперь магнитостатические эффекты также дают вклад в 𝐹X и 𝐹Y. Эти функ­

ции играют в решениях второго порядка ту же роль, что и функции ̃︀𝐾X и ̃︀𝐾Y

в решениях первого порядка, хоть они и имеют другую зависимость от направ­

ления и величины 𝑞-вектора.

Главная проблема с этими и другими вкладами высоких порядков теории

возмущений в физические свойства заключается в том, что они, как правило,

очень малы. Если при этом присутствуют эффекты низких порядков, то они

полностью маскируют эффекты высоких порядков. С другой стороны, анализ

эффектов высоких порядков часто позволяет извлечь независимую информа­

цию о системе, которая другим образом не доступна. Отсюда следует, что же­

лательно создать такие экспериментальные условия, при которых вклады низ­

ких порядков взаимоуничтожаются за счёт симметрии и измеряемые эффекты

обусловлены исключительно вкладами членов высокого порядка малости. Так

эти вклады можно сделать доступными для анализа.

В задаче о магнитном рассеянии нейтронов наноструктурированным по­

ликристаллическим материалом в перпендикулярной геометрии рассеяния это

можно сделать, рассмотрев следующую комбинацию значений измеренного се­
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чения рассеяния:

∆Σ⊥
M =

dΣ⊥
M

dΩ

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

− 2
dΣ⊥

M

dΩ

⃒⃒⃒⃒
𝛼=𝜋/2

, (2.46)

где 𝛼 входит в определение вектора рассеяния 𝑞⊥ = 𝑞{0, sin𝛼, cos𝛼}. Она пред­

ставляет собой разность сечения рассеяния вдоль направления внешнего поля

𝑞 ‖ 𝑂𝑍 и удвоенного сечения рассеяния в направлении 𝑞 ‖ 𝑂𝑌 , перпендикуляр­

ном внешнему полю в плоскости детектора.

Как можно убедиться из уравнения (2.44), эта комбинация тождественно

равна нулю во втором порядке теории возмущений. Причём это её свойство со­

храняется как в присутствии неоднородностей константы анизотропии 𝜅 > 0,

так и в случае неоднородностей обменной константы 𝜖 > 0. Оно справедливо и

в случае негауссова профиля неоднородностей в силу того, что усреднённая по

ориентациям неоднородностей величина ⟨̃︀𝐼2⟩ зависит только от длины вектора

𝑞, но не от его направления. Это свойство также не зависит от предположения,

что профиль неоднородностей анизотропии пропорционален профилю неодно­

родностей намагниченности насыщения ̃︀𝐼k = 𝜅̃︀𝐼. Другими словами, взаимоуни­

чтожение членов второго порядка в ∆Σ⊥
M является универсальным свойством

сечений рассеяния, не зависящим от конкретной модели неоднородностей.

В следующем (третьем) порядке вклады 𝐹X и 𝐹Y точно также сокращают­

ся и ∆Σ⊥
M принимает особенно простой вид

∆Σ⊥
M = 32𝜋3𝑉 𝑏2H𝑀

2
0 ⟨𝐹Z

̃︀𝐼⟩⃒⃒⃒
𝑞Z=0

, (2.47)

где 𝑞 = 𝑞Y, 𝐹Z определено уравнением (2.22), а угловые скобки обозначают трой­

ное (конфигурационное, по направлениям, и по направлениям оси анизотропии)

усреднение.

Для конкретного примера, предположим сферическую форму включений

(𝜏 = 1), которая делает усреднение по ориентации включений ненужным. То­

гда усредняя по реализациям неоднородностей и направлениям локальных осей
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анизотропии, получим

∆Σ⊥
M = 32𝜋3 𝑏2H𝑀

2
0 𝜌 𝑣

2 ⟨𝑎3𝑛⟩ [𝜅2𝑔A(𝑞𝑠) + 𝑔MS(𝑞𝑠)], (2.48)

где 𝜌 = 𝑁/𝑉 — плотность включений. Безразмерные функции нормированного

волнового вектора 𝑔A(𝜇) и 𝑔MS(𝜇), которые также зависят от параметров ℎ и 𝜆 =

𝐿0/𝑠 описаны в Приложении 2.1 и построены на рисунках 2.4 и 2.5. Оставшиеся

в них интегралы произошли от свёртки в определении функции 𝐹Z.

Зависимость разности ∆Σ⊥
M в третьем порядке теории возмущений (2.48)

от 𝜇 для рассматриваемых сферических гауссовых неоднородностей представ­

ляет собой спадающую экспоненту. Только для малых значений поля ℎ эта зави­

симость становится резче при малых значениях 𝜇. Для очень малой амплитуды

неоднородностей анизотропии 𝜅 такой, что в сечении доминирует функция 𝑔MS,

можно получить отрицательные значения разности ∆Σ⊥
M при 𝜇 ∼= 1.5. При этом

сечение рассеяния остаётся положительным.

Описанный здесь эффект третьего порядка ещё предстоит обнаружить и

проанализировать экспериментально.

2.7. Рассеяние в присутствии антисимметричного обмена

До сих пор здесь рассматривались ахиральные системы, у которых пра­

вая и левая спиральная закрутка намагниченности имеют одинаковую энергию.

Рассмотрим теперь магнетик с взаимодействием Дзялошинского-Мория (анти­

симметричным обменом), которое приводит к нарушению хиральной симметрии

магнитных текстур и, как следствие, к невзаимности рассеяния нейтронов.

В простейшем случае это взаимодействие можно учесть в магнетике с ку­

бической кристаллической решёткой путём добавления к лагранжиану энер­
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Рисунок 2.4. Функции 𝑔A(𝜇, ℎ, 𝜆) (сплошные линии) и их приближения спада­

ющими экспонентами (линии из точек) для различных значений ℎ при фикси­

рованном 𝜆 (верхний график) и для разных значений 𝜆 при фиксированном ℎ

(нижний график)

гии изотропного антисимметричного обмена (1.35) (см. §1.2.4). Константа взаи­

модействия Дзялошинского-Мория, определяющая силу этого взаимодействия,

имеет размерность [𝐷] = Дж м−2.

В кристаллическом материале, содержащем в группе точечной симмет­

рии инверсию, глобальное взаимодействие Дзялошинского-Мория усредняется

в нуль и 𝐷 = 0. Если же этот материал поликристаллический с границами зё­

рен и другими дефектами, ненулевое среднее взаимодействие Дзялошинского­

Мория симметрией не запрещено, а значит может возникнуть. Конечно, это
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Рисунок 2.5. Функции 𝑔MS(𝜇, ℎ, 𝜆). Кривые соответствуют тому же набору па­

раметров, что и на рисунке 2.4

взаимодействие локализовано в области границ зёрен и точечных дефектов, но

именно там, в рассматриваемой здесь задаче о слабонеоднородных образцах,

намагниченность насыщения и отклоняется от направления поля. Вдалеке от

областей, где локализовано изменение магнитных параметров, намагниченность

всё равно лежит параллельно полю (и ненулевое значение 𝐷 на неё никак не

влияет), а значит предположение о пространственной однородности константы

𝐷 может быть хорошей моделью для слабонеоднородных образцов.

Соответствующий (1.35) вклад в эффективное поле имеет вид

𝐻DM = −𝐿D[∇×𝑀 ], (2.49)
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где 𝐿D = 𝐷/(𝜇0𝛾B𝑀
2
S) — длина Дзялошинского-Мория, измеряющая силу этого

взаимодействия относительно магнитостатического. Для конкретных расчётов

в этом параграфе используются параметры материала, приведенные в Табли­

це 2.1. Значения 𝐷 соответствуют поверхностному взаимодействию Дзялошин­

ского-Мория [77], объёмные значения обычно на порядок меньше [168, 169], но

эксперименты, как правило, проводятся на гетероструктурах, в которых по­

верхностный вклад доминирует. В таком материале 𝐿E
∼= 𝐿D

∼= 5 нм. Малые

пространственные флуктуации 𝐿D и 𝐿E сейчас не рассматриваются. Они дают

вклад второго порядка малости в уравнения для намагниченности, а интерес­

ные эффекты проявляют себя уже в первом порядке. В силу этого 𝐿D и 𝐿E = 𝐿0

нужно понимать как средние по объёму образца.

В Фурье-пространстве

̃︀H𝐷𝑀(q) = −𝚤𝐿D[𝑞 × ̃︁𝑀 ] ∼=

∼= −𝚤𝐿D

{︁
𝑞Y𝑀0

̃︀𝐼m − 𝑞Z̃︁𝑀Y, 𝑞Z̃︁𝑀X − 𝑞X𝑀0
̃︀𝐼m, 𝑞X̃︁𝑀Y − 𝑞Ỹ︁𝑀X

}︁
,

(2.50)

где последнее равенство справедливо в первом порядке по степеням амплитуды

неоднородностей материала.

Подставляя в уравнения Брауна выражение для полного эффективного

поля в виде суммы (2.15), (2.16), (2.17), (2.50) и разложение намагниченности

(2.19) в первом порядке по степеням амплитуды неоднородностей, получим сле­

дующую систему уравнений для 𝑚(1)
X , 𝑚(1)

Y

(ℎ𝑞 + 𝑞2𝐿2
0)̃︀𝑚(1)

X + 𝑥𝑞(𝑧𝑞̃︀𝐼m + 𝑥𝑞 ̃︀𝑚(1)
X + 𝑦𝑞 ̃︀𝑚(1)

Y ) + 𝚤𝑞𝐿D(𝑦𝑞̃︀𝐼m − 𝑧𝑞 ̃︀𝑚(1)
Y ) = ̃︀𝐾X,

(ℎ𝑞 + 𝑞2𝐿2
0)̃︀𝑚(1)

Y + 𝑦𝑞(𝑧𝑞̃︀𝐼m + 𝑥𝑞 ̃︀𝑚(1)
X + 𝑦𝑞 ̃︀𝑚(1)

Y ) − 𝚤𝑞𝐿D(𝑥𝑞̃︀𝐼m − 𝑧𝑞 ̃︀𝑚(1)
X ) = ̃︀𝐾Y,

где ̃︀𝐾X и ̃︀𝐾Y определены уравнениями (2.25).

Эту линейную систему несложно решить

̃︀𝑚(1)
X =

𝑝( ̃︀𝐾X(1 + 𝑝𝑦2𝑞) − 𝑝 ̃︀𝐾Y(𝑥𝑞𝑦𝑞 − 𝚤𝑞𝐿D𝑧𝑞))

1 + 𝑝(𝑥2𝑞 + 𝑦2𝑞) − 𝑝2𝑞2𝐿2
D𝑧

2
𝑞

−
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Таблица 2.1. Магнитные и структурные параметры, использованные при вы­

числении Фурье-компонент и сечений рассеяния материала с хиральным взаи­

модействием. Значение 𝜅 обсуждается в Приложении 2.2

𝜇0𝑀0 [Тл] 1.0

𝐴 [пДж м−1] 10

𝐷 [мДж м−2] 2

𝜅
√︀

15/2

𝑅 [нм] 8

−𝑝(𝚤(1 + 𝑝)𝑞𝐿D𝑦𝑞 + (1 + 𝑝𝑞2𝐿2
D)𝑥𝑞𝑧𝑞)̃︀𝐼m

1 + 𝑝(𝑥2𝑞 + 𝑦2𝑞) − 𝑝2𝑞2𝐿2
D𝑧

2
𝑞

, (2.51)

̃︀𝑚(1)
Y =

𝑝( ̃︀𝐾Y(1 + 𝑝𝑥2𝑞) − 𝑝 ̃︀𝐾X(𝑥𝑞𝑦𝑞 + 𝚤𝑞𝐿D𝑧𝑞))

1 + 𝑝(𝑥2𝑞 + 𝑦2𝑞) − 𝑝2𝑞2𝐿2
D𝑧

2
𝑞

−

−𝑝(−𝚤(1 + 𝑝)𝑞𝐿D𝑥𝑞 + (1 + 𝑝𝑞2𝐿2
D)𝑦𝑞𝑧𝑞)̃︀𝐼m

1 + 𝑝(𝑥2𝑞 + 𝑦2𝑞) − 𝑝2𝑞2𝐿2
D𝑧

2
𝑞

, (2.52)

где 𝑝 = 𝑝(ℎ, 𝑞) = 1/(ℎ + 𝑞2𝐿2
0), а выражения для ̃︀𝑚(1)

X и ̃︀𝑚(1)
Y отличаются за­

меной 𝑋 ↔ 𝑌 (соответственно, 𝑥𝑞 ↔ 𝑦𝑞) и изменением знака перед 𝚤, что и

является причиной невзаимности. В пределе, когда взаимодействие Дзялошин­

ского-Мория отсутствует (𝐿D = 0), эти выражения переходят в (2.26) и (2.27).

Для иллюстрации вычислим теперь магнитные текстуры в реальном про­

странстве в каком-нибудь простом случае. Например, для периодической ре­

шётки круговых неоднородностей [170]. Неоднородности необходимы, иначе у

вектора намагниченности нет никаких причин отклониться от направления од­

нородного внешнего (внутреннего) поля. Предположим, что поле направлено

вдоль оси 𝑂𝑍 и рассмотрим периодический в плоскости 𝑋𝑂𝑌 массив макроско­

пических столбчатых неоднородностей в виде круговых (радиуса 𝑅) цилиндров,

оси которых параллельны оси 𝑂𝑍. Внутри каждой неоднородности величина
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намагниченности насыщения немного (на величину ∆𝑀S ≪𝑀0) отличается от

её величины снаружи. Предположим, что неоднородности расположены в узлах

периодической решётки 𝐿 = 𝑖𝑎1+𝑗𝑎2, где 𝑖,𝑗 — целые числа, а 𝑎1,𝑎2 — векторы

решётки. Для единичной квадратной решётки 𝑎1 = {1, 0, 0}, 𝑎2 = {0, 1, 0}; для

гексагональной 𝑎1 = {1, 0, 0}, 𝑎2 = {−1/2,
√

3/2, 0}. Этим векторам соответ­

ствуют векторы обратной решётки 𝑏1 и 𝑏2, такие, что (𝑎𝑛 · 𝑏𝑚) = 2𝜋𝛿𝑛𝑚. Для

единичной квадратной решётки 𝑏1 = 2𝜋{1, 0, 0}, 𝑏2 = 2𝜋{0, 1, 0}; для гексаго­

нальной 𝑏1 = 2𝜋{1, 1/
√

3, 0}, 𝑏2 = 2𝜋{0, 2/
√

3, 0}. Такой профиль намагничен­

ности насыщения можно представить в виде ряда Фурье

𝑀S(𝑟) = 𝑀0

(︃
1 +

∆𝑀S

𝑀0

2𝜋𝑅

|𝑎1 × 𝑎2|

∞∑︁′

𝑖,𝑗=−∞

𝐽1(𝑞𝑅)

𝑞
𝑒𝚤𝑞·𝑟

)︃
, (2.53)

где суммирование ведётся по всем q = 𝑖b1 + 𝑗b2, кроме 𝑖, 𝑗 = 0 (что обозначено

штрихом, рядом со знаком суммы). Независимое от координат слагаемое ис­

ключается, чтобы гарантировать 𝑀0 = ⟨𝑀S(𝑟)⟩. Выражение под знаком суммы

(включая множитель перед суммой) представляет собой Фурье-образ функции

неоднородностей ̃︀𝐼m. Предположим, что профиль неоднородностей анизотро­

пии пропорционален профилю неоднородностей намагниченности насыщения̃︀𝐼k = 𝜅̃︀𝐼m. Ось анизотропии выберем не зависящей от положения в материале и

направленной под углом 45∘ к оси 𝑂𝑍 и к осям в плоскости 𝑋𝑂𝑌 . Это соответ­

ствует ̃︀𝑑X = 𝛿 cos𝜙A sin 𝜃A, ̃︀𝑑Y = 𝛿 sin𝜙A sin 𝜃A, и ̃︀𝑑Z = 𝛿 cos 𝜃A с 𝜙A = 𝜃A = 𝜋/4.

Тогда из (2.25) следует, что ̃︀𝐾X = ̃︀𝐾Y = ̃︀𝐼m/2. Подставляя эти выражения

и (2.53) в (2.51), (2.52) получим после вычисления обратного преобразования

Фурье магнитные текстуры, показанные на рисунке 2.6.

Как видно из рисунка 2.6а, векторы намагниченности больше всего от­

клоняются от направления поля вблизи границ неоднородностей — там, где

намагниченность насыщения меняется. Эта локализация зависит от величины

обменной константы, увеличение которой, как показано на рисунке 2.6б, умень­

шает резкость переходных областей. Включение анизотропии (рисунок 2.6в),
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Рисунок 2.6. Магнитные текстуры в реальном пространстве, соответствующие

решению (2.51), (2.51). Слабые неоднородности намагниченности (амплитудой

∆𝑀S/𝑀S = 0.1) представляют собой цилиндры радиуса 𝑅 = 0.3, с осями, па­

раллельными оси 𝑂𝑍 и центрами, расположенными в узлах а — квадратной или

б,в,г гексагональной решётки с горизонтальным периодом 1. Все длины здесь

измеряются относительно периода решётки. Остальные параметры следующие:

а — 𝐿D = 1, ℎ = 1, 𝐿E = 0.01, ̃︀𝐾X = ̃︀𝐾Y = 0; б — то-же, кроме 𝐿E = 0.2; в —

то-же, кроме ̃︀𝐾X = ̃︀𝐾Y = 3; г — то-же, кроме 𝐿D = −1. Штриховкой показаны

области неоднородностей (уменьшенной намагниченности насыщения)
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действует подобно магнитному полю, лежащему в плоскости решётки, смещая

центры вихрей. Это происходит потому что директор оси анизотропии имеет

компоненту, параллельную внешнему магнитному полю (лежащему перпенди­

кулярно плоскости картинки). В присутствии такой скошенной оси внешнее

поле делает одно из направлений вдоль оси анизотропии более энергетически

выгодным. Изменение знака константы взаимодействия Дзялошинского-Мория

(рисунок 2.6в) меняет хиральность всей магнитной текстуры на противополож­

ную и, как следствие, вихри (под действием того же, что и раньше, внешне­

го поля) смещаются в противоположную сторону. Важно также отметить, что

распределения намагниченности на рисунках 2.6б –г кроме основных вихрей в

центре каждой неоднородности, содержат также два дополнительных вихря на

ячейку и три седла (антивихря). Причём количество и положения этих особен­

ностей подчиняются универсальным топологическим ограничениям, которые

установлены в §6.4.

Вернёмся теперь к вычислению сечений рассеяния для нанокристалличе­

ского материала со случайно расположенными сферическими неоднородностя­

ми. Основными ингредиентами здесь являются средние квадраты Фурье-компо­

нент вектора намагниченности. В случае перпендикулярной геометрии рассея­

ния, когда пучок нейтронов направлен вдоль оси 𝑂𝑌 , потребуются усреднённые

квадраты компонент намагниченности и перекрёстный член при 𝑞X = 0, входя­

щие в выражение для сечения рассеяния (1.95). Проводя усреднение по формуле

(2.42) с учётом сказанного в Приложении 2.2 получим

⟨|̃︀𝑚(1)
X |2⟩⊥ =

|̃︀𝐼|2m𝑝2(((1 + 𝑝)𝑦2𝑞 + 𝑧2𝑞)2𝜅2 + (15(1 + 𝑝)2𝑦2𝑞 + 𝑝2𝑧2𝑞𝜅
2)𝑞2𝐿2

D)

15(1 + 𝑝𝑦2𝑞 − 𝑝2𝑧2𝑞𝑞
2𝐿2

D)2
,

⟨|̃︀𝑚(1)
Y |2⟩⊥ =

|̃︀𝐼|2m𝑝2(𝜅2 + 𝑧𝑞
2(𝑝2𝜅2𝑞2𝐿2

D + 15𝑦2𝑞(1 + 𝑝𝑞2𝐿2
D)2)

15(1 + 𝑝𝑦2𝑞 − 𝑝2𝑧2𝑞𝑞
2𝐿2

D)2
,

𝐶⊥ =
2|̃︀𝐼|2m𝑝2𝑦𝑞𝑧𝑞(1 + 𝑝2𝑞2𝐿2

D)

(1 + 𝑝)𝑦2𝑞 + 𝑧2𝑞 − 𝑝2𝑧2𝑞𝑞
2𝐿2

D

,

(2.54)
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где 𝐶⊥ = −⟨̃︀𝑚(1)
Y ̃︀𝑚(1)

Z + ̃︀𝑚(1)
Y ̃︀𝑚(1)

Z ⟩. Для параллельной геометрии вычисления

проводятся аналогично, только Фурье-компоненты нужно усреднять при 𝑞Z =

0, потому что пучок нейтронов теперь направлен вдоль оси 𝑂𝑍

⟨|̃︀𝑚(1)
X |2⟩‖ =

|̃︀𝐼|2m𝑝2(((1 + 𝑝)2𝑦2𝑞 + 𝑥2𝑞)𝜅2 + 15(1 + 𝑝)2𝑦2𝑞𝑞
2𝐿2

D)

15(1 + 𝑝)2
,

⟨|̃︀𝑚(1)
Y |2⟩‖ =

|̃︀𝐼|2m𝑝2(((1 + 𝑝)2𝑥2𝑞 + 𝑦2𝑞)𝜅2 + 15(1 + 𝑝)2𝑥2𝑞𝑞
2𝐿2

D)

15(1 + 𝑝)2
,

𝐶‖ =
2|̃︀𝐼|2m𝑝2𝑦𝑞𝑥𝑞(𝑝(2 + 𝑝)𝜅2 + 15(1 + 𝑝)2𝑞2𝐿2

D)

15(1 + 𝑝)2
,

(2.55)

где 𝐶‖ = −⟨̃︀𝑚(1)
X ̃︀𝑚(1)

Y + ̃︀𝑚(1)
X ̃︀𝑚(1)

Y ⟩. В случае сферических неоднородностей ̃︀𝐼m ∝

𝑗1(𝑞𝑅)/(𝑞𝑅), где 𝑗1 — сферическая функция Бесселя первого порядка. Функции

(2.54) и (2.55) изображены на рисунках 2.7 и 2.8.

Как видим, Фурье-компоненты и в случае параллельной, и в случае пер­

пендикулярной геометрии рассеяния сильно анизотропны. Но если вычислить

сечения рассеяния по формулам (1.95) и (1.96), подставив в них усреднённые

квадраты компонент намагниченности (2.54) и (2.55), то окажется, что парал­

лельное сечение рассеяния, показанное на рисунке 2.9, полностью изотропно

в плоскости детектора. В то время как перпендикулярное сечение рассеяния,

показанное на рисунке 2.10, всё ещё имеет нетривиальную структуру. Такая

ситуация является скорее правилом, чем исключением. Поэтому в дальнейшем

чаще обсуждаются свойства перпендикулярных сечений рассеяния. Знание за­

висимости сечения рассеяния от волнового вектора позволяет решить путём

подгонки ряд обратных задач. Таких, например, как определение магнитных

параметров материала (𝐿0, 𝐿D) и параметров системы неоднородностей в нём.

Сосредоточимся всё же здесь на общих свойствах этих сечений.

Одно из этих свойств, в случае хиральной магнитной текстуры — невзаим­

ность, когда прохождение нейтронов в прямом и обратном направлении через

образец приводит к разным результатам измерений. Такая ситуация может сло­

житься если образец вращает поляризацию падающих нейтронов. В рамках
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Рисунок 2.7. Усреднённые Фурье-компоненты намагниченности (2.54) в пер­

пендикулярной геометрии для сферических неоднородностей намагниченности

насыщения. Сверху вниз: ⟨|̃︀𝑚(1)
X |2⟩⊥, ⟨|̃︀𝑚(1)

Y |2⟩⊥, 𝐶𝑇⊥ слева направо меняется

значение внутреннего поля ℎ = 0.5, 1.5, 10. Остальные параметры приведены в

Таблице 2.1
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Рисунок 2.8. Усреднённые Фурье-компоненты намагниченности (2.54) в парал­

лельной геометрии для сферических неоднородностей намагниченности насы­

щения. Сверху вниз: ⟨|̃︀𝑚(1)
X |2⟩‖, ⟨|̃︀𝑚(1)

Y |2⟩‖, 𝐶𝑇‖ слева направо меняется значение

внутреннего поля ℎ = 0.5, 1.5, 10. Остальные параметры приведены в Табли­

це 2.1
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Рисунок 2.9. Сечение рассеяния нейтронов в параллельной геометрии (когда

пучок нейтронов параллелен внешнему магнитному полю) магнетика с взаимо­

действием Дзялошинского-Мория. Графики слева направо соответствуют зна­

чениям внутреннего поля ℎ = 0.5, 1.5, 10. Остальные параметры приведены в

Таблице 2.1

изложенной выше схемы этот вопрос можно рассмотреть количественно.

Чтобы отследить изменение поляризации пучка нейтронов в процессе рас­

сеяния рассмотрим следующую безразмерную разность

2𝚤𝜒 =
1

8𝜋3𝑉 𝑏2H𝑀
2
0

(︃
dΣ⊥

M
−+

dΩ
− dΣ⊥

M
+−

dΩ

)︃
, (2.56)

где из выражений для сечений рассеяния с переворотом спина (1.105) следует,

что

𝜒(𝑞) =
(︁̃︀𝑚X ̃︀𝑚Y − ̃︀𝑚X ̃︀𝑚Y

)︁
cos2 𝛼−

(︁̃︀𝑚X ̃︀𝑚Z − ̃︀𝑚X ̃︀𝑚Z

)︁
sin𝛼 cos𝛼. (2.57)

В этом выражении появляются два новых перекрёстных члена, которые также

несложно вычислить

𝐶SF1
⊥ =

2𝚤|̃︀𝐼|2m𝑝2𝑧𝑞𝑞𝐿D(15(1 + 𝑝)𝑥2𝑞 + 𝑝(2 + 𝑝𝑥2𝑞)𝜅2 + 15𝑝(1 + 𝑝)𝑥2𝑞𝑞
2𝐿2

D)

15(1 + 𝑝𝑥2𝑞 − 𝑝2𝑧2𝑞𝑞
2𝐿2

D)2

𝐶SF2
⊥ = −2𝚤|̃︀𝐼|2m𝑝(1 + 𝑝)𝑥𝑞𝑞𝐿D

1 + 𝑝𝑥2𝑞 − 𝑝2𝑧2𝑞𝑞
2𝐿2

D

(2.58)
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Рисунок 2.10. Сечение рассеяния нейтронов в перпендикулярной геометрии

(когда пучок нейтронов перпендикулярен внешнему магнитному полю) магне­

тика с взаимодействием Дзялошинского-Мория. Графики слева направо соот­

ветствуют значениям внутреннего поля ℎ = 0.5, 1.5, 10. Остальные параметры

приведены в Таблице 2.1

где 𝐶SF1
⊥ = ̃︀𝑚X ̃︀𝑚Y − ̃︀𝑚X ̃︀𝑚Y и 𝐶SF2

⊥ = ̃︀𝑚X ̃︀𝑚Z − ̃︀𝑚X ̃︀𝑚Z. Тогда (2.57) можно пред­

ставить в виде 𝜒 = 𝐶SF1
⊥ 𝑦2𝑞 − 𝐶SF2

⊥ 𝑦𝑞𝑧𝑞 или, подставляя (2.58),

−2𝚤𝜒 =
4|̃︀𝐼|2m𝑝𝑧𝑞𝑞𝐿D(15(1 + 𝑝)2𝑥2𝑞 + 𝑝2(2 + 𝑝𝑥2𝑞)𝑧2𝑞𝜅

2)

15(1 + 𝑝𝑥2𝑞 − 𝑝2𝑧2𝑞𝑞
2𝐿2

D)2
. (2.59)

Эти разности сечений рассеяния показаны на рисунке 2.11. Видно, что в за­

висимости от величины приложенного внешнего поля их анизотропия меняет

порядок от второго к четвёртому. Эти выражения находятся в превосходном со­

гласии с экспериментом [170] и позволяют, в дополнение к известному эффекту

возникновения хиральности в слоистых гетероструктурах [171] за счёт нару­

шения симметрии на интерфейсах, показать возможность её возникновения в

объёмных магнетиках со структурными дефектами, даже если их идеальная

кристаллическая структура содержит центр инверсии.

Подгоняя экспериментальные данные выражениями для неполяризован­

ных сечений, можно найти значение 𝐿D и, таким образом, подтвердить (или
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Рисунок 2.11. Разность сечений рассеяния с переворотом спина 2𝚤𝜒(𝑞) в

перпендикулярной геометрии магнетика с взаимодействием Дзялошинского­

Мория. Графики слева направо соответствуют значениям внутреннего поля

ℎ = 0.3, 0.6, 1.0, 3.5. Остальные параметры приведены в Таблице 2.1

опровергнуть) наличие антисимметричного обмена в материале. Измерение раз­

ности сечений с поворотом спина 2𝚤𝜒(𝑞) открывает более прямой путь к детек­

тированию хиральности. В её отсутствии 2𝚤𝜒(𝑞) = 0. Кроме того, в 2𝚤𝜒(𝑞)

константа 𝐿D входит в первом порядке, а значит измерение 𝐿D при помощи

поляризованных нейтронов позволяет определить не только величину 𝐷, но и

её знак.

Наконец, из вида выражения (2.59) можно сказать, что невзаимность в

рассеянии поляризованных нейтронов слабонеоднородными магнетиками с вза­

имодействием Дзялошинского-Мория (𝐿2
D > 0) возникает всегда, хотя виды

магнитных текстур, тесно связанные с формой и распределением неоднородно­

стей материала, могут сильно отличаться.
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2.8. Рассеяние нейтронов магнитным вихрем

В предыдущем параграфе рассмотрен случай, когда магнитному материа­

лу присуща хиральность на микроскопическом уровне (взаимодействие Дзяло­

шинского-Мория) и показано, как она проявляет себя при рассеянии нейтронов.

Тем не менее, хиральные магнитные текстуры могут формироваться в ферро­

магнетике и без сколько-нибудь значительных микроскопических хиральных

взаимодействий, а просто в силу спонтанного нарушения симметрии, когда про­

извольно (в силу предыстории) реализуется одно из двух равноправных ста­

бильных состояний с противоположной хиральностью.

Простым примером хирального состояния нехирального ферромагнетика

является магнитный вихрь в тонком планарном наноэлементе цилиндрической

формы. Магнитные вихри более подробно рассмотрены в §3.6, где получено при­

ближённое выражение для распределения намагниченности в этом состоянии,

и в Главе 4, где исследованы их равновесные свойства и сосуществование с дру­

гими магнитными фазами. Здесь, воспользовавшись выражением для вихревой

магнитной текстуры в круговом цилиндре из §3.6, вычислим соответствующее

сечение малоуглового рассеяния нейтронов.

Как уже было сказано в §1.6, компоненты намагниченности удобно выра­

зить при помощи функции 𝑤(𝑧, 𝑧) комплексной переменной 𝑧 = 𝑍+ 𝚤𝑌 , исполь­

зуя стереографическую проекцию

𝑚Z + 𝚤𝑚Y =
2𝑤(𝑧, 𝑧)

1 + 𝑤(𝑧, 𝑧)𝑤(𝑧, 𝑧)
,

𝑚X =
1 − 𝑤(𝑧, 𝑧)𝑤(𝑧, 𝑧)

1 + 𝑤(𝑧, 𝑧)𝑤(𝑧, 𝑧)
,

(2.60)

где в отличие от (1.60) компоненты вектора намагниченности переставлены так,

чтобы (в соответствии с соглашением этой Главы) магнитное поле было направ­

лено вдоль оси 𝑂𝑍. При этом нейтроны в перпендикулярной геометрии рассея­
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ния движутся перпендикулярно плоскости цилиндра вдоль оси 𝑂𝑋.

Как показано в §3.5 и §3.6, комплексную функцию, соответствующую (воз­

можно смещённому из центра) вихрю в тонком круговом ферромагнитном ци­

линдре, можно записать в виде

𝑤(𝑧, 𝑧) =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑧) |𝑓(𝑧)| ≤ 1

𝑓(𝑧)/
√︁
𝑓(𝑧)𝑓(𝑧) |𝑓(𝑧)| > 1,

𝑓(𝑧) = 𝚤 𝑐
𝑧

𝑝
+ 𝐴− 𝐴

𝑧2

𝑝2
,

(2.61)

где скалярный параметр 𝑐 задаёт размер ядра магнитного вихря (области, где

намагниченность выходит из плоскости торца цилиндра), скалярный параметр

𝑝 регулирует нормальные к стенке цилиндра компоненты намагниченности (он

позволяет описывать квазиоднородные состояния намагниченности в цилиндре,

которые рассмотрены в §4.6), а параметр 𝐴 управляет смещением центра вих­

ря из центра цилиндра. В этом параграфе положим 𝑝 = 𝑅, но сохраним этот

параметр в некоторых промежуточных формулах. Магнитные текстуры, соот­

ветствующие различным значениям параметра 𝐴, приведены на рисунке 2.12.

Смещение центра вихря может быть вызвано приложением внешнего маг­

нитного поля в плоскости цилиндра. Соответствующая экспериментальная пет­

ля гистерезиса квадратного массива далеко отстоящих друг от друга (а значит

практически изолированных) планарных магнитных цилиндров субмикронно­

го радиуса приведена на рисунке 2.13. Её можно схематически изобразить, ис­

пользуя только прямые линии: две параллельные линии под наклоном и две

горизонтальные. Смещение магнитного вихря, показанное на рисунке 2.12б, со­

ответствует увеличению параметра |𝐴| в (2.61) и происходит при движении

вдоль петли гистерезиса по наклонным линиям. Две горизонтальные линии со­

ответствуют состоянию вблизи магнитного насыщения, подобного состоянию

на рисунке 2.12г с 𝑐 = 0 и |𝑝| ≫ 1. Штриховые вертикальные линии на петле

обозначают резкие переходы между двумя этими состояниями (как, например,
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переход между вихревым состоянием и квазиоднородным, который рассмотрен

в §4.5). Приближение петли гистерезиса прямыми линиями хуже всего работает

в области этих переходов, но даже в их непосредственной окрестности отклоне­

ние от прямых линий не так уж велико.

В рамках этой простой модели, вдоль гистерезисной петли намагничен­

ность находится либо в состоянии (смещенного) магнитного вихря (|𝐴| < |𝑐|/2,

𝑝 = 𝑅), либо в (квази)однородном состоянии (𝑐 = 0, 𝑝 > 𝑅). Линейность участ­

ков петли гистерезиса при малых полях подсказывает, что линейного прибли­

жения по смещению центра вихря должно быть достаточно для дальнейшего

рассмотрения.

Для вычисления сечения рассеяния нейтронов магнитным цилиндром в

состоянии (смещённого) магнитного вихря перейдём сначала к более удобным

(но менее универсальным) переменным, сделав замену 𝐴 = 𝑎𝑐 и предположив,

что 𝑝 = 𝑅 в уравнении (2.61):

𝑓(𝑧) = 𝑐

(︂
𝚤
𝑧

𝑅
+ 𝑎− 𝑧2𝑎

𝑅2

)︂
, (2.62)

где |𝑎| ≪ 1 — безразмерный малый параметр, связанный со смещением центра

магнитного вихря. Уравнение границы ядра вихря |𝑓(𝑧)| = 1 можно решить в

полярных координатах {𝑍,𝑋} = 𝑟{cos𝜙, sin𝜙} с точностью до членов первого

порядка по 𝑎
𝑅V(𝜙)

𝑅
=

1

𝑐
+ 𝑎

(︂
1 +

1

𝑐2

)︂
sin𝜙+ . . . (2.63)

Область 0 < 𝑟 < 𝑅V представляет собой ядро вихря. Ядру соответствует первая

строчка в определении 𝑤 из уравнения (2.61). Конфигурация намагниченности

в нём описывается мероморфной функцией комплексной переменной (как отме­

чалось в §1.6) — “солитоном”. Область 𝑅V < 𝑟 < 𝑅 содержит конфигурацию,

соответствующую второй строчке в определении 𝑤 из уравнения (2.61) — “ме­

рон” (она обсуждается в §3.5). Солитон и мерон непрерывно переходят друг в
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Рисунок 2.12. Векторные поля намагниченности, соответствующие магнитному

вихрю в круговом цилиндре (2.61) при 𝑝 = 𝑅 = 1, 𝑐 = 10 и разных значениях

параметра 𝐴: а — центрированный магнитный вихрь при 𝐴 = 0; б — смещённый

магнитный вихрь при |𝐴| < 𝑐/2; в — состояние типа “C” при |𝐴| > 𝑐/2; и г —

состояние типа “лист” при |𝐴| ≫ 𝑐
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Рисунок 2.13. Типичная гистерезисная петля массива слабо взаимодействую­

щих цилиндров субмикронного радиуса, допускающего существование магнит­

ных вихрей. Экспериментальные точки взяты из [172]. Вставка схематически

изображает массив, направления осей координат и приложенного магнитного

поля. Прямые сплошные и штриховые линии соответствуют простой теоретиче­

ской модели этой петли (см. обсуждение в тексте)

друга на границе ядра вихря. Вследствие этой непрерывности интегралы вида

𝐼 =

∫︁ 𝑅V(𝑎)

0

𝑠(𝑟, 𝑎) d𝑟 +

∫︁ 𝑅

𝑅V(𝑎)

𝑢(𝑟, 𝑎) d𝑟, (2.64)

где 𝑠(𝑅V(𝑎), 𝑎) = 𝑢(𝑅V(𝑎), 𝑎), не содержат членов, связанных с границей ядра

и, как следствие, их можно непосредственно раскладывать в ряды Тейлора по

малому параметру 𝑎:

𝐼 =

∫︁ 𝑅V(0)

0

𝑠(𝑟, 𝑎) d𝑟 +

∫︁ 𝑅

𝑅V(0)

𝑢(𝑟, 𝑎) d𝑟 + (2.65)

+𝑎

(︃∫︁ 𝑅V(0)

0

𝜕𝑠(𝑟, 𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑎=0

d𝑟 +

∫︁ 𝑅

𝑅V(0)

𝜕𝑢(𝑟, 𝑎)

𝜕𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑎=0

d𝑟

)︃
+ . . . ,
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где 𝑅V(0) = 𝑅/𝑐 — радиус ядра центрированного вихря. Такие интегралы ти­

пичны при вычислении Фурье-разложений компонент вектора намагниченно­

сти, входящих в выражения для сечения рассеяния. Результаты их вычисления

даны в Приложении 2.3. Соответствующее перпендикулярное сечение рассея­

ния нейтронов ферромагнитным цилиндром с вихрем для разных значений 𝑝,

𝑐 и 𝑎 приведено на рисунке 2.14.

Если пренебречь вкладом ядра вихря (которое обычно имеет размер по­

рядка 20 нм), то разложение второго порядка для перпендикулярного сечения

рассеяния можно представить алгебраически при помощи функций Бесселя и

Струве:

dΣ⊥
M

dΩ

1

4𝑏2H𝑉𝑀
2
S

=
𝜋2(𝐽1𝐻0 − 𝐽0𝐻1)

2

4𝑘2
− 𝐽2

1 sin2 𝛼

𝑘2
+

+
𝑎2((2𝑘 + 𝜋(1 − 𝑘2)𝐻0)𝐽1 − (2𝑘2 + 𝜋(1 − 𝑘2)𝐻1)𝐽0)

2 sin2 𝛼

4𝑘4
,

(2.66)

где 𝐽𝑛 = 𝐽𝑛(𝑘) и 𝐻𝑛 = 𝐻𝑛(𝑘) обозначают, соответственно, функции Бессе­

ля и функции Струве, вычисленные при значении аргумента 𝑘 = 𝑞𝑅, 𝑞 =

𝑞{0, sin𝛼, cos𝛼} и 𝑉 = 𝜋𝑅2𝐿. В данном случае пучок падающих нейтронов

направлен вдоль оси 𝑂𝑋 и вихрь, смещённый магнитным полем, приобретает

ненулевую 𝑍-компоненту намагниченности. Значение параметра 𝑎 пропорци­

онально величине приложенного поля 𝐻. Коэффициент пропорциональности

можно вычислить из экспериментально измеренной петли гистерезиса и теоре­

тического выражения для намагниченности цилиндра с вихрем 𝑀Z/𝑀S = 2𝑎/3,

которое справедливо при используемых здесь предположениях 𝑎 ≪ 1 и 𝑝 = 𝑅.

Выражение (2.66) в частном случае центрированного вихря (𝑎 = 0) уже было

использовано в работе [173], где получило независимую проверку.

Из верхней строки на рисунке 2.14 видно, что в магнитном сечении рассе­

яния доминирует член 𝐽2
1 sin2 𝛼/𝑘2, связанный с магнитным насыщением, кото­

рый полностью маскирует эффект от смещения магнитного вихря. Это связано

с определением магнитного сечения (см. §1.7.3), которое предполагает вычита­
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Рисунок 2.14. Перпендикулярное сечение рассеяния нейтронов ферромагнит­

ным диском единичного радиуса 𝑅 = 1, содержащего центрированный (слева,

𝑎 = 0) или смещенный (справа, 𝑎 = 0.4) магнитный вихрь с 𝑐 = 5 и 𝑝 = 1. Сме­

щение вихря соответствует намагниченности частицы 𝑀Z/𝑀S = 2/3·0.4 ≃ 0.27,

которая, считывая с рисунка 2.13, примерно соответствует внешнему полю

𝐻 = 0.6 кЭ для образца из [172]. В верхней строке показано магнитные сечения

рассеяния (1.99) так, как оно обычно определено. Нижняя строка показывает

то же сечение, но с добавленным обратно членом 𝐽2
1 sin2 𝛼/𝑘2, соответствующим

магнитному насыщению
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ние “фонового” сечения рассеяния, измеренного на образце в состоянии магнит­

ного насыщения. Такая процедура хороша при анализе рассеяния нейтронов

магнитными текстурами, близкими к магнитному насыщению. Но в существен­

но неоднородном вихревом состоянии вычитание такого “фонового” сигнала (ха­

рактеризующегося значительными магнитными зарядами на торце цилиндра,

которые дают существенный вклад в рассеяние) лишь искажает слабый сигнал

от вихревого состояния.

Вклад в сечение рассеяния от однородного состояния легко вычислить. Он

зависит от формы частицы и для кругового цилиндра (выражение приведено в

предыдущем абзаце) — только от его радиуса 𝑅, который входит в определение

𝑘. Чтобы увидеть тонкую структуру малоугловых сечений рассеяния в состо­

яниях, далёких от насыщения, удобно вернуть этот “фоновый” член обратно в

магнитное сечение рассеяния dΣ⊥
M/dΩ. Скорректированные таким образом се­

чения изображены в нижней строке рисунка 2.14. Благодаря этой процедуре,

становится заметным нарушение симметрии, связанное со смещением центра

магнитного вихря от оси цилиндра. Такие скорректированные сечения можно

представить в виде суммы двух членов — нулевого и второго порядка по 𝑎,

которые показаны раздельно на рисунке 2.15. Бо́льшие смещения вихря соот­

ветствуют бо́льшему весу второго слагаемого в этой сумме.

Заметьте, что и слагаемое, соответствующее насыщению, которое домини­

рует в верхней строке рисунка 2.14, и слагаемое, соответствующее смещению

вихря (правая картинка на рисунке 2.15), пропорциональны 𝐴 sin2 𝛼 с положи­

тельным 𝐴. Они дают вклад в сечение, выглядящий как вертикальная вось­

мёрка в координатах {𝑞X, 𝑞Z}. Но в магнитном сечении рассеяния (2.66) насы­

щенный “фон” вычитается, а то время как член, соответствующий смещению

вихря, входит со знаком “+”. Именно поэтому восьмёрка на рисунке 2.14 стоит

вертикально в верхнем ряду и лежит горизонтально на правой нижней картин­

ке. В обоих случаях центры каждой восьмёрки на рисунке 2.14 соответствуют
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Рисунок 2.15. Вклады в скорректированное сечение рассеяния нейтронов маг­

нитным цилиндром с вихрем (нижняя строка на рисунке 2.14) нулевого (слева)

и второго (справа) порядка по 𝑎

локальным минимумами сечения рассеяния.

Отметим, что Фурье-компоненты намагниченности магнитного вихря, при­

веденные в Приложении 2.3, уже в нулевом порядке по 𝑎 содержат как действи­

тельные, так и мнимые слагаемые. Это приводит к появлению отличной от нуля

разности (2.56) сечений рассеяния с переворотом спина 2𝚤𝜒. Вычисляя эту вели­

чину по формуле (2.57), получим в простейшем случае центрированного вихря

(𝑎 = 0):

2𝚤𝜒 =
16𝛾2 cos𝛼 sin2 𝛼𝐺1(𝑘𝛾)(2𝑘2𝛾2𝐹1(𝑘𝛾) + 𝐹2(𝑘) − 𝐹2(𝑘𝛾))

𝑘2
, (2.67)

где 𝑘 = 𝑞𝑅, 𝛾 = 𝑅/𝑐.

Таким образом, даже в отсутствии хиральных членов в магнитном лагран­

жиане, возникающие в результате спонтанного нарушения симметрии магнит­

ные текстуры, приводят к невзаимности в рассеянии нейтронов.
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Выводы к Главе 2

2.1 Получены выражения для магнитной текстуры слабонеоднородного фер­

ромагнетика до второго порядка теории возмущений с учётом неоднород­

ностей намагниченности насыщения, обменной константы и константы од­

ноосной анизотропии. Амплитуда неоднородностей выступает в качестве

малого параметра.

2.2 Рассчитаны сечения рассеяния наноструктурированным слабонеоднород­

ным ферромагнетиком в третьем порядке теории возмущений. Найдены

условия, при которых эффекты первого и второго порядков взаимоуничто­

жаются и становится возможным измерение эффектов третьего (и выше)

порядка.

2.3 Рассчитано сечение рассеяния нейтронов кубическим слабонеоднородным

ферромагнетиком с антисимметричным обменным вкладом (взаимодей­

ствие Дзялошинского-Мория). Показано, что неизбежно возникающая в

таком магнетике хиральная магнитная текстура всегда приводит к невза­

имности при рассеянии поляризованных нейтронов.

2.4 Рассчитано сечение рассеяния нейтронов цилиндрической наночастицей

с магнитным вихрем на базе пробных функций, полученных в Главе 3.

Показано, что, несмотря на отсутствие хиральных членов в магнитном

лагранжиане, невзаимность при рассеянии нейтронов возникает как ре­

зультат спонтанного нарушения хиральной симметрии.

Результаты опубликованы в статьях [11–14].
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Приложение 2.1

Функции 𝑔A и 𝑔MS появляются как результат вычисления среднего зна­

чения ⟨𝐹Z
̃︀𝐼⟩ по случайному расположению неоднородностей, направлению оси

анизотропии и ориентации включений (если они не сферические), где 𝐹Z опре­

делено уравнением(2.22), а ̃︀𝐼 уравнением (2.35). Функция 𝐹Z содержит свёртки

решений первого порядка для векторного поля намагниченности (2.26), (2.27),

которые, в свою очередь, пропорциональны ̃︀𝐼. Для их вычисления удобнее всего

перейти от тройного суммирования к тройному интегрированию по формуле∑︁
𝑞

. . . =
𝑉

(2𝜋)3

∫︁∫︁∫︁
. . . d3𝑞, (2.68)

и проинтегрировать по всему 𝑞-пространству в сферических координатах. Несмот­

ря на это, даже в простейшем случае сферических включений (для которых

усреднение по ориентации не нужно), полные выражения слишком сложны для

того, чтобы их здесь представить; они опубликованы в виде файла системы

Mathematica в приложении к работе [12] и построены на рисунках 2.4 и 2.5

сплошными линиями.

Относительно простая формула может быть получена для значений 𝑔A и

𝑔MS при 𝜇 = 0

𝑔|𝜇=0 =

∞∫︁
√
1+ℎ

𝑒−(𝑝2−1−ℎ)/𝜆2

𝑢(𝑝)
√︀
𝑝2 − 1 − ℎ

2
√

2𝜋𝜆3
d𝑝, (2.69)

где функции 𝑢(𝑝) определены

𝑢A =

𝑝(3𝑝2−1)
(𝑝2−1)2 + coth−1 𝑝

15𝑝2
, (2.70)

𝑢MS = −3𝑝+ (3𝑝2 − 1) coth−1 𝑝. (2.71)

Также, можно получить простое аналитическое выражение для асимптотики
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𝑔A при больших ℎ

𝑔A(ℎ≫ 1) =
𝑒−3𝜇2/4

30
√

2ℎ2
. (2.72)

Приложение 2.2

При усреднении по направлениям анизотропии в расчёте сечения рассея­

ния традиционно [123,133,174] используется усреднение только лишь по азиму­

тальному углу

⟨𝐹 ⟩A,traditional =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝐹 d𝜙A, (2.73)

после подстановки ̃︀𝐾X = 𝐾 cos𝜙A и ̃︀𝐾Y = 𝐾 sin𝜙A.

В работе [12] была получена явная форма (2.25) зависимости коэффици­

ентов ̃︀𝐾X и ̃︀𝐾Y от направления оси анизотропии. Это позволяет провести трёх­

мерное усреднение по направлениям, используя ̃︀𝐾X = 𝐾 cos𝜙A sin 𝜃A cos 𝜃A,̃︀𝐾Y = 𝐾 sin𝜙A sin 𝜃A cos 𝜃A и интегрируя по всем сферическим углам (2.42).

В литературе до сих пор часто используется формула (2.73). Эффект от

такого двумерного усреднения не очень принципиален и может быть скомпенси­

рован перенормировкой эффективной амплитуды флуктуаций константы ани­

зотропии. В рассматриваемом случае она сводится к умножению на
√︀

15/2,

после чего формулы, использующие трёхмерное усреднение (2.42), дают тот же

результат для сечения рассеяния, что и формулы с двумерным усреднением

(2.73).

Именно поэтому в Таблице 2.1 𝜅 принято равным
√︀

15/2, что даёт возмож­

ность непосредственно сравнивать полученные здесь результаты с литератур­

ными, вычисленными при 𝜅 = 1. Все формулы в этой работе, предполагающие

усреднение по направлениям оси анизотропии, используют трёхмерное усредне­
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ние (2.42).

Приложение 2.3

Параллельные и перпендикулярные сечения (обычно, и в рассматривае­

мом случае) выражаются в системах координат, таких, что пучок нейтронов

движется вдоль направления 𝑂𝑍 или 𝑂𝑌 соответственно, а внешнее поле все­

гда направлено вдоль оси 𝑂𝑍. Здесь представлены Фурье-компоненты намагни­

ченности в системе координат, соответствующей перпендикулярной геометрии

рассеяния нейтронов (см. рисунок 1.8). Отметим также, что в параллельной

геометрии, когда магнитное поле приложено параллельно оси цилиндра, маг­

нитный вихрь не смещается (𝑎 = 0).

Фурье-образы компонент намагниченности в вихревом состоянии (2.61)

вплоть до членов первого порядка малости по 𝑎 (применимом в достаточно

широкой области малых полей, см. рисунок 2.13) можно выразить как:

̃︁𝑀 𝑖 = 𝑀S𝐿𝑅
2
(︀̃︀𝜇0𝑖 + 𝑎̃︀𝜇1𝑖 +𝑂(𝑎2)

)︀ 1√
2𝜋

sin(𝐿𝑞Y/2)

𝐿𝑞Y/2

где 𝑖 = 𝑋,𝑌 , 𝑍 — индекс координатной оси декартовой системы координат, а

безразмерные величины ̃︀𝜇:

{̃︀𝜇0Z, ̃︀𝜇0X} = 𝚤 ̃︀𝜇0⊥{sin𝛼,− cos𝛼},

̃︀𝜇0⊥ =
2𝑝2𝐹1(𝛾𝑘)

𝑐2
+
𝐹2(𝑘) − 𝐹2(𝛾𝑘)

𝑘2̃︀𝜇0Y = ̃︀𝜇0‖ = 𝛾2𝐺1(𝛾𝑘),

где 𝑘 = 𝑞⊥𝑅, 𝛾 = 𝑝/𝑐 и вектор 𝑞⊥ = {𝑞Z, 𝑞Y} = 𝑞⊥{cos𝛼, sin𝛼} представлен в по­

лярной системе координат как {𝑞⊥, 𝛼}. Из-за нарушения аксиальной симметрии
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при смещении вихря, выражения для членов первого порядка сложнее:

̃︀𝜇1Z =
1

𝑝

(︂
2𝛾3

(︀
𝑐2𝐹3(𝛾𝑘) − 𝐹4(𝛾𝑘) + (1 − 𝑐2) cos 2𝛼𝐹5(𝛾𝑘)

)︀
+

+
1

𝑘3

(︁
cos2 𝛼

(︀
𝐹6(𝛾𝑘) − 𝐹6(𝑘) + 𝑘2𝑝2 (𝐹7(𝑘) − 𝐹7(𝛾𝑘))

)︀
+

+ cos 2𝛼
(︀
𝐹2(𝑘) − 𝐹2(𝛾𝑘) + 𝑘2𝑝2 (𝐹8(𝛾𝑘) − 𝐹8(𝑘))

)︀ )︁)︂
,

̃︀𝜇1X = sin 2𝛼

(︂
𝑝

2𝑘
(𝐹10(𝛾𝑘) − 𝐹10(𝑘)) +

+
2(1 − 𝑐2)𝑝2

𝑐3
𝐹5(𝛾𝑘) +

1

2𝑝𝑘3
(𝐹9(𝑘) − 𝐹9(𝛾𝑘))

)︂
,

̃︀𝜇1Y = −4𝚤𝑝2

𝑐3
(︀
𝑐2𝐺2(𝛾𝑘) +𝐺3(𝛾𝑘)

)︀
sin𝛼.

Слагаемые, пропорциональные 𝐹𝑖(𝛾𝑘) и 𝐺𝑖(𝛾𝑘), соответствуют ядру вихря. Они

зануляются в пределе 𝑐 → ∞. Остальные члены, пропорциональные 𝐹𝑖(𝑘), со­

ответствуют меронной части магнитной текстуры.

Специальные функции 𝐹𝑗(𝑥) и 𝐺𝑗(𝑥) определены следующим образом:

𝐹1(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌2𝐽1(𝑥𝜌)

1 + 𝜌2
d𝜌, 𝐹2(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝜌𝐽1(𝜌) d𝜌,

𝐹3(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌𝐽0(𝑥𝜌)

(1 + 𝜌2)2
d𝜌, 𝐹4(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌5𝐽0(𝑥𝜌)

(1 + 𝜌2)2
d𝜌,

𝐹5(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌3𝐽2(𝑥𝜌)

(1 + 𝜌2)2
d𝜌, 𝐹6(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝜌2𝐽0(𝜌) d𝜌,

𝐹7(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝐽0(𝜌) d𝜌, 𝐹8(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

(𝐽1(𝜌)/𝜌) d𝜌,

𝐹9(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝜌2𝐽2(𝜌) d𝜌, 𝐹10(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝐽2(𝜌) d𝜌,

𝐺1(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌(1 − 𝜌2)𝐽0(𝑥𝜌)

1 + 𝜌2
d𝜌,

𝐺2(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌2𝐽1(𝑥𝜌)

(1 + 𝜌2)2
d𝜌, 𝐺3(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝜌4𝐽1(𝑥𝜌)

(1 + 𝜌2)2
d𝜌.

Функции ̃︀𝜇 изображены на рисунке 2.16.
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Рисунок 2.16. Фурье-представления компонент намагниченности вихревого со­

стояния цилиндра (2.61) в плоскости 𝑞X = 0 для 𝑝 = 1 и 𝑐 = 2. Сверху вниз: ̃︀𝜇Z,̃︀𝜇X, ̃︀𝜇Y. Левая половина соответствует центрированному вихрю ̃︀𝜇0, правая по­

казывает Фурье-представления членов первого порядка ̃︀𝜇1 по 𝑎. Так как Фурье­

компоненты либо чисто действительные, либо чисто мнимые, здесь изображены

действительные или мнимые их части соответственно
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Глава 3. Микромагнетизм в комплексных переменных

3.1. Введение

Основная задача микромагнетизма состоит в нахождении стабильных и

метастабильных магнитных текстур в конечных магнетиках с реалистичным

лагранжианом (включающим, как минимум, обменное и магнитостатическое

взаимодействие). Она имеет точное решение лишь в одном случае — для од­

нородно намагниченного эллипсоида [175]. И только потому что в этом случае

размагничивающее поле внутри эллипсоида является однородным [3]. И хоть

сфера, бесконечный цилиндр и плёнка — суть эллипсоиды, всё равно этот слу­

чай покрывает лишь незначительное подмножество форм магнитных элемен­

тов, используемых на практике.

Кроме того, остаётся открытым вопрос о рассмотрении неоднородных маг­

нитных текстур. Для них можно воспользоваться методом последовательных

приближений и строить разложения по малому параметру, характеризующе­

му отклонение намагниченности от однородного состояния, как это сделано в

§2.3. Но, во-первых (и это справедливо для теории возмущений в целом), в

каждом следующем порядке выражения становятся всё более громоздкими и

во-вторых, как типично для сильно нелинейных задач, асимптотический ряд по­

следовательных приближений даёт уменьшение погрешности с ростом порядка

разложения лишь для малых порядков, а при больших порядках погрешность

расходится. Кроме теории приближения к насыщению и теории магнитного рас­

сеяния нейтронов, разложения по малым отклонениям векторов намагниченно­

сти от однородного состояния нашли (основное) своё применение в линейной
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теории спиновых волн [49,176]. А разложения следующего (третьего по малым

отклонениям в уравнении движения) порядка позволяют построить теорию дис­

персионных солитонов огибающей спиновых волн [177, 178], которые описыва­

ются нелинейным уравнением Шрёдингера.

Для построения теории топологических солитонов — существенно нелиней­

ных конфигураций намагниченности, не подходят даже разложения высоких по­

рядков. Это потому что, как обсуждалось в §1.6, намагниченность в текстуре с

ненулевым топологическим зарядом обязательно должна полностью покрывать

сферу Римана (содержать все направления намагниченности), причём, столько

раз каково значение топологического заряда. Для описания таких полных обо­

ротов, разложение в ряды намагниченности относительно любого её фиксиро­

ванного направления должно содержать все степени её отклонений, а значит

никакой пользы от его использования нет.

Поэтому основой теории магнитных текстур стал метод Ритца [91]. В при­

менении к магнетизму его суть состоит в замене вариационной задачи по на­

хождению минимальной по энергии магнитной текстуры на задачу о миними­

зации функции некоторого количества скалярных переменных. Такой функци­

ей становится магнитный лагранжиан, вычисленный в предположении, что на­

магниченность описывается некоторой, зависящей от скалярных параметров,

пробной функцией. Чем ближе пробная функция к точному решению вариа­

ционной задачи, тем ниже получается соответствующая ей равновесная (ми­

нимальная) энергия, вычисленная по методу Ритца. Этим методом была по­

строена приближённая (но очень точная и безусловно полезная на практике)

теория доменных границ, которая в частном случае тонкой изотропной магнит­

ной плёнки, разбиралась в §1.5. С его же помощью строится теория доменных

структур [1, 2, 86,179] в конечных образцах и тонких плёнках.

В этой Главе представлена приближённая теория существенно-нелинейных

магнитных текстур в конечных образцах, имеющих форму цилиндра (с произ­
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вольной формой основания), которая не использует разложений намагниченно­

сти в ряды Тейлора. При этом конкретный вид пробных функций не постулиру­

ется, а они выводятся из магнитного лагранжиана при помощи метода “после­

довательной минимизации”, описанного ниже. Эти магнитные текстуры можно

компактно представить на языке функций комплексной переменной для случая

цилиндров различной формы — как конечных, так и бесконечных (например,

полосы). Они описывают как одновихревые, так и многовихревые магнитные

состояния и будут использованы в рамках метода Ритца для дальнейшего ис­

следования статических (Глава 4) и динамических (Глава 5) свойств цилиндри­

ческих планарных наноэлементов. В качестве примеров получены явные выра­

жения для магнитных текстур в круговом цилиндре, треугольном цилиндре,

квадратном цилиндре, и в полосе.

На этом же языке здесь выражена магнитная текстура доменной границы

с перетяжками. Она представляет собой конденсированное состояние магнит­

ных топологических солитонов (скирмионов) и вся в целом также является

скирмионом. Рассчитана равновесная энергия такой границы и показано, что в

некотором диапазоне толщин плёнок она имеет энергию ниже энергии домен­

ных границ Блоха и Нееля.

3.2. Постановка задачи

Рассмотрим цилиндр с произвольной формой основания, показанный на

рисунке 3.1 вместе с декартовой системой координат 𝑟 = {𝑋,𝑌 , 𝑍}. Ось цилин­

дра параллельна оси 𝑂𝑍, его толщина равна 𝐿, а торец (основание) представля­

ет собой область на плоскости 𝑋𝑂𝑌 , обозначенную символом 𝒟. Предположим,

что цилиндр сделан из магнитомягкого материала с намагниченностью насы­



126

Y

X

Z

L

D

Рисунок 3.1. Некруговой цилиндр и используемая в этой Главе декартова си­

стемы координат

щения 𝑀S, обменной жёсткостью 𝐶 и пренебрежимо малой кристаллической

анизотропией. Тогда можно, используя безразмерный вектор намагниченности

𝑚(𝑟) = {𝑚X,𝑚Y,𝑚Z} = 𝑀 (𝑟)/𝑀S, |𝑚| = 1, представить потенциальную энер­

гию магнитных моментов (см. §1.2) в виде

𝐸({𝑚})

𝜇0𝛾B𝑀 2
S

=

∫︁∫︁∫︁
𝒟,𝐿

⎧⎨⎩𝐿2
E

2

∑︁
𝑖=𝑋,𝑌 ,𝑍

(∇𝑚𝑖)
2 − ℎD({𝑚}) ·𝑚

⎫⎬⎭ d3𝑟, (3.1)

где 𝐿E =
√︀
𝐶/(𝜇0𝛾B𝑀 2

S) обменная длина, ∇ = {𝜕/𝜕𝑋, 𝜕/𝜕𝑌 , 𝜕/𝜕𝑍}, ℎD[𝑚] =

𝐻D/(𝛾B𝑀S) безразмерное размагничивающее поле, созданное распределением

намагниченности 𝑚(𝑟). Фигурные скобки здесь обозначают функциональную

зависимость, то есть зависимость от всей функции 𝑚(𝑟), а не только от её

значения в конкретной точке. Величины 𝐸 и ℎD являются функционалами от

𝑚(𝑟).

В статическом случае и в отсутствии макроскопических токов зависимость

ℎD({𝑚}) можно вычислить при помощи метода магнитных зарядов (см. §1.2.2).

В соответствии с этим методом, размагничивающее поле выражается в виде гра­

диента некоторого скалярного потенциала ℎD = ∇𝑢(𝑟), который, как следует
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из уравнений Максвелла, является решением уравнения Пуассона ∆𝑢 = −𝛾B𝜚

во всём пространстве с граничными условиями (1.18) в силу конечности части­

цы. Величина 𝜚 = ∇ ·𝑚 представляет собой объёмную плотность магнитных

зарядов (на поверхности частицы она пропорциональна дельта функции, умно­

женной на нормальную компоненту вектора намагниченности 𝑚 к границе).

Основное и метастабильные состояния для магнитной текстуры 𝑚(𝑟) в

цилиндре 𝒟 × 𝐿 можно получить найдя глобальный и локальные минимумы

функционала (3.1) относительно векторного поля 𝑚(𝑟). Решить аналитически

получающуюся при этом систему связанных нелинейных интегро-дифференци­

альных уравнений в частных производных на данный момент не представляется

возможным. Поэтому рассмотрим способ приближённого решения этой задачи.

3.3. Последовательная минимизация

Начнём с простой алгебраической иллюстрации. Допустим, нужно найти

минимум суммы 𝑢 = 𝑣1𝑢1 + 𝑣2𝑢2 + 𝑣3𝑢3 + 𝑣4𝑢4 четырёх функций:

𝑢1 = (𝑧 + 2)2, 𝑢2 = (𝑥+ 𝑦 − 4)2,

𝑢3 = (𝑦 − 5)2, 𝑢4 = (𝑧 − 2)2
(3.2)

трёх вещественных переменных 𝑥, 𝑦 и 𝑧 с положительными вещественными

весами 𝑣𝑖. Каждая из этих функций представляет собой параболическую по­

верхность, а веса 𝑣𝑖 задают кривизну этой поверхности. Предположим, что веса

очень сильно отличаются, взяв, например, 𝑣𝑖 = {1000, 100, 10, 1}. Минимум та­

кой суммы несложно найти (даже без предположения о сильном неравенстве

весов), он находится в точке {𝑥, 𝑦, 𝑧} = {−1, 5,−1998/1001}.

Теперь представим себе, что функции сложные и найти минимум их сум­
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мы невозможно. Но можно зато найти минимумы каждого из слагаемых по

отдельности. Суть метода последовательной минимизации заключается в том,

чтобы двигаться от функции с наибольшим весом (наибольшей кривизной в

минимуме) к функции с наименьшим, вычисляя минимум каждого следующего

слагаемого при условии, что все слагаемые перед ним уже имеют минимальное

значение.

Начнём с первого слагаемого: функция 𝑢1 имеет минимум (нулевое значе­

ние) на прямой 𝑧 = −2. Второе слагаемое — функция 𝑢2 имеет минимум при

𝑦 = 4 − 𝑥. Функция 𝑢3, при условии, что рассмотренные до этого две функции

минимальны, имеет вид (−1 − 𝑥)2, её минимальное значение достигается при

𝑥 = −1. Таким образом, последовательная минимизация приводит нас к при­

ближённому ответу {𝑥, 𝑦, 𝑧} = {−1, 5,−2} для задачи нахождения минимума

суммы 𝑢. Как видим, этот ответ не слишком отличается от точного.

Интересной особенностью описанной выше процедуры является то, что

веса 𝑣𝑖 не участвуют в ней явно. Их величина не имеет никакого значения

при минимизации каждого отдельного слагаемого. Веса определяют порядок

минимизации при получении приближённого решения. И хотя приближённое

решение больше никак от них не зависит, точное решение тем ближе к прибли­

жённому, чем дальше веса отстоят друг от друга. Например, для весов 𝑣𝑖 =

{1000000, 10000, 100, 1} точное решение {𝑥, 𝑦, 𝑧} = {−1, 5,−1999998/1000001}

ещё ближе к приближённому {𝑥, 𝑦, 𝑧} = {−1, 5,−2}.

А что если минимизировать слагаемые в другом “неправильном” порядке,

насколько приближённое решение удалится от точного ? Это несложно прове­

рить. Для этого рассмотрим все возможные перестановки весов и вычислим

расстояние от соответствующего каждой из этих перестановок точного положе­

ния минимума до приближённого решения {𝑥, 𝑦, 𝑧} = {−1, 5,−2} для исходного

упорядочения весов. Результаты такого расчёта приведены в таблице 3.1. Как

видим, “правильное” упорядочение даёт наилучшее приближение к точке ми­
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нимума, в то время как “неправильное” — наихудшее. Кроме того, видно, что

некоторые перестановки “вырождены”, как, например, перестановка весов перед

𝑢2 и 𝑢3, которая не меняет решения. Аналогичные “коммутативные” слагаемые

встречаются и при анализе микромагнитной задачи.

Функции (3.2) специально выбраны так, что каждая из них не имеет един­

ственной экстремальной точки, а уравнение для её минимума имеет множество

решений. В противном случае процедура закончилась бы после первого же сла­

гаемого, которое сразу дало бы единственное решение. Такой выбор слагаемых

для примера сделан специально потому что аналогичная ситуация имеет место

в микромагнитной задаче.

Процедуру последовательной минимизации можно оборвать на любом ша­

ге и завершить её минимизацией полной суммы всех слагаемых при условии

минимума уже рассмотренных (если эти условия упрощают задачу и делают её

осуществимой). Такое решение априори является более точным, чем продолже­

ние последовательной минимизации.

Идейно метод последовательной минимизации близок к адиабатическому

приближению (приближению Борна-Оппенгеймера), используемому для реше­

ния многочастичных квантовомеханических задач, когда степени свободы в

(квантово)механической системе разделяются на быстрые и медленные. Кри­

терием применимости адиабатического приближения является малость т.н. па­

раметра Месси, которая соответствует большому разделению энергетических

уровней, участвующих в медленном движении (по сравнению с уровнями, участ­

вующими в быстром). Параметр Месси в адиабатическом приближении также

сложно оценить a priori.

Полное математическое обоснование метода последовательной минимиза­

ции не является предметом данной работы. Здесь важно, что этот метод в при­

менении к микромагнитной задаче о планарных наноэлементах a posteriori рабо­

тает в рассмотренных ниже практических случаях и воспроизводит множество
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Таблица 3.1. Различные перестановки весов 𝑣𝑖 при минимизации функции 𝑢 =

𝑣1𝑢1+𝑣2𝑢2+𝑣3𝑢3+𝑣4𝑢4 и соответствующее каждой перестановке расстояние точ­

ного положения минимума от приближённого решения {𝑥, 𝑦, 𝑧} = {−1, 5,−2},

полученного последовательной минимизацией для весов 𝑣𝑖 = {1000, 100, 10, 1}.

Расстояние измеряется как декартова длина разности векторов {𝑥, 𝑦, 𝑧}, соот­

ветствующих решениям. Перестановки отсортированы по возрастанию рассто­

яния

{1000, 100, 10, 1} 0.003 996 {100, 10, 1, 1000} 3.636 36

{1000, 10, 100, 1} 0.003 996 {100, 1, 10, 1000} 3.636 36

{1000, 100, 1, 10} 0.039 604 {10, 1000, 1, 100} 3.636 36

{1000, 1, 100, 10} 0.039 604 {10, 1, 1000, 100} 3.636 36

{100, 1000, 10, 1} 0.039 604 {1, 1000, 100, 10} 3.636 36

{100, 10, 1000, 1} 0.039 604 {1, 100, 1000, 10} 3.636 36

{1000, 10, 1, 100} 0.363 636 {10, 100, 1, 1000} 3.636 36

{1000, 1, 10, 100} 0.363 636 {10, 1, 100, 1000} 3.9604

{100, 1000, 1, 10} 0.363 636 {1, 1000, 10, 100} 3.9604

{100, 1, 1000, 10} 0.363 636 {1, 10, 1000, 100} 3.9604

{10, 1000, 100, 1} 0.363 636 {1, 100, 10, 1000} 3.996

{10, 100, 1000, 1} 0.363 636 {1, 10, 100, 1000} 3.996
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экспериментально наблюдаемых эффектов как качественно, так и количествен­

но. Его обоснование a priori могло бы стать предметом интересной работы по

математике.

3.4. Иерархия взаимодействий в наномагните

Вернёмся к магнитному лагранжиану (3.1). Как уже сказано ранее в §1.2.2,

магнитостатическую энергию в нём, можно представить в виде энергии взаимо­

действия магнитных зарядов. Причём заряды можно разделить на два вида —

поверхностные и объёмные. Поверхностные заряды, в свою очередь, делятся

на торцевые (расположенные на торцах цилиндра) и боковые (расположенные

на его боковой поверхности). В рамках предположения о том, что намагни­

ченность не зависит от координаты 𝑍 вдоль оси цилиндра, торцевые заряды

на противоположных торцах цилиндра имеют разные знаки. Это, в частности,

означает, что энергия взаимодействия торцевых и боковых зарядов равна нулю.

Для каждого заряда на торцевой поверхности можно найти пару равных заря­

дов противоположных знаков на торцах, взаимодействие с которыми взаимно

уничтожится. По той же причине равна нулю энергия взаимодействия торце­

вых зарядов и объёмных (плотность которых, так же как и плотность боковых

зарядов не зависит от 𝑍).

Таким образом, энергию (3.1) можно представить в виде суммы

𝐸 = 𝐸EX + 𝐸MS = 𝐸EX + 𝐸FF + 𝐸SS + 𝐸SV + 𝐸VV, (3.3)

где 𝐸EX — обменная энергия, а 𝐸MS — магнитостатическая. Причём последняя

разбита на: энергию взаимодействия торцевых (по-английски “face”) зарядов

между собой 𝐸FF, энергию взаимодействия боковых (“side”) зарядов между со­
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бой 𝐸SS, энергию взаимодействия боковых с объёмными зарядами 𝐸SV и энер­

гию взаимодействия объёмных зарядов между собой 𝐸VV. Эти слагаемые уже

отсортированы в том порядке, как они будут минимизированы при решении рас­

сматриваемой задачи. Выясним теперь почему порядок именно такой. Проще

всего установить его, сравнивая слагаемые попарно.

Сначала рассмотрим обменную энергию 𝐸EX и полную магнитостатиче­

скую энергию 𝐸MS, выраженную в виде энергии взаимодействия магнитных за­

рядов (1.21). И та, и другая энергия по отдельности имеют четко определённый

глобальный абсолютный минимум, равный нулю. В случае обменной энергии

он достигается, когда намагниченность однородна в пространстве, а в случае

магнитостатической, когда магнитные заряды (поверхностные и объёмные) от­

сутствуют.

При уменьшении размера частицы “наказание” за отклонение конфигура­

ции от оптимальной (для обменного или магнитостатического слагаемого) мас­

штабируется по-разному. В обоих случаях присутствует чисто положительный

вклад, связанный с возникновением локальных вариаций векторов намагничен­

ности (градиентов или дивергенции). Но в случае магнитостатической энергии,

присутствует и отрицательный вклад (он всегда меньше положительного пото­

му что магнитостатическая энергия в целом всегда положительна), связанный

со взаимодействием локальных зарядов разных знаков.

В силу того, что магнитных монополей не существует (или, как минимум,

они не наблюдаются), общая сумма магнитных зарядов всегда равна нулю. Воз­

никающий в одном месте положительный заряд, обязательно компенсируется

возникающим в другом месте отрицательным зарядом. При уменьшении разме­

ров магнита, заряды разных знаков сближаются, а потому их положительная

собственная энергия всё больше и больше компенсируется отрицательной энер­

гией их взаимодействия. Из-за того, что аналогичного отрицательного вклада

в обменной энергии нет — в конце концов она “выигрывает” по сравнению с
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магнитостатической.

Это подтверждается и общеизвестным фактом, что частицы очень малых

размеров являются однодоменными. Такое состояние полностью “удовлетворя­

ет” обменную энергию, а магнитостатическая энергия возникающих при этом

поверхностных магнитных зарядов на магнитном состоянии практически не от­

ражается. Можно ожидать, что такая же иерархия, когда обменная энергия по

своей значимости (кривизне потенциала в минимуме) доминирует над магнито­

статической, сохраняется и в некоторой окрестности однодоменного состояния.

Это и очерчивает область применимости изложенной здесь теории.

Охарактеризовать относительную силу обменного и магнитостатического

взаимодействия можно величиной обменной длины 𝐿E, которая в типичных

ферромагнетиках принимает значения около 5–20 нм. Этими же масштабами,

порядка единиц-десятков обменных длин, и ограничивается применимость дан­

ного рассмотрения. Поэтому изложенное далее можно назвать теорией “нано­

магнетизма”.

Для упорядочения различных вкладов в магнитостатическую энергию, вы­

писанных в (3.3), отметим, что в наномасштабе (для малых частиц) поверхност­

ные эффекты доминируют над объёмными. Это значит, что энергия объёмных

зарядов 𝐸VV окажется на последнем месте в иерархии, перед ней станет энергия

взаимодействия объёмных зарядов с боковыми 𝐸SV и уже потом более важные

чисто поверхностные вклады 𝐸SS и 𝐸FF. Отсортировать между собой 𝐸SS и 𝐸FF

можно в предположении, что частица представляет собой планарный наноэле­

мент, торец которого гораздо больше по площади его боковой поверхности. Но

это не обязательно. Как будет видно далее, с точки зрения последовательной

минимизации эти два слагаемых являются “коммутативными”. Аналогично 𝑢2

и 𝑢3 в примере из §3.3 их можно минимизировать в любом порядке.

Таким образом, сортировку вкладов в полную энергию магнита (3.3) мож­

но обосновать его малым (субмикронным) размером. Из-за дальнодействующе­
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го характера магнитостатической энергии и её сильной зависимости от формы

частицы, сделать более точную оценку размеров a priori в общей постановке

задачи (§3.2) на данный момент не представляется возможным. Вместо этого,

применимость теории можно оценить a posteriori, сравнивая с экспериментом

полученные с её помощью результаты.

3.5. Топологические солитоны в ограниченной геометрии

Применим теперь метод последовательной минимизации к магнитному лаг­

ранжиану (3.1) с учётом иерархии членов (3.3). Но перед этим (что можно

считать нулевым шагом последовательной минимизации, учитывающим самый

сильный термодинамический фактор, влияющий на векторы намагниченности)

введём ограничение на длину вектора намагниченности 𝑚, выразив его в виде

стереографической проекции (1.60) через комплексную функцию 𝑤(𝑧, 𝑧) ком­

плексных переменных 𝑧 = 𝑋 + 𝚤𝑌 , 𝑧 = 𝑋 − 𝚤𝑌 , не обязательно аналитической.

Стереографическая проекция гарантирует, что для любой функции 𝑤(𝑧, 𝑧) огра­

ничение |𝑚| = 1 выполняется автоматически.

Рассмотрим первый член в иерархии (3.3) — обменную энергию (1.61). Ис­

пользуя операции комплексного дифференцирования (1.62) и опуская размер­

ные множители, его можно представить в виде (1.64). Уравнения для экстрему­

ма функционала обменной энергии уже обсуждались в §1.6, они имеют два типа

решений — солитоны (1.66), найденные в 1975-м году А.А. Белавиным и А.М.

Поляковым [7] и сингулярные мероны (1.73), найденные в 1978-м году Дэви­

дом Гроссом [106]. Оба этих семейства решений выражаются через некоторую

произвольную мероморфную функцию 𝑓(𝑧) комплексной переменной 𝑧. Будучи

решениями уравнения Эйлера, солитоны и мероны локально экстремальны, от­
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носительно обменного функционала. Это значит, что любой небольшой поворот

любого отдельного спина от его равновесного направления в одной из этих кон­

фигураций приводит к возрастанию обменной энергии.

Рассмотрим теперь следующий член в иерархии — энергию торцевых маг­

нитных зарядов 𝐸FF. В соответствии с методом последовательной минимиза­

ции, из функций, полученных на предыдущем шаге, нужно теперь выбрать

те, которые минимизируют энергию торцевых магнитных зарядов. На первый

взгляд, сделать это просто, выбрав в качестве решений мероны. Действитель­

но, так как |𝑤M| = 1, в соответствии со стереографической проекцией (1.60),

вектор намагниченности в мероне не имеет 𝑍-компоненты. Это значит, что тор­

цевые магнитные заряды тождественно равны нулю, а их магнитостатическая

энергия достигает своего абсолютного минимума — нуля. Но есть и проблема:

в точках, соответствующих нулям и полюсам функции 𝑓(𝑧), мероны (1.73) не

являются решениями уравнения Эйлера. Их обменная энергия в окрестности

этих точек стремится к бесконечности. Выйти из положения можно, заметив,

что для фиксированной функции 𝑓(𝑧) солитоны и сингулярные мероны можно

непрерывно соединить вдоль линии |𝑓(𝑧)| = 1, представив функцию 𝑤(𝑧, 𝑧) в

виде их сшивки

𝑤(𝑧, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓(𝑧)/𝑒1 |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑒1

𝑓(𝑧)/
√︁
𝑓(𝑧)𝑓(𝑧) 𝑒1 < |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑒2

𝑓(𝑧)/𝑒2 |𝑓(𝑧)| > 𝑒2

, (3.4)

где 0 < 𝑒1 < 𝑒2 < ∞ — две свободные действительные константы. Эти две

константы контролируют размер “солитонных шапок” вокруг нулей и полюсов

функции 𝑓(𝑧), позволяя установить баланс между обменной (увеличивается при

стягивании “шапок”) и магнитостатической энергией (увеличивается при рас­

ширении “шапок” за счёт увеличения количества заключённых в них торцевых

магнитных зарядов). Выражение (3.4), таким образом, будучи составленным из

решений, локально экстремальных относительно обменного функционала, поз­
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воляет, за счёт подбора констант 𝑒1 и 𝑒2, минимизировать сумму обменной и

магнитостатической энергии торцевых зарядов. Выражение (3.4) было впервые

предложено для устранения сингулярностей мерона в работе [106], но в другом

контексте, где магнитостатическая энергия не рассматривалась. Функция 𝑓(𝑧)

остаётся на данный момент произвольной.

Далее следуя методу последовательной минимизации нужно, используя

оставшуюся свободу в выборе 𝑓(𝑧), минимизировать энергию боковых зарядов.

Абсолютный минимум этой энергии достигается, как известно, когда заряды

отсутствуют вообще. Это приводит к следующей краевой задаче для функции

𝑓(𝑧):

Найти мероморфную в области 𝒟 функцию 𝑓(𝑧), такую, что

Re [𝑓(𝜁)𝑛(𝜁)] = 0,

где 𝜁 ∈ 𝜕𝒟 принадлежит границе области 𝒟, а 𝑛(𝜁) = 𝑛X + 𝚤𝑛Y —

комплексная нормаль к этой границе.

Данная краевая задача является однородной краевой задачей Римана - Гиль­

берта [180]. Её общее решение можно параметризовать при помощи некоторого

количества скалярных параметров.

Выражение (3.4) справедливо как для произвольной, так и для конкрет­

ной 𝑓(𝑧). Это значит, что второй и третий шаги проведенной выше процедуры

являются коммутативными. Порядок их проведения не влияет на результат.

На этом процедуру последовательной минимизации можно остановить.

Это значит, что для нахождения равновесных состояний необходимо теперь

вычислить полную энергию (3.1) получившихся пробных функций и миними­

зировать её по оставшимся скалярным параметрам. В Главе 4 эта процедура

проведена до конца для различных магнитных состояний в круговом цилин­

дре.
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Таким образом, для получения пробных (в терминологии метода Ритца)

магнитных текстур (нано) частицы в виде цилиндра с определённой формой ос­

нования 𝒟 нужно сначала найти функцию 𝑓(𝑧), являющуюся решением сфор­

мулированной выше задачи Римана-Гильберта, а затем, подставив эту функцию

в (3.4) и (1.60), получить выражения для компонент вектора намагниченности,

зависящие от некоторого количества скалярных параметров. В следующих па­

раграфах приведены конкретные примеры использования этого рецепта.

3.6. Магнитный вихрь в цилиндрах различной формы

Введём конформное отображение 𝑧 = 𝑇 (𝑡) внутренности единичного кру­

га |𝑡| ≤ 1 на форму торца нашего цилиндра 𝑧 ∈ 𝒟. В соответствии с теоремой

Римана, такое отображение существует для любой односвязной области 𝒟. Под

действием этого преобразования граница 𝜕𝒟 переходит в единичную окруж­

ность |𝑡| = 1, а в граничное условие теперь входит отображённая нормаль

𝑛𝑇 (𝜁) = 𝑛(𝑇 (𝜁)), где |𝜁| = 1. Мероморфные функции при конформном отобра­

жении переходят в мероморфные функции. Это означает, что, найдя мероморф­

ную функцию 𝑓(𝑡) в единичном круге, удовлетворяющую граничному условию

𝑅𝑒[𝑓(𝜁)𝑛𝑇 (𝜁)] = 0, после обратного конформного отображения 𝑡 = 𝑇 (−1)(𝑧), ко­

торое всегда определено и единственно, получим решение исходной задачи для

𝑓(𝑧) в области 𝒟.

Для задачи Римана-Гильберта можно использовать метод, предложенный

Мусхелишвили и изложенный в учебнике [180]. В рамках этого метода решение

(однородной) задачи Римана-Гильберта выражается через решение (однород­

ной) задачи Гильберта-Привалова о нахождении двух аналитических функций
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𝐹− и 𝐹+ внутри и вне единичного круга, связанных на его границе условием

𝐹−(𝜁) = 𝐴(𝜁)𝐹+(𝜁), (3.5)

где 𝐴(𝜁) = −𝑛𝑇 (𝜁)/𝑛𝑇 (𝜁).

Решение 𝑓(𝑡) внутри единичного круга задачи Римана-Гильберта тогда

даётся выражением [180]

𝑓(𝑡) =
𝑎0𝑡

2 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2
𝑒𝐹+(𝑡)

+
𝑎0 + 𝑎1𝑡+ 𝑎2𝑡

2

𝑒𝐹−(1/𝑡)
(3.6)

𝐹 (𝑡) =
1

2𝜋𝚤

∮︁
|𝜁|=1

log[−𝜁2𝑛𝑇 (𝜁)/𝑛𝑇 (𝜁)]

𝜁 − 𝑡
d𝜁, (3.7)

где 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 — произвольные комплексные константы, 𝐹+(𝑡) = 𝐹 (𝑡), |𝑡| < 1 и

𝐹−(𝑡) = 𝐹 (𝑡), |𝑡| > 1 значения интеграла типа Коши (3.7) внутри и вне круга (на

границе |𝑡| = 1 этот интеграл терпит разрыв). В решении присутствуют точно

три произвольные константы в силу того, что индекс краевого условия задачи

Гильберта-Привалова ind[𝑛𝑇/𝑛𝑇 ] = −2. Индекс — это количество полных оборо­

тов, которые совершает комплексный вектор при обходе один раз вдоль всей гра­

ницы в положительном направлении. В частности: индекс нормали ind[𝑛𝑇 ] = 1,

комплексное сопряжение меняет знак индекса ind[𝑛𝑇 ] = −ind[𝑛𝑇 ] = −1, индекс

произведения равен сумме индексов, а индекс частного — их разности.

Для вычисления интеграла (3.7) заметим, что производная конформного

отображения, представленная через амплитуду и фазу, 𝑇 ′(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑒𝚤𝜙(𝑡) да­

ёт масштабирование (действительная функция 𝐺(𝑡)) и угол поворота (действи­

тельная функция 𝜙(𝑡)), выполняемые преобразованием в точке 𝑡. В силу того,

что нормаль к единичному кругу это просто 𝜁 (когда |𝜁| = 1), можно (с точ­

ностью до действительного множителя) выразить отображённую нормаль как

𝑛𝑇 (𝜁) ∝ 𝜁𝑇 ′(𝜁). Действительный множитель в 𝑛𝑇 (𝜁) не играет роли при реше­

нии однородной задачи Гильберта-Привалова потому что в граничное условие

(3.5) и в интеграл (3.7) входит только комбинация 𝑛𝑇/𝑛𝑇 . Вычисляя интеграл,
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получим 𝐹+(𝑡) = −𝚤𝜋− log 𝑇 ′(𝑡) и 𝐹−(𝑡) = − log 𝑇 ′(1/𝑡), где использовано тож­

дество 1/𝜁 = 𝜁 и теорема о вычетах. Подставляя эти функции в (3.6), получим

окончательное решение

𝑓(𝑡) = (𝑖𝑡𝑐+ 𝐴− 𝐴𝑡2)𝑇 ′(𝑡), (3.8)

где 𝑐 = Im 𝑎1 — произвольная действительная константа, а 𝐴 = 𝑎0 − 𝑎2 —

произвольная комплексная константа. Роль этих констант проиллюстрирована

на следующих примерах.

3.6.1. Магнитный вихрь в круговом цилиндре

Самым простым является случай цилиндра с круговым основанием. Для

него 𝑇 (𝑡) = 𝑡 и 𝑇 ′(𝑡) = 1, а значит

𝑓C(𝑧) = 𝑖𝑧𝑐+ 𝐴− 𝐴𝑧2. (3.9)

Компоненты намагниченности можно вычислить, подставляя эту функцию в

(3.4) и (1.60). В частном случае, когда 𝐴 = 0 и 𝑓C(𝑧) = 𝑖𝑧𝑐 центр вихря нахо­

дится в центре цилиндра (рисунок 2.12а), а параметр 𝑐 обратно пропорционален

радиусу его ядра (“солитонной шапки”, где намагниченность выходит из плос­

кости цилиндра). Этот случай (𝐴 = 0) полностью совпадает с центрально-сим­

метричным решением, полученным в полярных координатах и исследованным

аналитически Усовым и Песчаным [8] в хорошем согласии с результатами чис­

ленных расчётов.

Не менее интересны и решения при |𝐴| > 0, у которых отсутствует акси­

альная симметрия. Эти решения и их обобщения подробно изучены в Главе 4.
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Здесь лишь укажем, что параметр 𝐴 определяет направление и величину сме­

щения центра вихря, как показано на рисунке 2.12б. Если величина |𝐴| = 𝑐/2

— вихрь вплотную подходит к границе цилиндра. При |𝐴| > 𝑐/2 он расщеп­

ляется (рисунок 2.12в) на два, закреплённых на границе, полувихря (точнее,

полу-“ежа”, с учётом того, что “ежи” топологически эквивалентны вихрям, см

§1.6.), которые, в пределе |𝐴| ≫ 𝑐/2, расходятся в противоположные стороны

окружности (рисунок 2.12г).

3.6.2. Магнитный вихрь в треугольном цилиндре

Конформное отображение единичной окружности на равнобедренный тре­

угольник даётся интегралом Шварца-Кристоффеля 𝑇 (𝑡) = 𝐶
∫︀ 𝑡

0 (1 − 𝑡3)−2/3 d𝑡.

Треугольник является единичным, если положить 𝐶 = 22/3
√

3𝜋/Γ(1/6)/Γ(1/3),

где Γ(𝑥) — гамма-функция Эйлера. Используя (3.8) получим

𝑓T(𝑧) = (𝑖𝑡𝑐+ 𝐴− 𝐴𝑡2)
1

(1 − 𝑡3)2/3
, 𝑡→ 𝑇−1(𝑧). (3.10)

Особенностью данного выражения является его расходимость в углах треуголь­

ника, которая привела бы к неопределённостям типа ∞/∞ в мероне и его бес­

конечной (сингулярной) обменной энергии. В функции (3.4) никаких сингуляр­

ностей не возникает. Окрестности больших значений 𝑓(𝑧) (так же как и окрест­

ности нулей, которые только и имеют место в предыдущем примере кругового

цилиндра) покрыты “солитонными шапками”. Вместо сингулярности, намагни­

ченность в углах треугольника просто становится параллельной оси 𝑂𝑍, оста­

ваясь при этом касательной к его боковой границе. Результат, для нескольких

разных соотношений параметров 𝐴 и 𝑐 построен на рисунке 3.2. Изображённые

там состояния находятся, как минимум, в хорошем качественным согласии с
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численным и натурным экспериментом.

3.6.3. Магнитный вихрь в прямоугольном цилиндре

Конформное отображение единичной окружности на прямоугольник, как

и в предыдущем параграфе, является частным случаем преобразования Шварца­

Кристоффеля

𝑇 (𝑡) = 𝐶1

(︂∫︁ 𝑡

0

1√
1 + 𝑡4 − 2𝑡2 cos 2𝛿

d𝑡+ 𝐶0

)︂
. (3.11)

Этот интеграл можно выразить аналитически при помощи эллиптического ин­

теграла первого рода 𝐹 (𝜑,𝑚). Параметр 0 ≤ 𝛿 ≤ 𝜋/4 задаёт отношение сторон

прямоугольника: 𝛿 = 𝜋/4 соответствует квадрату, 𝛿 ≃ 0.172 426 прямоуголь­

нику с соотношением сторон 2 : 1. Константы 𝐶1 и 𝐶0 можно выбрать таким

образом, чтобы высота прямоугольника была равна 1, а его левый верхний угол

лежал в начале координат 𝑋,𝑌 = 0. Для прямоугольника с соотношением сто­

рон 2 : 1, показанного на картинках, 𝐶1 ≃ 0.631 89 и 𝐶0 ≃ −1.849 + 0.787𝚤.

Аналогично рассмотренным ранее примерам, есть два принципиально раз­

личающихся класса магнитных текстур — с вихрем (при |𝐴| < |𝑐|/2) и с двумя,

закреплёнными на границе, “ежами” (при |𝐴| > |𝑐|/2). В квадратной части­

це, как известно, стабильным является центрированный вихрь, показанный на

рисунке 3.3а. В вытянутых частицах происходит спонтанное нарушение симмет­

рии и для вихря появляются два положения равновесия, оба немного смещённые

из центра цилиндра. Такие магнитные текстуры наблюдаются эксперименталь­

но (см. рисунок 3-5 в [184]) и воспроизводятся данной теорией на рисунке 3.3б.

Состояния с “ежами”, закреплёнными на границе, так же могут иметь различ­

ные конфигурации. В целом для частиц с углами можно ожидать, исходя из
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Рисунок 3.2. Векторные поля намагниченности в треугольном цилиндре (3.10),

(3.4), (1.60): а — с двумя закреплёнными в углах “ежами” (𝑐 = 0, 𝐴 = −2𝚤); б

— с центрированным магнитным вихрем (𝐴 = 0, 𝑐 = 1); в — в конфигурации

типа “лист” (𝐴 = 1, 𝑐 = 0); г — с “ежами”, закреплёнными в центрах сторон

(𝐴 = 𝑒𝚤𝜋/6, 𝑐 = 1). Во всех случаях 𝑒1 = 1, 𝑒2 = 4. Аналогичные состояния

получаются в численных расчётах [181] и в эксперименте [182,183]



143

-1

0
Y

-1

0

Y

0 0.5 1 1.5 2X
-1

0

Y

0 0.5 1 1.5 2X
-1

0

Y

а в

гб

Рисунок 3.3. Векторные поля намагниченности в прямоугольном цилиндре

(3.11), (3.8), (3.4), (1.60): а — центрированный вихрь 𝑐 = 2, 𝐴 = 0, 𝛿 = 𝜋/4; б

— смещённый вихрь 𝑐 = 3, 𝐴 = 6𝚤/5; в — структура типа “C” 𝑐 = 2, 𝐴 = 11.6; г

— структура типа “S” 𝑐 = 0, 𝐴 = 6𝑒𝚤0.172 426. На всех картинках 𝑒1 = 1 и 𝑒2 = 6

общего количества магнитных зарядов на торцах, что состояния, когда “ежи”

закреплены в углах, имеют энергию ниже, чем состояния, когда “ежи” закрепле­

ны на серединах сторон многоугольника (хотя такие состояния тоже наблюда­

ются). В случае прямоугольника есть два варианта состояний с “ежами” в углах:

они могут быть закреплены в соседних углах (рисунок 3.3в) или в противопо­

ложных (рисунок 3.3г). Такие состояния хорошо известны в эксперименталь­

ном магнетизме и называются состояниями типа “C” и типа “S”. Аналитические

выражения для распределения векторов намагниченности в них, как видим,

получаются в рамках описанной теории совершенно естественным образом.
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3.7. Многовихревые состояния

Использованное здесь ранее решение Мусхелишвили не позволяет полу­

чить многовихревые решения задачи Римана-Гильберта, которые тем не менее

наблюдаются в эксперименте [185] и в численных расчётах [186]. Расширим тео­

рию на этот случай.

Для этого отобразим конформно, при помощи функции 𝑧 = 𝑇 (𝑡) торец

цилиндра 𝑧 ∈ 𝒟 не на круг, а на верхнюю (для определённости) полуплоскость

Im 𝑡 > 0. По теореме Римана так всегда можно сделать потому что обе эти об­

ласти односвязные. Граница области 𝒟 перейдёт тогда в действительную ось.

Аналогично рассмотренному ранее случаю, решение краевой задачи Римана­

Гильберта 𝑓(𝑡) в полуплоскости Im 𝑡 > 0 без нормальных компонент к границе

связано с решением в области 𝒟 соотношением

𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑡)𝑇 ′(𝑡)|𝑡=𝑇 (−1)(𝑧) . (3.12)

Записать же мероморфную функцию в верхней полуплоскости без нор­

мальных компонент к действительной оси тривиально легко. Такой является

любая рациональная функция (частное двух полиномов) с действительными

коэффициентами

𝑓(𝑡) =

∑︀𝑚
𝑖=0 𝑔𝑖𝑡

𝑖∑︀𝑛
𝑖=0 ℎ𝑖𝑡

𝑖
, (3.13)

где 𝑔𝑖 и ℎ𝑖 — произвольные действительные числа. Используя тот факт, что

полиномы с действительными коэффициентами имеют либо действительные

корни, лежащие на действительной оси, либо пары комплексно сопряжённых

корней, 𝑓(𝑧) можно представить в виде

𝑓(𝑧) = 𝑇 ′(𝑡)

∏︀𝑚𝑝

𝑖=0 (𝑎𝑖 − 𝑡)(𝑎𝑖 − 𝑡)
∏︀𝑚𝑟

𝑗=0 (𝑏𝑗 − 𝑡)∏︀𝑛𝑝

𝑖=0 (𝑐𝑖 − 𝑡)(𝑐𝑖 − 𝑡)
∏︀𝑛𝑟

𝑗=0 (𝑑𝑗 − 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=𝑇 (−1)(𝑧)

, (3.14)
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где 𝑏𝑗, 𝑑𝑗 — действительные, а 𝑎𝑖, 𝑐𝑖 — комплексные параметры. Такое представ­

ление позволяет непосредственно указать центры вихрей, антивихрей и “ежей”

на границе цилиндра.

Для конкретного примера напомним, что конформное преобразование верх­

ней полуплоскости на единичный круг имеет вид

𝑇disk(𝑡) = −𝑒
𝚤 𝛼(ℎ+ 𝚤 𝑡)

ℎ− 𝚤 𝑡
, (3.15)

где ℎ — произвольное действительное число и 𝛼 ∈ [0, 2𝜋). Задавая решение на

верхней полуплоскости в виде полинома второй степени 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐 с действи­

тельными 𝑎, 𝑏 и 𝑐, путём несложных алгебраических выкладок решение (3.14)

можно привести к виду (3.8), выразив 𝐴 и 𝑐 через коэффициенты полинома и па­

раметры конформного преобразования. Используя бо́льшие степени числителя

и знаменателя рациональной функции, можно представить, например, много­

вихревое состояние в диске, показанное на рисунке 3.4, которое подобно полу­

ченному численно в работе [186] промежуточному динамическому состоянию.

Подход к описанию динамики таких состояний в коллективных переменных,

задающих положения центров вихрей и антивихрей, описан в Главе 5.

Другой интересный случай — конечная доменная граница в полосе, кото­

рая изучалась численно в [187]. Интерес к таким границам возникает также в

связи с идеей Стюарта Паркина применить их для магнитной записи в рамках

концепции “racetrack memory” [188], предполагающей кодирование информации

путём создания последовательности (разных или с разным шагом) доменных

границ в нанополосе и её считывание путём перемещения границ электриче­

ским током мимо чувствительного датчика магнитного поля.

Преобразование верхней полуплоскости на бесконечную полосу 0 < Im 𝑧 <

1 выражается в виде

𝑇 (𝑡) = − log 𝑡

𝜋
, (3.16)

где дополнительные параметры, связанные с некоторой свободой при этом пре­
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Рисунок 3.4. Многовихревое состояние - (3.15), (3.14), (3.4), (1.60) с парамет­

рами: ℎ = 4, 𝛼 = 𝜋/4, 𝑒1 = 0.01, 𝑒2 = 400, (𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑) = ({𝚤,−4 + 4𝚤, 6 +

7𝚤}, {3}, {2𝚤, 6 + 2𝚤}, {}). Содержит три вихря, три антивихря и два закреплён­

ных на границе “ежа”, их центры отмечены точками

образовании (выбор трёх точек Римана) для простоты опущены. Конфигурации

намагниченности в такой полосе показаны на рисунке 3.5 Как видим, этот под­

ход позволяет представить аналитически не только одну доменную границу, а

целое семейство различных границ в полосе одновременно.

3.8. Доменная граница с перетяжками

Как уже сказано в описании метода последовательной минимизации, его

не обязательно проводить до конца, а можно остановиться на любом этапе, если
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Рисунок 3.5. Конфигурации сложных конечных доменных границ в поло­

се: а — вихревая (сравните с результатами численного расчёта в [187]); б

— антивихревая; в и г — две разных конфигурации пары вихревых гра­

ниц. Точками отмечены центры особенностей. Из (3.16), (3.14), (3.4), (1.60)

с 𝑒1 = 0.01, 𝑒2 = 400, и (𝑎, 𝑏, 𝑐,𝑑): а — ({𝚤}, {0}, {}, {5,−1/5}); б —

({}, {0, 5,−1/5}, {𝚤}, {}); в — ({90𝚤, 𝚤/90}, {0}, {}, {360, 1/360,−20,−1/20}); г)

— ({90𝚤, 𝚤/90}, {0}, {}, {360,−1/360,−20, 1/20})
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магнитная текстура получается достаточно простой, чтобы её энергию можно

было вычислить аналитически.

В этом параграфе остановимся сразу после первого шага и рассмотрим

следующую комплексную функцию

𝑤CT = 𝚤 tan(𝑧/𝑑), (3.17)

где 𝑑 — произвольный на данном этапе действительный масштаб. Соответству­

ющее распределение намагниченности изображено на рисунке 3.6. Оно (как ми­

нимум, топологически) эквивалентно наблюдаемой экспериментально [189–191]

структуре доменной границы с перетяжками. Её можно представить себе как

доменную границу, тип которой (при движении вдоль неё) периодически меняет­

ся от блоховской к неелевской и обратно. Эта граница разделяет два однородно

и противоположно намагниченных в плоскости плёнки домена при 𝑌 → ±∞.

Отметим, что хорошо заметные “ties” — узелки с хвостиками, благодаря ко­

торым эта граница получила своё английское название “cross-tie domain wall”,

наблюдаются при измерении полей рассеяния (скажем, порошковым методом

или при помощи магнитного силового микроскопа), создаваемых этой струк­

турой вне магнитной плёнки. На рисунке же показана магнитная текстура —

распределение намагниченности внутри плёнки.

Подойдём теперь к вопросу количественно и вычислим равновесную энер­

гию такой доменной границы. В рамках рассматриваемой здесь простой модели

изотропного ферромагнетика, энергия состоит из обменного и магнитостатиче­

ского вкладов. Вычисление этих вкладов для стенок Блоха и Нееля уже подроб­

но рассмотрено в §1.5, где введена “естественная” параметризация толщины до­

менной границы так, что её полная энергия на единицу площади имеет вид

(1.55). Для стенки с перетяжками естественная толщина 𝜔 = 𝜋𝑑/𝐿 получается

репараметризацией непосредственно вычисленной обменной энергии магнитной

текстуры (3.17), (1.60) по формуле (1.6) так, чтобы привести конечное выраже­



149

-1

0

1

m
z

-4 -2 0 2 4

X

-2

-1

0

1

2
Y

-1 0 1
m

z

x=
π/

2

x=
0

x=
π/

4

Рисунок 3.6. Распределение намагниченности внутри доменной границы с пере­

тяжками (3.17), (1.60) с 𝑑 = 1

ние для поверхностной плотности обменной энергии к виду первого слагаемого

в (1.55). Магнитостатическая функция для стенки с перетяжками имеет вид

𝑓CT(𝜔) = 4𝜔2

∫︁ ∞

0

d𝑢

∫︁ ∞

0

d𝑣
𝑢2 + 𝑣2

𝑣2
sin2(𝑣/(4𝜔))

cosh2(𝑢𝜋/2)

1

1 + 𝑢2 + 𝑣2
≈ (3.18)

≈
(︂

1 − 𝜋2

12

)︂
𝜔 + 𝐴

(︁
1 − 𝑒−1/(2𝜔)

)︁
𝜔2,

где в приближённом выражении численная константа 𝐴 ≈ 1.522 886. Детали

вычисления этой функции приведены в Приложении 3.1.

Магнитостатические функции стенки с перетяжками, а также двух рас­

смотренных в §1.5 моделей для стенок Блоха и Нееля, построены на рисунке 3.7.

Из-за того, что магнитостатические функции при росте 𝜔 бесконечно растут,

на рисунке приведены графики комбинации 𝑓(𝜔)/𝜔, которая всегда конечна и

пропорциональна магнитостатической энергии на единицу поверхности стенки
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Рисунок 3.7. Магнитостатические функции для доменных границ разного ти­

па. Сплошными толстыми линиями подсвечено основное состояние. Параметр

𝜔 ∈ [0,∞) пропорционален толщине доменной границы, делённой на толщи­

ну плёнки 𝐿. Линия из точек показывает приближённую магнитостатическую

функцию стенки с перетяжками в (3.18)

(принимая во внимание возможность изменения толщины плёнки). Параметр

𝜔 ∈ [0,∞) тоже имеет бесконечный диапазон, он был отображён на интервал

[−1, 1) при помощи преобразования (𝜔 − 1)/(𝜔 + 1). Таким образом, на рисун­

ке 3.7 магнитостатические функции представлены полностью. Из него видно,

что доменная граница с перетяжками является промежуточной конфигурацией

между стенками Блоха и Нееля.

Хорошо известно, что магнитостатическая энергия на единицу поверхно­

сти любой модели доменной границы Нееля стремится к нулю, когда толщина
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плёнки стремится к нулю (что соответствует пределу 𝜔 ∝ 1/𝐿 → ∞) и имеет

конечный предел, когда толщина плёнки стремится к бесконечности (𝜔 → 0).

Это связано с тем, что в стенке Нееля присутствуют только объёмные маг­

нитные заряды, распределённые однородно (при малых толщинах) по толщине

плёнки. Таким образом, когда плёнка имеет нулевую толщину, магнитные за­

ряды отсутствуют и магнитостатическая энергия равна нулю. Когда толщина

плёнки стремится к бесконечности, поверхностные эффекты становятся несуще­

ственными и энергия (на единицу поверхности) становится конечной, подобно

энергии (также на единицу площади) однородно заряженной поверхности.

В стенке Блоха, наоборот, присутствуют только поверхностные магнитные

заряды. Это значит, что, если плёнка становится бесконечно толстой, то конеч­

ная энергия, связанная с нормальными к поверхности плёнки компонентами

магнитного момента, становится пренебрежимо малой в сравнении с растущей

до бесконечности площадью стенки. То есть предел магнитостатической энер­

гии стенки Блоха в бесконечно толстой плёнке равен нулю. В противоположном

случае тонкой плёнки магнитные заряды (положительные и отрицательные) всё

так же присутствуют на обеих её сторонах и, при исчезающе малой толщине,

их энергия остаётся конечной как энергия двойного слоя.

Стенка с перетяжками — промежуточный случай, она содержит и объём­

ные, и поверхностные магнитные заряды. Её магнитостатическая энергия на

единицу площади является конечной в обоих предельных случаях: и когда тол­

щина плёнки стремится к нулю

lim
𝐿→0

𝛾CTM = 𝛾B = 4𝜋 ∝ lim
𝜔→∞

𝑓(𝜔)/𝜔, (3.19)

и когда она стремится к бесконечности

lim
𝐿→∞

𝛾CTM =
𝛾B
8

∫︁ ∞

0

𝑢2sech2(𝜋𝑢/2) d𝑢

(1 + 𝑢2)
= 𝛾B

(︂
1 − 𝜋2

12

)︂
∝ lim

𝜔→0
𝑓(𝜔)/𝜔. (3.20)

Эта граница является промежуточной и в прямом смысле, что можно уви­

деть непосредственно из значений магнитостатических функций. При исполь­
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зовании естественной параметризации, все конфигурации с одинаковым значе­

нием 𝜔 имеют одну и ту же обменную энергию. Это значит, что магнитоста­

тическая функция с наименьшим значением 𝑓(𝜔) (или 𝑓(𝜔)/𝜔) соответствует

конфигурации с самой низкой энергией. Таким образом, топологию фазовой

диаграммы можно увидеть ещё до минимизации энергии всех этих конфигу­

раций доменных границ. Из рисунка 3.7 видно, что при различных толщинах

плёнки равновесными являются три разных конфигурации доменных границ

(разделены вертикальными линиями из точек). Можно сделать и другой (из­

вестный ранее) вывод, что модель Дитце-Томаса для блоховской стенки и мо­

дель Ландау-Лифшица для неелевской стенки никогда не дают конфигурации

с минимальной энергией, среди всех рассмотренных. Поэтому эти две модели

далее здесь не рассматриваются.

Хоть топология фазовой диаграммы видна. Из рисунка 3.7 невозможно

определить какой конкретно толщине плёнки соответствует тот или иной пе­

реход. Это требует минимизации энергии каждого типа доменной границы по

𝜔. Результаты этой минимизации (энергии различных конфигураций доменных

границ как функция толщины плёнки) приведены на рисунке 3.8.

Переход между неелевской границей Дитце-Томаса и стенкой с перетяж­

ками происходит при 𝐿N→CT/𝐿E ≈ 2.317, а между стенкой с перетяжками и

блоховской границей Ландау-Лифшица при 𝐿CT→B/𝐿E ≈ 6.223. Интересно, что

в значительной области толщин (показанной на рисунке штриховкой) кривые

энергии стенки Блоха и стенки с перетяжками практически касаются друг дру­

га. Физически это означает, что существует достаточно протяжённая область

по толщинам, в которой стенки Блоха и стенки с перетяжками могут сосуще­

ствовать.

Следует отметить и близость друг к другу равновесных энергий стенки

Блоха и стенки с перетяжками. Это значит, что более грубые модели [95–98], пе­

реоценивающие энергию стенки с перетяжками, могут легко привести к (невер­



153

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7
L/L

E

0

1

2

3

4

5

6

7

γ
/µ

0
γ

B
 M

S

2
 L

E

с
т
е
н

к
и

 Н
е
е
л
я

стенки с перетяжками

с
т
е
н

к
и

 Б
л
о

х
а

Рисунок 3.8. Равновесная энергия доменных границ на единицу их площади как

функция толщины плёнки

ному) выводу, что эта стенка не может существовать в качестве основного со­

стояния (см. обсуждение этого вопроса на с. 163 в [3]).
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Выводы к Главе 3

3.1 Построена приближённая теория метастабильных состояний в нанораз­

мерных цилиндрах с произвольной формой основания при помощи функ­

ций комплексной переменной.

3.2 Получено выражение для одновихревых метастабильных состояний в кру­

говом цилиндре. Поверхностные состояния с топологическими сингуляр­

ностями, привязанными к границе цилиндра, следуют из этого выражения

естественным образом.

3.3 Получены выражения для многовихревых состояний в полосе, которые

описывают весь комплекс сложных конечных доменных границ в такой

системе.

3.4 Сформулирована модель для доменной границы с перетяжками в виде

функции комплексной переменной. Показано, что такая доменная граница

является основным состоянием в определённом интервале толщин плёнки,

где её энергия ниже энергии стенок Блоха и Нееля.

Результаты опубликованы в статьях [15–18].

Приложение 3.1

Выпишем явно компоненты вектора намагниченности для модели (3.17),

(1.60) стенки с перетяжками

𝑚X = − tanh(2𝑌 /𝑑)(𝜃[1/2 + 𝑍/𝐿] + 𝜃[1/2 − 𝑍/𝐿] − 1) (3.21)
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𝑚Y =
sin(2𝑌 /𝑑)

cosh(2𝑌 /𝑑)
(𝜃[1/2 + 𝑍/𝐿] + 𝜃[1/2 − 𝑍/𝐿] − 1) (3.22)

𝑚Z =
cos(2𝑋/𝑑)

cosh(2𝑌 /𝑑)
(𝜃[1/2 + 𝑍/𝐿] + 𝜃[1/2 − 𝑍/𝐿] − 1). (3.23)

Функции Хевисайда 𝜃(𝑡 < 0) = 0, 𝜃(𝑡 > 0) = 1 используются здесь, чтобы

ограничить магнитный материал по толщине |𝑍| < 𝐿/2.

Фурье-образ (1.49) объёмной плотности зарядов, произведенных намагни­

ченностью (3.21)-(3.23), можно выразить как

̃︀𝜌±1(𝑞Y, 𝑞Z) = −𝑑𝜋 (±𝑞Y + 𝚤𝑞Z) sin(𝑞Z𝐿𝜋)

2𝑞Z cosh(𝑑𝑞Y𝜋2/2)
, (3.24)

где 𝑇 = 𝑑𝜋 и 𝜌𝑛 = 0 для 𝑛 ̸= ±1. Это выражение включает в себя как объём­

ные, так и поверхностные магнитные заряды (появившиеся как множители при

𝛿-функциях Дирака, возникших после дифференцирования 𝜃-функций Хеви­

сайда: 𝛿(𝑡) = 𝜃′(𝑡)). Подставляя этот образ в формулу для магнитостатической

энергии периодических магнитных текстур (1.52), выведенную в §1.5, и вводя

безразмерные переменные интегрирования 𝑢 = 𝑞Y𝑇 и 𝑣 = 𝑞Z𝑇 , придём к следу­

ющему представлению для магнитостатической энергии стенки с перетяжками

𝛾CTM = 𝜇0𝑀
2
S𝐿𝛾B𝑓

CT(𝑑𝜋/𝐿) (3.25)

𝑓CT(𝜁) =
𝜁2

4𝜋2

∫︁ ∞

0

d𝑢

∫︁ ∞

0

d𝑣
𝑢2 + 𝑣2

𝑣2
sin2(𝑣𝜋/𝜁)

cosh2(𝑢𝜋/2)

1

1 + 𝑢2 + 𝑣2
, (3.26)

которая в гауссовых единицах (𝜇0 = 1, 𝛾B = 4𝜋) совпадает с опубликованной в

работе [15]. Таким образом, полная энергия стенки с перетяжками на единицу

её площади может быть записана в виде

𝛾CT = 𝜇0𝑀
2
S𝐿𝛾B

(︂
𝜁2

𝜔
+ 𝑓CT(4𝜋𝜔)

)︂
, (3.27)

Отсюда после замены аргумента на 𝜔 = 𝜁/(4𝜋), получаются магнитостатиче­

ские функции (3.18).
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Глава 4. Магнитные состояния кругового наноцилиндра

4.1. Введение

В Главе 3 получены простые аналитические выражения для пробных функ­

ций, описывающих магнитные текстуры в цилиндрах различной формы. Как

показано в Главе 6, в некоторых случаях эти функции сами по себе могут при­

вести к нетривиальным и верифицируемым физическим выводам. Но всё-же,

для получения конкретных результатов, необходимо минимизировать энергию

полностью, чему и посвящена эта Глава.

Вычисление магнитной энергии в явном виде — довольно сложный про­

цесс. Особенно это касается магнитостатического вклада, расчёт которого силь­

но зависит от формы магнитной частицы. Все вычисления здесь (кроме резуль­

татов §4.2) относятся к цилиндрам с круговым основанием (так же называемым

иногда в литературе “магнитными точками”). Это наиболее простая форма ча­

стицы, которая допускает аналитическую трактовку и тем не менее хорошо

демонстрирует поведение магнетика в режиме наномагнетизма.

Из-за их малого размера и малых полей рассеяния магнитные наноцилин­

дры являются интересным объектом с точки зрения записи информации [192–

196] в приложениях спинтроники [197], магнито-фотоники [198] и сверхпрово­

димости [199]. Важнейшим для приложений является вопрос о метастабильных

состояниях магнетика. Это потому, что запись информации есть не что иное,

как переключение между этими состояниями. Такими, например, как состояния

с разной хиральностью [200] и поляризацией ядра [201] магнитного вихря. По­

следнюю, в частности, можно переключать динамически при помощи коротких
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импульсов магнитного поля в плоскости цилиндра [202–207]. Какой бы ни бы­

ла динамика намагниченности, когда она заканчивается — конечное магнитное

состояние, призванное хранить информацию, должно быть (мета)стабильным.

Такие состояния здесь и рассмотрены.

В этой Главе рассчитаны равновесная энергия и радиус магнитного вихря

в круговом цилиндре, получены простые аналитические выражения для этих

величин в зависимости от геометрических размеров и параметров материала.

Магнитная фазовая диаграмма кругового наноцилиндра дополнена (с исполь­

зованием массивно-параллельных вычислений и аналитического расчёта) об­

ластью равновесности состояния типа “большой магнитный вихрь”, что решает

известный ранее парадокс. Построена область “метастабильности большого вих­

ря”. Рассмотрен, вопрос об аннигиляции вихря магнитным полем. Выполнено

обобщение полученной ранее пробной функции для описания квазиоднородных

состояний. Рассмотрен переход между квазиоднородным состоянием в плоско­

сти основания тонкого цилиндра и однородным состоянием, перпендикулярным

этой плоскости. Рассчитаны магнитостатические поля рассеяния в квадратном

массиве магнитных точек. Решена задача об анизотропии в плоскости квад­

ратного массива магнитных точек в квазиоднородном состоянии. Исследованы

состояния типа “С” и типа “лист”, рассчитаны их области метастабильности и

нанесены на магнитную фазовую диаграмму.

4.2. Обменная энергия в комплексных переменных

Итак, магнитные состояния тонкого наноцилиндра можно приближённо

(как обсуждалось в Главе 3, пренебрегая зависимостью намагниченности от ко­

ординаты 𝑍, параллельной оси цилиндра) выразить при помощи комплексной



158

функции 𝑓(𝑧), комплексной переменной 𝑧 = 𝑋 + 𝚤𝑌 , задающей координату на

торце цилиндра. При этом компоненты безразмерного вектора намагниченно­

сти 𝑚 = 𝑀/𝑀S выражаются при помощи стереографической проекции (1.60)

в которой функция 𝑤(𝑧, 𝑧) представляет собой сшивку солитона и сингулярно­

го мерона (3.4), построенных на базе функции 𝑓(𝑧). Сама функция 𝑓(𝑧) при

этом является решением задачи Римана-Гильберта и для кругового цилиндра

единичного радиуса имеет вид

𝑓C1(𝑧) =
1

𝑏

(︂
𝑖𝑧 +

1

2

(︀
𝑎− 𝑎𝑧2

)︀)︂
, (4.1)

что является слегка репараметризованной версией (3.9), такой, что значениям

|𝑎| < 1 соответствует состояние типа вихрь (смещённый, при |𝑎| > 0). В этом

параграфе вычислим обменную энергию для произвольной функции 𝑓(𝑧) и про­

извольной формы основания цилиндра 𝒟, схематически изображённого на ри­

сунке 3.1, а затем приведём конкретный пример для функции (4.1) в круговом

цилиндре.

Безразмерная обменная энергия ℰEX в терминах функции 𝑤(𝑧, 𝑧) выража­

ется в виде интеграла (1.64), по основанию цилиндра 𝒟. Теорема Римана-Грина

1

2𝚤

∮︁
𝜕𝒟
𝑢(𝜁, 𝜁) d𝜁 =

∫︁∫︁
𝒟

𝜕𝑢(𝑧, 𝑧)

𝜕𝑧
d2𝑧 (4.2)

для произвольной (не обязательно аналитической) функции 𝑢 позволяет свести

интеграл (1.64) по основанию цилиндра 𝒟 к интегралу по его контуру 𝜕𝒟, если

удастся найти комплексную функцию, производная которой по 𝑧 даст плотность

обменной энергии. И для солитона, и для мерона в (3.4) такую первообразную

можно найти аналитически

𝑢𝑆(𝑧, 𝑧) = − 8

1 + 𝑓(𝑧)𝑓(𝑧)

1

𝑓(𝑧)

𝜕𝑓

𝜕𝑧
, (4.3)

𝑢M(𝑧, 𝑧) =
1

𝑓(𝑧)

𝜕𝑓

𝜕𝑧
log
(︀
𝑓(𝑧)𝑓(𝑧)

)︀
. (4.4)
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Тогда из (4.2) следует, что полная обменная энергия солитонной части сшивки

(3.4) равна

ℰS
EX =

2

𝚤

∮︁
|𝑓(𝜁)|=1

1

𝑓(𝜁)

𝜕𝑓(𝜁)

𝜕𝜁
d𝜁, (4.5)

где использован тот факт, что |𝑓(𝜁)| = 1 на границе солитона (контуре интегри­

рования), а дополнительный знак “-” появляется из-за того, что положительный

обход внутреннего контура (окружающего солитон) соответствует его обходу

по часовой стрелке. Подынтегральная функция здесь является аналитической

везде, кроме центров вихрей 𝑧𝑖, в которых 𝑓(𝑧𝑖) = 0. Это позволяет стянуть

контуры интегрирования к центрам вихрей и использовать теорему о вычетах

ℰS
EX = 4𝜋

∑︁
𝑖

Res
1

𝑓(𝑧)

𝜕𝑓(𝑧)

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧→𝑧𝑖

= 4𝜋𝑞, (4.6)

где 𝑞 — количество вихрей внутри частицы (количество нулей 𝑓(𝑧) внутри 𝒟,

подсчитанное с учётом их кратности) или топологический заряд, заключённый

внутри частицы. Отметим, что обменная энергия “солитонных шапок” (4.6) ров­

но в два раза меньше энергии солитонов Белавина-Полякова (1.72), которые

обсуждались в §1.6. Связано это с тем, что множество концов вектора намагни­

ченности внутри каждой “шапки” покрывает только половину сферы Римана.

Для меронной части (3.4) граница интегрирования является многосвязной,

состоящей из внешнего контура основания цилиндра и (возможно многосвязно­

го) контура |𝑓(𝜁)| = 1, ограничивающего “солитонные шапки”. На внутренних

контурах 𝑢M(𝑧, 𝑧) ∝ log 1 = 0. Предполагая что контуры солитонов не пересе­

кают границу цилиндра (если на границе частицы закреплены “ежи”, контур

интегрирования в (4.7) нужно модифицировать так, чтобы исключить их “со­

литонные шапки”), остаётся только интеграл по внешней границе основания

цилиндра

ℰM
EX =

1

2𝚤

∮︁
𝜕𝒟

1

𝑓(𝜁)

𝜕𝑓(𝜁)

𝜕𝜁
log 𝑓(𝜁)𝑓(𝜁) d𝜁. (4.7)

Для полной обменной энергии ℰEX = ℰS
EX +ℰM

EX пробной функции (4.1) это даёт
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ℰEX,C1 = 4𝜋 +

∫︁ 2𝜋

0

log
1 − |𝑎| sin𝜙

𝑏
d𝜙 = 2𝜋(2 − log 𝑏− log

2

1 +
√

1 − 𝑎𝑎
), (4.8)

где от фазы 𝑎 ничего не зависит потому что с точки зрения обменной энергии

в круговом цилиндре все направления смещения вихря эквивалентны. Расходи­

мость этого выражения при |𝑎| = 1 не физическая. Ещё до того как центр вихря

прикоснётся к границе цилиндра, этой же границы коснётся его ядро (“солитон­

ная шапка”), а значит контур интегрирования в (4.7) нужно будет изменить. На

практике это означает, что при определённом значении |𝑎|, приближающемся к

1, функция (4.8) сошьётся с другой функцией, соответствующей изменённому

контуру интегрирования.

Этот метод вычисления обменной энергии годится для любой магнитной

текстуры, которую можно описать комплексной функцией (3.4). Причём 𝑓(𝑧) в

ней не обязана быть решением задачи Римана-Гильберта. Например, рассмот­

рим функцию

𝑓C2(𝑧) =
𝚤(𝑧 − 𝐴)

𝑅V
, (4.9)

которая описывает параллельную трансляцию центрированного вихря в цилин­

дре радиуса 𝑅 без деформации его ядра (такая мода была впервые рассмотрена

Усовым и Песчаным [208]). Отметим, что величины 𝑧, 𝐴 и 𝑅V в этой формуле

имеют размерность длины, а 𝑅V — радиус ядра вихря (“солитонной шапки” в

которой вектор намагниченности выходит из плоскости основания цилиндра).

Для неё обменная энергия мерона (4.7) имеет вид

ℰM
EX,C2 =

2𝜋∫︁
0

(1 − 𝐴 cos(𝜙)/𝑅) log
(︁
𝐴2−2𝐴𝑅 cos(𝜙)+𝑅2

𝑅2
V

)︁
2 (𝐴2/𝑅2 − 2𝐴 cos(𝜙)/𝑅 + 1)

d𝜙 =

= 𝜋 log

(︂
1 − 𝐴2

𝑅2

)︂
− 2𝜋 log

(︂
𝑅V

𝑅

)︂
, (4.10)

а полная обменная энергия равна

ℰEX,C2 = 2𝜋

(︃
2 − log

𝑅V

𝑅
+ log

√︂
1 − 𝐴2

𝑅2

)︃
. (4.11)
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Обменная энергия центрированного вихря (𝑎 = 0 в (4.1) или 𝐴 = 0 в (4.9))

в обоих рассмотренных моделях совпадает и равна

ℰEX,CV = 2𝜋 (2 − log 𝑏) = 2𝜋

(︂
2 − log

𝑅V

𝑅

)︂
. (4.12)

Видно, что она логарифмически (то есть медленно) расходится с увеличением

радиуса частицы. Эта расходимость приводит к тому, что в больших частицах (в

отсутствии дополнительной стабилизации за счёт хиральных взаимодействий)

вихревые (хиральные) состояния сменяются доменными структурами. Тем не

менее в определённом диапазоне (малых) геометрических размеров вихревое

состояние является основным.

Выражения (4.6) и (4.7) позволяют вычислять обменную энергию мерон­

ных конфигураций намагниченности (3.4) для широкого круга различных меро­

морфных функций 𝑓(𝑧) в явном аналитическом виде без разложения по малым

параметрам. Непосредственное интегрирование (1.6) значительно сложнее, хо­

тя для случая центрированного вихря или при малости смещений его центра,

оно тоже возможно.

4.3. Энергия и радиус магнитного вихря в круговом цилиндре

Вычислим теперь магнитостатическую энергию центрированного вихря,

взяв за основу модель (4.9) с 𝐴 = 0. В таком вихре дивергенция вектора намаг­

ниченности равна нулю, а значит объёмные магнитные заряды отсутствуют.

Нет и боковых магнитных зарядов из-за отсутствия нормальной компоненты

намагниченности к боковой границе цилиндра. Остаются лишь магнитные за­

ряды на торцах, локализованные в области ядра вихря (“солитонной шапки”),

плотность которых несложно вычислить по формуле 𝜎 = 𝑀S𝑚Z из (1.60) в
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полярных координатах 𝑟,𝜙:

𝜎(𝑟) = 𝑀S
𝑅2

V − 𝑟2

𝑅2
V + 𝑟2

(4.13)

для 𝑟 < 𝑅V, при 𝑟 ≥ 𝑅V поверхностная плотность зарядов равна нулю. Энергию

взаимодействия (1.21) двух таких систем магнитных зарядов противоположного

знака, расположенных параллельно друг другу по оси 𝑂𝑍 на расстоянии ℎ,

можно представить в виде

4𝜋𝑈(ℎ)

𝜇0𝛾B
=

𝑅V∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑅V∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝜎(𝑟1)𝜎(𝑟2)𝑟1 d𝑟1 d𝜙1𝑟2 d𝑟2 d𝜙2√︀
𝑟21 + 𝑟22 − 2𝑟1𝑟2 cos(𝜙1 − 𝜙2) + ℎ2

. (4.14)

Эту функцию (с конкретной плотностью зарядов (4.13)) будем называть функ­

цией Усова-Песчаного потому что она впервые появилась в работе [8]. Можно

также ввести её безразмерный вариант — функцию 𝑢(𝜒)

𝑈(ℎ) = 𝜇0𝛾B𝑀
2
S𝜋𝑅

3
V𝑢(ℎ/𝑅V). (4.15)

Несколько альтернативных выражений для этой функции дано в Приложении

4.1. С её помощью, безразмерную магнитостатическую энергию ядра вихря на

единицу объёма цилиндра можно представить в виде

ℰMS =
𝐸MS

𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝜋𝐿𝑅

2
=

𝑅3
V

𝐿𝑅2
(𝑢(0) − 𝑢(𝐿/𝑅V)), (4.16)

где первый член представляет собственную энергию торцевых зарядов на верх­

нем и нижнем торце цилиндра, а второй взаимодействие противоположно заря­

женных зарядов на разных торцах.

Обменную энергию в обычной здесь нормировке на единицу объёма цилин­

дра несложно получить из (4.12)

ℰEX =
𝐿2
E

𝑅2

(︂
2 − log

𝑅V

𝑅

)︂
. (4.17)

Минимизируя полную безразмерную плотность энергии цилиндра ℰ =

ℰEX + ℰMS по радиусу ядра вихря 𝑅V, получим следующее уравнение [8]

− 1

𝜌V
+

3𝜌2V(𝑢(0) − 𝑢(𝜆/𝜌V))

𝜆
+ 𝜌V𝑢

′(𝜆/𝜌V) = 0, (4.18)
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где 𝜌V = 𝑅V/𝐿E, 𝜆 = 𝐿/𝐿E, а штрих обозначает производную. Это уравнение

не зависит от радиуса цилиндра.

Конечно, можно вычислить функцию 𝑢(𝜒) и решить уравнение (4.18) чис­

ленно, но гораздо предпочтительнее иметь простые, пусть и приближённые, ана­

литические выражения для этих величин. Это особенно важно, если свойства

магнитного вихря являются входными параметрами для дальнейших вычисле­

ний.

Проще всего продвинуться аналитически в случае большой толщины ци­

линдра, соответствующей 𝜒 ≫ 1. Тогда внешний интеграл в (4.95) сходится

очень быстро, да и подынтегральное выражение в (4.91) тоже ведёт себя хоро­

шо. Это позволяет разложить его в ряд Тейлора при больших значениях 𝜒 и

вычислить интеграл почленно, что даёт:

𝑢(𝜒) =
(log(4) − 1)2

4𝜒
+

3 + 8 log2(2) − 10 log(2)

8𝜒3
+

35 + 4 log(2)(18 log(2) − 25)

32𝜒5
+ . . . (4.19)

Решение уравнения (4.18) с этой функцией 𝑢 позволяет получить следующее

разложение для радиуса ядра магнитного вихря

𝜌CV(𝜆) =

(︂
𝜆

3𝑢0

)︂1/3

+

(︂
(log(4) − 1)6

812𝑢50𝜆

)︂1/3

+
(log(4) − 1)4

81𝜆𝑢30
+ . . . , (4.20)

где 𝑢0 = 𝑢(0) ≈ 0.082 676 185. Первый член этого разложения был получен

впервые Усовым и Песчаным [8]. Используя это выражение, можно вычислить

и равновесную энергию толстого цилиндра (𝜆≫ 1) с магнитным вихрем

𝑒EQ ≈
7 + log

(︁
3𝜌3𝑢0

𝜆

)︁
3𝜌2

− (log(4) − 1)2

12𝜌2(3𝑢40𝜆
2)1/3

, (4.21)

где 𝜌 = 𝑅/𝐿E.

Эти простые формулы дают погрешность меньше нескольких процентов

для 𝜆 > 2, а для 𝜆 >
√

4𝜋 менее одного процента. Но очевидно, что для толсто­

го цилиндра (𝜆 ≫ 1), предположение о независимости магнитной текстуры от
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координаты 𝑍 выполняется всё хуже и хуже. Из-за этого источником погреш­

ности становятся не только вычисления, но и сама модель. Вихри приобретают

трёхмерную структуру, характеризующуюся утолщением ядра вихря в глубине

цилиндра по сравнению с его радиусом на торцах. Тем не менее эти форму­

лы могут быть полезными хотя бы для сравнения этой модели вихря с более

точными вариационными моделями.

Может показаться, что удобной точкой разложения магнитостатических

функций 𝑢(𝜒) для построения теории магнитных вихрей в тонких цилиндрах

является 𝜒 = 0. Но непреодолимым препятствием на этом пути является неа­

налитичность функции 𝑢(𝜒) в точке 𝜒 = 0. Она содержит члены, пропорцио­

нальные 𝜒 log𝜒, поэтому интегралы для коэффициентов разложения Тейлора

расходятся. Из-за того, что очень тонкие цилиндры находятся в однодоменном

состоянии, а также потому что тонкие цилиндры большого радиуса начинают

формировать доменные границы, такая теория была бы наиболее точной в ци­

линдрах, где магнитные вихри не являются основным состоянием, а то и не

могут существовать вообще.

Отсюда происходит идея построить разложение магнитостатической функ­

ции 𝑢(𝜒) в районе промежуточной точки 𝜒 = 1, где она является аналитической.

Такое разложение наиболее точно для 𝑅V ≈ 𝐿, где справедливы все физические

предположения теории магнитных вихрей. В этой области также располагается

особая точка на магнитной фазовой диаграмме кругового цилиндра (см. §4.4).

Точка 𝜒 = 1 соответствует

𝜆0 =
1√︀

3(𝑢(0) − 𝑢(1)) + 𝑢′(1)
≈ 2.728 408 ≈ 0.769 67

√
4𝜋. (4.22)

Разложения равновесного радиуса вихря и энергии вокруг точки 𝜆0 следующие

𝜌CV(𝜆) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝜆− 𝜆0)
𝑖 (4.23)

𝑒EQ =
log(𝜌/𝜆0)

𝜌2
+

1

𝜌2

∞∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖(𝜆− 𝜆0)
𝑖, (4.24)
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где первые несколько коэффициентов разложения приведены в таблице 4.1.

Эти коэффициенты являются универсальными числовыми константами. Ряды

(4.23) и (4.24) быстро сходятся. Приведенных нескольких членов достаточно,

чтобы получить значения с погрешностью менее 0.5% в интервале 0 < 𝜆 < 6.

Сравнение этих приближённых аналитических формул с точными численными

значениями приведено на рисунке 4.1.

4.4. Вихри большого радиуса

Как видно из §4.3, даже в случае центрированного вихря аналитическое

вычисление его равновесной энергии является непростой задачей. Вычисление

этой энергии при помощи компьютера позволяет отказаться от многих упроща­

ющих предположений, но результат при этом получается только в виде картин­

ки, и никак иначе. Тем не менее, такой расчёт был проведен в рамках распре­

делённого вычислительного проекта Magnetism@home.

Проект вычисляет полную энергию магнитной частицы произвольной фор­

мы, основываясь на следующей параметризации магнитной текстуры

𝑓𝑀@𝐻(𝑧) = 𝑐

(︂
𝚤𝑡

𝑝
− 1

2

(︂
𝑎− 𝑎𝑡2

𝑝2

)︂)︂
𝑇 ′(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑇 (−1)(𝑧)

(4.25)

Её главным отличием от (4.1) является наличие дополнительного параметра 𝑝,

𝑖 0 1 2 3 4

𝑎𝑖 𝜆0 0.189400 -0.012521 0.001182 -0.000093

𝑏𝑖 2.387556 -0.082425 0.010332 -0.00171 0.000315

Таблица 4.1. Коэффициенты разложения в формулах (4.23) и (4.24)
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Рисунок 4.1. Радиус ядра магнитного вихря в круговом цилиндре и его равно­

весная плотность энергии как функция толщины цилиндра. Сплошные линии

— точный численный счёт, штриховыми линиями показаны разложения (4.20),

(4.21) в окрестности 𝜆 ∼ ∞, а точками (4.23), (4.24) в окрестности 𝜆 ∼ 𝜆0.

позволяющего изменять масштаб текстуры целиком и моделировать состояния,

квазиоднородные в плоскости цилиндра (это обобщение подробно обсуждается

в §4.6). В данной Главе рассмотрен только случай кругового цилиндра, для ко­

торого 𝑇 (𝑡) = 𝑡 и 𝑇 ′(𝑡) = 1. Комплексная фаза параметра 𝑎 задаёт направление

смещения вихря. В круговом цилиндре эффект этой фазы можно аннулировать

выбором (повёрнутой) системы координат. Поэтому здесь считается, что 𝑎 при­

нимает действительные значения 0 ≤ 𝑎 < ∞. Параметр 0 < 𝑐 < ∞ управляет

размером ядра вихря (или ядер половинок закреплённых на границе “ежей”).

Нормированную на радиус цилиндра толщину обозначим символом 𝑔 = 𝐿/𝑅.

В проекте Magnetism@home вычислялась обменная и магнитостатическая

энергия распределений намагниченности (4.25) в четырёхмерном единичном ги­
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перкубе с безразмерными координатами ̂︀𝑔 = 𝑔/(1+𝑔), ̂︀𝑐 = 𝑐/(1+𝑐), ̂︀𝑎 = 𝑎/(1+𝑎),̂︀𝑝 = 1/𝑝, которые покрывают всё пространство параметров. Плотности маг­

нитных зарядов вычислялись аналитически, а для численного расчёта магни­

тостатической энергии использовался быстрый мультипольный метод [209] на

сетке из 50000 конечных элементов неправильной формы, идеально покрываю­

щих границу цилиндра. Зависимость размагничивающего поля от координаты

𝑍 учитывалась точно (аналитически). Несмотря на относительно небольшое

количество параметров в (4.25), объём вычислений получается довольно значи­

тельным. Эти вычисления заняли (включая предварительные тестовые запус­

ки) порядка одного года, используя время простоя нескольких десятков тысяч

компьютеров по всему миру, организованных в единую сеть с использованием

библиотеки Berkeley Open Infrastructure for Network Computing (BOINC). По­

лученные таким образом данные и исходный код программ опубликованы в

качестве дополнительного материала к работе [25].

Полученный в результате расчётов числовой гиперкуб позволяет быстро

вычислить энергетический ландшафт для магнитных состояний цилиндра раз­

личных физических размеров 𝑅/𝐿E и 𝐿/𝐿E как функцию 𝑝, 𝑎 и 𝑐. После этого

нахождение основных состояний цилиндра так же просто, как нахождение мини­

мального значения в массиве для каждой точки (𝑅/𝐿E,𝐿/𝐿E). Классификация

найденного таким образом состояния, используя значения 𝑝, 𝑎 и 𝑐 в минимуме,

позволяет представить результаты расчётов в виде магнитной фазовой диаграм­

мы. Эта диаграмма показана на рисунке 4.2 в виде заштрихованных разными

цветами областей.

Интересно, что на диаграмме присутствуют два разных вихревых состоя­

ния. Одно из них — классический вихрь, он является равновесным состоянием в

области, заштрихованной зелёным. Другое — состояние типа “большой вихрь”,

которое топологически подобно обычному вихрю, но имеет радиус ядра, превы­

шающий радиус цилиндра. Большие вихри существуют в узкой области фазо­
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Рисунок 4.2. Равновесие и стабильность состояния типа “большой магнитный

вихрь” в круговых цилиндрах различных радиусов 𝑅 и толщин 𝐿 в изотропном

магнитном материале с обменной длиной 𝐿E и намагниченностью насыщения

𝑀S. Сплошные линии соответствуют попарному равенству энергий различных

состояний и отделяют друг от друга области параметров, где эти состояния

(однородное в плоскости, однородное параллельно оси цилиндра, классический

магнитный вихрь и большой магнитный вихрь) являются основными. Подписан­

ные буквами линии обсуждаются в тексте. Пунктирные линии соответствуют

различным способам потери стабильности магнитным вихрем. Штрихпунктир­

ная линия 𝜌CV — радиус классического вихря, который зависит только от толщи­

ны цилиндра. Вставка показывает распределение компоненты намагниченности

𝑀Z/𝑀S, выходящей из плоскости цилиндра, как функцию радиальной коорди­

наты 𝑟/𝑅 в большом и классическом вихрях при конкретной геометрии цилин­

дра, где оба этих состояния стабильны и имеют одинаковую энергию (𝐸𝐿 = 𝐸𝐶)
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вой диаграммы, заштрихованной жёлтым, соответствующей высоким (𝜆 & 6.5)

цилиндрам определённых радиусов. При увеличении радиуса цилиндра, энер­

гия больших вихрей становится сначала равной (сплошная линия а на рисун­

ке 4.2), а затем и большей, чем энергия классического магнитного вихря.

При малых радиусах большие вихри непрерывно трансформируются (пу­

тём расширения их ядра до бесконечности) в состояние однородной намагни­

ченности, параллельной оси цилиндра (это происходит на сплошной линии б ).

Линия б соответствует фазовому переходу второго рода, во время которого

однородное состояние теряет стабильность и 𝑍-компонента полной намагничен­

ности цилиндра начинает отклоняться от 𝑀S. Линия а соответствует переходу

первого рода, сопровождающемуся гистерезисом. То есть большие вихри мо­

гут существовать в качестве метастабильных состояний и выше линии а, в то

время, как классические вихри могут быть метастабильными ниже этой линии

(они продолжают оставаться стабильными относительно расширения ядра в

цилиндрах с радиусами вплоть до равновесного радиуса ядра классического

вихря 𝜌CV). Добавление к карте основных состояний кругового цилиндра фазы

больших вихрей позволяет решить, замеченный в ранних работах [210] и [24],

парадокс. Он состоит в том, что параллельное оси цилиндра однородное состо­

яние намагниченности продолжает быть основным состоянием в цилиндрах с

размерами, лежащими между линиями б и в, где оно уже не является стабиль­

ным.

Для подтверждения описанных выше результатов численного расчёта, вы­

полненного в рамках проекта Magnetism@home, рассмотрим теперь состояние

типа “большой вихрь” и его стабильность аналитически.

Распределение намагниченности внутри большого магнитного вихря мож­

но описать комплексной функцией

𝑓(𝑧) =
𝚤𝑧

𝜌V
, (4.26)
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где 𝜌V = 𝑅V/𝑅 > 1. Так как |𝑓(𝑧)| < 1, эта текстура представляет собой чистый

солитон 𝑤(𝑧, 𝑧) = 𝑓(𝑧). Для центрированного большого вихря, его обменную

энергию (1.64) можно вычислить непосредственным интегрированием

ℰLV
EX =

4

𝜌2(1 + 𝜌2V)
, (4.27)

где безразмерная энергия ℰ = 𝐸/(𝜇0𝛾B𝑀
2
S𝜋𝐿𝑅

2) и безразмерный радиус цилин­

дра 𝜌 = 𝑅/𝐿E.

Аналогично случаю центрированного классического вихря, рассмотренно­

му в §4.3 и Приложении 4.1, магнитостатическую энергию большого вихря мож­

но представить в виде

ℰLV
MS =

1

𝑔
(𝑢 (𝜌V, 0) − 𝑢 (𝜌V, 𝑔)) , (4.28)

где 𝑔 = 𝐿/𝑅, а магнитостатическая функция зависит уже не только от пара­

метра 𝜒, но и от радиуса вихря 𝜌V

𝑢(𝜌V, 𝜒) =
2

𝜋

1∫︁
0

1∫︁
0

𝜂1𝜂2(𝜌
2
V − 𝜂21)(𝜌

2
V − 𝜂22)𝐾(− 4𝜂1𝜂2

𝜒2+(𝜂1−𝜂2)2
) d𝜂1 d𝜂2

(𝜌2V + 𝜂21)(𝜌
2
V + 𝜂22)

√︀
𝜒2 + (𝜂1 − 𝜂2)2

. (4.29)

Зависимость от 𝜌V возникает потому что ядро большого вихря (в отличие от

ядра классического) помещается в цилиндре не полностью, а доля ядра, поме­

щающаяся внутри цилиндра, зависит от 𝜌V. Функция 𝑢 является непрерывной

функцией 𝜌V, её можно дифференцировать под знаком интеграла.

Равновесный радиус большого магнитного вихря можно найти минимизи­

руя полную энергию частицы ℰLV
EX + ℰLV

MS по 𝜌V, что приводит к следующему

трансцендентному уравнению

− 8𝑔𝜌V
𝜌2(1 + 𝜌2V)2

+
𝜕

𝜕𝜌V
(𝑢 (𝜌V, 0) − 𝑢 (𝜌V, 𝑔)) = 0, (4.30)

аналогичному уравнению (4.18) для центрированного вихря. Это уравнение

сложно разрешить относительно 𝜌V, но зато просто относительно 𝜌, что даёт

𝜌 =
2

1 + 𝜌2V

√︃
2𝑔𝜌V

𝜕𝜌V𝑈 (𝜌V, 0) − 𝜕𝜌V𝑈 (𝜌V, 𝑔)
(4.31)
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для радиуса цилиндра 𝜌, в котором равновесным является большой вихрь с

радиусом ядра 𝜌V. Предел 𝜌V → ∞ тогда сразу даёт линию б на рисунке 4.2.

Вдоль неё большие вихри теряют свою хиральность и переходят в полностью

однородное состояние, намагниченное параллельно оси цилиндра.

Вторую границу стабильности больших вихрей (линию г) можно получить

двумя разными способами. Один из них прямой, но сложный, основывающийся

на рассмотрении преобразования большого вихря в классический и поиске гео­

метрии цилиндра, при которой это преобразование происходит самопроизволь­

но. Это можно сделать, например, рассмотрев распределения намагниченности,

описывающиеся следующей комплексной функцией

𝑤(𝑧, 𝑧) =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑧) |𝑓(𝑧)| ≤ 1

𝑓(𝑧)

|𝑓(𝑧)| sin2 𝛼+cos2 𝛼
|𝑓(𝑧)| > 1

. (4.32)

При 𝛼 = 0 она описывает большой вихрь, а при 𝛼 = 𝜋/2 классический с ме­

ронной частью при |𝑧| > 𝜌V. Линию г можно получить как границу на которой

энергетический минимум при 𝛼 = 0 исчезает. Такой анализ был проведен и

показал (по крайней мере с доступной для численных вычислений точностью),

что большие вихри теряют стабильность точно в тот момент, когда граница их

ядра касается стенки цилиндра. В этот момент они мгновенно превращаются

в классические вихри с намного меньшим радиусом ядра 𝜌CV. Таким образом,

линию г можно просто вычислить как радиус цилиндра (4.31) в пределе 𝜌V → 1.

Другой “подводный камень” заключается в том, что линия б становит­

ся нефизичной, когда параметр 𝑔 = 𝐿/𝑅 становится меньше, чем примерно

1.812 952. В более тонких цилиндрах (при фиксированном радиусе) основным

состоянием становится состояние, однородно намагниченное в плоскости цилин­

дра, а значит для исследования стабильности нужно рассмотреть преобразова­

ние большого вихря в такое однородное состояние. Сделать это можно, рас­

сматривая однородный поворот намагниченности большого вихря, описывае­
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мый комплексной функцией

𝑓 tilt(𝑡) =
𝚤𝑓(𝑡) cos(𝛼/2) + sin(𝛼/2)

𝚤 cos(𝛼/2) + 𝑓(𝑡) sin(𝛼/2)
. (4.33)

При 𝛼 = 0 эта функция соответствует большому вихрю (4.26), но с увеличением

𝛼 намагниченность в описываемой ей магнитной текстуре однородно поворачи­

вается в сторону плоскости торца цилиндра. Линию стабильности тогда можно

вычислить как условие исчезновения энергетического минимума при 𝛼 = 0

𝜕2ℰ 𝑡𝑖𝑙𝑡

𝜕𝛼2

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

=
𝜕2ℰ tilt

EX

𝜕𝛼2
+
𝜕2ℰ tilt

MS

𝜕𝛼2

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

= 0 (4.34)

при равновесном 𝜌V. Обменную энергию ℰ tilt
EX магнитной текстуры, соответству­

ющей комплексной функции 𝑓 tilt(𝑡), несложно вычислить непосредственным ин­

тегрированием (1.64). Магнитостатическая энергия теперь имеет дополнитель­

ные вклады от объёмных и боковых магнитных зарядов. Их взаимодействие

проще всего учесть, объединив объёмные и боковые заряды в одну объёмную

плотность заряда, используя 𝛿-функцию Дирака. От 𝛼 зависит только произве­

дение плотностей в разных точках, входящее в магнитостатический интеграл.

Поэтому рассмотрим сразу необходимую нам вторую производную, которую

можно представить в виде

𝜕2

𝜕𝛼2
𝜚(𝑟1, 𝜙1, 𝛼)𝜚(𝑟2, 𝜙2, 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

= 2𝜔(𝑟1, 𝜙1)𝜔(𝑟2, 𝜙2), (4.35)

где

𝜔(𝑟, 𝜙) = −4𝑟𝜌V
2 sin𝜙

(𝑟2 + 𝜌2V)2
+

(1 − 𝜌2V)𝛿(1 − 𝑟) sin𝜙

1 + 𝜌2V
. (4.36)

Интеграл такого произведения зарядов удобно факторизовать, используя вто­

рой метод, описанный в Приложении 4.1. То есть представляя квадратный ко­

рень в магнитостатической функции Грина при помощи интеграла Липшица

(4.93), а затем раскладывая получившуюся функцию Бесселя в ряд при помо­

щи теоремы сложения (4.92). Получившиеся в результате такого разложения



173

угловые интегралы легко вычисляются, что даёт

𝜕2ℰ tilt
MS

𝜕𝛼2

⃒⃒⃒⃒
𝛼=0

=
1

2

∫︁ ∞

0

𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

(︂∫︁ 1

0

𝜔(𝑟, 𝜙)𝐽1(𝑘𝑟)𝑟 d𝑟

)︂2

d𝑘, (4.37)

где дельта функция считалась при расчёте правосторонней. Этот интеграл мож­

но вычислить численно, что достаточно для решения трансцендентного урав­

нения (4.34) и нахождения линии стабильности д. Ниже этой линии большие

вихри, если бы они были созданы, сразу превратились бы в (квази)однородное

в плоскости цилиндра состояние. Правильность проведенных расчётов подтвер­

ждается фактом, что линия д соединяется с линией б точно при критическом

значении 𝑔 ≈ 1.812 952, при котором энергии однородных состояний с намагни­

ченностью, лежащей в плоскости основания цилиндра и перпендикулярно этой

плоскости — равны.

Наконец, имеется ещё одна возможность преобразования большого вихря

в однородное в плоскости цилиндра состояние. При малых толщинах цилиндра

вихрь может быть нестабилен по отношению к горизонтальному смещению.

Стабилизирующая сила в этом случае производится боковыми магнитными за­

рядами, роль которых быстро падает при уменьшении толщины цилиндра до

тех пор, пока они уже не могут сдержать смещение вихря, выгодное с точки

зрения обменной энергии. Соответствующая линия стабильности е была вычис­

лена путём приравнивания нулю второй производной по 𝐴 в точке 𝐴 = 0 энер­

гии распределения намагниченности, соответствующего комплексной функции

(4.9). Энергия торцевых зарядов при этом не меняется, а баланс сил обеспечи­

вается обменной энергией (4.11) и магнитостатической энергией боковых заря­

дов, которая вычислялась по второй методике, описанной в Приложении 4.1.

Обмен “побеждает” ниже лини стабильности е и большие вихри, если они даже

там созданы, нестабильны относительно перехода в однородно намагниченное

в плоскости основания цилиндра состояние.

В заключение можно сказать, что (как показано прямым численным поис­
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ком, подтверждённым аналитическими расчётами) ферромагнитный цилиндр

допускает существование двух состояний типа магнитный вихрь в качестве сво­

его основного состояния. Одно из них — классический вихрь Усова и Песчано­

го [8], для которого в §4.3 получены явные приближённые формулы энергии

и радиуса. Другое — состояние типа “большой магнитный вихрь”, в котором

намагниченность никогда не ложится в плоскость основания цилиндра. Хотя

существование “больших вихрей” не было ещё подтверждено экспериментально

(возможно потому что они существуют лишь в очень узкой области магнитной

фазовой диаграммы), магнитные цилиндры похожих размеров доступны экс­

периментально и не являются суперпарамагнитными (см. рисунок 14 в [211]).

Здесь также рассмотрены механизмы, приводящие к потере стабильности боль­

шого магнитного вихря, и вычислены соответствующие им линии лабильности.

Следует отметить, что вследствие использования метода Ритца проведен­

ные расчёты завышают стабильность состояний. Значит истинная область мета­

стабильности большого вихря меньше очерченной на рисунке 4.2. Тем не менее

из модельных расчётов следует, что в определённом диапазоне геометрических

размеров цилиндра большие вихри могут сосуществовать с классическими. Бо­

лее того, можно подобрать геометрические размеры цилиндра так (см вставку

на рисунке 4.2), что оба вихревых состояния являются в нём стабильными, их

энергии равны, но их полный магнитный момент при этом существенно отли­

чается.

В силу того, что большой и классический вихри топологически эквивалент­

ны, переходы между ними не требуют создания блоховских точек и не должны

сопровождаться значительной генерацией спиновых волн. Кроме того, из фазо­

вой диаграммы видно, что большие магнитные вихри существуют в частицах

наименьших размеров из тех, которые вообще могут содержать состояние ти­

па магнитный вихрь. Это значит, что большие вихри могут быть интересным

объектом для перспективных технологий магнитной записи.
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4.5. Коллапс магнитного вихря внешним полем

Рассмотрим теперь влияние внешнего магнитного поля на магнитный вихрь

в круговом цилиндре. Наиболее интересный (за счёт нарушения симметрии)

случай, когда вектор поля направлен в плоскости основания цилиндра (перпен­

дикулярно его оси). В отсутствие внешнего магнитного поля (или для малых

полей) хорошо работают пробные функции (3.9), которые описывают распреде­

ления намагниченности без боковых магнитных зарядов 𝑚 · 𝑛 = 0 на грани­

це цилиндра. В этом параграфе рассмотрен случай больших полей, настолько

больших, что они приводят к коллапсу магнитного вихря.

Так как магнитное поле непосредственно поворачивает магнитные момен­

ты на боковой поверхности цилиндра, отсутствие на ней магнитных зарядов

в достаточно больших полях перестаёт быть хорошим приближением. Поэтому

процедуру последовательной минимизации, описанную в Главе 3 и приводящую

к функциям (3.9) или (4.38), нужно прервать до минимизации боковых зарядов

и решения задачи Римана-Гильберта для мероморфной функции 𝑓(𝑧). Возьмём

для неё представление в виде [212]

𝑓C3(𝑧) =
𝚤

𝑏

𝑧 − 𝑎

1 − 𝑎𝑧
, (4.38)

где параметр 𝑏 связан с радиусом магнитного вихря, параметр 0 ≤ 𝑎 ≤ 1 задаёт

смещение его центра (|𝑎| = 0 соответствует центрированному вихрю, а |𝑎| = 1

однородно намагниченному в плоскости основания цилиндру), а комплексная

координата 𝑧 = 𝑋 + 𝚤𝑌 безразмерная, нормированная на радиус цилиндра 𝑅

так, что |𝑧| ≤ 1. Эта функция производит конформное отображение единичного

диска на единичный диск со смещённым центром. В соответствии с предыду­

щими шагами процедуры последовательной минимизации, векторы намагничен­

ности всё также выражаются при помощи стереографической проекции (1.60)
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через сшивку (3.4) с 𝑓(𝑧) = 𝑓C3(𝑧).

В отличие от (4.9), у которого нормальные к боковой поверхности ком­

поненты вектора намагниченности отсутствуют, выражение (4.38) при |𝑎| > 0

содержит магнитные заряды на боковой поверхности цилиндра. При этом для

любых значениях 𝑎 выражение (4.38) гарантирует равенство нулю нормальной

производной намагниченности к границе (𝜕𝑚/𝜕𝑛)|𝜕𝒟 = 0. Пример этого рас­

пределения для конкретного цилиндра во внешнем магнитном поле показан на

рисунке 4.3.

Для нахождения равновесных значений 𝑎 и 𝑏 во внешнем магнитном поле

необходимо вычислить и минимизировать полную энергию цилиндра, включа­

ющую, кроме рассмотренных ранее обменной и магнитостатической энергии

(3.1), энергию Зеемана с плотностью: −𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝑚 · ℎ.

Магнитостатическая энергия имеет объёмный и поверхностные вклады (на

торцах и на боковой поверхности цилиндра). Для упрощения дальнейших расчё­

тов предположим, что цилиндр является достаточно тонким, чтобы объёмным

вкладом можно было пренебречь.

Введём две полярные системы координат с одними и теми же обозначе­

ниями для радиальной 𝑟 и угловой координаты 𝜙. Их использование ниже

тщательно оговорено, поэтому путаницы не будет. Центр одной из этих систем

совпадает с центром цилиндра, соответствующая безразмерная радиальная ко­

ордината определена как 𝜂 = 𝑟/𝑅. Центр другой совпадает с центром ядра

вихря. Это удобно потому что при любых 𝑎 граница ядра вихря (4.38), опре­

деляемая уравнением |𝑓C3| = 1, представляет собой окружность. Для действи­

тельных 𝑎 её радиус 𝑅V = 𝑅𝑏(1 − 𝑎2)/(1 − 𝑎2𝑏2), а центр расположен в точке

𝑋V = 𝑅𝑎(1 − 𝑏2)/(1 − 𝑎2𝑏2), 𝑌 V = 0. Безразмерная радиальная координата в

системе координат, центрированной на вихре, определена как 𝜂 = 𝑟/𝑅V

Плотность торцевых магнитных зарядов, производимых распределением

намагниченности (4.38), в полярной системе координат, центрированной на ядре
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Рисунок 4.3. Распределение намагниченности (4.38) с равновесными значени­

ями 𝑎 ≈ 0.14 и 𝑏 ≈ 0.092, соответствующими пермаллоевому (𝐿E = 5 нм) ци­

линдру (𝑅 = 150 нм, 𝐿 = 15 нм) в магнитном поле ℎ = 𝐻/(𝜇0𝛾B𝑀S) = −0.025,

приложенному вдоль оси 𝑂𝑌 . Компонента намагниченности 𝑚Z вдоль линии

𝑌 = 0 показана на верхнем графике

вихря равна

𝑚Z = 𝜎(𝜅, 𝜂, 𝜙) = cos𝜅
1 − 𝜂2

1 + 𝜂2 − 2𝜂 sin𝜅 cos𝜙
, (4.39)

где 𝜅 = 2 arctan(𝑎𝑏). Безразмерную магнитостатическую энергию этих зарядов

в единицах 𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝑉 (где 𝑉 = 𝐿𝜋𝑅2 — объём цилиндра) можно представить в

виде

ℰ face
MS =

𝐸face
MS

𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝑉

=
𝑅3

V

𝐿𝑅2
(𝑢(𝜅, 0) − 𝑢(𝜅, 𝐿/𝑅V)) , (4.40)



178

где

𝑢(𝜅, 𝜒) =

1∫︁
0

1∫︁
0

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝜎(𝜅, 𝜂1, 𝜙1)𝜎(𝜅, 𝜂2, 𝜙2)𝜂1 d𝜂1𝜂2 d𝜂2 d𝜙1 d𝜙2

(2𝜋)2
√︀
𝜒2 + 𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2)

. (4.41)

Предполагая малость произведения 𝑎𝑏 ≪ 1, что подтверждается численными

расчётами (см. также подпись к рисунку 4.3), и пренебрегая этими произведени­

ями по сравнению с единицей, безразмерную энергию (4.40) можно представить

в виде

ℰ face
MS =

𝑏3(1 − 𝑎2)3

𝑔

(︂
𝑢 (0) − 𝑢(

𝑔

𝑏(1 − 𝑎2)
)

)︂
, (4.42)

где 𝑢(𝜒) = 𝑢(𝜅 → 0, 𝜒) — безразмерная магнитостатическая функция Усова и

Песчаного [8] для центрированного вихря (4.15), выражения для которой по­

лучены в §4.3 и Приложении 4.1. Несмотря на приближённый характер выра­

жения (4.42), его зависимость от 𝑎, 𝑏 и 𝑔 очень точно соответствует точному

выражению (4.40) и даёт ошибку не более 1% в рассматриваемом диапазоне

параметров.

Распределение боковых магнитных зарядов магнитной текстуры (4.38) име­

ет следующий вид

(𝑚 · 𝑛)|𝜕𝒟 = 𝜎(𝑎, 𝜙) = 2𝑎 sin𝜙
𝑎 cos𝜙− 1

1 + 𝑎2 − 2𝑎 cos𝜙
, (4.43)

в цилиндрической системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑍 с началом отсчёта в центре цилин­

дра. Их безразмерную энергию можно записать как

ℰ side
MS =

𝑔∫︁
0

𝑔∫︁
0

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝜎(𝑎, 𝜙1)𝜎(𝑎, 𝜙2) d𝜁1 d𝜁2 d𝜙1 d𝜙2

2𝑔(2𝜋)2
√︀

2(1 − cos(𝜙1 − 𝜙2)) + (𝜁1 − 𝜁2)2
, (4.44)

где безразмерная переменная интегрирования 𝜁 = 𝑍/𝑅. Используя теорему сло­

жения для функций Бесселя и другие тождества, приведенные в Приложении

4.1 это выражение можно представить в виде ряда

ℰ side
MS =

1

2

[︃
𝑎2(𝑎2 − 2)2𝐼1(𝑔) + (1 − 𝑎2)2

∞∑︁
𝜇=1

𝑎2𝜇𝐼𝜇(𝑔)

]︃
(4.45)
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𝐼𝜇(𝑔) =

∫︁ ∞

0

d𝑘

𝑘

(︂
1 − 1 − exp(−𝑘𝑔)

𝑘𝑔

)︂
𝐽2
𝜇(𝑘), (4.46)

где 𝐽𝜇(𝑥) функция Бесселя первого рода порядка 𝜇. При минимизации пол­

ной энергии использовался только первый член в этом выражении. Как было

проверено численно, этого достаточно для получения ошибки в пределах 3%.

Полную 𝑌 -компоненту намагниченности цилиндра (которая входит в энер­

гию Зеемана в рассматриваемом случае поля, параллельного оси 𝑂𝑌 ) можно

представить в виде

⟨𝑚Y⟩ =

1∫︁
0

2𝜋∫︁
0

((1 + 𝑎2)𝜂 cos𝜙− 𝑎(1 + 𝜂2))𝜂 d𝜂 d𝜙√︀
𝑎2 + 𝜂2 − 2𝑎𝜂 cos𝜙

√︀
1 + 𝑎2𝜂2 − 2𝑎𝜂 cos𝜙

, (4.47)

где используется система координат, центрированная на оси цилиндра. Вели­

чину этого интеграла можно приблизить выражением ⟨𝑚Y⟩ = 𝑎(15𝑎4 + 34𝑎2 −

193)/144 с погрешностью не более 1%.

Обменную энергию распределения намагниченности (4.38) несложно вы­

числить по методу, изложенному в §4.2. Она в точности равна (4.17) и не зави­

сит от 𝑎.

Теперь осталось минимизировать полную плотность магнитной энергии

цилиндра ℰ = ℰEX + ℰ face
MS + ℰ side

MS − ℎ⟨𝑚Y⟩ по параметрам 𝑎 и 𝑏. Эти параметры

связаны через член ℰ face
MS , который зависит и от 𝑎, и от 𝑏. Тем не менее, если

вместо параметра 𝑏 ввести новый параметр 𝑞 = 𝑏(1− 𝑎2)/𝑔, то 𝑎 и 𝑞 становятся

независимыми и энергию можно минимизировать по каждому из них отдельно.

Единственные члены в полной энергии ℰ , зависящие от 𝑞 — это ℰEX+ℰ face
MS =

𝜆2E𝑔
2(2 − log 𝑞𝑔) + 𝑞3𝑔2𝑄(1/𝑞) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, где 𝑄(𝑥) = 𝑢(0) − 𝑢(𝑥), 𝜆E = 𝐿E/𝐿.

Равновесное значение 𝑞 тогда удовлетворяет следующему уравнению

𝑞
d

d𝑞

[︀
𝑞3𝑄(1/𝑞)

]︀
= 𝜆2E, (4.48)

которое в точности повторяет уравнение (4.18) для равновесного радиуса ядра

центрированного вихря в нулевом поле.
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Оставшиеся члены в полной энергии ℰ1(𝑎, ℎ) = ℰ side
MS −ℎ⟨𝑚Y⟩+𝜆2E𝑔

2 log(1−

𝑎2) зависят только от 𝑎, где последний член появляется после замены 𝑏 на 𝑞 в

обменной энергии и отделения слагаемых, зависящих от 𝑞.

Вихрь теряет стабильность при некотором значении внешнего поля ℎ =

ℎan, когда энергетический минимум, в котором он находится, превращается

в седловую точку или максимум. Это условие приводит к следующей системе

уравнений для 𝑎an, ℎan : ⎧⎨⎩ 𝜕ℰ1(𝑎an, ℎan)/𝜕𝑎an = 0

𝜕2ℰ1(𝑎an, ℎan)/𝜕𝑎2an = 0.
(4.49)

Решая эти уравнения численно для обменной длины 𝐿E/𝐿 = 5 нм/15 нм (со­

ответствующей эксперименту в [213]), получим зависимость поля аннигиляции

вихря ℎan от обезразмеренного радиуса цилиндра 1/𝑔 = 𝑅/𝐿, которая показана

на рисунке 4.4. Кривая ℎan(1/𝑔) хорошо ложится на экспериментальные точки

из [213].

Можно определить и другое характерное поле ℎeq, когда равновесная энер­

гия смещённого магнитным полем вихря становится равной энергии однородно

намагниченного состояния. Это поле определяется системой уравнений:⎧⎨⎩ 𝜕ℰ1(𝑎eq, ℎeq)/𝜕𝑎eq = 0

ℰ(𝑎eq, ℎeq) = ℰ side
MS

⃒⃒
𝑎→1

− ℎeq,
, (4.50)

оно также показано на рисунке 4.4. Последнее уравнение здесь основывается на

том, что обменная энергия и энергия торцевых магнитных зарядов равны нулю

в однородно намагниченном в плоскости основания (насыщенном планарным

полем) цилиндре, а средняя намагниченность такого цилиндра в направлении

поля равна единице.

Как видим, поле равновесия лежит ниже поля аннигиляции. Расхождение

измеренного поля исчезновения вихрей с полем аннигиляции при 𝑅/𝐿 . 10

можно объяснить влиянием термических флуктуаций, которому маленькие ци­
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Рисунок 4.4. Характерные поля исчезновения вихря в пермаллоевом (𝐿E =

5 нм) цилиндре толщиной 𝐿 = 15 нм как функция его радиуса. Эксперимен­

тальные точки взяты из [213]

линдры более подвержены. Флуктуации перебрасывают вихрь через потенци­

альный барьер до достижения поля аннигиляции.

Таким образом, в этом параграфе поле аннигиляции магнитного вихря и

поле его равновесия с однородным состоянием вычислены в зависимости от

размеров цилиндра (относительно обменной длины, определённой параметра­

ми материала). Расчёт хорошо согласуется с экспериментом на изолированных

(стоящих далеко друг от друга) цилиндрических магнитных точках и справед­

лив для сильно смещённых вихрей в силу того, что не использует разложение

в ряд Тейлора по смещениям.

После аннигиляции вихря внешним полем цилиндр оказывается в (квази)

однородном состоянии намагниченности. Эффекты взаимодействия между ци­

линдрами в этом состоянии (его поля рассеяния значительно больше полей,

рассеиваемых вихревым состоянием) рассмотрены в §4.7, а само квазиоднород­
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ное состояние изучено в §4.6.

4.6. Квазиоднородные состояния намагниченности цилиндра

В §4.4 уже рассмотрено квазиоднородное состояние, каковым является

“большой вихрь” чуть выше линии б на магнитной фазовой диаграмме (ри­

сунок 4.2), когда намагниченность в цилиндре почти однородна и перпендику­

лярна плоскости его основания (параллельна оси цилиндра). Ниже линии б на

рисунке 4.2 намагниченность является однородной, а в области линии а уже

сильно неоднородной. Здесь, обобщая модель (3.9), рассмотрено квазиоднород­

ное состояние намагниченности в плоскости основания цилиндра. Это рассмот­

рение позволяет уточнить классический результат Джозефа [214] для перехода

между (квази) однородным состоянием в плоскости основания цилиндра и одно­

родным состоянием, перпендикулярным этой плоскости. Из него так же станет

очевидной невозможность [215] существования в конечных полях полностью

однородного в плоскости основания цилиндра состояния намагниченности.

В качестве отправной точки выберем состояние с двумя “ежами” в про­

тивоположных сторонах цилиндра, изображённое на рисунке 2.12г. В квази­

однородном состоянии боковые заряды присутствуют всегда. Поэтому можно

отодвинуть “ежей” от границы цилиндра в функции (3.9) и сделать расстоя­

ние от них до границы параметром в методе Ритца. Проще всего это сделать

масштабированием. Так появляется выражение (4.25) для магнитной текстуры

с произвольным масштабированием, описываемым параметром 𝑝, которое уже

использовалось в расчётах проекта Magnetism@home.

Из него, в случае цилиндра с круговым основанием |𝑧| ≤ 1, для которого

𝑇 (𝑡) = 𝑡, 𝑇 ′(𝑡) = 1 и 𝑇 (−1)(𝑧) = 𝑧, после замены переменных 𝑐 → 𝑘 𝑎 → 𝑎/𝑘
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в пределе 𝑘 → 0 получим 𝑓(𝑧) = (𝑎𝑧2/𝑝2 − 𝑎)/2. Положим 𝑎 действительным,

что фиксирует направление средней намагниченности цилиндра вдоль оси 𝑂𝑋.

Тогда (в предположении, что величина параметра 𝑝 достаточно велика, а раз­

мер ядер “ежей” достаточно мал для того, чтобы они лежали полностью вне

цилиндра) квазиоднородное в плоскости цилиндра состояние намагниченности

соответствует мерону (средней строке в (3.4)), построенному на базе этой функ­

ции. То есть

𝑤(𝑧, 𝑧) =

√︃
𝑝2 − 𝑧2

𝑝2 − 𝑧2
, (4.51)

где 𝑎 сокращается, а 𝑝 > 1. Это и есть модель для квазиоднородного состоя­

ния, которая здесь рассмотрена аналитически. Численно, такие распределения

намагниченности покрываются расчётами по более общему выражению (4.25),

использованному в проекте Magnetism@home. При 𝑝 = 1+0, “ежи” расположены

у границы цилиндра, при увеличении 𝑝 они расходятся и, при 𝑝 → ∞, состоя­

ние цилиндра становится полностью однородным 𝑤(𝑧, 𝑧) = 1, 𝑚X = 1, 𝑚Y = 0.

Промежуточные значения 1 < 𝑝 < ∞ соответствуют квазиоднородным в плос­

кости состояниям как, например, показанное на рисунке 4.5. Выражение (4.51)

является решением уравнения Эйлера (1.65), то есть локально экстремальным

с точки зрения обменного функционала для любых значений 𝑝. Но только одно

значение 𝑝 соответствует минимуму полной энергии цилиндра.

В отсутствии внешнего магнитного поля равновесное значение 𝑝 и энергия

соответствующей магнитной конфигурации (4.51) зависят только от материала

и геометрических размеров цилиндра. Эту зависимость и другие равновесные

свойства магнитной текстуры (4.51) можно получить путём минимизации пол­

ной энергии цилиндра, включая магнитостатическую.

Вычисление обменной энергии (нормированной на 𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝑉 ) можно про­

вести прямым интегрированием, что даёт

ℰEX =
1

𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝑉

𝐶

2

∫︁
𝑉

((∇𝑚X)2 + (∇𝑚Y)2) d3𝑟 =
1

4𝜋𝜌2
log

𝑝4

𝑝4 − 1
, (4.52)
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Рисунок 4.5. Равновесное состояние типа “лист” в круговом ферромагнитном

цилиндре с 𝐿/𝐿E = 0.5 и 𝑅/𝐿E = 3 для которого 𝑝EQ ≈ 2.05. Вставка показыва­

ет зависимость критического фактора формы цилиндра 𝑔C (соответствующего

переходу между состояниями намагниченными в плоскости основания и перпен­

дикулярно ему) от толщины цилиндра. Горизонтальная линия соответствует

𝑔C0 ≈ 1.812 952 ≈ 1/0.551 587

где 𝑉 = 𝜋𝐿𝑅2 — объём цилиндра, 𝐿— его толщина,𝑅— его радиус, а 𝜌 = 𝑅/𝐿E.

Вычисление магнитостатической энергии сложнее. Проведём его с исполь­

зованием метода магнитных зарядов, описанного в §1.2.2. Объёмную плотность

магнитных зарядов (1.16) в единицах 𝑀S/𝑅, созданную распределением намаг­

ниченности (4.51) можно представить в виде

𝜚 =
2𝜂 cos𝜙√︀

𝜂4 + 𝑝4 − 2𝑝2𝜂2 cos 2𝜙

(︂
1 +

𝑝2 − 1

2
𝛿(1 − 𝜂)

)︂
, (4.53)

где 𝜂 =
√
𝑋2 + 𝑌 2/𝑅 и 𝜙 — полярные координаты, центрированные в основа­
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нии цилиндра, а 𝛿-функция Дирака считается правосторонней. Это выражение

включает поверхностные (на боковой поверхности цилиндра) и объёмные маг­

нитные заряды. Магнитостатическую энергию этих зарядов, в той же норми­

ровке на 𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝑉 , можно записать как

ℰMS =

𝑔∫︁
0

𝑔∫︁
0

1∫︁
0

1∫︁
0

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝜂1𝜂2𝜚(𝜂1, 𝜙1)𝜚(𝜂2, 𝜙2) d𝜁1 d𝜁2 d𝜂1 d𝜂2 d𝜙1 d𝜙2

2(2𝜋)2𝑔
√︀

(𝜁1 − 𝜁2)2 + 𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2)
,

(4.54)

где 𝑔 = 𝐿/𝑅 — безразмерный радиус цилиндра. Из-за наличия интегрируемой

сингулярности, данный интеграл непросто вычислить даже численно. Но он

легко факторизуется аналитически, как описано в Приложении 4.1, используя

интеграл Липшица (4.93) и теорему сложения для функций Бесселя (4.92). Ре­

зультат можно представить в виде ряда по степеням 1/𝑝2

ℰMS = ℰ‖(𝑔) +
ℰ2(𝑔)

𝑝2
+

ℰ4(𝑔)

𝑝4
+ . . . (4.55)

ℰ‖(𝑔) =

∫︁ ∞

0

d𝑘
𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

𝐽2
1(𝑘)

2
> 0 (4.56)

ℰ2(𝑔) =

∫︁ ∞

0

d𝑘
𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

𝐽1(𝑘)𝐽3(𝑘)

2
< 0 (4.57)

ℰ4(𝑔) = −
∫︁ ∞

0

d𝑘
𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

𝐽0(𝑘)𝐽3(𝑘)

𝑘
> 0 (4.58)

где функция 𝑓MS(𝑥) = 1 − (1 − 𝑒−𝑥)/𝑥 получается после интегрирования по

толщине цилиндра (4.96). Интегралы (4.56)-(4.58) не выражаются в терминах

элементарных функций, но они являются функциями одной переменной, а зна­

чит их несложно протабулировать численно.

Ряд (4.55) сходится очень быстро потому что для рассматриваемых слабо­

неоднородных состояний 𝑝 ≫ 1. Это позволяет ограничиться анализом только

первых двух членов в (4.55). Нужно также отметить, что все члены порядка

1/𝑝4 и выше входят в этот ряд с положительными коэффициентами, отрица­

тельным является только коэффициент перед 1/𝑝2.

Полную энергию ℰ = ℰEX+ℰMS можно теперь минимизировать по 𝑝 анали­
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тически. Это приводит к квадратному уравнению для 𝑝2EQ, физическое решение

которого можно представить в виде

𝑝EQ =
√︀

coth(𝛼/2) (4.59)

ℰEQ = ℰ‖(𝑔) + ℰ2(𝑔)
cosh𝛼− 1 − log cosh2(𝛼/2)

sinh𝛼
, (4.60)

где sinh𝛼 = −4𝜋𝜌2ℰ2(𝑔) > 0. Параметр 𝛼 зависит только от магнитных пара­

метров материала и геометрических размеров цилиндра. Распределение типа

“лист” для конкретного цилиндра показано на рисунке 4.5. Вследствие того,

что величина |𝑒2(𝑔)| < 0.015 мала, можно получить ещё более простую прибли­

жённую формулу ℰEQ ≈ ℰ‖(𝑔)−𝜋𝜌2ℰ22(𝑔), раскладывая выражение (4.60) в ряд

по степеням 𝛼. Из этого выражения следует, что энергия состояния типа “лист”

всегда ниже, чем энергия однородно намагниченного состояния ℰ‖(𝑔) потому

что второй член в (4.60) является отрицательным для всех значений 𝛼. Также

из-за того, что 𝑝EQ < ∞ для всех 𝛼 > 0, и 𝛼 = 0 соответствует либо 𝑅 = 0,

либо 𝐿 = 0. То есть нет другой возможности, кроме как прийти к выводу, что

намагниченное в плоскости цилиндра состояние является абсолютно однород­

ным только если объём цилиндра равен нулю. В реальных цилиндрах состояние

намагниченности, лежащей в плоскости их основания, всегда неоднородное.

Используя соотношение между магнитометрическими размагничивающи­

ми факторами [214], энергию однородно намагниченного перпендикулярно плос­

кости его основания цилиндра можно выразить как

ℰ⊥(𝑔) =
1 − 4ℰ‖(𝑔)

2
. (4.61)

Сравнивая энергию равновесного “листа” с энергией однородного состоя­

ния, намагниченного перпендикулярно плоскости цилиндра (4.61), можно вы­

числить фактор формы 𝑔C или критический радиус цилиндра 𝑅C, соответству­

ющий переходу между этими состояниями. Для малых отношений 𝐿/𝐿E его
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можно выразить как

𝑔C =
𝐿

𝑅C
= 𝑔C0 + ∆𝑔

(︂
𝐿

𝐿E

)︂2

(4.62)

∆𝑔 =
𝜋ℰ2(𝑔C0)2

3𝑔C02ℰ‖′(𝑔C0)
≈ 0.000 536 982 (4.63)

где штрих означает производную, а 𝑔C0 ≈ 1.812 952 ≈ 1/0.551 587 соответствует

переходу между однородными состояниями, рассмотренному Джозефом [214] и

получается из условия ℰ‖(𝑔C0) = ℰ⊥(𝑔C0). Зависимости 𝑔C от 𝐿/𝐿E, одна из

которых вычислена из (4.62), а другая получена численно без разложения по

степеням 𝐿/𝐿E, показаны в виде вставки на рисунке 4.5. Эти две зависимости

сливаются в одну и визуально не различимы.

При увеличении радиуса цилиндра 𝑅 состояние типа “лист” в конце концов

становится нестабильным по отношению к формированию магнитного вихря

и превращается в него в результате перехода первого рода [21]. Дипольный

момент “листа” (средняя по объёму намагниченность) является возрастающей

функцией 𝑝

⟨𝑚X⟩ = 1 − 1

12𝑝4
− 3

320𝑝8
− 5

1792𝑝12
− . . . (4.64)

Таким образом, основываясь на подходе, представленном в Главе 3, здесь

представлена модель квазиоднородного состояния намагниченности в круговом

цилиндре и уточнён результат Джозефа о критическом радиусе перехода между

(квази) однородными состояниями в плоскости и перпендикулярно плоскости

основания цилиндра. Как обычно (см. §2.6), эффект от учёта поправок высоко­

го порядка оказывается незначительным. Так бывает часто, но не всегда. Далее

рассмотрен случай, когда учёт слабой неоднородности намагниченности приво­

дит к принципиально новым эффектам.
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4.7. Анизотропия в квадратном массиве круговых цилиндров

В 1997-м году большой группой исследователей был экспериментально об­

наружен эффект анизотропии четвёртого порядка спин-волновых свойств (в

данном случае спиновые волны служат инструментом измерения равновесной

магнитной энергии наноструктуры) квадратного массива круговых магнитных

цилиндров при повороте намагниченности в плоскости массива [216]. На первый

взгляд можно было бы сказать, что ничего удивительного в наличии анизотро­

пии 4-го порядка у квадратного массива нет. Но это не так.

Удивительно то, что такой анизотропии в квадратном массиве быть не

должно. Если последовательно и без приближений решить магнитостатическую

задачу о распределении полей рассеяния в квадратном массиве однородно на­

магниченных круговых цилиндров [19], то окажется, что, хотя пространствен­

ное распределение полей рассеяния сильно зависят от направления намагничен­

ности в цилиндрах, магнитостатическая энергия относительно этого направле­

ния является (в силу тождества cos2 𝜙0 + sin2 𝜙0 = 1) полностью изотропной.

Это потому, что (как следует из уравнений Максвелла) взаимодействие парал­

лельных диполей (чем и является состояние однородной намагниченности) за­

висит только от вторых степеней направляющих косинусов и может произвести

только одноосную в плоскости массива анизотропию даже если массив прямо­

угольный. Но в пределе, когда оба периода прямоугольной решетки равны, ани­

зотропия в плоскости массива полностью исчезает.

Таким образом, ясно, что эффект анизотропии является следствием неод­

нородности намагниченности цилиндров. Например, двухдоменные цилиндры

(разделённые на два противоположно намагниченных в плоскости домена), дей­

ствительно демонстрируют анизотропию четвёртого порядка [217]. Тем не менее

сомнительно, что такая конфигурация доменов выживет в почти насыщающем
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магнитном поле, характерном для экспериментов по измерению магнитных ре­

зонансов. В таких полях можно ожидать, что цилиндры являются квазиодно­

родно намагниченными, а модель для квазиоднородной намагниченности оди­

ночного цилиндра была только что исследована в §4.6. Применим её для описа­

ния взаимодействия квазиоднородно намагниченных цилиндров в массиве.

В качестве отправной точки возьмём следующее выражение для квазиод­

нородной в плоскости магнитной текстуры

𝑤(𝑧, 𝑧) = 𝑒𝚤𝜙0

√︃
𝑝2 − 𝑒−2𝚤𝜙0𝑧2

𝑝2 − 𝑒2𝚤𝜙0𝑧2
. (4.65)

Оно получено точно так же, как и (4.51), с той лишь разницей, что теперь

величина 𝑎 не предполагается действительной (как это было ранее в аксиаль­

но симметричном случае), а имеет комплексную фазу 𝑎 = |𝑎|𝑒𝚤𝜙0. Модуль |𝑎|

при этом сокращается, а фаза 𝜙0 остаётся и входит в (4.65). Она управляет

направлением квазиоднородной намагниченности, которая теперь может быть

направлена не только вдоль оси 𝑂𝑋, а произвольно в плоскости цилиндра. Па­

раметр 𝑝 позволяет отодвигать “ежей” от границы цилиндра (см. рисунок 4.6

для 𝑝 = 2).

Для вычисления магнитостатической энергии массива таких точек, как

обычно, воспользуемся методом магнитных зарядов. Плотность магнитных за­

рядов (1.16) в единицах 𝑀S/𝑅, соответствующая распределению намагниченно­

сти (4.65) можно представить как:

𝜚 =
2𝜂 cos(𝜙− 𝜙0)√︀

𝜂4 + 𝑝4 − 2𝑝2𝜂2 cos 2(𝜙− 𝜙0)
, (4.66)

𝜎 =
(𝑝2 − 1) cos(𝜙− 𝜙0)√︀

1 + 𝑝4 − 2𝑝2 cos 2(𝜙− 𝜙0)
, (4.67)

где 𝜂 = 𝑟/𝑅 ≤ 1 и 0 < 𝜙 ≤ 2𝜋 — нормированные полярные координаты на

основании цилиндра. Они отличаются от (4.53) только возможностью поворота

на угол 𝜙0.
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Рисунок 4.6. Квазиоднородное состояние намагниченности (4.65) при 𝑝 = 2. Ли­

нии внутри частицы (окружность изображает её контур) являются касательны­

ми к векторам намагниченности

Чтобы учесть периодичность массива и связанные с ней взаимодействия

между цилиндрами, представим объёмную плотность зарядов (включив в неё

поверхностную) в виде ряда Фурье:

̃︀𝜚𝑛,𝑚(𝑞Z) =
𝑃 ̃︀𝜚𝑛,𝑚
𝑇

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝑒−2𝜋𝚤𝑞Z𝑍 d𝑍 =
̃︀𝜚𝑛,𝑚𝑃Λ sin 𝑞Z𝐿𝜋

𝑞Z𝐿𝜋
(4.68)

̃︀𝜚𝑛,𝑚 =

2𝜋∫︁
0

d𝜙

⎛⎝𝜎 𝐹 |𝜂=1 +

1∫︁
0

𝜂 d𝜂 𝜚𝐹

⎞⎠ , (4.69)

𝐹 = 𝑒−2𝜋𝚤𝑃 (𝑛𝑋+𝑚𝑌 ) = 𝑒−2𝜋𝚤𝑃𝜂(𝑛 cos𝜙+𝑚 sin𝜙), (4.70)

где (в рамках данного параграфа) радиус частицы 𝑅 и её толщина 𝐿 нормиро­

ваны на период массива 𝑃 = 𝑅/𝑇 , Λ = 𝐿/𝑇 , 𝑇 > 2𝑅; ̃︀𝜚0,0 ≡ 0 в силу отсутствия

магнитных монополей.

Гармонические функции 𝐹 , служащие базисом преобразования Фурье, яв­

ляются собственными функциями дифференциального оператора Лапласа. Это

значит, что уравнение Пуассона (1.15) для скалярного потенциала размагничи­

вающего поля в Фурье-пространстве становится алгебраическим и его несложно
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решить. Нормированная (в рамках данного параграфа на объём элементарной

ячейки массива) магнитостатическая энергия взаимодействия размагничиваю­

щего поля и магнитных зарядов ℰMS = 𝐸MS/(𝜇0𝛾B𝑀
2
S𝑇

2𝐿) равна

ℰMS =
𝑃 2Λ2

8𝜋2

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

∞∫︁
−∞

d𝜉
|̃︀𝜚𝑛,𝑚|2

Λ2(𝑛2 +𝑚2) + 𝜉2
sin2 𝜉𝜋

(𝜉𝜋)2
, (4.71)

где |̃︀𝜚𝑛,𝑚|2 = ̃︀𝜚𝑛,𝑚̃︀𝜚−𝑛,−𝑚, 𝜉 = 𝑞Z𝐿. Интеграл в этом уравнении можно взять, что

даёт

𝑒𝑀 =
𝑃 2

8𝜋2

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∑︁
𝑚=−∞

|̃︀𝜚𝑛,𝑚|2𝑓MS(2𝜋Λ
√
𝑛2 +𝑚2)

𝑛2 +𝑚2
, (4.72)

𝑓MS(𝑥) = 1 +
𝑒−𝑥 − 1

𝑥
. (4.73)

Заметьте, что выражение для 𝑓MS(𝑥) здесь совпадает с (4.96), полученным дру­

гим путём.

Для вычисления Фурье-компонент (4.69) заметим, что знаменатели в вы­

ражениях для боковых 𝜎 и объёмных зарядов 𝜚 можно разложить в ряды по

степеням 1/𝑝2 (малый параметр для квазиоднородного состояния намагничен­

ности в точках), используя следующее тождество для производящей функции

полиномов Лежандра 𝑃𝑖(𝑥)

1√︀
𝑟4 + 𝑝4 − 2𝑝2𝑟2 cos𝜓

=
1

𝑝2

∞∑︁
𝑖=0

𝑟2𝑖𝑃𝑖(cos𝜓)

𝑝2𝑖
(4.74)

где 𝜓 = 2(𝜙− 𝜙0). Используя тождества (формулы 6.521 в [218]) для функций

Бесселя первого рода 𝐽𝑘(𝑥), базис Фурье (4.70) можно представить в виде

𝐹 =
∞∑︁

𝑘=−∞

∞∑︁
𝑙=−∞

(−𝚤)𝑘(−1)𝑙𝐽𝑘(𝛼𝑛)𝐽 𝑙(𝛼𝑚)𝑒𝚤(𝑘+𝑙)𝜙, (4.75)

где 𝛼 = 2𝜋𝚤𝑃𝑟. В этом представлении угловой интеграл (4.69) легко вычислить:

при заданном 𝑖 он ненулевой только для 𝑘 + 𝑙 = ±(2𝑗 + 1) где 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑖.

Это убирает (делая её конечной) одну бесконечную сумму из тройного сумми­

рования по 𝑖, 𝑘, 𝑙, возникающего после применения разложений (4.74), (4.75).
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Оставшиеся бесконечные суммы по 𝑘 + 𝑙 = (2𝑗 + 1) и 𝑘 + 𝑙 = −(2𝑗 + 1) можно

затем вычислить и скомбинировать, используя теорему сложения для функций

Бесселя, что даёт ̃︀𝜚𝑛,𝑚 для заданного 𝑖 в терминах конечной суммы функций

Бесселя порядка 2𝑗 + 1 для 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑖, которые затем нужно проинтегри­

ровать по 𝑟 для вычисления вклада объёмных зарядов в (4.69). Это вычисление

довольно громоздкое, его лучше всего проводить, при помощи системы компью­

терной алгебры.

Для получения разложения магнитостатической энергии до четвёртого по­

рядка по 1/𝑝4 (пренебрегая членами порядка ∝ 1/𝑝6) достаточно вычислить

Фурье-компоненты объёмных зарядов для 𝑖 = 0, 1 и поверхностных зарядов

для 𝑖 = 0, 1, 2 (из-за 𝑝2 в (4.67)). Окончательный результат выглядит так

ℰMS = ℰ0 +
ℰ2 + cos(4𝜙0)ℰ2𝑎

𝑝2
+

ℰ4 + cos(4𝜙0)ℰ4𝑎
𝑝4

+ . . . , (4.76)

ℰ 𝑖 = 𝑃 2
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑛=1

𝐾𝑖(𝑃𝑘𝑚,𝑛, 𝜓𝑚,𝑛)

𝑚2 + 𝑛2
𝑓MS(Λ𝑘𝑚,𝑛), (4.77)

где 𝑘𝑚,𝑛 = 2𝜋
√
𝑚2 + 𝑛2, 𝜓𝑚,𝑛 = 1

2 arctan( 2𝑚𝑛
𝑛2−𝑚2 ),

𝐾0(𝑥) = 𝐽2
1(𝑥), (4.78)

𝐾2(𝑥) = 𝐽1(𝑥)𝐽3(𝑥), (4.79)

𝐾2𝑎(𝑥, 𝜓) = 𝐽1(𝑥)𝐽3(𝑥) cos(4𝜓), (4.80)

𝐾4(𝑥) = −2𝐽0(𝑥)𝐽3(𝑥)/𝑥, (4.81)

𝐾4𝑎(𝑥, 𝜓) = (𝐽3(𝑥)2 + 2𝐽1(𝑥)𝐽5(𝑥)) cos(4𝜓)/2. (4.82)

Функции ℰ 𝑖 = ℰ 𝑖(𝑃 ,Λ) зависят только от геометрии массива, представляя соб­

ственную энергию и взаимодействие объёмных и боковых зарядов в одном ци­

линдре и между всеми цилиндрами массива. Их можно проверить перенорми­

ровкой на единицу объёма цилиндра (вместо объёма элементарной ячейки) и

переходом к пределу 𝑇 → ∞. В этом случае ℰ2𝑎 = ℰ4𝑎 = 0, а ℰ0, ℰ2 и ℰ4
становятся идентичными ℰ‖, ℰ2 и ℰ4 из выражений (4.56), (4.57), (4.58) для
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изолированного цилиндра. В силу того, что одна и та же программа системы

компьютерной алгебры использовалась при выводе всех 𝐾𝑖, включая угловые

(помеченные индексом а), можно ожидать с большой долей уверенности, что

все они правильные.

Из (4.76) сразу видно, что для однородно намагниченных точек (𝑝 → ∞)

магнитостатическая энергия не имеет угловой зависимости и полностью изо­

тропна для всех направлений намагниченности цилиндров в плоскости массива.

Функция ℰ0 таким образом представляет собой энергию однородно намагничен­

ного массива.

Обменная энергия и энергия Зеемана для взаимодействия намагниченно­

сти с внешним полем не содержат взаимодействия между точками, их можно

вычислять для каждой точки в отдельности. Перенормируя (4.52) как ℰEX =

𝐸EX/(𝜇0𝛾B𝑀
2
S𝑇

2𝐿) и используя выражение для средней намагниченности (4.64)

получим вплоть до 1/𝑝4:

ℰEX + ℰZ =
𝜋

𝜏 2𝑝4
− 𝜋𝜌2ℎ cos(𝜙0 − 𝜙1)

(︂
1 − 1

12𝑝4

)︂
+𝑂

(︂
1

𝑝8

)︂
(4.83)

где 𝜏 = 𝑇/𝐿E, ℎ = 𝐻/(𝜇0𝛾B𝑀S) — величина приложенного магнитного поля, а

𝜙1 — угол приложения этого поля по отношению к векторам решётки.

Теперь остаётся минимизировать сумму (4.76) и (4.83) и найти равновес­

ные значения 𝑝 и 𝜙0. Для 𝜙0 при этом получается два решения: опережающее

и запаздывающее. Соответствующие углы 𝜙0 лишь немного отклоняются от на­

правления магнитного поля 𝜙1. Это означает, что в зависимости от того увели­

чивается угол магнитного поля со временем или уменьшается, намагниченность

массива демонстрирует гистерезис. Вследствие того, что обычно измерения маг­

нитных резонансов производятся в больших, почти насыщающих, магнитных

полях, можно ожидать, что гистерезис будет небольшим. Пренебрегая им для

простоты, положим 𝜙0 = 𝜙1. Минимизируя затем полную энергию по 𝑝, полу­
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чим

𝑝2EQ =
ℎ𝜋𝜌2 + 12(𝜋/𝜏 2 + ℰ4 + ℰ4𝑎 cos 4𝜙1)

6(−ℰ2 − ℰ2𝑎 cos 4𝜙1)
. (4.84)

Будем пока считать, что знаменатель в этих выражениях всегда положителен,

то есть ℰ2 < 0, ℰ2𝑎 > 0 и |ℰ2𝑎| < |ℰ2|. Эти соотношения выполняются во всех

рассмотренных здесь экспериментах. Нарушение этого предположения обсуж­

дается в конце параграфа. Значение 𝑝EQ полностью определяет магнитную тек­

стуру массива. Подставляя его обратно в выражение для энергии, можно по­

лучить равновесную энергию массива с заданными магнитными свойствами,

геометрией и под действием заданного магнитного поля. Рассмотрим угловую

зависимость этой энергии.

Самая большая (кроме константы) Фурье-гармоника в угловой зависимо­

сти равновесной энергии пропорциональна cos 4𝜙1, что можно однозначно клас­

сифицировать как наличие анизотропии 4-го порядка. Гармоники более высо­

ких порядков тоже присутствуют, но они, хоть и меняют угловую зависимость

энергии, не изменяют позиции её локальных угловых минимумов при 𝜙1 = 𝜋/4,

3𝜋/4, 5𝜋/4, 7𝜋/4 и максимумов при 𝜙1 = 0, 𝜋/2, 𝜋, 3𝜋/2. Это позволяет ввести

константу анизотропии 4-го порядка, представив равновесную энергию одного

цилиндра (после перенормировки на объём магнитного материала в ячейке, то

есть на объём цилиндра 𝑉 ) как 𝐸 = 𝐸0 +𝐾4 cos 4𝜙1 с 𝐾4 > 0. Значение 𝐾4 это

половина разности равновесной энергии между её значениями в максимуме и

минимуме (𝜙1 = 0 и 𝜙1 = 𝜋/4).

Большое магнитное поле, которое приложено в типичных экспериментах

по измерению магнитного резонанса, так же выравнивает намагниченность ци­

линдров, как и обменное взаимодействие, только эффект магнитного поля го­

раздо сильнее. Поэтому для упрощения пренебрежём обменом, полагая 𝜏 → ∞,

что приводит к следующему выражению для константы анизотропии 4-го по­
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рядка

𝐾4 =
𝜇0𝛾B𝑀

2
S

2𝜋𝜌2

(︂
3(ℰ2 − ℰ2𝑎)2

12(ℰ4 − ℰ4𝑎) + 𝜋ℎ𝜌2
− 3(ℰ2 + ℰ2𝑎)2

12(ℰ4 + ℰ4𝑎) + 𝜋ℎ𝜌2

)︂
. (4.85)

Полное выражение с учётом обменного взаимодействия (более точное при 𝑇 ≃

𝐿E) получить так же можно, оно построено на рисунках ниже. Тем не менее для

сравнения с экспериментом, точности (4.85) вполне достаточно. Можно также

получить асимптотическое разложение для 𝐾4 при больших полях ℎ≫ 1

𝐾4 = −𝜇0𝛾B𝑀 2
S

6ℰ2ℰ2𝑎
𝜋2𝜌4ℎ

+𝑂

(︂
1

ℎ2

)︂
. (4.86)

Рассмотрим теперь эксперимент из [216]. При интерпретации своих изме­

рений авторы использовали выражение для анизотропии в виде 𝐾*
4 sin2 𝜓 cos2 𝜓

(где 𝜓 — угол между магнитным моментом цилиндра и осью решётки) в сво­

ей численную процедуру для вычисления резонансных частот спиновых волн

и подогнали получившимся выражением измеренные спектры, определив 𝐾*
4 .

Так как намагниченность цилиндров близка к однородной (𝜓 = 𝜙1), этот член

сдвигает полную энергию цилиндров, которой и следуют измеренные в экспери­

менте спинволновые моды. Из-за того, что sin2 𝜙1 cos2 𝜙1 осциллирует между 0

и 1/4, в то время как cos 4𝜙1 между −1 и 1, причём максимумы первого выра­

жения соответствуют минимумам второго (и наоборот), определения константы

анизотропии в [216] и здесь связаны множителем −8.

Другая особенность в том, что значение 𝐾*
4 в [216] при больших полях

выходит на постоянное значение. Это нельзя объяснить никакой моделью неод­

нородного состояния точек в массиве. Любая из них в пределе ℎ→ ∞ должна

переходить в однородное состояние, не имеющее никакой анизотропии. Отсюда

можно заключить, что в эксперименте присутствует другой фактор (возмож­

но, из-за эффекта формы самого массива). Предполагая, что этот фактор не

зависит от внешнего поля, просто добавим его: 𝐾*
4 = −8𝐾4−0.6 × 105 эрг см−3.

Эта величина построена на рисунке 4.7 (выбирая 𝑀S = 850 эме см−3, что яв­

ляется характерной величиной для пермаллоя, но не указано в работе [216])
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вместе с экспериментальными данными. Согласие с экспериментом выглядит

достаточно хорошим, особенно если учесть, что точность эксперимента не поз­

волила авторам [216] надёжно различить полевые зависимости 𝐾*
4 для двух

измеренных ими массивов.

Гораздо более точный эксперимент был выполнен с использованием техни­

ки ферромагнитного резонанса [219]. В ФМР невозможно изменить величину

внешнего поля, которая была равна 1100 Э. В этом фиксированном поле авто­

ры [219] измерили поле анизотропии как функцию расстояния между цилин­

драми для массивов с периодами от 1100 нм до 2500 нм. В системе единиц СГС,

используемой в [219], поле анизотропии можно выразить через константу ани­

зотропии как 𝐻4 = 2𝐾4/𝑀𝑆. Эта величина изображена на рисунке 4.8 вместе

с параметрами массива и экспериментальными данными из [219]. Эксперимен­

тальные точки совпадают с теоретическими кривыми в пределах погрешности,

когда 𝐾4 вычисляется из (4.85), в то время как упрощённое асимптотическое

выражение (4.86) и его аналог более высокого порядка работают очень плохо в

таких малых полях.

Возвращаясь к выражению (4.84), можно заметить, что обращение в нуль

его знаменателя очень даже возможно. Это происходит для геометрических па­

раметров цилиндра, описываемых приближённым выражением 𝑅cr/𝑇 ≈ 0.51−

0.37 · (𝐿/𝑇 ) + 0.13 · (𝐿/𝑇 )2 в диапазоне 0 < 𝐿/𝑇 < 1 и ограничивая 𝑅cr/𝑇

величиной 0.5, когда это выражение даёт большее значение. При радиусах

𝑅 > 𝑅cr параметр 𝑝 становится мнимым при определённых направлениях внеш­

него поля, что соответствует переходу магнитной точки в состояние типа “цве­

ток”. В этом состоянии, в отличие от изначально рассматриваемого “листа”

вектора намагниченности расходятся от линии проходящей параллельно внеш­

нему полю через центр магнитного цилиндра. Все приведенные выше выра­

жения справедливы и для случая мнимых 𝑝, но вследствие переходов меж­

ду состояниями “цветок”↔“лист”, массив с точками большого радиуса 𝑅 >
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Рисунок 4.7. Зависимость константы анизотропии 4-го порядка 𝐾*
4 от величи­

ны магнитного поля, приложенного в плоскости массива. Экспериментальные

точки взяты из [216]. Сплошные линии из (4.85) и полное выражение (без вычис­

ления предела 𝜏 → ∞) различить невозможно. Пунктирные линии из (4.86).

Верхний набор точек и линий соответствует 𝐿 = 100 нм, нижний 𝐿 = 50 нм.

Значения размагничивающего фактора в плоскости частицы 𝑁 даны на встав­

ке

𝑅cr должен показывать дополнительную анизотропию 8-го порядка. Угловая

зависимость равновесной энергии в таком массиве описывается выражением

𝐾4 cos 4𝜙1 + 𝐾8 cos 8𝜙1, в котором константа анизотропии 𝐾4 всё так же опре­

делена (4.85), а 𝐾8 < 0. Такую анизотропию ещё предстоит обнаружить экспе­

риментально.

В завершение нужно сказать, что рассмотренная задача об анизотропии в

квадратном массиве круговых точек принадлежит к тому интересному классу

задач, где проявляются эффекты высоких порядков. Это происходит потому
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Рисунок 4.8. Зависимость поля анизотропии четвёртого порядка 𝐻4 от периода

массива. Экспериментальные точки взяты из [219]. Сплошные линии из (4.85)

(снова, случай конечных 𝜏 неотличим). Линии из штрихов и точек показыва­

ют асимптотики (4.85) до порядков 𝑂(1/ℎ) (4.86) и 𝑂(1/ℎ2), соответственно.

Значение 𝐿E получено из измеренной [220] обменной константы (𝐴 = 𝐶/2)

что эффекты низких порядков, которые обычно их маскируют, оказываются

запрещены симметрией, что и открывает экспериментальный доступ к более

тонким эффектам.
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4.8. Метастабильные состояния кругового наноцилиндра

В рамках проекта Magnetism@home уже была вычислена магнитная фазо­

вая диаграмма основных состояний кругового цилиндра (рисунок 4.2), найдено

состояние типа “большой вихрь” и приближённо очерчена его область метаста­

бильности. В этом параграфе исследуются состояния с намагниченностью в

плоскости цилиндра, вычислены их области метастабильности и (вместе с из­

вестными ранее результатами) нанесены на фазовую диаграмму метастабиль­

ных состояний кругового наноцилиндра, показанную на рисунке 4.9. Обсудим

сначала известные линии на этой карте.

Самыми простыми магнитными состояниями являются однородные. Их

два: намагниченное в плоскости основания цилиндра и намагниченное перпен­

дикулярно этой плоскости (параллельно оси цилиндра). В §4.6 установлено, что

состояние с намагниченностью, лежащей в плоскости цилиндра, на самом деле

всегда является квазиоднородным (типа “лист”). Из условия равенства энергий

здесь уже вычислен (4.62) фактор формы цилиндра 𝑔C = 𝐿/𝑅C, соответствую­

щий переходу между этими двумя состояниями. Он соответствует (почти) пря­

мой линии а на рисунке 4.9. За исключением небольшой поправки, связанной

с квазиоднородностью состояния типа “лист”, эта линия была получена Джозе­

фом [214].

Из условия равенства энергии классического вихря и (квази) однородных

состояний (“листа” и “большого вихря”) следует линия б, ограничивающая снизу

область геометрических размеров, где классические вихри являются основным

состоянием цилиндра. Слева от линии а эта кривая соответствует равенству

энергии состояния типа “лист” и магнитного вихря. За исключением небольшой

поправки, связанной с квазиоднородностью состояния типа “лист”, эта часть ли­

нии б была рассчитана Усовым и Песчаным [8]. Справа от линии а линия б соот­
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Рисунок 4.9. Основные и метастабильные состояния кругового наноцилиндра из

материала с пренебрежимо малой кристаллической анизотропией и обменной

длиной 𝐿E. Сплошные толстые линии соответствуют равенству равновесных

энергий различных состояний. Пунктирные линии — границы стабильности.

В заштрихованных областях стабильными являются несколько состояний, ле­

вый символ при этом соответствует основному состоянию. Экспериментальные

точки взяты из работ [211, 221, 222] и обсуждаются в тексте. Область метаста­

бильности большого вихря показана отдельно на рисунке 4.2
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ветствует равенству энергий классического и большого вихрей, рассчитанной в

§4.4. Там же определена и кривая равновесности ж между большими вихрями

и однородным, перпендикулярным плоскости цилиндра, состоянием. Большие

вихри являются основным состоянием цилиндра в области между линиями б и

ж.

Исследование стабильности классического вихря по отношению к малым

смещениям его центра [21], даёт линию в. Ниже этой линии (при меньших𝑅/𝐿E)

энергетический минимум для центра вихря в центре цилиндра превращается в

максимум. Равновесный радиус ядра классического вихря 𝑅V/𝐿E для различ­

ных толщин цилиндра 𝐿/𝐿E показан тонкой линией г. В цилиндрах меньшего

радиуса, чем равновесный радиус ядра, классические вихри превращаются в

большие.

В этом параграфе исследуется стабильность состояния типа “лист” отно­

сительно изгиба в плоскости цилиндра (линия д ). Приведенные ниже расчёты

приводят к пересечению линии д и линии б при 𝐿/𝐿E ≈ 2. Какое же состояние

тогда должно существовать между этими линиями слева вверху ? Оказывается,

что нестабильность листа относительно изгиба не приводит к формированию

вихря. Вместо этого появляется промежуточный энергетический минимум. Та­

кой, что намагниченность остаётся частично изогнутой и формируется состо­

яние типа “C”. Оно может существовать при бо́льших радиусах и толщинах

цилиндров, пока на линии е тоже не теряет стабильность, переходя в класси­

ческий магнитный вихрь. Область метастабильности состояний с намагничен­

ностью, лежащей в плоскости цилиндра, ограничена критическим фактором

формы 𝑔C (в цилиндрах с 𝐿 > 𝑔C𝑅 эти состояния нестабильны).

Отправной точкой является уже использованное ранее выражение для маг­

нитной текстуры (4.25), где сделана замена 𝑎 → 𝑎/𝑐, 𝑐 → 𝑥𝑎, предполагая 𝑎

действительным, и, для цилиндра с круговым основанием |𝑧| ≤ 1, считается
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𝑇 (𝑡) = 𝑡, 𝑇 ′(𝑡) = 1 и 𝑇 (−1)(𝑧) = 𝑧:

𝑓(𝑧) = 𝑎

(︂
𝚤𝑥𝑧

𝑝
+

1

2

(︂
1 − 𝑧2

𝑝2

)︂)︂
. (4.87)

Для нахождения линий д и е допустим ненулевые значения 𝑥 в квазиод­

нородном состоянии (𝑝 > 1 и |𝑥| < 1), что приводит к скручиванию “листа”.

Предположим также 𝑎 > 𝑎0, так, что всегда |𝑓(𝑧)| > 1 и распределение намаг­

ниченности представляет собой мерон 𝑤 =
√︁
𝑓/𝑓 . Тогда это распределение не

зависит от 𝑎 и при 𝑥 = 0 совпадает с (4.51).

Вычисление магнитостатической энергии выполним с использованием тож­

деств, приведенных в Приложении 4.1. В обычной нормировке на 𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝐿𝜋𝑅

2

до четвёртого порядка по 1/𝑝, она равна

ℰMS = ℰ‖(𝑔) +
ℰ2(𝑔) + 𝑥2ℰ22(𝑔)

𝑝2
+

ℰ4(𝑔) + 𝑥2ℰ42(𝑔) + 𝑥4ℰ44(𝑔)

𝑝4
. (4.88)

Функции ℰ‖, ℰ2 и ℰ4 точно совпадают с рассмотренными ранее и определены

уравнениями (4.56), (4.57), (4.58). Три новых функции имеют вид

𝑒22(𝑔) =

∞∫︁
0

𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

𝐽2
2(𝑘) − 𝐽2

1(𝑘)

2
d𝑘 < 0,

𝑒42(𝑔) =

∞∫︁
0

𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

𝑘2(𝐽2
1(𝑘) − 𝐽2

3(𝑘)) + 8𝐽1(𝑘)𝐽3(𝑘)

4𝑘2
d𝑘 > 0,

𝑒44(𝑔) = −
∞∫︁
0

𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

𝐽2
1(𝑘) + 8𝐽2

2(𝑘) − 9𝐽2
3(𝑘)

8
d𝑘 < 0,

где 𝑓MS(𝑥) = 1 − [1 − exp(−𝑥)]/𝑥. Их можно выразить в замкнутом виде через

полные эллиптические интегралы.

Обменная энергия в той же нормировке и до того же порядка по 1/𝑝 имеет

вид

ℰEX =
1 + 2(𝑝2 − 2)𝑥2 + 4𝑥4

𝑝4𝜌2
, (4.89)

где 𝜌 = 𝑅/𝐿E.
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Полная энергия ℰ = ℰEX+ℰMS является многочленом по 1/𝑝 и 𝑥, её неслож­

но минимизировать аналитически. Решение для равновесного 𝑝 всегда существу­

ет и стабильно. А вот для 𝑥 уравнения дают два решения. При определённой

геометрии стабильным является решение с 𝑥 = 0 (состояние типа “лист”), в то

время как при других соотношениях геометрических параметров точка 𝑥 = 0

превращается в максимум и равновесным становится другое значение |𝑥| < 1

(что соответствует состоянию типа “C”, или частично свёрнутому “листу”). Для

ещё бо́льших цилиндров остаётсся единственное решение 𝑥 > 1, что соответ­

ствует вихрю. Критические линии д и е получаются при совместном решении

трёх уравнений 𝜕ℰ/𝜕𝑝 = 0, 𝜕ℰ/𝜕𝑥 = 0 и 𝜕2ℰ/𝜕𝑥2 = 0. Эти уравнения являются

полиномиальными и обе критические линии (два разных их решения) можно

выразить в замкнутом виде.

Ряд экспериментальных и численных результатов [211, 221, 222] согласует­

ся с картой, изображённой на рисунке 4.9. Остановимся лишь на тех, которые

непосредственно подтверждают вычисленные только что линии. Сначала, обра­

тим внимание на “выпавшую” [211] точку из эксперимента [221], где остаточно

намагниченное в плоскости состояние было найдено далеко в глубине области

геометрических параметров, соответствующих равновесному магнитному вих­

рю (выше линии б ). Эта точка, приведенная на рисунке 4.9 точно попадает в

область метастабильности состояния типа “лист”, чуть ниже линии д.

Ещё более прямое подтверждение можно найти в работе [222], где изме­

рялись и классифицировались петли гистерезиса в плоскости для цилиндров

разных размеров. Эти данные позволяют провести границу между точками

меньшего объёма с гистерезисом типа когерентного вращения и бо́льшими точ­

ками, петли которых имеют вид, характерный для зарождения/аннигиляции

магнитного вихря. Ниже этой границы, уменьшение поля из насыщения приво­

дит к возникновению состояния типа “C”, которое переворачивается, когда поле

проходит 0 и плавно выпрямляется при достижении противоположного насыще­
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ния. Выше линии состояния типа “C” нестабильны и вместо них зарождается

магнитный вихрь, который потом нужно вытолкнуть из частицы в обратном

поле, производя характерные петли. Все точки вокруг границы, обнаруженной

в [222] согласуются с фазовой диаграммой, но на рисунке 4.9 приведены только

три из них, наиболее плотно охватывающих линию е.

Некоторые из деталей фазовой диаграммы могут являться артефактами

используемых приближений. Например, вычисление радиуса стабильности по

отношению к смещению центра вихря [21] использует предположение о том, что

ядро вихря много меньше радиуса частицы. Это приближение нарушается там,

где линия стабильности в касается кривой г, соответствующей равновесному

радиусу вихря.

Кроме того, сам метод Ритца, основывающийся на проверке стабильно­

сти относительно конкретных процессов дестабилизации (мод), переоценивает

стабильность состояний. Он гарантирует только то, что если состояние неста­

бильно относительно одного из рассмотренных выше процессов в какой-либо

области фазовой диаграммы, то оно в этой области существовать не может.

Но метод Ритца не гарантирует отсутствие других (не рассмотренных здесь)

мод, которые дестабилизируют состояния там, где в результате проведенного

анализа они оказались стабильными.

Проведенные вычисления не принимают во внимание пиннинг, который

наоборот стабилизирует магнитные состояния и расширяет их области мета­

стабильности. Эффекты пиннинга могут возникнуть за счёт малых простран­

ственных неоднородностей (дефектов) в материале, из которого изготовлены

наноструктуры. В магнитомягких материалах пиннинг, как правило, невелик.

Тем не менее построенная здесь фазовая диаграмма хорошо описывает

множество известных экспериментальных фактов и даёт некоторую “большую

картину”, которая может быть полезной при планировании натурных и вычис­

лительных экспериментов.
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Выводы к главе 4

4.1 Получены приближённые явные выражения для равновесного радиуса и

равновесной энергии магнитного вихря в круговом цилиндре. Они значи­

тельно упрощают практическое построение магнитных фазовых диаграмм

по сравнению с точными, вычисление которых требует численного инте­

грирования и численной минимизации.

4.2 Теоретически предсказано равновесное состояние типа “большой вихрь” в

круговом цилиндре. Диапазон геометрических параметров, где это состоя­

ние является основным вычислен и нанесен на карту основных состояний.

Результаты верифицированы массивно-параллельным численным расчё­

том в рамках той же модели.

4.3 Исследован вопрос о природе анизотропии 4-го порядка в квадратном

массиве круговых наноцилиндров. Показано, что анизотропия возникает

вследствие слабой пространственной неоднородности их магнитного состо­

яния. Построена количественная теория, предсказывающая зависимость

соответствующей константы анизотропии от внешнего поля и геометрии

массива. Теория верифицирована на основе данных независимого экспе­

римента.

4.4 Магнитная фазовая диаграмма кругового наноцилиндра дополнена обла­

стями метастабильности состояний типа “С” и типа “лист”, указаны об­

ласти сосуществования состояний. Новые линии хорошо согласуются с

данными независимых экспериментов.

Результаты опубликованы в статьях [19–26].
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Приложение 4.1

Для интеграла в (4.14) можно получить два эквивалентных представления.

Одно получается после интегрирования по углам

2𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

d𝜙1 d𝜙2√︀
𝑟21 + 𝑟22 − 2𝑟1𝑟2 cos(𝜙1 − 𝜙2) + 𝜒2

=
8𝜋𝐾( 4𝑟1𝑟2

𝜒2+(𝑟1+𝑟2)2
)√︀

𝜒2 + (𝑟1 + 𝑟2)2
, (4.90)

где 𝐾(𝑘) — полный эллиптический интеграл первого рода, что даёт

𝑢(𝜒) =
2

𝜋

1∫︁
0

1∫︁
0

𝜂1(1 − 𝜂21)𝜂2(1 − 𝜂22)𝐾( 4𝜂1𝜂2
𝜒2+(𝜂1+𝜂2)2

)

(1 + 𝜂21)(1 + 𝜂22)
√︀
𝜒2 + (𝜂1 + 𝜂2)2

, (4.91)

где безразмерные переменные интегрирования введены заменой переменных

𝜂1 = 𝑟1/𝑅V, 𝜂2 = 𝑟2/𝑅V.

Другое представление можно получить с использованием теоремы сложе­

ния для функций Бесселя [218]

𝐽0(𝑘
√︁
𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2)) =

= 𝐽0(𝜂1𝑘)𝐽0(𝜂2𝑘) + 2
∞∑︁
𝜇=1

𝐽𝜇(𝜂1𝑘)𝐽𝜇(𝜂2𝑘) cos𝜇(𝜙1 − 𝜙2),
(4.92)

интеграла Липшица [180]

1√︀
𝑥2 + 𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2)

=

=

∫︁ ∞

0

d𝑘𝑒−𝑘|𝑥|𝐽0(𝑘
√︁
𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2)),

(4.93)

и тождества

cos𝜇(𝜙1 − 𝜙2) = cos𝜇𝜙1 cos𝜇𝜙2 + sin𝜇𝜙1 sin𝜇𝜙2. (4.94)

Для функции 𝑢(𝜒), в силу аксиальной симметрии распределения зарядов, в

сумме (4.92) остаётся только первый член, пропорциональный 𝐽0. Это позволяет
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получить для неё следующее представление

𝑢(𝜒) =

∞∫︁
0

𝑒−𝑘𝜒

⎛⎝ 1∫︁
0

1 − 𝜂2

1 + 𝜂2
𝐽0(𝑘𝜂)𝜂 d𝜂

⎞⎠2

d𝑘. (4.95)

Это выражение выглядит компактнее (4.91), но оно эквивалентно тройному

интегралу.

Также стоит упомянуть тождество, полезное для интегрирования магни­

тостатической функции Грина по координате 𝑍 при вычислении энергии объ­

ёмных и/или боковых зарядов∫︁ 𝑔

0

d𝜁1

∫︁ 𝑔

0

d𝜁2 exp(−𝑘|𝜁1 − 𝜁2|) =
2𝑔

𝑘
𝑓MS(𝑘𝑔), (4.96)

𝑓MS(𝑥) = 1 − 1 − exp(−𝑥)

𝑥
. (4.97)

Интегралы (4.91), (4.95) можно вычислить на компьютере. Но это непро­

сто потому что (4.95) представляет собой слабо сходящийся несобственный ин­

теграл от слабо спадающей осциллирующей функции, а (4.91) содержит резкий

пик при 𝜂1 = 𝜂2, превращающийся в линию интегрируемых логарифмических

особенностей при ℎ = 0. Первопричиной этих (и многих других) сложностей с

численным вычислением магнитостатических функций, по-видимому, является

сингулярность и неаналитичность в магнитостатической функции Грина (1.20).

Она приводит к плохой сходимости несобственных интегралов (если они запи­

саны в интегральном представлении) или рядов (если они представлены в виде

рядов Фурье), неаналитичности (что создаёт сложности при разложении этих

функций в ряды Тейлора). Тем не менее только достаточно точный учёт магни­

тостатического взаимодействия может обеспечить количественное соответствие

эксперименту результатов теоретических расчётов.
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Глава 5. Динамика солитонов в ограниченной геометрии

5.1. Введение

Идея, что частицы являются всего лишь стабильными конфигурациями

полей, является краеугольным камнем современной теории поля [223–225]. Са­

мую простую из таких частиц — “ежа”, открыл теоретически Т. Скирм [4] как

решение нелинейных уравнений поля, которые он сформулировал для адронов.

Множество подобных конфигураций (топологических солитонов или скирмио­

нов) поддерживается другими полями, включая и поля векторного параметра

порядка: намагниченность, скорость тока сверхтекучей жидкости или комплекс­

ный параметр порядка сверхпроводников. Это делает физику конденсированно­

го состояния (и магнетизм, в частности) удобной площадкой для их изучения.

В магнетизме эта тематика получила новый импульс после экспериментально­

го наблюдения ядер магнитных вихрей [9,10] и скирмионных решёток [68,226].

Хотя границы с перетяжками, которые представляют собой солитонную конфи­

гурацию (см. §3.8), наблюдались и в более ранних экспериментах [93–95].

Скирмионы, как следует из Главы 3, часто встречаются в планарных маг­

нитных наноэлементах, где их удобно описывать при помощи функций ком­

плексной переменной. Здесь разработан теоретический подход к получению ди­

намических уравнений движения непосредственно в терминах скалярных па­

раметров этих функций. В пределе (если параметризация достаточно точно

описывает возникающие в динамическом процессе промежуточные конфигу­

рации намагниченности) этот подход эквивалентен динамическому уравнению

Ландау-Лифшица (см. §1.1). Он позволяет применить методы классической ме­
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ханики систем с конечным набором степеней свободы к описанию динамики

магнитных скирмионов как если бы это были частицы.

Магнитную текстуру тонких плёнок можно представить в виде набора маг­

нитных доменов и доменных границ (см. §1.4). Динамика при этом состоит в ос­

новном из смещения доменных границ, которое традиционно описывается при

помощи уравнения Тиля [227]. Этот подход (как и другие подходы [228–230],

пусть и базирующиеся на кинетическом лагранжиане, но изначально разрабо­

танные для описания динамики доменных границ и/или блоховских линий в

них) состоит в поиске автомодельного решения, предполагающего однородную

трансляцию магнитной текстуры. Для далеко отстоящих друг от друга (уеди­

нённых) доменных границ в бесконечных плёнках это предположение хорошо

работает, но в случае ограниченных в пространстве наномагнитов нарушается.

Особое положение магнитных моментов на границе наномагнита приводит к то­

му, что, вместо параллельного смещения происходит неоднородная деформация

магнитной текстуры. Трансляционная инвариантность отсутствует, а значит

уравнение Тиля априори не применимо. Его всё-же применяют для относитель­

но больших наномагнитов [231, 232], где влияние границы не так значительно,

но полноценный учёт специфики наномагнетизма требует совершенно другого

подхода к описанию динамики.

Такие подходы известны, но все они обладают рядом недостатков. Часто

для описания динамики используется объёмное усреднение векторной формы

уравнения Ландау-Лифшица, которое даёт результаты в качественном согла­

сии с натурным и численным экспериментом [233,234]. Количественно же такой

подход недооценивает мобильность магнитной текстуры [234] и, как следствие,

частоту магнитной прецессии вихря [233]. Это происходит из-за нелинейности

уравнений Ландау-Лифшица, обусловленной ограничением на длину вектора

намагниченности. Объёмное усреднение намагниченности приводит к наруше­

нию этого ограничения.
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Альтернативой является рассмотрение спин-волновых мод в цилиндре на

фоне центрированного магнитного вихря [235,236]. Этот подход хорошо воспро­

изводит движение магнитного вихря (и вдобавок предсказывает высокоэнерге­

тические спин-волновые моды), но принципиально ограничен рассмотрением

малых (линейных) смещений его центра. Включение членов высокого поряд­

ка по отклонениям векторов намагниченности от статического фона не только

сложно математически, но и малоперспективно при рассмотрении многових­

ревых текстур, которые в процессе динамики легко деформируются так, что

уже никак не напоминают исходную статическую конфигурацию. Кроме то­

го, рассмотрение неоднородного статического фонового состояния приводит к

значительным трудностям при учёте дальнодействующего магнитостатического

взаимодействия. Вот почему во многих работах (в том числе и [235,236]) оно за­

меняется эффективной локальной анизотропией. Это приближение допустимо

для ультратонких наноэлементов, но количественное согласие с экспериментом

в более широком диапазоне геометрий возможно только при полном учёте маг­

нитостатического взаимодействия.

Здесь описан лагранжев подход к описанию динамики намагниченности

наноструктур в коллективных переменных, который годится для описания ди­

намики многовихревых состояний (с полным учётом относительного движения

и деформации составляющих их индивидуальных вихрей). Его единственное

приближение относительно уравнений Ландау-Лифшица заключается в опреде­

лении коллективных переменных, которые являются скалярными параметрами

некоторой функции комплексной переменной.

Задавшись такой параметризованной комплексной функцией, подход поз­

воляет получить систему обыкновенных дифференциальных уравнений движе­

ния (без интегральных членов, даже в присутствии магнитостатического взаи­

модействия) непосредственно в терминах скалярных параметров. Он не предпо­

лагает ни трансляционной инвариантности, ни постоянной скорости движения
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и годится для описания нелинейной динамики. Позволяет включить в рассмот­

рение внешнее поле и другие дополнительные члены в потенциальной энергии

магнетика без принципиального усложнения уравнений движения (они остают­

ся обыкновенными дифференциальными уравнениями). В нём также просто

учесть феноменологическую диссипацию, аналогичную диссипативному члену

Гильберта в уравнении Ландау-Лифшица-Гильберта.

В качестве примера применения описанного подхода здесь получены урав­

нения для линейной и слабонелинейной прецессии магнитного вихря в круго­

вом цилиндре непосредственно в терминах скалярных параметров, входящих в

пробные функции. Для проверки вычислена частота свободной прецессии вих­

ря в круговом цилиндре в первом порядке по амплитуде его отклонения от

центра. Уточнён известный результат других авторов, тоже основывающийся

на пробной функции из Главы 3, но с кинетической частью из уравнения Тиля,

построенного на базе других пробных функций, соответствующих однородному

смещению магнитной текстуры.

Рассмотрена прецессия магнитного вихря с бо́льшей амплитудой, учтена её

нелинейность и вычислен амплитудно-частотный коэффициент прецессии вих­

ря в широком диапазоне геометрических параметров цилиндра.

5.2. Уравнения динамики в коллективных переменных

Обычной отправной точкой для рассмотрения динамики намагниченности

являются уравнения Ландау-Лифшица (1.2) или Ландау-Лифшица-Гильберта

(1.37). Оба этих уравнения хорошо подходят для численных расчётов, но не

очень удобны для аналитического решения. Основная причина сложности в

том, что неоднородное эффективное поле, вокруг которого прецессирует локаль­
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ный вектор намагниченности, зависит, в свою очередь, от всего распределения

намагниченности в образце. Из-за этого (1.2) или (1.37) являются на самом де­

ле нелинейными системами интегро-дифференциальных уравнений в частных

производных. Полной математической теории таких уравнений до сих пор не

существует.

Поэтому вместо уравнений Ландау-Лифшица, начнём рассмотрение с ки­

нетической плотности лагранжиана (1.36), введенной Дёрингом [81] в терминах

сферических углов 𝜃, 𝜙 вектора магнитного момента 𝑀 . Константа 𝜃0 в нём

произвольная и на окончательные уравнения движения не влияет. Использо­

вание сферической системы координат позволяет автоматически учесть, что

|𝑀 | = 𝑀S, а значит только две компоненты этого вектора являются независи­

мыми. Система уравнений Эйлера-Лагранжа для экстремума соответствующе­

го действия (разности кинетического лагранжиана 𝜏 и не зависящей явно от

времени потенциальной энергии магнитного момента) по 𝜃 и 𝜙 эквивалентна

бездиссипативным уравнениям Ландау-Лифшица [81, 85]. Константу 𝜃0 можно

выбрать, например, так, чтобы обеспечить нулевое значение 𝜏 на границе маг­

нетика.

Динамика в коллективных переменных тогда подобна методу Ритца [91]

для решения оптимизационных задач: сначала выбирается пробная функция,

параметризующая широкий класс возможных решений, а затем находятся зна­

чения параметров, соответствующие экстремуму исходного функционала, вы­

численного на основе выбранной пробной функции. Метод Ритца в его ори­

гинальной форме широко применяется в магнетизме для решения статических

задач. Применение его для динамических задач не слишком отличается, только

теперь параметры являются не числами, а функциями времени. Уравнения для

этих функций получаются из условия экстремума функционала, включающего

потенциальную и кинетическую энергию меняющегося во времени распределе­

ния намагниченности.
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Изложенная выше общая схема применима к любым пробным функциям.

Для более конкретного рассмотрения ограничимся семейством функций, опре­

делённым в Главе 3.

Рассмотрим цилиндр из магнитомягкого материала, показанный на рисун­

ке 5.1 с координатной системой, выбранной так, что ось 𝑂𝑍 перпендикулярна

торцу цилиндра 𝒟, который не обязательно представляет собой диск. Магнит­

ные текстуры такого цилиндра, как обсуждалось в Главе 3, можно выразить при

помощи стереографической проекции (1.60), в которой функция 𝑤(𝑧, 𝑧) пред­

ставляет собой сшивку солитона и сингулярного мерона (3.4), построенных на

базе мероморфной функции 𝑓(𝑧).

В Главе 4 рассмотрено множество выражений для функции 𝑓(𝑧), как непо­

средственно полученное в качестве решения краевой задачи Римана-Гильберта

(3.9), так и различные его обобщения. Самым простым из них является вы­

ражение, описывающее однородное смещение вихря (4.9), для которого в (3.4)

полагалось 𝑒1 = 1 (этот параметр уже включён в 𝑏) и 𝑒2 → ∞ (потому что ан­

тивихри в круговом цилиндре не рассматривались). Усов и Песчаный [208] ис­

пользовали эквивалентную модель при анализе стабильности магнитного вихря

в круговом цилиндре, относительно его отклонения от оси цилиндра. Эта мо­

дель, как и уравнение Тиля, предполагает трансляцию магнитной текстуры как

целого. Коллективными переменными в данном случае являются действитель­

ный параметр 𝑏 и комплексный параметр 𝑎 = 𝑎X + 𝚤𝑎Y, задающий положение

центра вихря. Задача теперь состоит в том — как найти динамические урав­

нения для этих (и других подобных) коллективных переменных, предполагая,

что они являются функциями времени 𝑏 = 𝑏(𝑡), 𝑎 = 𝑎(𝑡).

Уравнение Ландау-Лифшица также можно выразить на языке комплекс­

ных функций [237], но само по себе это не облегчает его решения. Вместо этого

вычислим кинетическую часть плотности магнитного лагранжиана (1.36) как

функцию коллективных переменных и их производных по времени. Её состав­
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Рисунок 5.1. Иллюстрация ферромагнитного цилиндра с обозначенными осями

декартовой системы координат. Основание цилиндра 𝒟 не обязательно должно

быть круговым. Векторы соответствуют некоторой магнитной текстуре 𝑚(𝑟),

содержащей вихри и антивихри внутри частицы и на её границе. Координаты

центров вихрей и антивихрей могут быть выбраны в качестве коллективных

координат

ные части можно выразить как

cos 𝜃 = ±1 − 𝑤𝑤

1 + 𝑤𝑤
(5.1)

exp(𝚤𝜙) =

√︂
𝑤

𝑤
(5.2)

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= − 𝚤

2

𝜕

𝜕𝑡
log

𝑤

𝑤
, (5.3)

так что (1.36) становится

𝜏 = ∓𝑀S

𝛾p
Im

1 − 𝑤𝑤

1 + 𝑤𝑤

�̇�

𝑤
, (5.4)

где точка обозначает производную по времени, а функция 𝑤(𝑧, 𝑧, 𝑡) из (3.4) за­

висит от времени 𝑡 через коллективные переменные в пробной функции 𝑓(𝑧). В

отсутствии внешнего магнитного поля, задача о статическом вихре инвариант­

на относительно изменения поляризации его ядра на противоположную. Здесь
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поляризация ядра важна, поэтому она указана явно в виде знака в (5.1) и далее.

Верхние знаки во всех выражениях этой Главы соответствуют вихрю с 𝑚Z = 1

в центре, а нижние с 𝑚Z = −1. В соответствии с выбором 𝜃0 = 𝜋/2, меронная

часть (3.4) не вносит никакого вклада в кинетический лагранжиан потому что

в мероне |𝑤(𝑧, 𝑧)| = 1 и, соответственно, 𝜏 ∝ 𝑚Z ∝ cos 𝜃 = 0.

Для вывода уравнений динамики потребуется полный лагранжиан. Его

можно вычислить, проинтегрировав по объёму частицы плотность лагранжиа­

на:

𝒯 =

∫︁
𝒟×𝐿

𝜏 d3𝑟 = 𝐿

∫︁
𝒟𝑆

𝜏 d2𝑧, (5.5)

где 𝐿 — толщина цилиндра, а 𝒟𝑆 — часть торца цилиндра, занятая солитоном

(ядрами вихрей и антивихрей). Для 𝑧 ∈ 𝒟𝑆 выполняется |𝑓(𝑧)| < 𝑐1 или |𝑓(𝑧)| >

𝑐2. Это выражение можно упростить не предполагая конкретного вида 𝑓 в (3.4)

заметив, что

𝜕

𝜕𝑡
log

4𝑤(𝑡)𝑤(𝑡′)

(1 + 𝑤(𝑡)𝑤(𝑡′))2
=

1 − 𝑤(𝑡)𝑤(𝑡′)

1 + 𝑤(𝑡)𝑤(𝑡′)

1

𝑤(𝑡)

𝜕𝑤(𝑡)

𝜕𝑡
, (5.6)

где переменная 𝑡′ рассматривается в качестве независимой и не принимает уча­

стия в дифференцировании. Вынося взятие мнимой части и дифференцирова­

ние из-под интеграла (это возможно потому что элемент площади является дей­

ствительной величиной, а интегрирование представляет собой линейную опера­

цию), получим следующее выражение для полного кинетического лагранжиана

𝒯 = ∓𝑀S𝐿

𝛾p
Im

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝒟′

𝑆

log
4𝑤(𝑧, 𝑡)𝑤(𝑧, 𝑡′)

(1 + 𝑤(𝑧, 𝑡)𝑤(𝑧, 𝑡′))2
d2𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡′→𝑡

, (5.7)

где при вычислении интеграла и дифференцировании предполагается, что все

коллективные переменные внутри 𝑤 и в определении области интегрирования

𝒟′
𝑆 (обратите внимание на штрих) зависят от новой независимой переменной 𝑡′,

в то время как внутри 𝑤 они всё ещё зависят от 𝑡. Только после дифференциро­

вания 𝑡′ заменяется на 𝑡. Можно также отметить, что внутри солитона 𝒟𝑆 функ­

ция 𝑤 является аналитической и не зависит от 𝑧, в то время как сопряжённая
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функция 𝑤 не зависит от 𝑧. Эту формулу можно проверить непосредственно.

Её также можно упростить для случая, когда отсутствуют граничные вихри и

антивихри. Тогда (5.7) можно проинтегрировать по частям, используя теорему

Римана-Грина (4.2). Это даёт

𝒯 = ±𝑀S𝐿

𝛾p

[︃
Im

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝒟′

𝑆

𝑧
1 − 𝑤𝑤

1 + 𝑤𝑤

1

𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
d2𝑧

]︃
𝑡′→𝑡

, (5.8)

где аргументы функций были опущены, но всё также предполагается, что все

коллективные переменные внутри 𝑤 зависят от 𝑡, а все аналогичные переменные

внутри 𝑤 и определении области интегрирования 𝒟′
𝑆 зависят от 𝑡′.

Чтобы получить уравнения движения для определённых пробной функ­

цией 𝑓({𝑥𝑖}, 𝑧) коллективных переменных 𝑥𝑖(𝑡), достаточно записать полный

лагранжиан:

ℒ({�̇�𝑖}, {𝑥𝑖}) = 𝒯 ({�̇�𝑖}, {𝑥𝑖}) − 𝐸({𝑥𝑖}), (5.9)

где 𝐸 представляет собой полную потенциальную энергию (включающую в себя

обменную, магнитостатическую и, возможно, другие слагаемые); и получить из

него систему уравнений Эйлера-Лагранжа

d

d𝑡

𝜕ℒ
𝜕�̇�𝑖

− 𝜕ℒ
𝜕𝑥𝑖

= 0. (5.10)

Это позволяет рассматривать проблемы (много-) вихревой динамики аналогич­

но задачам классической механики.

Отметим, что, кроме ограничений, обусловленных конкретным выбором

комплексной функции 𝑓 , определяющей коллективные переменные 𝑥𝑖, выше­

приведенное рассмотрение не содержит приближений и соответствует решению

уравнений Ландау-Лифшица точно. Это потому, что лагранжиан Дёринга (1.36)

воспроизводит в рамках формализма Лагранжа уравнения Ландау-Лифшица.

Если рассмотреть дискретный магнетик, в котором каждый спин параметри­

зован его сферическими углами 𝜃𝑖𝑗𝑘, 𝜙𝑖𝑗𝑘 и ввести в нём дискретные аналоги
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статических взаимодействий. Тогда при выборе 𝜃𝑖𝑗𝑘 и 𝜙𝑖𝑗𝑘 в качестве незави­

симых переменных и в пределе, когда дискретная решётка переходит в непре­

рывную среду (количество спинов стремится к бесконечности при сохранении

объёма магнетика), уравнения движения (5.10) точно совпадут с уравнениями

Ландау-Лифшица в сферических координатах для 𝜃(𝑟, 𝑡), 𝜙(𝑟, 𝑡).

5.3. Частота прецессии вихря

Подобно классической механике, не всякий выбор пробных функций при­

водит к правильным результатам. Чтобы проиллюстрировать это, рассмотрим

динамику однородно смещённого магнитного вихря (4.9) с 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝑎 = 𝑎(𝑡).

Легко убедиться, что в этом случае все три выражения для кинетического

лагранжиана (5.5), (5.7) и (5.8) равны нулю. Это значит, что уравнения Эй­

лера-Лагранжа (5.10) сводятся к условиям статического равновесия или к тому

(в случае потенциальной энергии, включающей в себя обменную и магнитоста­

тическую), что такой недеформированный вихрь стоит неподвижно в центре

цилиндра. Этот вывод аналогичен известному из теории доменных границ фак­

ту, что профиль движущихся доменных границ всегда отличается от профиля

стационарных [238]. Причина в том, что уравнения Ландау-Лифшица являют­

ся дифференциальными уравнениями первого порядка по времени, а значит

информация о движении распределения намагниченности должна содержаться

в её пространственном распределении.

Перейдём теперь к более сложной комплексной функции из Главы 3, опи­

сывающей смещение вихря без формирования боковых магнитных зарядов

𝑓(𝑧) = 𝚤
𝑧 − (𝑎+ 𝑎𝑧2)

𝑏
, (5.11)
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которая является репараметризованной версией (3.9), где введен безразмерный

радиус вихря 𝑏 = 𝑅V/𝑅 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а его смещение 𝑎 = 𝑎(𝑡) = 𝑎X(𝑡) + 𝚤𝑎Y(𝑡),

|𝑎| < 1/2 определяет пару коллективных координат: 𝑎X(𝑡) и 𝑎Y(𝑡). Центр вихря,

где 𝑓(𝑧𝐶) = 0, расположен не строго в точке 𝑎, как это имеет место в случае

однородно смещённого вихря, а в 𝑧𝐶 = (1−
√

1 − 4𝑎𝑎)/(2𝑎). При помощи замены

переменных можно получить уравнения движения непосредственно в терминах

𝑧𝐶(𝑡), но на результат для частоты прецессии это не влияет.

Во втором порядке по |𝑎| ≪ 1, лагранжиан можно вычислить из (5.8) и

(5.9) с полным учётом деформации ядра вихря при смещении

ℓ = ±𝜅2 (𝑎X(𝑡)�̇�Y(𝑡) − 𝑎Y(𝑡)�̇�X(𝑡)) − 𝑘2
(︀
𝑎2X(𝑡) + 𝑎2Y(𝑡)

)︀
, (5.12)

где ℓ = ℒ/(𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝜋𝐿𝑅

2), 𝑘2 является безразмерной величиной, а 𝜅2 = (1 +

𝑏4(4 log 2 − 3))/(𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S) имеет размерность времени; 𝑘2 является коэффи­

циентом разложения потенциальной энергии (состоящей из обменного и маг­

нитостатического членов) второго порядка по |𝑎|. Постоянный член нулевого

порядка в потенциальной энергии, равный энергии равновесного центрирован­

ного вихря, был опущен. Он не влияет на динамику. Уравнения движения (5.10)

имеют вид

𝜅2�̇�X(𝑡) ± 𝑘2𝑎Y(𝑡) = 0

𝜅2�̇�Y(𝑡) ∓ 𝑘2𝑎X(𝑡) = 0
(5.13)

и для начальных условий 𝑎X(0) = 𝑎0, 𝑎Y(𝑦) = 0 их решением является

𝑎X(𝑡) =𝑎0 cos(𝜔𝑡)

𝑎Y(𝑡) = ± 𝑎0 sin(𝜔𝑡),
(5.14)

что соответствует круговому движению вихря вокруг центра цилиндра с часто­

той 𝜔 = 𝜔0 = 𝑘2/𝜅2. Здесь важно отметить, что направление движения вихря

не произвольно. Оно зависит от поляризации его ядра (но не от его хиральности

потому что 𝒯 и 𝐸 не зависят от знака 𝑤 или 𝑓). Вихри с 𝑚Z = −1 в центре вра­

щаются по часовой стрелке, а вихри с 𝑚Z = 1 против часовой. Это находится в
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полном соответствии с натурными и численными экспериментами работы [239].

Это также позволяет сделать обоснованное предположение, что поляризация

ядра вихря в работе [233] была положительной, что не было указано авторами.

Подобная поляризация была и у вихрей, показанных на рисунке 2 в [232], но

здесь уверенности меньше из-за того, что пространственное разрешение изме­

рений в направлении 𝑂𝑌 было недостаточно высоким.

Для ещё более тщательной проверки теории вычислим частоту прецессии

магнитного вихря в пределе больших плоских круговых цилиндров с 𝐿 ≪ 𝑅 и

𝑅 ≫ 𝐿E. В этом случае 𝑏 ≪ 1 и 𝜅2 ≃ 1/(𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S). Разложение потенциаль­

ной энергии вихря (5.11) до второго порядка по смещениям в большом плоском

цилиндре (где ядром вихря можно пренебречь) было впервые опубликовано

в [21]. Если также пренебречь обменным вкладом порядка 𝐿E/𝑅 ≪ 1, то коэф­

фициент 𝑘2 в больших цилиндрах полностью определяется энергией объёмных

магнитных зарядов [21]. Подставляя эти коэффициенты для частоты прецессии

получим

𝜈 =
𝑘2

2𝜋𝜅2
=
𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S

𝜋

∞∫︁
0

𝑓MS(𝑘𝑔)

𝑘

⎡⎣ 1∫︁
0

𝜂𝐽1(𝑘𝜂) d𝜂

⎤⎦2

d𝑘, (5.15)

𝜈 ≃ 𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S𝑔
2(2𝐺− 1)

6𝜋2
при 𝑔 ≪ 1 (5.16)

где 𝑓MS(𝑥) = 1 − (1 − 𝑒−𝑥)/𝑥 из (4.96), 𝑔 = 𝐿/𝑅 ≪ 1 и 𝐺 ≈ 0.915 966 —

постоянная Каталана. Это выражение (кроме единиц измерения и более точ­

ного значения числовой константы) совпадает с выражением для частоты вих­

ря, полученным в [232] с использованием уравнения Тиля и подтверждённым

там количественно на экспериментах с большими плоскими цилиндрами. Здесь

же обратим внимание на то, что в [232] кинетический и потенциальный чле­

ны в уравнении движения соответствуют разным моделям: кинетический член

(с производными по времени) происходит из уравнения Тиля для однородной

трансляции магнитной текстуры, а потенциальный член для возвращающей
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силы вычислен в предположении смещения вихря по модели (5.11). Это, стро­

го говоря, непоследовательно и работает только потому, что в очень плоских

(𝑅 ≫ 𝐿) наноцилиндрах 𝑏 ≪ 1 и динамический член 𝜅2 → 1 становится мало

чувствительным к деформации ядра вихря. Частота прецессии (5.16) выведена

на основании логически последовательного рассмотрения с использованием од­

ной и той же пробной функции для кинетического и для потенциального членов

в уравнении движения.

5.4. Феноменологическая диссипация

В реальных магнитных материалах энергия движущихся спинов неизбеж­

но рассеивается в виде тепла. Но формализм Лагранжа в чистом виде, как

известно, не допускает диссипации. Её можно добавить в уравнения движения

искусственно при помощи диссипативной функции Релея 𝐷

𝐷 =
1

2

∑︁
𝑖

∑︁
𝑗

𝐷𝑖𝑗�̇�𝑖𝑥𝑗, (5.17)

которая затем включается в правую часть уравнений Эйлера-Лагранжа (5.10)

через дополнительный член −𝜕𝐷/𝜕�̇�𝑖. Матрица 𝐷𝑖𝑗 состоит из феноменоло­

гических коэффициентов диссипации. Судя из резюме неопубликованной ра­

боты Гильберта [82] можно предположить, что формализм Лагранжа был и

его отправной точкой при выводе диссипативного члена в уравнении движе­

ния (вопрос о микроскопическом обосновании которого всё ещё остаётся откры­

тым [240]). Таким образом, 𝐷𝑖𝑗 должны быть связаны с феноменологическим

параметром затухания Гильберта. Из соображений симметрии, простейшим вы­

ражением для диссипативной функции является 𝐷 = 𝑑(�̇�X(𝑡)2 + �̇�Y(𝑡)2). После
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её учёта в уравнениях Эйлера-Лагранжа, решение (5.14) изменится на

𝑎X(𝑡) = 𝑎0𝑒
−𝑑𝑘2𝑡/(𝑑

2+𝜅2
2) cos

(︀
𝑘2𝑡𝜅2/(𝑑

2 + 𝜅22)
)︀

𝑎Y(𝑡) = ±𝑎0𝑒−𝑑𝑘2𝑡/(𝑑
2+𝜅2

2) sin
(︀
𝑘2𝑡𝜅2/(𝑑

2 + 𝜅22)
)︀
. (5.18)

Как можно заметить, подобно классическому примеру линейного осциллятора,

частота прецессии вихря начинает зависеть от коэффициента диссипации.

5.5. Нелинейная прецессия и амплитудно-частотный коэффициент

Рассмотрим слабонелинейную динамику вихря, учитывая кинетические и

потенциальные члены в лагранжиане до 4-го порядка по |𝑎| ≪ 1 включительно.

Продолжая разложение кинетического лагранжиана (5.8) для пробной функции

(5.11), получим

ℓ = ±(𝜅2 + 𝜅4(𝑎
2
X(𝑡) + 𝑎2Y(𝑡))) (𝑎X(𝑡)�̇�Y(𝑡) − 𝑎Y(𝑡)�̇�X(𝑡)) −

−𝑘2
(︀
𝑎2X(𝑡) + 𝑎2Y(𝑡)

)︀
− 𝑘4

(︀
𝑎2X(𝑡) + 𝑎2Y(𝑡)

)︀2
, (5.19)

где 𝜅4 = 2 − 𝑏2(23 + 𝑏2((6061 − 6397𝑏2)/8 − 1152(1 − 𝑏2) log 2))/(𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S) как

и 𝜅2 измеряется в секундах, а 𝑘4 — следующий коэффициент в разложении по­

тенциальной энергии. Соответствующие уравнения движения становятся нели­

нейными, но их точное решение совпадает с (5.14), где теперь

𝜔 =
𝑘2 + 2𝑎20𝑘4
𝜅2 + 2𝑎20𝜅4

≃ 𝜔0 + 2𝛼𝑎20 + . . . (5.20)

𝜔0 = 𝑘2/𝜅2, 𝛼 =
𝑘4𝜅2 − 𝑘2𝜅4

𝜅22
, (5.21)

Подобно другим нелинейным осцилляторам частота вращения вихря начинает

зависеть от амплитуды его вращения. Эти выражения просты, но зависимость



222

коэффициентов разложения потенциальной энергии 𝑘2 и 𝑘4 от геометрических

размеров цилиндра может быть достаточно сложной. Вычислим её.

Разложение обменной энергии вычислить проще всего. Для аналогичной

пробной функции (4.1) она уже была вычислена точно (4.8), для функции (5.11)

она отличается лишь параметризацией и нормировкой

ℰEX =
𝐸EX

𝜇0𝛾B𝑀 2
S𝜋𝐿𝑅

2
=

1

𝜌2

(︃
2 − log

2𝑏

1 +
√︀

1 − 4|𝑎|2

)︃
=

=
2 − log 𝑏

𝜌2
− |𝑎|2

𝜌2
− 3|𝑎|4

2𝜌2
− . . . (5.22)

где 𝜌 = 𝑅/𝐿E. Обменное взаимодействие пытается вытолкнуть вихрь из цилин­

дра, что проявляется в знаке минус перед степенями |𝑎|2.

Вычисление магнитостатической энергии гораздо сложнее. Как обычно,

воспользуемся здесь магнитостатическим приближением и методом магнитных

зарядов. Это можно обосновать тем, что при характерных частотах порядка

нескольких гигагерц у электромагнитных волн вполне достаточно времени для

того, чтобы пройти множество раз по всему (суб)микронному цилиндру, а зна­

чит стационарное размагничивающее поле отражает мгновенную конфигура­

цию диполей.

У магнитной текстуры (5.11) отсутствуют боковые заряды. Кроме того, в

силу симметрии (заряды на противоположных торцах имеют разные знаки), а

значит взаимодействие между торцевыми и объёмными магнитными зарядами

отсутствует. Поэтому, энергию торцевых зарядов и объёмных зарядов можно

вычислять отдельно.

Энергия торцевых зарядов (в обычной нормировке на 𝜇0𝛾B𝑀
2
S𝜋𝐿𝑅

2) на

обоих торцах и их взаимодействие между собой можно представить в виде

ℰ face
MS = 𝑢(0) − 𝑢(𝑔) с

𝑢(𝜒) =

2𝜋∫︁
0

𝜃(𝜙1)∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝜃(𝜙2)∫︁
0

𝑚Z(𝜂1, 𝜙1)𝑚Z(𝜂2, 𝜙2)𝜂1𝜂2 d𝜙1 d𝜂1 d𝜙2 d𝜂2√︀
𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2) + 𝜒2

, (5.23)
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где 𝑔 = 𝐿/𝑅 — фактор формы цилиндра, а 𝜂 = 𝜃(𝜙) — уравнение границы

вихря в полярной системе координат 𝜂, 𝜙 центрированной в его центре 𝑧𝐶 .

При |𝑎| = 0 граница ядра представляет собой окружность радиуса 𝑏. При

увеличении |𝑎| граница ядра деформируется. Чтобы учесть эту деформацию,

запишем уравнение для границы ядра в виде 𝑓(𝜂𝑒𝚤𝜙 − 𝑧𝐶) = 1. Его сложно

решить в замкнутом виде для 𝜂, но можно получить выражение для 𝜂 = 𝜃(𝜙)

в виде ряда Тейлора:

𝜃(𝜙)

𝑏
= 1 + 𝑏1|𝑎| + 𝑏2|𝑎|2 + 𝑏3|𝑎|3 + 𝑏4|𝑎|4 + . . . , (5.24)

где 𝑏1 = 𝑏 cos𝜙, 𝑏2 = (5𝑏21 + 4 − 𝑏2)/2, 𝑏3 = 𝑏1(8𝑏
2
1 + 6 − 3𝑏2)), 𝑏4 = (48 + 200𝑏21 +

231𝑏41 − 2(20 + 63𝑏21)𝑏
2 + 7𝑏4)/8. Плотность поверхностных зарядов тогда равна

𝑚Z(𝜂, 𝜙) = (𝑏2 − 𝛽2)/(𝑏2 + 𝛽2), где

𝛽2 = 𝜂2(1 − |𝑎|2(4 − 𝜂2)) − 2|𝑎|𝜂3
√︀

1 − 4|𝑎|2 cos𝜙. (5.25)

После разложения в ряд Тейлора 𝑚Z содержит чётные и нечётные степени |𝑎|,

а так же зависит от 𝜙. Интегрируя все коэффициенты разложения, получим

следующее выражение для магнитостатической энергии торцевых зарядов

ℰ face
MS =

𝑏3

𝑔
(𝑊00(

𝑔

𝑏
) + |𝑎|2(𝑊20(

𝑔

𝑏
) + 𝑏2𝑊22(

𝑔

𝑏
)) +

+|𝑎|4(𝑊40(
𝑔

𝑏
) + 𝑏2𝑊42(

𝑔

𝑏
) + 𝑏4𝑊44(

𝑔

𝑏
))), (5.26)

где магнитостатические функции 𝑊𝑖 определены в Приложении 5.1. Функция

𝑊00(𝜒) при этом совпадает с магнитостатической функцией центрированного

вихря (4.15).

Плотность объёмных зарядов пропорциональна дивергенции намагничен­

ности 𝜚 = ∇ · 𝑚 и, соответственно, имеет различные выражения снаружи и

внутри ядра вихря

𝜚(𝜂, 𝜙) =

⎧⎨⎩
8|𝑎|𝜂𝑏3 sin𝜙
(𝑏2+𝛽2)2 0 ≤ 𝜂 < 𝜃(𝜙)

2|𝑎|𝜂 sin𝜙
𝛽 𝜃(𝜙) < 𝜂 ≤ Θ(𝜙)

, (5.27)
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где 𝛽 определено (5.25), а 𝜂 = Θ(𝜙) — уравнение границы цилиндра в полярной

системе координат, центрированной на вихре (с центром в точке 𝑧𝐶)

Θ(𝜙) = 1 − 𝑐1|𝑎| − 𝑐2|𝑎|2 − 𝑐3|𝑎|3 − 𝑐4|𝑎|4 + . . . , (5.28)

где 𝑐1 = cos𝜙, 𝑐2 = (1/2) sin2 𝜙, 𝑐3 = cos𝜙, 𝑐4 = (17−cos(2𝜙) sin2 𝜙)/16. Энергия

объёмных зарядов тогда

ℰvolume
MS =

1

2𝑔

𝑔∫︁
0

d𝜁1

2𝜋∫︁
0

d𝜙1

Θ(𝜙1)∫︁
0

d𝜂1

𝑔∫︁
0

d𝜁2

2𝜋∫︁
0

d𝜙2

Θ(𝜙2)∫︁
0

d𝜂2𝑤 (5.29)

𝑤 =
𝜚(𝜂1, 𝜙1)𝜚(𝜂2, 𝜙2)𝜂1𝜂2√︀

𝜂21 + 𝜂22 − 2𝜂1𝜂2 cos(𝜙1 − 𝜙2) + (𝜁1 − 𝜁2)2
, (5.30)

где коэффициент 1/2 возникает потому что при двойном интегрировании по

объёму взаимодействие между каждой парой магнитных зарядов учитывается

дважды. Раскладывая это выражение по степеням |𝑎| получим

ℰvolume
MS = |𝑎|2𝑉2(𝑏, 𝑔) + |𝑎|4𝑉4(𝑏, 𝑔). (5.31)

Магнитостатические функции 𝑉𝑖 определены в Приложении 5.2. Хотя магнито­

статические функции для объёмных зарядов ненамного сложнее аналогичных

функций для торцевых зарядов, они не допускают факторизации зависимостей

от 𝑏 и 𝑔.

Собирая члены равных порядков в (5.22), (5.26) и (5.31) получим выраже­

ния для искомых коэффициентов разложения потенциальной энергии

𝑘2 = − 1

𝜌2
+ 𝑉2 +

𝑏3

𝑔

(︀
𝑊20 + 𝑏2𝑊22

)︀
(5.32)

𝑘4 = − 3

2𝜌2
+ 𝑉4 +

𝑏3

𝑔

(︀
𝑊40 + 𝑏2𝑊42 + 𝑏4𝑊44

)︀
, (5.33)

где для краткости аргументы магнитостатических функций опущены.

Члены нулевого порядка приводят к уравнению для равновесного (безраз­

мерного) радиуса ядра центрированного магнитного вихря 𝜌V = 𝑅𝑏/𝐿E

− 1

𝜌V
+

3𝜌V
2𝑊00(𝜆/𝜌V)

𝜆
− 𝜌V𝑊

′
00(𝜆/𝜌V) = 0, (5.34)
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который зависит только от (безразмерной) толщины цилиндра 𝜆 = 𝐿/𝐿E. Это

уравнение точно совпадает с (4.18).

Выражения (5.32), (5.32), (5.34) и определения магнитостатических функ­

ций содержат всю необходимую информацию для вычисления частоты прецес­

сии вихря 𝜔0 и её сдвига 𝛼 из (5.21). Вычисленные частоты и сдвиги построены

на рисунках 5.2 и 5.3, соответственно. Выбор осей координат на этих рисунках

обусловлен желанием показать частоты прецессии для наибольшего множества

различных геометрий цилиндра. Это означает, что некоторые точки могут ока­

заться за пределами применимости используемой при вычислениях модели. В

некоторых из них магнитный вихрь может не быть основным состоянием цилин­

дра (см. например фазовую диаграмму основных состояний в §4.4), или может

быть нестабильным (см. карту метастабильных состояний в §4.8). При больших

толщинах вихрь может развить трёхмерную структуру или его движение мо­

жет вызвать существенное излучение спиновых волн, делая высокие частоты (у

левых концов кривых на рисунке 5.2) недоступными. Кроме того, построение

полных зависимостей нивелирует их тонкие детали. К работе [28] прилагается

программа для системы компьютерной алгебры MATHEMATICA, которая по при­

веденным здесь выражениям вычисляет частоты, их сдвиг и коэффициенты

разложения потенциальной энергии для любой геометрии цилиндра и парамет­

ров материала.

Из рисунков 5.2 и 5.3 можно сделать следующие выводы: 1) частота вихря

увеличивается с уменьшением радиуса цилиндра и увеличивается с его тол­

щиной; 2) максимум частоты достигается, когда радиус частицы становится

равным радиусу вихря в ней (использованная модель справедлива только ес­

ли ядро вихря полностью помещается в цилиндре). Можно ожидать, что из-за

ограничения, вызванного предполагаемым полным отсутствием боковых заря­

дов, модель переоценивает частоту прецессии для цилиндров, радиус которых

приближается к радиусу ядра, эту частоту следует считать верхним пределом.
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Рисунок 5.2. Частоты свободной прецессии магнитного вихря в круговом цилин­

дре радиуса 𝑅 и толщины 𝐿 из магнитомягкого материала с намагниченностью

насыщения 𝑀S и обменной длиной 𝐿E. По горизонтали отложен фактор формы

цилиндра 𝑔 = 𝐿/𝑅 в нелинейном масштабе, чтобы покрыть все его значения.

Тонкие сплошные линии соответствуют различным толщинам цилиндра, изме­

ренным в единицах 𝐿E. Значения толщин брались с равным шагом между каж­

дой парой нанесенных цифровых меток. Нижняя охватывающая толстая линия

соответствует пределу больших цилиндров с пренебрежимым ядром, верхняя

охватывающая линия соответствует цилиндрам с радиусом, равным радиусу

ядра. Пунктирная линия — разложение первого порядка (5.16) нижней охваты­

вающей линии в окрестности 𝑔 = 0. Выражения дают точные аналитические вы­

ражения для частот в некоторых предельных геометрических конфигурациях

цилиндров. Схематические изображения цилиндров иллюстрируют их форму

на разных сторонах горизонтальной оси
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Рисунок 5.3. Амплитудный сдвиг частоты прецессии 𝛼 для различных геомет­

рий цилиндра. Горизонтальная ось, параметры и толщины цилиндра, соответ­

ствующие различным группам линий, точно такие же как на рисунке 5.2

Для области низких частот существует приближённое аналитическое вы­

ражение для частоты, базирующееся на пренебрежении ядром вихря 𝜔0 =

𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S𝑉2(0, 𝑔), что после перевода в герцы совпадает с формулой (5.16).

Замечая, что нижняя охватывающая линия на рисунке 5.2 близка к прямой в

выбранной системе координат, можно получить новое простое аналитическое

выражение для частоты прецессии вихря

𝜈0 ≈
𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S

12𝜋

(︂
1 − 1

1 + 𝑔

)︂
. (5.35)

В отличие от (5.16), показанного на рисунке 5.2 пунктирной линией, это урав­

нение не содержит предположения 𝑔 ≪ 1 и покрывает как плоские так и вы­
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тянутые цилиндры. Оно даёт наибольшую ошибку в 7.91% при 𝑔 ≈ 0.72 или

1/(1 + 0.72) ≈ 0.58, уменьшающуюся для меньших и больших 𝑔.

Амплитудно-частотный сдвиг, показанный на рисунке 5.3, тоже покрыва­

ет весь диапазон геометрий цилиндра. Из (5.21) можно a priori ожидать, что

частотный сдвиг может быть отрицательным из-за знака минус перед коэффи­

циентом 𝜅4, который описывает изменение кинетической энергии вихря вслед­

ствие деформации его ядра. Этот эффект не учитывается в подходах, основыва­

ющихся на уравнении Тиля [232,241–244]. Интересно, что геометрию цилиндра

можно подобрать так, чтобы амплитудно-частотный сдвиг обратился в нуль.

Этот эффект может оказаться полезным при создании микроволновых осцил­

ляторов на магнитных вихрях с повышенной частотной стабильностью. Сдвиг

ограничен сверху величиной ≈ 𝛾p𝜇0𝛾B𝑀S, которая достижима в тонких плёнках

(толщиной порядка 𝐿E). Для более толстых цилиндров максимальный ампли­

тудно-частотный сдвиг меньше.

В работе [244] для измерения амплитудно-частотного сдвига использовался

параметр (определённый там как 𝜆), который можно выразить как

𝜐 =
𝛼

𝜔0
=
𝑘4𝜅2 − 𝑘2𝜅4

𝑘2𝜅2
. (5.36)

В нём нет дополнительного множителя, несмотря на то, что 𝛼 связывает сдвиг

частоты с амплитудой |𝑎|2, тогда как 𝜐 связывает его с |𝑧𝐶 |2. Множитель от­

сутствует потому, что в первом порядке 𝑎 и 𝑧𝐶 совпадают, что достаточно для

получения идентичного разложения в ряд (5.20). В работе [244] было измерено

экспериментальное значение 𝜐 для единственного цилиндра из FeV. Предпола­

гая, что для FeV 𝐿E = 6 нм и принимая в качестве радиуса цилиндра величи­

ну 𝑅 = 250 нм, которая соответствует половине меньшей оси исследованного

эллиптического цилиндра, как можно измерить из правой части вставки на ри­

сунке 1 в [244], уравнение (5.36) даёт относительный сдвиг частоты 𝜐 = 0.38,

что вполне соответствует измеренному 𝜐 = 0.5 ± 30%.
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Ограничения представленного подхода к описанию (нелинейной) динами­

ки намагниченности следуют из его сильных сторон. Он позволяет получать

простые аналитические результаты, но они настолько хороши, насколько точ­

но использованные пробные функции описывают начальное, конечное и (глав­

ное) промежуточные состояния намагниченности, возникающие в динамиче­

ском процессе. Семейство пробных функций, описанное в Главе 3, достаточно

большое и может быть дополнительно обобщено (например, как это было сде­

лано в Главе 4). Это даёт надежду, что представленный лагранжев подход к

линейной и нелинейной динамике магнитных вихрей в ограниченной геометрии

может оказаться полезным для решения целого ряда интересных задач совре­

менного наномагнетизма: о резонансах, динамике зарождения вихрей, динами­

ке заряженных доменных границ в узких полосках, о нелинейном резонансе с

внешней подкачкой энергии и о хаосе в наномагнитах.

Выводы к Главе 5

5.1 Разработан подход к описанию линейной и нелинейной динамики намаг­

ниченности, который позволяет записать уравнения движения непосред­

ственно в терминах свободных параметров функций комплексной пере­

менной.

5.2 Решена задача о малоамплитудной свободной прецессии магнитного вих­

ря в круговом цилиндре. Непротиворечиво, с использованием одних и тех

же пробных функций для статической и кинетической части уравнений

движения, получено аналитическое выражение для частоты этой прецес­

сии в тонком цилиндре, которое хорошо согласуется с экспериментом.

5.3 Получены и решены уравнения нелинейной прецессии вихря с бо́льшей ам­
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плитудой. Рассчитан амплитудно-частотный коэффициент прецессии во

всём диапазоне геометрий цилиндра, где существуют магнитные вихри.

Результаты опубликованы в статьях [27,28].

Приложение 5.1

При разложении магнитостатической энергии торцевых зарядов по степе­

ням |𝑎| нужно учитывать, что от |𝑎| зависит как подынтегральное выражение,

так и пределы интегрирования, что вынуждает использовать формулу диффе­

ренцирования интеграла по параметру:

𝜕

𝜕𝑝

𝑙2(𝑝)∫︁
𝑙1(𝑝)

𝑓(𝑝, 𝑥) d𝑥 =

𝑙2(𝑝)∫︁
𝑙1(𝑝)

𝜕𝑓(𝑝, 𝑥)

𝜕𝑝
d𝑥+ 𝑓(𝑝, 𝑙2(𝑝))𝑙

′
2(𝑝) − 𝑓(𝑝, 𝑙1(𝑝))𝑙

′
1(𝑝), (5.37)

где штрих обозначает производную. Для факторизации оставшихся угловых

интегралов, как обычно, использовались интеграл Липшица (4.93) и теорема

сложения для функций Бесселя (4.92), которые позволяют выразить магнито­

статическую энергию торцевых зарядов при помощи функции

𝑢(𝜒) =
∞∑︁

𝜇=−∞

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒(𝑖(𝜇, 𝑘))2 d𝑘 (5.38)

𝑖(𝜇, 𝑘) =

∫︁ 2𝜋

0

d𝜙

∫︁ 𝜃(𝜙)

0

d𝜂 𝑚Z(𝜂, 𝜙)𝜂𝐽𝑛(𝑘𝜂)𝑒𝚤𝜇𝜙. (5.39)

Раскладывая это выражение по степеням |𝑎| и вычисляя угловые интегралы,

получим

ℰ face
MS =

𝑏3

𝑔
(𝑊00(𝑔/𝑏) + |𝑎|2(𝑊20(𝑔/𝑏) + 𝑏2𝑊22(𝑔/𝑏)) +

+|𝑎|4(𝑊40(𝑔/𝑏) + 𝑏2𝑊42(𝑔/𝑏) + 𝑏4𝑊44(𝑔/𝑏))), (5.40)
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с магнитостатическими функциями 𝑊𝑖(𝜒) = 𝑈𝑖(0) − 𝑈𝑖(𝜒) и

𝑖0(𝑘) =

∫︁ 1

0

1 − 𝜂2

1 + 𝜂2
𝐽0(𝑘𝜂)𝜂 d𝜂 (5.41)

𝑈00(𝜒) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒(𝑖0(𝑘))2 d𝑘 (5.42)

𝑖1(𝑘) =

∫︁ 1

0

𝜂3

(1 + 𝜂2)2
𝐽0(𝑘𝜂) d𝜂 (5.43)

𝑈20(𝜒) = 16

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒𝑖0(𝑘)𝑖1(𝑘) d𝑘 (5.44)

𝑖2(𝑘) =
𝐽0(𝑘)

2
− 4

∫︁ 1

0

𝜂5(1 − 𝜂2)

(1 + 𝜂2)3
𝐽0(𝑘𝜂) d𝜂 (5.45)

𝑖3(𝑘) =

∫︁ 1

0

𝜂4

(1 + 𝜂2)2
𝐽1(𝑘𝜂) d𝜂 (5.46)

𝑈22(𝜒) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒(𝑖0(𝑘)𝑖2(𝑘) + 8(𝑖3(𝑘))2) d𝑘 (5.47)

𝑖4(𝑘) = 𝐽0(𝑘) + 16

∫︁ 1

0

𝜂5

(1 + 𝜂2)3
𝐽0(𝑘𝜂)𝜂 d𝜂 (5.48)

𝑈40(𝜒) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒(64(𝑖1(𝑘))2 + 4𝑖0(𝑘)𝑖4(𝑘)) d𝑘 (5.49)

𝑖5(𝑘) = −6𝐽0(𝑘) + 𝑘𝐽1(𝑘) +

+32

∫︁ 1

0

𝜂7(2 − 𝜂2)

(1 + 𝜂2)4
𝐽0(𝑘𝜂) d𝜂 (5.50)

𝑖6(𝑘) = 𝐽1(𝑘) − 4

∫︁ 1

0

𝜂4(1 − 3𝜂2)

(1 + 𝜂2)3
𝐽1(𝑘𝜂) d𝜂 (5.51)

𝑖7(𝑘) = 8𝑖2(𝑘)𝑖1(𝑘) − 𝑖5(𝑘)𝑖0(𝑘) + 8𝑖3(𝑘)𝑖6(𝑘) (5.52)

𝑈42(𝜒) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒𝑖7(𝑘) d𝑘 (5.53)

𝑖8(𝑘) = (62 − 𝑘2)𝐽0(𝑘) − 16𝑘𝐽1(𝑘) +

+128

∫︁ 1

0

𝜂9(1 − 4𝜂2 − 𝜂4)

(1 + 𝜂2)5
𝐽0(𝑘𝜂) d𝜂 (5.54)

𝑖9(𝑘) = 𝑘𝐽0(𝑘) + 6𝐽1(𝑘) −

−32

∫︁ 1

0

𝜂8(2 − 𝜂2)

(1 + 𝜂2)4
𝐽1(𝑘𝜂) d𝜂 (5.55)

𝑖10(𝑘) =

∫︁ 1

0

𝜂7

(1 + 𝜂2)3
𝐽2(𝑘𝜂) d𝜂 (5.56)

𝑖11(𝑘) = (𝐽2(𝑘))2 + 16𝑖3(𝑘)𝑖9(𝑘) + 𝑖0(𝑘)𝑖8(𝑘) +

+8(𝑖2(𝑘))2 + 32𝑖10(𝑘)(𝐽2(𝑘) + 8𝑖10(𝑘)) (5.57)
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𝑈44(𝜒) =
1

32

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒𝑖11(𝑘) d𝑘 (5.58)

Эти выражения, хоть и компактные, но их непросто вычислить из-за несоб­

ственного интеграла по 𝑘 от осциллирующих произведений функций Бесселя.

Особенно сильно эта проблема проявляет себя при вычислении 𝑈𝑖(0), которые

входят в магнитостатические функции 𝑊𝑖(𝜒). Для устранения этой сложности,

в численном счёте (программа приложена к работе [28]) использовались фор­

мулы, преобразованные с использованием тождества III 6.612(3) в [218]:∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘𝜒𝐽𝑛(𝑘𝜂1)𝐽𝑛(𝑘𝜂2) d𝑘 =
𝑄𝑛−1/2((𝜒

2 + 𝜂21 + 𝜂22)/(2𝜂1𝜂2))

𝜋
√
𝜂1𝜂2

, (5.59)

где 𝑄𝑚(𝑥) функция Лежандра второго рода. Результат такого улучшения схо­

димости проверялся сравнением с вышеприведенными выражениями.

Приложение 5.2

Разложение энергии объёмных зарядов по степеням |𝑎| можно фактори­

зовать, используя интеграл Липшица (4.93) и теорему сложения для функций

Бесселя (4.92), аналогично тому, как это делалось для торцевых зарядов. Инте­

грирование по 𝑍 можно провести аналитически при помощи тождества (4.96).

Вычисление оставшихся угловых интегралов даёт

ℰvolume
MS = |𝑎|2𝑉2(𝑏, 𝑔) + |𝑎|4𝑉4(𝑏, 𝑔) (5.60)

со следующими магнитостатическими функциями

𝑗0(𝑏, 𝑘) = 4𝑏3
∫︁ 𝑏

0

𝜂2

(𝜂2 + 𝑏2)2
𝐽1(𝑘𝜂) d𝜂 +

∫︁ 1

𝑏

𝜂𝐽1(𝑘) d𝑘 (5.61)

𝑉2(𝑏, 𝑔) = 2

∫︁ ∞

0

𝑓MG(𝑘𝑔)

𝑘
(𝑗0(𝑏, 𝑘))2 d𝑘 (5.62)
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𝑗1(𝑏, 𝑘) = −𝐽2(𝑘) +

∫︁ 1

𝑏

𝜂2𝐽2(𝑘𝜂) d𝜂 (5.63)

𝑗2(𝑏, 𝑘) = 𝑘𝐽0(𝑘) − 5𝐽1(𝑘) + 𝑏4𝐽1(𝑘𝑏) +

+

∫︁ 1

𝑏

𝜂(16 − 𝜂2)𝐽1(𝑘𝜂) d𝜂 +

+32𝑏3
∫︁ 𝑏

0

𝜂4(𝜂4 + 8𝑏2 + 2𝜂2(4 − 𝑏2))𝐽1(𝑘𝜂)

(𝜂2 + 𝑏2)4
d𝜂 (5.64)

𝑗3(𝑏, 𝑘) =

∫︁ 𝑏

0

𝜂5𝐽2(𝑘𝜂)

(𝜂2 + 𝑏2)3
d𝜂 (5.65)

𝑗4(𝑏, 𝑘) = (𝑗1(𝑏, 𝑘))2 + 𝑗0(𝑏, 𝑘)𝑗2(𝑏, 𝑘) +

+32𝑏3𝑗1(𝑏, 𝑘)𝑗3(𝑏, 𝑘) + 256𝑏6(𝑗3(𝑏, 𝑘))2 (5.66)

𝑉4(𝑏, 𝑔) =
1

2

∫︁ ∞

0

𝑓MG(𝑘𝑔)

𝑘
𝑗4(𝑏, 𝑘) d𝑘. (5.67)
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Глава 6. Магнитные солитоны в многосвязных областях

6.1. Введение

Для хранения информации достаточно односвязного планарного наноэле­

мента (например, в форме цилиндра). Но для её обработки, вероятно, потребу­

ются сложные планарные наноструктуры с высокой степенью связности. Это

значит, что теорию магнитных текстур необходимо обобщить и на этот случай.

В этой главе подход Главы 3 распространён на случай многосвязных пла­

нарных наноэлементов или, другими словами, (цилиндрических) элементов с

(цилиндрическими) отверстиями. Получены явные выражения для распределе­

ний намагниченности в многосвязных элементах, даны несколько конкретных

примеров.

Установлено, что положения вихрей и антивихрей в многосвязных элемен­

тах не произвольны, а связаны топологическими ограничениями. Получен яв­

ный вид этих ограничений для случая двусвязного элемента (кольца). Прове­

рено, что они с хорошей точностью выполняются в эксперименте.

Топологические ограничения связывают свойства топологических солито­

нов с топологией наноэлемента (точнее, граничных условий) в которой они су­

ществуют. В бесконечной плёнке (хоть она и односвязная) с периодическими

граничными условиями топологические ограничения тоже можно обнаружить.

Они позволяют провести грань между топологическими солитонами (скирмио­

нами) и магнитными доменами (например, цилиндрическими).
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6.2. Магнитные состояния многосвязных планарных наноэлементов

Магнитные текстуры можно выразить при помощи функций комплексной

переменной, используя метод последовательной минимизации, описанный в Гла­

ве 3. Его основным предположением является наличие иерархии энергий, в кото­

рой обменная энергия более важна для минимизации, чем магнитостатическая.

В наносистемах это предположение выполняется в силу отсутствия магнитных

монополей (а значит присутствия в равной мере как положительных, так и от­

рицательных магнитных зарядов). По мере уменьшения размеров ферромагне­

тика его магнитостатическая энергия уменьшается не только за счёт изменения

возможного количества магнитных зарядов, но и за счёт того, что магнитные

заряды разных знаков оказываются всё ближе друг к другу, а их положитель­

ная собственная энергия всё больше компенсируется отрицательной энергией

их взаимодействия. В конце концов, это приводит к полному доминированию

обменного взаимодействия и, соответственно, однородному магнитному состо­

янию односвязной частицы. Метод последовательной минимизации работает в

области размеров частиц, непосредственно примыкающей к области их однодо­

менности, то есть порядка нескольких (десятков) обменных длин 𝐿E.

Предельный размер системы, где можно ожидать применимость этого под­

хода, является не абсолютно определённой величиной, а зависящим от формы

частицы следствием частичной компенсации энергии взаимодействия магнит­

ных зарядов. В силу притяжения зарядов разных знаков можно ожидать, что

для компенсации зарядов важен наименьший поперечный размер системы. То

есть для многосвязных цилиндров (например, кольца) имеет значение уже не

полный размер наномагнита, а размер перемычек, состоящих из магнитного ма­

териала (ширина кольца), где только магнитные заряды и могут возникнуть.

Поэтому, например, кольцо может быть сравнительно большого (микронного и
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более) размера, но, если его ширина порядка нескольких (десятков) обменных

длин, то можно ожидать, что метод последовательной минимизации к нему так

же применим. Как и в случае односвязных систем, из-за нелокальности магни­

тостатического взаимодействия более точную оценку a priori дать вряд ли воз­

можно. Поэтому в данной Главе применимость последовательной минимизации

также оценивается a posteriori, по тому насколько соответствуют эксперименту

полученные с его помощью магнитные текстуры.

Рассмотрим планарный ферромагнитный элемент в виде цилиндра толщи­

ной 𝐿, построенный на многосвязном основании, изображённом на рисунке 6.1.

В соответствии с методом последовательной минимизации магнитную тексту­

ру можно представить при помощи стереографической проекции (1.60) в кото­

рой функция 𝑤(𝑧, 𝑧) представляет собой сшивку солитона и сингулярного меро­

на (3.4), построенных на базе мероморфной функции комплексной переменной

𝑓(𝑧), не имеющей нормальных компонент к границе основания цилиндра. Функ­

цию 𝑓(𝑧) можно найти как решение краевой задачи Римана-Гильберта внутри

основания цилиндра с соответствующим (отсутствию нормальных компонент)

граничным условием.

Как и в односвязном случае, функции 𝑓(𝑧) для некоторой области 𝑧 ∈

𝒟, можно поставить в соответствие решение 𝑓(𝑡) в любой другой конформно

связанной области 𝑧 ∈ 𝒟′ по формуле

𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑧)𝑇 ′(𝑧)|𝑧=𝑇 (−1)(𝑡) , (6.1)

где 𝑡 = 𝑇 (𝑧) конформное отображение, связывающее 𝒟 и 𝒟′, а 𝑇 (−1)(𝑡) — обрат­

ное отображение, которое всегда существует. В односвязном случае конформ­

ную связь можно установить между любыми двумя (односвязными) областями.

В многосвязном же случае, не любые две области одной и той же связности мож­

но отобразить друг на друга. Например, конформно отобразить друг на друга

два концентрических кольца можно только в том случае, если отношение их
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Рисунок 6.1. Пример четырёхсвязной круговой области с внешней границей 𝐶0

и внутренними границами 𝐶𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3

внутреннего и внешнего радиусов одно и то же.

Благодаря теоремам Пола Кёбе, известно, что можно определить парамет­

ризованные канонические семейства многосвязных областей, на которые (после

выбора параметров) можно отобразить любую область той же связности. Диски

с вырезанными непересекающимися дисками, параметризованные при помощи

радиусов и координат центров (см. рисунок 6.1), представляют собой одно из

таких канонических семейств [245]. В частности, любую двусвязную область

можно отобразить на единичное концентрическое кольцо с определённым внут­

ренним радиусом. Именно поэтому здесь (без ограничения общности) строятся

распределения намагниченности именно в таких круговых областях.

Рассмотрим вначале вопрос о существовании решений в круговой много­

связной области 𝒟 и их общие свойства. Формально задача состоит в нахож­
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дении мероморфной в области 𝒟 функции 𝑓(𝑧), удовлетворяющей граничному

условию

𝑅𝑒(𝑓(𝑧)𝑛(𝑧)) = 0, 𝑧 ∈ 𝜕𝒟, (6.2)

где 𝑛(𝑧) — комплексная нормаль к границе области 𝒟. Функция 𝑓(𝑧) в общем

случае может иметь нули и сингулярности на границе. Это граничное условие

можно переписать следующим образом [246]:

Im
d𝑧

𝑓(𝑧)
= 0, 𝑧 ∈ 𝜕𝒟, (6.3)

которое обозначает, что мероморфный дифференциал ( d𝑧)/𝑓(𝑧) является дей­

ствительным на границе области (или, другими словами, на границе этот диф­

ференциал является действительным дифференциалом). Это условие является

конформно-инвариантным и, в частности, из него следует (6.1).

Для описания множества всех действительных дифференциалов в 𝒟 удоб­

но использовать понятие дубля области, который является компактной римано­

вой поверхностью 𝑋(𝒟) рода 𝑔, равного связности области (количеству границ

в области 𝒟 минус единица). Дубль можно представить себе как две резиновых

копии исходной области, положенные друг на друга, склеенные вдоль всех гра­

ниц и наполненные воздухом как воздушный шарик. На одной половине дубля

используется координата 𝑧, а на другой 𝑧. Дубль допускает операцию отраже­

ния 𝐽 , которая меняет его копии местами. Эта операция является стационарной

точно на границе области 𝒟. Используя отражение, условия действительности

дифференциала d𝜂 можно записать следующим образом:

𝐽 d𝜂 = d𝜂. (6.4)

Простым рецептом получения действительных мероморфных дифференциалов

является симметризация: возьмём произвольный мероморфный дифференциал

на дубле, тогда d𝜂 + 𝐽 d𝜂 является мероморфным и действительным.
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Из этого следует, что

♯{𝑓(𝑧) 𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠} − ♯{𝑓(𝑧) 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑒𝑠} = ♯{𝜕𝒟} − 2 (6.5)

где ♯{𝑓(𝑧) 𝑧𝑒𝑟𝑜𝑒𝑠} / ♯{𝑓(𝑧) 𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠} – количество нулей / полюсов (вихрей /

антивихрей) в области 𝒟, а ♯{𝜕𝒟} – количество граничных компонент области

𝒟 или её связность. Полюса и нули здесь считаются вместе с их кратностью и

для тех из них, которые закреплены на границе, кратность делится пополам.

Выражение (6.5) справедливо потому что степень знаменателя (дивизора)

действительного мероморфного (абелева) дифференциала d𝜂 := ( d𝑧)/𝑓(𝑧) на

дубле однозначно выражается через его род и равна 2𝑔 − 2 (см. раздел 10.4.

“Дивизоры” в [247] на с. 294). Так как род дубля равен 𝑔 = ♯{𝜕𝒟} − 1, полу­

чим для разности количества нулей и полюсов мероморфного дифференциала

2♯{𝜕𝒟}−4. Отсюда с учётом того, что в симметризованном дифференциале ну­

ли и полюса распределены симметрично между копиями дубля, их количество

в одной из копий определяется соотношением (6.5). Таким образом, количество

нулей и количество полюсов функции 𝑓(𝑧) связаны друг с другом.

Выполнить симметризацию можно, если построить представление дубля

𝑋(𝒟) в виде алгебраической кривой. Такое представление для случая много­

связных круговых областей выражается в виде суммы по элементам соответ­

ствующей группы Шоттки [248]. Вычисление таких рядов напрямую являет­

ся достаточно трудоёмкой операцией, поэтому воспользуемся другим способом

построения 𝑓(𝑧). Сделаем это при помощи главной функции Шоттки-Клей­

на [249,250], которая уже включает в себя суммирование по элементам группы

Шоттки и для вычисления которой уже существует эффективный численный

алгоритм [251]. Функция Шоттки-Клейна полезна при построении конформ­

ных отображений произвольной многосвязной многоугольной области на одну

из канонических круговых [252], обобщающих формулу Шварца-Кристоффеля

на многосвязный случай. Она также имеет ряд приложений в задачах оптими­
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зации [253,254].

Неформально (для формального определения см. [251], где оно занимает

весь раздел 2) функцию Шоттки-Клейна 𝑆(𝑧, 𝜁) конкретной многосвязной кру­

говой области 𝒟 можно представить себе как обобщение разности

𝑆 = 𝑆1(𝑧, 𝜁) = 𝑧 − 𝜁 (6.6)

в односвязном случае, которая в многосвязном случае становится функцией

Шоттки-Клейна

𝑆 = 𝑆(𝑧, 𝜁). (6.7)

Произведения таких разностей в односвязном случае позволяют построить ра­

циональные функции комплексной переменной, как обсуждалось в §1.6. Их

обобщение в виде функций Шоттки-Клейна было использовано Дарреном Кра­

уди [252] при построении обобщения формулы Шварца-Кристоффеля.

В единичном концентрическом кольце с внешним радиусом 1 и внутренним

𝑞 < 1 функцию Шоттки-Клейна можно записать в виде произведения

𝑆𝑟(𝑧, 𝜁) = (𝑧 − 𝜁)

∏︀∞
𝑘=1(1 − 𝑞2𝑘𝑧/𝜁)(1 − 𝑞2𝑘𝜁/𝑧)

(
∏︀∞

𝑘=1(1 − 𝑞2𝑘))
2 (6.8)

или при помощи q-символов Похгаммера (𝑎; 𝑞)𝑛

𝑆𝑟(𝑧, 𝜁) =
𝑧𝜁

𝑧 − 𝜁

(𝜁/𝑧, 𝑞2)∞ (𝑧/𝜁, 𝑞2)∞

((𝑞2, 𝑞2)∞)2
. (6.9)

Эта функция используется в некоторых из следующих примеров.

Для построения решения задачи Римана-Гильберта с заданными положе­

ниями вихрей (или антивихрей) определим две вспомогательные функции, вве­

денные в разделе 5 работы [252] при построении аналога формулы Шварца-Кри­

стоффеля:

𝐹1(𝑧; 𝜁1, 𝜁2) =
𝑆(𝑧, 𝜁1)

𝑆(𝑧, 𝜁2)
, (6.10)

𝐹2(𝑧; 𝜁) =
𝑆(𝑧, 𝜁)𝑆(𝑧, 1/𝜁)

𝑆(𝑧, 𝜁)𝑆(𝑧, 1/𝜁)
. (6.11)
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Эти функции 𝑧 при условии, что 𝜁1 и 𝜁2 принадлежат одной и той же внутрен­

ней или внешней окружности 𝐶𝑗 (with 𝑗 = 0, 1, 2, . . .) многосвязной круговой

области, а 𝜁 произвольная точка внутри области, имеют постоянное значение

аргумента (комплексной фазы) на всех границах 𝐶𝑗. Это означает, что про­

изведение этих функций также имеет постоянный аргумент на всех границах

рассматриваемой многосвязной круговой области, а значит логарифмическая

производная такого произведения

𝑢(𝑧) =
𝜕

𝜕𝑧
log

(︃∏︁
𝑚

𝐹1(𝑧; 𝜁1,𝑚, 𝜁2,𝑚)
∏︁
𝑛

𝐹2(𝑧; 𝜁𝑛))

)︃
(6.12)

является мероморфной функцией 𝑧 в многосвязной круговой области 𝒟, удо­

влетворяющей граничному условию (6.2) на всех граничных компонентах 𝒟.

То есть решением задачи Римана-Гильберта без нормальных компонент к гра­

нице области 𝒟, параметризованное при помощи 𝜁1,𝑚, 𝜁2,𝑚, 𝜁𝑛, указывающих

положения его нулей и полюсов. Оно также может иметь некоторые дополни­

тельные нули и полюса в количестве, необходимом для удовлетворения (6.5)

и в позициях, необходимых для выполнения топологических ограничений (см.

§6.3 ниже). В качестве мероморфной функции, определяющей распределение

намагниченности можно выбрать 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑧) или 𝑓(𝑧) = 𝑢(1/𝑧). При этом

вихри превращаются в антивихри и наоборот.

На рисунках 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 и 6.6 изображены примеры полученных реше­

ний для различных положений вихрей и антивихрей. Многие из них воспроизво­

дят аналитически магнитные текстуры, наблюдаемые (посредством натурного

и численного эксперимента) в микронных ферромагнитных кольцах.

Таким образом, удалось построить приближённое аналитическое представ­

ление для магнитных текстур в планарных многосвязных наномагнитах. Оно

параметризовано положениями вихрей или антивихрей (топологических сингу­

лярностей), но при его применении могут возникать новые солитоны в других

позициях. Это значит, что невозможно произвольным образом указать положе­
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Рисунок 6.2. Конечные доменные границы в кольце с 𝑞 = 0.3, вычисленные из

(1.60) и (3.4) с 𝑒1 = 0, 𝑒2 → ∞, 𝑢(𝑧) = (𝜕/𝜕𝑧) log𝐹1(𝑧; 𝑒−8𝜋𝚤/9, 𝑒𝜋𝚤/9) и 𝑓(𝑧) =

𝑢(1/𝑧)
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Рисунок 6.3. Доменная структура с несколькими конечными доменными грани­

цами в кольце с 𝑞 = 0.7 и 𝑢(𝑧), являющейся теперь произведением трёх функций

𝐹1: 𝐹1(𝑧; 𝑒8𝜋𝚤/9, 𝑒−𝜋𝚤/9), 𝐹1(𝑧; 𝑞𝑒4𝜋𝚤/3, 𝑞𝑒−2𝜋𝚤/3) и 𝐹1(𝑧; 𝑞𝑒𝜋𝚤/3, 𝑞𝑒−𝜋𝚤/3). Остальные па­

раметры такие же как на рисунке 6.2
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Рисунок 6.4. Вихревая доменная граница в кольце с 𝑞 = 0.6 и 𝑢(𝑧), представля­

ющей собой произведение 𝐹1(𝑧; 𝑒4𝜋𝚤/3, 𝑒𝜋𝚤/3) и 𝐹1(𝑧; 𝑞𝑒11𝜋𝚤/9, 𝑞𝑒2𝜋𝚤/9). Остальные

параметры такие же как на рисунке 6.2
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Рисунок 6.5. Антивихревые доменные границы в кольце. Параметры для этого

рисунка такие же как и для рисунка 6.4, кроме того, что теперь 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑧)



246

Y

X

Рисунок 6.6. Вихрь в трёхсвязной области с двумя вырезанными дисками ради­

усов 0.2 и 0.3, расположенные в 𝑋 = 0.5 и 𝑋 = −0.5 соответственно. Функция

𝑢(𝑧) = (𝜕/𝜕𝑧) log𝐹2(𝑧;−0.52𝚤) и 𝑓(𝑧) = 𝑢(𝑧). Функция Шоттки-Клейна вычис­

лялась численно при помощи пакета для Matlab, описанного в [251]
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ния всех вихрей и антивихрей в многосвязной области. Конкретный вид этих

ограничений получен в следующих параграфах.

6.3. Топологические ограничения в кольце

Чтобы получить условие, связывающее положения вихрей и антивихрей

рассмотрим простейший случай двусвязной области в виде концентрического

кольца 𝒜 с парой встречных вихревых доменных границ в ней, изображённую

на рисунке 6.4. Антивихри в данном случае закреплены на границах кольца.

Этой магнитной текстуре можно поставить в соответствие действительный ме­

роморфный дифференциал d𝜔 = ( d𝑧)/𝑓(𝑧), такой что на боковой границе ци­

линдра выполняется (6.3) или Im𝜔 = 0.

С другой стороны, существует действительный голоморфный дифферен­

циал d𝜂 = 𝚤 d𝑧/𝑧 без нулей и полюсов в концентрическом кольце 𝒜. Если разде­

лить дифференциал d𝜂 на d𝜔 получим мероморфную функцию 𝑣(𝑧) = 𝚤𝑓(𝑧)/𝑧,

которая принимает действительные значения на граничных окружностях, а её

нули и полюса в точности совпадают с позициями вихрей и антивихрей ориги­

нальной магнитной текстуры, описываемой 𝑓(𝑧). Поворачивая кольцо, всегда

можно добиться того, чтобы функция 𝑣(𝑧) не имела нулей и полюсов на от­

резке [𝑞, 1], где 𝑞 внутренний радиус кольца. Тогда выполняется следующее

тождество:

0 =

∮︁
𝜕(𝒜−(𝑣)−[𝜌,1])

log(𝑧)
𝑣′(𝑧)

𝑣(𝑧)
d𝑧. (6.13)

Интегрирование здесь идёт по замкнутому контуру, составленному из границ

кольца 𝒜, двух берегов разреза вдоль отрезка [𝑞, 1] и замкнутых контуров,

обходящих все нули и полюса функции 𝑣(𝑧), обозначенных (𝑣). Пример такого
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контура интегрирования для случая вихревой доменной границы показан на

рисунке 6.7. Разрез вдоль отрезка [𝑞, 1] необходим для выделения однозначной

ветви log(𝑧). Интеграл (6.13) равен нулю потому, что подынтегральная функция

внутри контура аналитическая и не имеет особых точек.

Интеграл вдоль участков контура, стянутых вокруг вихрей и антивихрей

(включая те из них, которые расположены на границе), можно вычислить по

теореме о вычетах, он даёт

2𝜋𝚤
∑︁
𝑧∈(𝑣)

𝑚(𝑧) log(𝑧), (6.14)

где 𝑧 координата каждого нуля или полюса функции 𝑓(𝑧), а𝑚(𝑧) его кратность,

принимающая отрицательные значения для полюсов и взятая с весом 1/2, если

нуль/полюс лежит на границе. Действительная часть этого интеграла пропор­

циональна разности сумм азимутов вихрей и антивихрей с соответствующими

весами.

Интеграл по граничным окружностям с вырезанными малыми симметрич­

ными окрестностями вихрей / антивихрей, лежащих на границе, является чи­

сто мнимым. Наконец, интеграл по границам разреза [𝜌, 1] соответствует инте­

грированию скачка функции при возврате на исходную ветвь, который равен

−2𝜋𝚤 d log(𝑣(𝑧)) вдоль разреза. В силу того, что функция 𝑣(𝑧) является на

концах разреза действительной, действительная часть этого интеграла лежит

в решётке 2𝜋2Z, где Z — множество целых чисел. Таким образом, из действи­

тельной части тождества (6.13) после деления на 2𝜋 получим соотношение

Arg(𝑓)+ − Arg(𝑓)− ∈ 𝜋Z, (6.15)

где Arg(𝑓)± сумма аргументов (азимутов) всех нулей/полюсов 𝑓(𝑧) в концен­

трическом кольце, вычисленная в единицах 2𝜋, взятая с учётом их кратности

и с весом 1/2, если нуль/полюс лежит на границе цилиндра. Другими словами:

сумма азимутов вихрей, отсчитанная из центра кольца в единицах 2𝜋, равна
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Рисунок 6.7. Контур интегрирования в (6.13) для случая встречных 180∘ вих­

ревых границ в кольце, показанных на рисунке 6.4. Большие закруглённые

стрелки показывают общее направление намагниченности в доменах. Солитоны

(вихри и антивихри) показаны схематически, а их центры отмечены жирными

точками (и половинками точек, если они лежат на границе). Вихри помечены

символом 1, а половинки антивихрей символом 1/2

сумме азимутов антивихрей по модулю 𝜋.

В силу обратимости всех использованных аргументов, можно сказать, что

обратное тоже верно: в конкретной многосвязной области, для заданного набо­

ра топологических сингулярностей, удовлетворяющих топологическим ограни­

чениям, всегда существует единственное (с точностью до масштаба) решение

𝑓(𝑧) задачи Римана-Гильберта для магнитной текстуры.

Для проверки несложно убедиться, что это топологическое ограничение

выполняется для аналитического распределения намагниченности, показанного
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на рисунке 6.4 и всех других распределений намагниченности в кольцах, вычис­

ленных в §6.2. Причём выполняются они с любой наперёд заданной точностью,

что можно проверить путём численного поиска нулей и полюсов приведенных

там же соответствующих аналитических выражений. Экспериментальная про­

верка сложнее, вследствие неизбежных в эксперименте погрешностей. Особен­

но, если учесть, что солитоны имеют размер порядка десяти нанометров, а их

положение нужно определить ещё точнее.

Тем не менее, эксперимент с достаточной для этого точностью был про­

веден [255]. В нём изучалась динамика вихревой доменной границы в микрон­

ном пермаллоевом кольце. На полученных стробоскопическим методом изоб­

ражениях можно разрешить позиции вихрей (сделано авторами [255]) и пози­

ции антивихрей (сделано автором данной работы) как функции времени на

протяжении достаточно сложного динамического процесса, соответствующего

плавному включению, вращению и плавному выключению магнитного поля.

Вычисленная разность фаз 𝛿 = (Arg(𝑓)+ − Arg(𝑓)−) mod 𝜋 показана на рисун­

ке 6.8. Фильм с отмеченными положениями вихрей и антивихрей на каждом

кадре опубликован в качестве дополнительного материала к [30]. Разброс то­

чек получается довольно значительным и имеет как случайную (вследствие

пиннинга), так и систематическую (вследствие пространственного разрешения

изображений) составляющие. Случайная ошибка была вычислена, считая что

при фиксированной величине внешнего поля разброс происходит исключитель­

но за счёт случайных факторов, что даёт 𝜎𝑅 = 0.0544. Систематическая ошибка

в 𝜎𝑆 = 0.0493 равна половине углового размера пикселя использованного в экс­

перименте детектора (более точно измерить положение центра вихря на осно­

вании одного изображения невозможно). Комбинируя эти два вклада, получим

полную погрешность 𝜎 =
√︀
𝜎2𝑅 + 𝜎2𝑆 ≃ 0.08.

Как можно видеть, отклонения от топологического ограничения (6.15) но­

сят случайный характер и близки по своим характеристикам к шуму. Этот шум,
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Рисунок 6.8. Точки показывают разность приведенных сумм азимутов вихрей и

антивихрей 𝛿 как функции времени во время сложного динамической эволюции

двух вихревых доменных границ в кольце, извлечённую из экспериментальных

данных работы [255]. Сплошная линия показывает амплитуду магнитного поля

в этом процессе. Погрешности (вертикальные линии) вычислены в тексте

как и небольшое систематическое отставание азимутов вихрей от азимутов ан­

тивихрей при вращении поля, можно объяснить несовершенством геометриче­

ской формы использованного в эксперименте кольца, приводящим к пиннингу

(разному для вихрей и антивихрей) и небольшому гистерезису. Тем не менее,

все отклонения приведенной разности азимутов 𝛿 от нуля на рисунке 6.8 много

меньше величины 𝜋, а значит однозначно свидетельствуют о том, что тополо­

гическое ограничение (6.15) выполняется.

Топологические ограничения являются следствием двух факторов: непре­

рывности векторного поля намагниченности и необходимости удовлетворить
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при этом граничным условиям с нетривиальной топологией. Такая топология

возникает в случае многосвязных областей (из которых самый простой случай

кольцо). Но существует случай ещё проще: периодические магнитные текстуры

в бесконечной плёнке, которые рассмотрены далее.

6.4. Топологические ограничения в периодических текстурах

Магнитным состояниям планарных наноэлементов можно поставить в со­

ответствие функции комплексной переменной. Периодическим магнитным со­

стояниям тогда соответствуют двоякопериодические функции, которые выра­

жаются в терминах эллиптических функций. Получим это представление в яв­

ном виде.

С точностью до масштабирования и поворота любую двумерную решётку

можно представить как порождённую двумя базисными комплексными векто­

рами: 1 и 𝜏 :

𝐿 = 𝐿(𝜏) := {𝑖+ 𝑗 𝜏, 𝑖, 𝑗 ∈ Z}, (6.16)

где Z множество целых чисел. Без ограничения общности предположим, что

Im 𝜏 > 0. Существует достаточно большая свобода при выборе элементарной

ячейки решётки, которая покрывает всю плоскость после трансляции на все

элементы множества 𝐿. Например, элементарная ячейка может быть паралле­

лограммом

Π := {𝑧 = 𝑡1 + 𝑡2𝜏, 0 < 𝑡𝑠 < 1, 𝑠 = 1, 2} (6.17)

или любым его сдвигом, или, в случае гексагональной решётки с 𝜏 = 𝑒𝚤𝜋/3,

правильным шестиугольником.

Нули и полюса 𝑓(𝑧) соответствуют вихрям и антивихрям (или сёдлам) в
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магнитной текстуре. Хиральность каждого вихря 𝜒𝑗 с центром в 𝑧 = 𝑧𝑗 мож­

но измерить величиной коэффициента разложения Тейлора функции 𝑓(𝑧) в

окрестности её нуля: 𝑓(𝑧) = (𝑧 − 𝑧𝑗)/𝜒𝑗 +𝑂((𝑧 − 𝑧𝑗)
2). Намагниченность в вих­

ре 𝑗 вращается против часовой стрелки, если соответствующая Im𝜒𝑗 > 0 (по

часовой, если < 0).

В терминах этих определений для любой двоякопериодической функции

𝑓(𝑧) должны выполняться следующие ограничения:

1) Число вихрей равно числу антивихрей (сёдел) в каждой элементарной

ячейке.

2) Сумма положений центров вихрей в ячейке и сумма положений центров

антивихрей равны друг другу с точностью до вектора решётки.

3) Сумма хиральностей 𝜒𝑗 всех вихрей внутри элементарной ячейки равна

нулю.

Эти ограничения несложно доказать, исходя из свойств эллиптических

функций [256]. Если слегка сдвинуть элементарный параллелограмм Π так, что

𝑓(𝑧) не имеет ни нулей, ни полюсов на его границе (например, как это показано

на рисунке 6.9). Тогда ограничение 1) следует из

0 =

∮︁
𝜕Π

d log 𝑓(𝑧) = 2𝜋𝚤(#[𝑓(𝑧)] − #[1/𝑓(𝑧)]), (6.18)

где #[𝑓(𝑧)] обозначает количество нулей (включая их кратность) функции 𝑓(𝑧)

внутри Π, а #[1/𝑓(𝑧)], соответственно, количество полюсов. Действительно, на

противоположных сторонах Π одна и та же (в силу периодичности) функцию

интегрируется в противоположных направлениях, что даёт первое равенство;

второе равенство следует из теоремы о вычетах. Ограничение 2) можно полу­

чить [256] из рассмотрения

2𝜋𝚤 𝐿 ∋
∮︁
𝜕Π

d(𝑧 log 𝑓(𝑧)) = 2𝜋𝚤(
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑧𝑗 −
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗), (6.19)

где 𝑧𝑗 (𝑝𝑗) положения нулей (полюсов) функции 𝑓(𝑧) внутри Π, повторённые,
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Рисунок 6.9. Путь интегрирования вокруг элементарной ячейки 2-мерной ре­

шётки, с базисными векторами 1 и 𝜏 , избегающий нули 𝑧𝑗 и полюса 𝑝𝑗 функции

со степенью числителя и знаменателя 𝑛 = 4

если нуль (полюс) являются кратными. Сумма интегралов по вертикальным

(наклонным) сторонам Π на рисунке 6.9 равна длине стороны 𝜏 , умноженной на

приращение log 𝑓(𝑧) вдоль этой стороны. По той же причине сумма интегралов

по горизонтальным сторонам принадлежит множеству 2𝜋𝚤Z. Наконец, по той

же схеме, что и (6.18) рассмотрение

0 =

∮︁
𝜕Π

d𝑧

𝑓(𝑧)
= 2𝜋𝚤

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜒𝑗, (6.20)

доказывает ограничение 3). В частности, из 3) следует, что ситуация, когда на­

магниченность внутри всех вихрей вращается по часовой стрелке, невозможна.

Кроме того, все вихри не могут иметь положительную дивергенцию в центре.

Обязательно должны присутствовать вихри обоих типов (с положительной и

отрицательной дивергенцией), либо нейтральные вихри с Re𝜒𝑗 = 0.

Ограничения 1) и 2) являются необходимыми и достаточными условиями

для существования двоякопериодической мероморфной функции с заданным

набором нулей и полюсов. С точностью до умножения на ненулевую константу,
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такая функция единственна и её можно представить в терминах эллиптической

𝜃-функции [256], которую, для справки, можно представить в виде очень быстро

сходящегося ряда Фурье

𝜃1(𝑧|𝜏) =2 sin(𝜋𝑧) exp(𝜋𝚤𝜏/4) − 2 sin(3𝜋𝑧) exp(9𝜋𝚤𝜏/4)+

+ 2 sin(5𝜋𝑧) exp(25𝜋𝚤𝜏/4) − . . .
(6.21)

Эллиптическая функция 𝜃1(𝑧|𝜏) является нечётной функцией переменной 𝑧 и

имеет нули в точках, соответствующих элементам решётки 𝐿. Добавление к её

аргументу векторов решётки эквивалентно умножению на некоторые простые

множители

𝜃1(𝑧 + 1|𝜏) = −𝜃1(𝑧|𝜏) (6.22)

𝜃1(𝑧 + 𝜏 |𝜏) = − exp(−𝚤𝜋𝜏 − 2𝜋𝚤𝑧)𝜃1(𝑧|𝜏). (6.23)

Тогда если набор нулей {𝑧𝑗}𝑛𝑗=1 и полюсов {𝑝𝑗}𝑛𝑗=1 (координаты некоторых

точек в каждом из этих множеств могут совпадать) удовлетворяет условию 2),

а именно
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑧𝑗 −
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑝𝑗 = 𝑀 +𝑁𝜏 ∈ 𝐿(𝜏), то функция

𝑓(𝑧) = exp(−2𝜋𝚤𝑁𝑧)
𝑛∏︁

𝑗=1

𝜃1(𝑧 − 𝑧𝑗)

𝜃1(𝑧 − 𝑝𝑗)
(6.24)

является периодической относительно решётки и имеет предписанный набор

нулей и полюсов внутри каждой элементарной ячейки. Более того, эта функ­

ция является единственной. В противном случае, если существует вторая такая

функция, то их отношение является двоякопериодической функцией без нулей

и полюсов, а значит константой.

С помощью выражения (6.24) можно воспроизвести аналитически получен­

ное недавно экспериментально изображение гексагональной решётки скирмио­

нов [226]. Из свойства 1) следует, что гексагональная решётка не может состоять

только из вихрей. Таким образом, чтобы удовлетворить симметрии, вокруг цен­

трального вихря необходимо добавить ещё, как минимум, шесть антивихрей в
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углах элементарной ячейки (каждый из них принадлежит нескольким ячейкам,

поэтому всего получается три антивихря на ячейку). Чтобы уравновесить эти

три антивихря, в соответствии с требованием 1), в элементарную ячейку нужно

добавить ещё два полных вихря. Размещая эти вихри симметрично в соответ­

ствии с требованием 2), получим магнитную текстуру, показанную на рисун­

ке 6.10а. Относительный размер вихрей, как и их относительные хиральности,

не указываются при этом явно. Они получаются автоматически из уравнения

(6.24) и предписанных координат нулей и полюсов.

Подобную магнитную текстуру можно представить себе в виде суперпози­

ции трёх спиралей [68], как показано на рисунке 6.10б, что даёт магнитную тек­

стуру, наверное, самую близкую к экспериментальным наблюдениям [226]. Кон­

кретно, компоненты намагниченности в плоскости 𝑋𝑂𝑌 можно представить

при помощи комплексной функции 𝑤S(𝑧, 𝑧) = 𝚤𝑞1 cos(𝑞Re 𝑞1𝑧)+𝚤𝑞2 cos(𝑞Re 𝑞2𝑧)+

𝚤𝑞3 cos(𝑞Re 𝑞3𝑧), где 𝑞1 = exp(𝚤𝜋/2), 𝑞2 = 𝑒𝑥𝑝(−𝚤5𝜋/6), 𝑞3 = 𝑒𝑥𝑝(−𝚤𝜋/6) волновые

векторы трёх спиралей, а 𝑞 = 2𝜋 · 2/
√

3, конкретные углы в 𝑞𝑖 и множитель в 𝑞

выбраны так, чтобы получившаяся решётка совпадала с решёткой из предыду­

щего примера.

Так же решётку скирмионов можно представить в виде плотной гекса­

гональной решётки цилиндрических магнитных доменов (ЦМД), разделённых

блоховскими доменными границами. Распределение намагниченности в одной

блоховской доменной границе зададим при помощи комплексной функции 𝑤B(𝑧, 𝑧) =

𝚤𝑧/|𝑧|sech(2(|𝑧|−𝑠)/𝑑) с параметрами 𝑠 и 𝑑, указывающими размер домена и тол­

щину доменной границы. Эта функция спадает экспоненциально, что типично

для 180∘ блоховских доменных границ в одноосных ферромагнетиках. Распола­

гая такие домены в гексагональной решётке, которая идентична используемой

в двух предыдущих примерах, получим магнитную текстуру, показанную на

рисунке 6.10в.

Можно непосредственно убедиться (из рисунков или численно, с использо­
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Рисунок 6.10. Распределение проекции компонент намагниченности на плос­

кость в тонких плёнках с периодическими (в гексагональной решётке с базисом

1 и 𝜏 = exp(𝚤𝜋/3)) магнитными текстурами: а — уравнение (6.24) с 𝑛 = 3,

вихрями в 𝑧𝑗 = 0, 1/3 + 𝜏/3, 2/3 + 2𝜏/3 и сёдлами в 𝑝𝑗 = 1/2, 𝜏/2, 1/2 + 𝜏/2,

показанными заполненными окружностями и квадратами (незаполненные со­

ответствуют их сдвигам на векторы решётки); б и в – линейная суперпозиция

спиралей и плотно упакованная решётка цилиндрических магнитных доменов

(ЦМД), описанные в тексте; г – разреженная решётка ЦМД, в которой заметные

сёдла отсутствуют. Тонкие линии разделяют ячейки решётки, точками показа­

ны центры вихрей и сёдел.
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ванием приведенных выше выражений), что положения нулей и сёдел на всех

этих трёх распределениях намагниченности в точности совпадают и удовлетво­

ряют условию 2). При этом модели очень отличаются. Явный вид ограничений

был получен, используя модель, учитывающую только обменный вклад в маг­

нитный лагранжиан. Тем не менее эти ограничения оказываются универсальны­

ми настолько, что им удовлетворяют как плотно упакованная решётка ЦМД,

стабилизируемая одноосной анизотропией, так и модель для гексагональной

A-фазы в MnSi, которая реализуется благодаря наличию хирального взаимо­

действия Дзялошинского-Мория, и даже модель слабонеоднородного материа­

ла со столбчатыми дефектами (см. рисунок 2.6). Эти ограничения также вы­

полняются с большой точностью и в эксперименте. В чём можно убедиться из

данных, приведенных в работе [257] для всех типов наблюдаемых там решёток

(гексагональной, квадратной и скошенной). Это потому, что главной причиной

формирования топологических свойств магнитных текстур является непрерыв­

ность векторного поля намагниченности (обусловленная обменным взаимодей­

ствием) и наличие нетривиальных граничных условий, которым этому непре­

рывному векторному полю намагниченности приходится соответствовать. Два

этих фактора: непрерывность и граничные условия, приводят к огромному мно­

гообразию магнитных текстур с нетривиальными топологическими свойствами.

Как можно видеть из рисунка 6.10, различные магнитные взаимодействия

и внешние факторы могут существенно деформировать магнитные текстуры

(и, в частности, привести к количественным различиям между скирмионами и

ЦМД [62]), но не всегда способны изменить их топологические свойства. Тем не

менее, иногда это происходит. В случае гексагональной решётки ЦМД малой

плотности, показанной на рисунке 6.10г, ограничения 1)-3) не выполняются. Да­

леко от центра ЦМД намагниченность почти однородна и направлена перпенди­

кулярно поверхности плёнки, а значит позиции вихрей и сёдел (кроме одного,

соответствующего центру ЦМД) не определены. Это потому, что фаза вектора
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намагниченности в плоскости плёнки при этом (далеко от центра ЦМД) стано­

вится не определена. Отсутствует необходимость связать эту фазу непрерывно

и глобально в масштабах всей решётки, а значит индивидуальные ЦМД по ме­

ре уменьшения плотности решётки становятся всё более свободными глобально,

что даёт возможность манипулировать ими (создавать, аннигилировать, управ­

лять их хиральностью) независимо (см. рисунки 3b и 3c в работе [258] для

примеров таких решёток ЦМД).

Непрерывный переход из более ограниченной динамики к менее ограни­

ченной (более свободной) при изменении масштаба не является новым в физи­

ке. Такой переход напоминает переход от квантовой механики к классической.

Для квантовых эффектов фаза комплексной волновой функции имеет прин­

ципиальное значение, для классических эффектов фаза теряет смысл, а роль

играет только амплитуда, указывающая местонахождение частицы. Квантовые

эффекты принципиально связаны с непрерывностью фазы волновой функции

в статике и динамике. Руководствуясь этой аналогией, можно сказать, что ре­

шётка ЦМД с низкой плотностью является классическим объектом, который

уже был использован в прошлом веке в качестве основы для реализации клас­

сических вычислений [89].

С этой точки зрения, топологические солитоны подобны квантовым объек­

там со своей собственной версией дальнодействия в виде глобальных топологи­

ческих ограничений (проистекающих, конечно, из локальных взаимодействий

магнитных моментов). Условие 2), например, означает, что перемещение вихря

или антивихря в одном месте, должно сопровождаться перемещением где-то

в другом, удалённом от первого месте. На практике деформация, нарушаю­

щая ограничения, распространяется не мгновенно, а проходит как волна по

всей пленке, пока магнитная текстура не изменит свою конфигурацию так, что

ограничения снова будут выполняться. Такой параллелизм (когда все взаимо­

действуют со всеми) наводит на мысль о потенциальной возможности создания
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версии топологического квантового компьютера [259], использующего тополо­

гические солитоны для вычислений.

Выводы к Главе 6

6.1 Теория магнитных состояний в планарных магнитных наноэлементах рас­

ширена для случая высокой связности.

6.2 Обнаружены ограничения на положение топологических солитонов в мно­

госвязных элементах, имеющие топологическую природу. Выполнение этих

ограничений в двусвязном элементе подтверждено данными независимого

эксперимента.

6.3 Получен явный вид топологических ограничений для периодических маг­

нитных текстур. Показано, что топологические ограничения приводят к

появлению дальнодействия в конденсированном состоянии магнитных со­

литонов.

Результаты опубликованы в статьях [29–31].
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Заключение

Основные выводы работы уже приведены в конце каждой Главы. Здесь

обсудим коротко сегодняшнее состояние, перспективы дальнейших исследова­

ний и новые применения топологических солитонов в планарных магнитных

наноэлементах.

Сегодня магнитные наноэлементы применяются как основа структуриро­

ванных сред для традиционной магнитной записи [196], в магнитных туннель­

ных транзисторах [260], в устройствах магнитной записи с произвольным до­

ступом [261–264], в качестве управляемых генераторов микроволн [265, 266],

которые нашли своё применение, в том числе, и для аппаратной реализации

перцептрона [267]. Активно развиваются приложения скирмионов не только

для хранения, но и для обработки информации [268], подобные устройствам на

цилиндрических магнитных доменах прошлого века [88, 89], но уже на новом

технологическом уровне.

В целом, можно сказать, что возможности магнетизма по надёжному хра­

нению информации остаются на сегодня непревзойдёнными. И, возможно, с

совершенствованием и удешевлением устройств магнитной памяти с произволь­

ным доступом, останутся такими ещё долго. Что касается обработки информа­

ции, то так же как и устройства на цилиндрических доменах прошлого века,

магнитные технологии всё ещё проигрывают электронике, как по плотности ин­

формации (переключение современных транзисторов происходит за счёт заря­

да буквально считанных электронов), так и по скорости её обработки (тактовая

частота современных процессоров уже вплотную подбирается к фундаменталь­

ному пределу, обусловленному конечностью скорости света). И, скорее всего,

такое положение дел сохранится в ближайшей перспективе.

Но всё же есть ряд принципиально новых возможностей, которые открыва­
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ются в связи с особыми свойствами магнитных солитонов. Важнейшим из них,

является наличие топологических ограничений: законов сохранения, связыва­

ющих между собой свойства скирмионов глобально, в масштабе всей системы.

Эти ограничения имеют фундаментальную природу с математическими кор­

нями, уходящими к теореме Абеля, и появляются вследствие необходимости

согласования фазы полного поворота вектора намагниченности при любом (во­

круг отверстий и нет) обходе частицы — фазы Берри. Аналогичные глобальные

законы сохранения и фаза Берри встречаются и в квантовой механике.

Другое важное свойство топологических солитонов — сохранение тополо­

гического заряда. И хотя, как в случае солитонов Белавина и Полякова, так и

в рассмотренном здесь случае ограниченной геометрии, этот закон сохранения

выполняется лишь приближённо, есть ряд простых способов увеличить энерге­

тические барьеры, защищающие величину топологического заряда внутри ча­

стицы [269].

Вместе эти два свойства теоретически позволяют создать среду, в которой

сохранялось бы общее количество солитонов и их свойства были бы связаны ис­

кусственно созданными и управляемыми глобальными ограничениями. На базе

такой среды кажется возможным создать, если и не топологический квантовый

компьютер [259], то, по крайней мере, массивно параллельный (за счёт глобаль­

ных ограничений) компьютер с не фон-неймановской архитектурой. При этом

достоинство магнитных систем по сравнению с электронными, заключается в

возможности контролировать “волновую функцию” системы.

В этом направлении хотелось бы сосредоточить усилия в ближайшем буду­

щем. Принесёт это практические результаты или нет, сложно сказать. Но уже

сама возможность существования сложных систем “матрёшек”, которые ведут

себя так же, как и привычная нам материя, как элементарные частицы, явля­

ясь, на самом деле, лишь сложными состояниями материи в конденсированном

состоянии — это само по себе удивительно. Изучая эти системы можно боль­
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ше узнать как о самом конденсированном состоянии, так и об элементарных

частицах, из которых конденсированные системы в конце концов состоят.
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𝑞 вектор рассеяния нейтронов, параметр преобразования Фурье, 𝑞 = {𝑞X, 𝑞Y, 𝑞Z}.

47, 62, 65–69, 78–83, 85–89, 91–93, 97–99, 101, 102, 105–107, 113, 115, 116,

118, 120, 122, 155, 190, 191

𝑟 точка в пространстве, радиус вектор; в декартовой системе координат 𝑟 =

{𝑋, 𝑌, 𝑍}, 𝑟 = |𝑟|. 18, 21, 23, 24, 26–30, 35, 43, 44, 46, 47, 51–53, 65–69,

75–80, 84, 85, 99, 110, 126, 127, 162, 168, 172, 173, 176, 178, 183, 189, 191,

192, 206, 214, 215, 217

𝜌 безразмерный радиус основания круглого цилиндра, 𝜌 = 𝑅/𝐿E. 163, 164, 170,
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171, 183, 184, 186, 193–195, 202, 222, 224, см. 𝑅 & 𝐿E

𝜌V безразмерный радиус ядра магнитного вихря, 𝜌V = 𝑅V/𝐿E. 162–164, 168–172,

224, см. 𝑅V & 𝐿E

𝜌𝑘′ плотность квантовых состояний с волновым вектором 𝑘′. 64

𝜚 объёмная плотность магнитных зарядов, 𝜚 = ∇ ·𝑀 . 26–28, 46, 47, 127, 172,

184, 185, 189–192, 223, 224

𝑟V безразмерный радиус ядра магнитного вихря, нормированный на радиус

цилиндра, 𝑟 = 𝑅𝑉 /𝑅. см. 𝑅V & 𝑅

𝜎 полное сечение рассеяния нейтронов. 63

𝜎 поверхностная плотность магнитных зарядов, равная нормальной компонен­

те намагниченности на границе магнетика. 30, 161, 162, 189–191

𝜎a сечение захвата нейтронов. 63
d𝜎
dΩ дифференциальное сечение рассеяния нейтронов. 62, 63
𝜕2𝜎

𝜕Ω𝜕𝐸 двойное дифференциальное сечение рассеяния нейтронов. 62

𝑡 время. 20, 38, 213–218, 220, 221

𝜏 плотность кинетической части магнитного лагранжиана. 38, 212, 214, 215

𝜃 полярный угол в сферической системе координат. 32, 38, 62, 86–88, 99, 119,

212, 214–217, см. 𝜙

𝜃1(𝑧|𝜏) первая эллиптическая тэта-функция аргумента 𝑧 с параметром 𝜏 , Im 𝜏 >

0, определённая по Ахиезеру. 255

𝜃(𝑥) 𝜃-функция Хевисайда: 𝜃(𝑥 < 0) = 0, 𝜃(𝑥 > 0) = 1, 𝜃(0) = 1/2. 30, 44, 154,

155

𝑢 скалярный потенциал размагничивающего поля, 𝐻D = ∇𝑢(𝑟). 26, 28, 47

𝜙 азимутальный угол в сферической системе координат. 38, 62, 86–88, 99, 110,

119, 160, 162, 172, 173, 176–179, 184, 185, 188–195, 197, 206, 212, 214, 216,

217, 222–224, 230, см. 𝜃

𝑤 комплексная функция, задающая векторное поле намагниченности, посред­

ством стереографической проекции, 𝑤 = 𝑤(𝑧, 𝑧). 51–53, 55–57, 108, 110,
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134, 135, 158, 170, 183, 189, 202, 213–216, 236

𝑧 комплексная переменная, задающая координату на поверхности плёнки (тор­

це наноэлемента), 𝑧 = 𝑋 + 𝚤𝑌 . 51–57, 108–110, 134–137, 139, 140, 144, 145,

148, 158–161, 165, 169–171, 175, 176, 182, 183, 189, 201, 202, 213–216, 236,

238–249, 252–256
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1942. –– Vol. 12. –– P. 1–20.
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Nat. Mater. –– 2015. –– Vol. 14. –– P. 1116–1122.

104. von Westenholz, C. Topological and Noether-conservation laws [Text] /

C. von Westenholz // Annales de l’I.H.P. Physique théorique. –– 1979. ––
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