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Статья поступила в редакцию 9 ноября 2018 года 

Исследованы микроструктура, плотность и твердость керамических образцов, 
спеченных из порошков карбида бора различной дисперсности без использования 
активирующих добавок при давлении 4 GPa и температурах 1200–2000C. Уста-
новлено, что наиболее высокая (2.50 g/cm

3
) плотность достигается у керамики из 

порошка с бимодальным распределением частиц по размерам. Он содержит более 
мелкую субмикронную фракцию размером 270–300 nm и более грубую со средним 
размером до 4.5 m. Обнаружено, что с увеличением дисперсности порошка мак-
симум на кривых зависимости твердости образцов от температуры спекания 
сдвигается в сторону более низких температур. Образцы с наиболее высокой 
твердостью 40 GPa получены из микронного порошка с размером частиц от 3.0 до 
12.0 μm. Установлено, что при более высоких (7.7 GPa) давлениях спекания такого 
порошка плотность и твердость образцов карбида бора повышаются без сущест-
венного роста зерна за счет большей степени уплотнения исходного порошка, 
уменьшения пор в структуре материала и малого времени спекания. Изготовлен 
высокоплотный сверхтвердый керамический материал из карбида бора с мелко-
зернистой структурой (D ~ 0.5–1.3 m), относительной плотностью 99.6%, твер-
достью по Виккерсу HV1 47 GPa, модулем Юнга E = 417–469 GPa и величиной 
коэффициента Пуассона  = 0.17–0.18. 

Ключевые слова: карбид бора, дисперсность, высокие давления и температуры, 
микроструктура, плотность, твердость 

Введение 

Карбид бора В4С обладает широким спектром физических, физико-

механических и химических свойств и является перспективным материалом 
для различных отраслей промышленности, но наиболее значимые его харак-
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теристики – прочностные свойства и низкий удельный вес [1]. Для достиже-

ния высоких эксплуатационных характеристик изделий из В4С необходимо 

наличие плотной мелкозернистой структуры [2]. Главная проблема при из-
готовлении из него прочных материалов состоит в трудности достижения 
беспористого состояния образцов. Это связано с низкой диффузионной под-
вижностью при спекании карбида бора, что обусловлено наличием в этом 
соединении сильных ковалентных связей. Введение в его порошок опреде-
ленных добавок активирует процесс уплотнения за счет жидкофазного спе-
кания. Однако при спекании без давления, даже при использовании добавок, 

уплотнение В4С все еще затруднено [3]. 

Основными методами получения поликристаллического карбида бора без 
использования активирующих добавок являются: горячее прессование, метод 
искрового плазменного спекания (spark plasma sintering – SPS) и спекание под 
высоким давлением. Применение метода горячего прессования не позволяет 

достичь высокой плотности В4С, наблюдается рост зерна в структуре мате-

риала, что обусловлено длительностью процесса спекания. SPS-метод огра-

ничивает рост зерна, способствует лучшему уплотнению и повышению физи-
ко-механических характеристик, однако также требует большого времени 
спекания. Наиболее высокие показатели твердости керамики из карбида бора 
достигнуты с использованием спекания при высоких давлениях. Этот метод 
позволяет сократить время спекания, сформировать плотную мелкозернистую 
структуру материала и повысить его физико-механические свойства. 

Анализ характеристик спеченных образцов, полученных с использованием 
техники высоких давлений и температур [4–7], показывает, что наилучшие 
результаты по плотности (99.65%) и наименьшему размеру зерна (D ~ 2.1 μm) 
достигнуты в работе [4] при спекании порошка карбида бора с размером 
частиц d = 2.05 μm при давлении 4.5 GPa, температуре 1300C и времени 
спекания 5 min. Твердость полученных образцов составляет 38.04 GPa. Низ-
кая температура их спекания обеспечивает размер зерна, сопоставимый с 
размером частиц исходного порошка. 

Более высокие значения твердости (40–41 GPa) образцов карбида бора 
получены авторами [5,6] при более высоких давлениях – соответственно 5.5 
и 7.7 GPa и температурах  спекания 1927–2000С. Время спекания достигало 
4 min. При этом использовались достаточно грубые порошки с размером 
частиц d = 2–80 m [5] и 27–108 m [6]. Поэтому достигнутые значения от-
носительной плотности составляли 93–98.4%. 

Известно, что на свойства карбида бора существенное влияние оказывает и 
его стехиометрический состав. Например, физико-механические свойства ком-
позиционных покрытий на основе карбида бора при величине отношения B/C, 
близкой к 4, имеют максимальные значения, а отклонение от этой величины 
приводит к их снижению [8]. Кроме того, дисперсность исходного порошка 
также воздействует на характеристики спеченного материала. Однако в слу-
чае спекания под высоким давлением этот вопрос изучен недостаточно. 
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Цель настоящей работы – исследование влияния дисперсности порошка 
карбида бора и режимов спекания под высоким давлением без использования 
активирующих добавок на микроструктуру и свойства полученной керамики. 

1. Методика эксперимента 

В качестве исходных использовали порошки карбида бора различной 

дисперсности: B4C (А) (Electrozshmelzwerk, Kempten, Germany); В4С (B) 

(ФГУП «УНИХИМ С ОЗ», Екатеринбург, Россия); В4С (C) («Н.C. Stark», 

Germany) в состоянии поставки. 
Спекание проводили при двух величинах давления – 4 и 7.7 GPa. При P = 

= 4 GPa и температурах T = 1200–2000C использовали устройство высокого 
давления типа «наковальни с углублениями» [9] и пресс ДО-137А усилием 
5 MN. Цилиндрические порошковые заготовки диаметром 11 mm и высо-
той 4 mm прессовали в стальной пресс-форме при P = 1.0 GPa. Спекание за-
готовок, помещенных внутри составного графитового нагревателя, осуществ-
ляли в контейнерах из прессованного литографского камня. Торцы заготовок 
изолировали от нагревателя прокладками из прессованного гексагонального 
нитрида бора. Спекание при P = 7.7 GPa и T = 1600–2000C производили в 
АВД типа «тороид» на прессовой установке ДО 044 усилием 25 N. Методика 
приготовления образцов диаметром 13 mm описана в работе [10]. Контроль ре-
жимов спекания осуществляли при помощи контроллера спекания КС-5 [11]. 
Скорость нагрева спекаемых образцов достигала 2000–3000C/min, а время 
спекания составляло 60 s. 

Плотность спеченных образцов устанавливали методом гидростатического 
взвешивания в четыреххлористом углероде при комнатной температуре. От-
носительная погрешность определения плотности составляла не более 0.2%. 
Твердость по Виккерсу HV1 измеряли на микротвердомере МНТ-240 LECO 
(США) при нагрузке 9.8 N. Элементный состав карбида бора определяли с 
помощью энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии. Исследова-
ния микроструктуры образцов проводили с использованием сканирующего 
электронного микроскопа S-4800 фирмы «Hitachi» в НПЦ «Белмикросисте-
мы» НПО «Интеграл». Для определения фазового состава полученных об-

разцов использовали рентгеновский дифрактометр ДРОН-3 (Cu K-излуче-

ние) с монохроматором из пиролитического графита при напряжении на 
аноде U = 30 kV и токе I = 20 mA. 

2. Результаты и обсуждение 

Данные энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии исходных по-
рошков карбида бора (табл. 1) свидетельствуют о наличии небольшого коли-
чества (до ~ 0.4 аt.%) примесей, основной из которых является кислород. 

На рис. 1 представлены электронно-микроскопические изображения час-
тиц различных порошков карбида бора. Видно, что порошки отличаются 

зернистостью и морфологией частиц. Порошок В4С (А) субмикронный (d = 
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= 100–750 nm), содержащий незначительное количество более крупных частиц 

размером до 3.7 μm. Порошок В4С (B) с бимодальным распределением частиц 

по размерам включает более мелкую субмикронную фракцию с d = 270–300 nm 

и более грубую со средним размером d = 4.5 μm. Порошок В4С (C) содержит 

частицы осколочной формы с d = 3–5 μm. Имеется небольшое количество 
значительно более мелких осколков с d ~ 0.2 μm и более крупных с разме-
ром до 12 μm. 

Таблица 1 
Химический состав порошков карбида бора 

Химический состав, at.% 
Обозначение 

порошка B C O 
Другие  

элементы 

В/С 

В4С (А) 80.84 18.81 0.35 – 4.3 

В4С (B)* 79.17 20.60 0.23 – 3.8 

В4С (C) 80.28 19.34 0.27 0.11 4.2 

*Данные химического состава порошка уточнены по сравнению с приведенны-

ми нами ранее в сборнике «Породоразрушающий и металлообрабатывающий инст-

румент – техника, технология его изготовления и применения» (ИСМ им. В.Н. Ба-

куля НАН Украины, Киев (2018), вып. 21, с. 332–344). 

 

     Микроструктура образцов, спеченных из различных порошков карбида 
бора при P = 4 и 7.7 GPa в интервале температур 1400–2000C, представлена 
на рис. 2. 

Установлено, что в процессе спекания при P = 4 GPa с увеличением тем-
пературы от 1400 до 1800C размер зерна в структуре материала уменьшается: 

для образцов В4С (А) – с 0.04–1.62 до 0.01–1.33 μm, для В4С (B) – с 0.27–0.63 до 

0.07–0.39 μm, для В4С (C) – с 0.6–2.4 до 0.5–1.33 μm. 

Для микроструктуры образцов В4С (А) характерно наличие игл (рис. 2,a,б). 

Зеренная структура образцов В4С (C), полученных при P = 4 GPa, является не-

однородной в интервале температур спекания 1600–2000C (рис. 2,г–е). В об-
разцах, спеченных при 1600C, наблюдается первичная рекристаллизация: 
на межзеренных границах деформированных зерен со средним размером D ~ 
~ 1.5 μm видны зародыши новых зерен с D ~ 0.1–0.2 μm и поры (рис. 2,г). С 
повышением температуры спекания до 1800C в процессе собирательной ре-
кристаллизации происходит увеличение размеров мелких зерен. Формируется 
практически беспористая структура с D = 0.5–2.1 m (рис. 2,д). При повыше-
нии температуры спекания до 2000C наблюдается дальнейший рост зерен до 
размеров 1.0–3.1 μm, а на стыках происходит порообразование (рис. 2,е). 
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Рис. 1. Электронно-микроскопические изображения порошков карбида бора В4С (А) 

(а, б), В4С (В) (в, г), В4С (С) (д, е) при различном увеличении: а – 12000, б – 50000, 

в – 3000, г – 12000, д – 2000, е – 15000 

 
На рис. 3 показаны изменения плотности (а) и твердости (б) образцов 

карбида бора, полученных в различных режимах спекания. Установлено, что 
при P = 4 GPa наибольшая плотность достигается у керамики, изготовлен-

ной из порошка В4С (В) с бимодальным распределением частиц по размерам 

(270–300 nm и 4.5 μm) (рис. 3,а), в отличие от образцов, спеченных из мик-

ронного В4С (С) и субмикронного В4С (А) порошков. Однако максимальное 

значение твердости (40 GPa) получено у образцов из наиболее крупного по-

рошка В4С (C) (рис. 3,б), что может быть связано со стехиометрией исход-

ного материала, т.е. с более высоким атомным отношением B/C = 4.2 по 

сравнению В4С (B) (табл. 1). При спекании наиболее дисперсного порошка 
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В4С (А) с близким значением B/C = 4.3 характер изменения твердости в за-

висимости от температуры спекания заметно отличается от такового для 
других порошков карбида бора, и максимальное значение твердости дости-
гается при более низкой температуре 1400C (рис. 3,б). 

 

     

                    а                                           б                                           в 

        

                    г                                           д                                           е 

       

                   ж                                           з                                          и 

Рис. 2. Микроструктура образцов карбида бора В4С (А) (а, б), В4С (В) (в) и В4С (С) 

(г–и), спеченных при давлениях 4 GPa (а–е), 7.7 GPa (ж–и) и температурах, С: 

1400 (а), 1600 (г, ж), 1800 (б, в, д, з), 2000 (е, и) 

 

Таким образом, применяя более крупный порошок В4С (C) в условиях высо-

ких давлений (4 GPa) и температур (1800C), можно получить керамический 
материал с твердостью до 40 GPa. Поэтому данный порошок был использован 
нами в дальнейшем для спекания при более высоком давлении 7.7 GPa. 

Микроструктура образцов, спеченных при P = 7.7 GPa, достаточно одно-
родная (рис. 2,ж–и) и более плотная, чем при P = 4 GPa, с незначительным ко-
личеством нанопор. С повышением температуры спекания наблюдается рост 
отдельных зерен: 0.6–1.5 μm (при 1600C), 0.8–1.5 (при 1800C), 0.9–3.0 μm 
(при 2000C). Следует отметить, что характер разрушения у образцов, спе-
ченных при T = 1800C и P = 7.7 GPa, транскристаллитный в отличие от об-
разцов, спеченных при этой же температуре, но при более низком давлении 
4 GPa, где наблюдается интеркристаллитное разрушение. 
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                               а                                                                  б 

Рис. 3. Зависимости плотности (а) и твердости (б) образцов карбида бора от темпе-
ратуры спекания: 1 – В4С (А), 2 – В4С (B), 3, 4 – В4С (C) при давлениях 4 GPa (1, 2, 3) 

и 7.7 GPa (4) 

 

 
                         20      25      30      35      40       45      50      55      60 

2Θ, deg 

Рис. 4. Спектры рентгеновской дифрактометрии исходного порошка (а) и образцов 

карбида бора, полученных при давлениях 4 (б) и 7.7 GPa (в) 
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Используя при спекании более высокое давление 7.7 GPa, можно увели-
чить плотность за счет большего дробления исходного порошка [6], его уп-
лотнения и уменьшения пор в структуре материала. С увеличением темпера-
туры спекания до 1800C при P = 4 GPa твердость и плотность полученной 
керамики возрастают (рис. 3). Повышение давления спекания до 7.7 GPa 
приводит к увеличению этих параметров. При 1800С формируется плотная 
структура (см. рис. 2,д,з) и достигаются максимальные значения плотности 

2.49  и 2.51 g/cm
3
, а также твердости ~ 40 и ~ 47 GPa соответственно для 

давлений 4 и 7.7 GPa. При более высоком давлении величина относительной 
плотности составляет 99.6% от теоретического значения. Дальнейшее по-
вышение температуры спекания до 2000C приводит к незначительному 
снижению плотности и твердости образцов, что связано с процессами ре-
кристаллизации и образования пористости. 

Значения модуля Юнга E образцов, спеченных под давлением 7.7 GPa в 
интервале температур 1800–2000C, составляют 417–469 GPa, а коэффици-
ент Пуассона μ = 0.17–0.18. 

На рис. 4 представлены рентгеновские дифрактограммы исходного порошка 

В4С (C) и образцов, спеченных при давлениях 4 и 7.7 GPa при температуре 

1800C. На дифрактограммах можно видеть, что выявленные пики соответст-

вуют фазе В4С. При этом для порошка на углах дифрактограмм ~ 26.5 и 27.9 

наблюдаются рефлексы соответственно свободного углерода и оксида бора 

В2О3, интенсивность которых значительно уменьшается в спеченных образцах. 

Таблица 2 
Режимы спекания и характеристики образцов карбида бора,  

спеченных различными методами 

d, μm Режимы спекания rel, % D, μm HV1, GPa Источник 

Горячее прессование 

0.68–3.58 100 MPa, 1900°C, 30 min 99.73 1.96 37.85 [12] 

SPS 

0.5 75 MPa, 1700оC, 3 min 100 0.688 36.4 [13] 

   ~ 0.22 75 MPa, 1700°C, 3 min 98.7 0.37 37.8 [14] 

2.36 80 MPa, 1700°C, 5 min 99.7 2.36 37.8 [15] 

Высокие давления 

2–80 5.5 GPa, 1927оC, 1 min 93 – 40 [7] 

2–80 5.5 GPa, 1927оC, 4 min 98.4 0.1–7 41 [5] 

27–108 7.7 GPa, 2000оC, 4 min 90–93 0.1–7 41 [6] 

2.05 4.5 GPa, 1300оC, 5 min 99.65 ~ 2.1 38.04 [4] 

4 GPa, 1800oC, 60 s 98.8  1.1 40 
3–5 

7.7 GPa, 1800oC, 60 s 99.6 1.3 47 

Наши  
данные 
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Для сравнения с нашими результатами в табл. 2 приведены данные по наи-
большим значениям твердости по Виккерсу HV1 других авторов с указанием 

значений относительной плотности rel и среднего размера зерна D в зависимос-

ти от режимов и методов спекания порошка В4С различной дисперсности d. 

Как следует из табл. 2, полученное нами значение твердости 40 GPa для 
давления спекания 4 GPa хорошо согласуется с результатами работ других 
авторов [4–7,12–15], а твердость образцов, спеченных при давлении 7.7 GPa, 
значительно выше (47 GPa). Можно полагать, что более высокая, чем в ра-
боте [4], твердость наших образцов карбида бора при одинаковой плотности, 
близкой к теоретическому значению, обусловлена большим давлением при 
спекании, обеспечивающим более высокую прочность межзеренных границ. 

Заключение 

Исследовано влияние дисперсности порошков карбида бора различной 
зернистости на их спекаемость при P = 4 GPa в интервале температур 1200–

–2000С. Установлено, что наиболее высокая (2.50 g/cm
3
) плотность дости-

гается в керамике из порошка В4С (B) с бимодальным распределением час-

тиц по размерам (270–300 nm и 4.5 μm). При спекании наиболее дисперсного 

порошка В4С (А) с размером частиц 100–750 nm, содержащего незначитель-

ное количество более крупных частиц размером  до 3.7 μm, максимальное 
значение твердости ~ 31 GPa достигалось в области более низких темпера-
тур (1400C). Образцы с более высокой твердостью (40 GPa) получены из 

менее дисперсного порошка В4С (C) с частицами осколочной формы со 

средним размером 3–5 μm, содержащего незначительное количество мелких 
осколков размером ~ 200 nm и более крупных размером до 12 μm. 

Изучено влияние давления при спекании (4 и 7.7 GPa) на микроструктуру 
и физико-механические свойства спеченной керамики из менее дисперсного 

порошка В4С (C). Установлено, что с увеличением давления от 4 до 7.7 GPa 

плотность и твердость спеченных образцов карбида бора повышаются до 

2.51 g/cm
3
 и 47 GPa соответственно без существенного роста зерна в структуре 

материала. При этом значения модуля Юнга E образцов, спеченных под давле-
нием 7.7 GPa в интервале температур 1800–2000C, составляют 417–469 GPa, а 
коэффициент Пуассона μ = 0.17–0.18. Высокое значение твердости получен-
ного материала обусловлено малым размером зерна (который обеспечивает-
ся коротким временем и высоким давлением при спекании), а также повы-
шением прочности межзеренных границ. Полученные результаты будут ис-
пользованы при разработке новых композиционных материалов на основе 
карбида бора различного назначения. 
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V.S. Urbanovich, N.V. Shipilo, L. Jaworska, S. Cygan, M. Rosmus,  

B. Matovic, S.V. Grigoriev, V.S. Niss 

EFFECT OF THE DEGREE OF DISPERSION OF BORON CARBIDE 
POWDER AND THE MODES OF SINTERING UNDER HIGH PRESSURE 
ON THE MICROSTRUCTURE AND THE PROPERTIES  
OF THE CERAMICS PRODUCED 

The paper reports the results of testing of the microstructure, the density and the hardness 
of the ceramic samples sintered of boron carbide powders characterized by different de-
gree of dispersion without activating agents under the pressure of 4 GPa and the tempera-
ture of 1200–2000C. It is found that the highest density (2.50 g/cm

3
) is achieved in the 

ceramics made of the powder with bimodal size distribution of the particles. It is com-
posed by a fine submicron fraction of 270–300 nm in size and a rough one of 4.5 m. It is 
stated that an increase in the powder dispersion results in a shift of the maximum of the 
sintering temperature dependences of the hardness towards lower temperatures. The sam-
ples characterized by the maximum hardness of 40 GPa are obtained by processing of a 
micron powder with the particle size ranging from 3.0 to 12.0 μm. It is found that under a 
higher pressure of sintering (7.7 GPa), the density and the hardness of the boron carbide 
samples increase without a substantial increment of the grain size due to enhanced degree 
of compaction of the original powder, reduction of pores within the structure and short 
time of sintering. A high-density super-hard boron carbide ceramics is produced that is 
characterized by a fine-grained structure (D ~ 0.5–1.3 μm), relative density of 99.6%, 
Vickers hardness HV1 of 47 GPa, Young modulus E = 417–469 GPa and Poisson ratio 
 = 0.17–0.18. 

http://www.springerlink.com/content/?Author=Vladimir+S.+Urbanovich
http://www.springerlink.com/content/1068-1302/
http://www.springerlink.com/content/1068-1302/42/1-2/
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Fig. 1. Electron microscopic images of boron carbide powders В4С (А) (а, б), В4С (В) (в, г), 
В4С (С) (д, е) at varied magnification: а – 12000, б – 50000, в – 3000, г – 12000, д – 2000, 
е – 15000 

Fig. 2. Microstructure of the boron carbide samples В4С (А) (а, б), В4С (В) (в) и В4С (С) 
(г–и), sintered under pressure of 4 GPa (а–е), 7.7 GPa (ж–и) and the temperatures, С: 
1400 (а), 1600 (г, ж), 1800 (б, в, д, з), 2000 (е, и) 

Fig. 3. Sintering temperature dependences of density (а) and hardness (б) of the boron 
carbide samples: 1 – В4С (А), 2 – В4С (B), 3, 4 – В4С (C) under pressure of 4 GPa (1, 2, 3) 
and 7.7 GPa (4) 

Fig. 4. Spectra of X-ray diffractometry of the original powder (а) and boron carbide sam-
ples produced under pressure of 4 GPa (б) and 7.7 GPa (в) 
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ВЛИЯНИЕ БАРОТЕРМОМЕХАНИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ  
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Статья поступила в редакцию 20 сентября 2018 года 

Изучены фазовый состав, структура, механические свойства и характер разруше-
ния метастабильных сталей типа Г20 после баротермомеханической обработки 
(БТМО) с использованием метода термогидропрессования (ТГП) в зависимости от 
степени и температуры пластического формоизменения. 

Ключевые слова: железомарганцевые стали типа Г20, структура, субструктура, 
фазовый состав, механические свойства, термогидропрессование, характер разру-
шения 
 

Метастабильные (  )-Fe–Mn-cтали находят все более широкое приме-
нение в различных отраслях машиностроения благодаря повышенным проч-
ностным характеристикам в результате наличия в структуре ГПУ -мартен-
сита и способности к релаксации напряжений при   -превращении 1,2. 

Предварительная пластическая деформация этих сталей позволяет сущест-
венно повысить прочностные свойства за счет увеличения в структуре ГПУ 
-фазы и образования ОЦК -мартенсита. Однако обычные способы фор-
моизменения технологически затруднительны. Кроме того, образование при 
данных способах обработки большого количества -мартенсита приводит к 
существенному охрупчиванию стали и к потере такого важного служебного 
свойства, как немагнитность 2. 

В этой связи представляет интерес использование метода ТГП в цикле 
БТМО, поскольку деформирование в условиях высоких гидростатических 
давлений метастабильных (  )-Fe–Mn-сталей позволяет расширить об-
ласть существования ГПУ -фазы и стабилизировать аустенит к ,   -пре-
вращению. 

В данной работе изучены фазовый состав, структура, механические свой-
ства и характер разрушения разрывных образцов из пресс-изделий метаста-
бильных Fe–Mn-сталей, дополнительно легированных кремнием, кобальтом 
и титаном, после БТМО. Деформацию методом ТГП осуществляли в интер-



Физика и техника высоких давлений 2018, том 28, № 4 

 17 

вале температур TTHP  (–196)–400C непосредственно после охлаждения от 

температуры 400C, что позволяло проводить ТГП и в аустенитной области 

( γ ε
inM    100С). 

Влияние параметров ТГП на фазовый состав метастабильных (  )-Fe–Mn-
-сталей проиллюстрировано на примере стали 05Г20С2 (рис. 1). Характер 
изменения фазового состава согласуется с известными данными по влиянию 
высоких гидростатических давлений и пластической деформации на соот-

ношения -, - и -фаз 3. Повышение ТTHP вызывает изменение вида кри-

вой 1 в результате уменьшения интенсивности деформационных мартенсит-
ных превращений. Кроме того, применение ТГП подавляет тенденцию к 
развитию обратного   -мартенситного превращения и способствует рез-
кому снижению количества ферромагнитного ОЦК -мартенсита. После 

ТГП при ТTHP  100C в структуре стали 05Г20С2 не обнаружено -мар-

тенсита деформации, а количество -мартенсита значительно ниже, чем в 
исходном состоянии после закалки и составляет ~ 50–10% (см. рис. 1). 

В процессе ТГП структура пресс-
изделий метастабильных сталей ти-
па Г20 также претерпевает сущест-
венные изменения. Структура ста-
лей 05Г20С2 и 14Г20К2АФ после 
закалки состоит из пересекающихся 
пластин -мартенсита с габитусом 

111 и остаточного аустенита с 

дефектами упаковки. ТГП при ТTHP 

= = 20C приводит к искривлению и 
искажению прямолинейных огранок 
пластин -мартенсита, а рост коли-

чества систем плоскостей 111 в 

локальных участках остаточного ау-
стенита, по которым образуются эти 
пластины, является причиной по-
вышения количества -фазы (и дефектов упаковки) и фрагментации зерен 

аустенита. При увеличении степени THP до 30% и выше микроструктура 

пресс-изделий характеризуется потерей пластинчатого строения и появлени-
ем мелкодисперсной квазигомогенной структуры. Значительное искривле-
ние структурных элементов, в частности пластин -мартенсита, приводит 
к образованию «вихревой» структуры вследствие неоднородности деформа-
ции в текстурованных материалах 3. 

Наряду с процессами скольжения и образования новых пластин -мар-
тенсита ТГП при комнатной температуре приводит также к интенсивному 

двойникованию -фазы по 1012 1011 и образованию кристаллов ОЦК 

-мартенсита. Понижение TTHP активизирует деформационное ,   -мар-

Рис. 1. Влияние БТМО на фазовый состав 

пресс-изделий стали 05Г20С2 (THP = 50%): 

1 – -фаза, 2 – -фаза, 3 – -фаза 
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тенситное превращение с ростом THP. Деформационное двойникование 

ГПУ -мартенсита с образованием линзовидных -двойников является од-
ним из основных механизмов пластической деформации под давлением 

двухфазных (  )-сталей при температурах ниже γ ε
inM   и предпочтитель-

ным с точки зрения сохранения немагнитности стали 2,3. 
Следовательно, интенсивное упрочнение пресс-изделий сталей 05Г20С2 и 

14Г20К2АФ в процессе ТГП при температурах ниже γ ε
dM   и γ ε

inM   (ТTHP  

 20C) связано в основном с такими факторами, как: резкое повышение 
плотности дефектов кристаллического строения и в аустените, и в -мартен-
сите; сильная фрагментация аустенитного зерна образованными в ходе ТГП 
пластинами -мартенсита, имеющимися в структуре сталей после закалки и 
являющимися эффективным барьером на пути скользящих дислокаций; об-
разование -двойников и кристаллов -мартенсита с высокой плотностью 
дислокаций. 

Данные факторы при БТМО обусловливают формирование такой дефект-

ной структуры 3, при которой длина свободного пробега резко уменьшает-
ся и соответственно резко повышаются прочностные свойства и снижаются 
пластические характеристики (рис. 2). 

 

 
 
Рис. 2. Влияние БТМО на механические свойства стали 14Г20К2АФ (THP = 50%): 

1 – 0.2, 2 – b, 3 – , 4 –  

 

С ростом ТTHP (выше 196C) изменения в структуре пресс-изделий мета-

стабильных сталей типа Г20, сформированной в процессе БТМО, проявля-
ются в понижении уровня дефектности в - и -фазах, уменьшении количе-

ства -двойников 1012 и -кристаллов. БТМО стали 14Г20К2АФ при 

ТTHP = 130C заметно снижает интенсивность образования ферромагнитного 

-мартенсита, но при этом полностью его не исключает (по данным маг-

нитного анализа количество -фазы в пресс-изделиях после ТГП при ТTHP = 

= 130C и THP = 30% составляет  2%) (см. рис. 1). 
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Структура пресс-изделий после ТГП при TTHP = 130C (в отличие от 

структуры после ТГП при низких температурах) свидетельствует о наличии 
интенсивного деформационного двойникования аустенита и появлении учас-

тков ячеистой дислокационной структуры. Дальнейшее повышение TTHP 

приводит к значительной трансформации структуры пресс-изделий метаста-
бильных сталей типа Г20. Так, в процессе ТГП в условиях высоких гидро-

статических давлений стали 14Г20К2АФ при TTHP = 250C в аустените фор-

мируется достаточно развитая ячеистая дислокационная структура. При по-
следующем охлаждении от температуры ТГП до комнатной в некоторых 
участках аустенита на фоне ячеистой структуры образуются отдельные плас-
тины -мартенсита (по данным рентгеноструктурного анализа, в количестве 
 20%), которые практически полностью наследуют дефектность аустенита. 

По сравнению с ТГП при TTHP  130C дефектность аустенита после ТГП 

при TTHP = 250C значительно меньше, и аустенитное зерно слабее фрагмен-

тировано пластинами -мартенсита. Повышение TTHP до 250С приводит 

также к исчезновению в структуре пресс-изделий ферромагнитной -фазы. 
Формирование структур теплой деформации обусловливает повышение 

пластических характеристик одновременно с понижением прочностных 
свойств по сравнению с ТГП при низких температурах. Дальнейшее повы-

шение TTHP до 300–400C способствует формированию полигональных суб-

структур. Необходимо отметить, что действие такого важного механизма 
наследования мартенситом дислокационной структуры деформированного 
аустенита при ТГП метастабильных сталей типа Г20 имеет особенности, 

связанные с параллельностью плотноупакованных плоскостей 111 и 0001 

при ГЦК  ГПУ-превращении. Вследствие этого протекание   -превра-
щения весьма чувствительно к плотности и распределению дефектов, обра-
зующихся в октаэдрических плоскостях аустенита в процессе ТГП. 

Зависимость полноты   -превращения от TTHP и THP отражает взаи-

мосвязь превращения с дефектностью аустенита: повышение TTHP приводит 

к образованию более развитой ячеистой дислокационной субструктуры аус-
тенита, которая оказывает тормозящее действие на зарождение и рост плас-
тин -мартенсита. Следовательно, особенности формирования дислокацион-

ной структуры аустенита в процессе ТГП в зависимости от TTHP связаны с 

температурной зависимостью энергии дефектов упаковки -фазы: при γ ε
dM   

в аустените образуются плоские дефекты упаковки, механические двойники 

и пластины -мартенсита, а при росте TTHP выше γ ε
dM   формируется яче-

истая дислокационная структура. 
Таким образом, влияние структуры, сформированной при ТГП, на меха-

нические свойства метастабильных сталей типа Г20 проявляется как непо-
средственным образом, так и опосредованно через изменение стабильности 
аустенита по отношению к   -превращению при последующем охлажде-
нии. Эффект упрочнения сталей данного класса, оцениваемый по приросту 
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прочностных свойств по сравнению с закаленным состоянием, с ростом TTHP 

уменьшается, однако это в ряде случаев может компенсироваться сохране-
нием повышенных пластических характеристик и подавлением образования 
ферромагнитного -мартенсита деформации. 

Изменение структуры и фазового состава пресс-изделий при ТГП прояв-
ляется также и в характере разрушения разрывных образцов метастабиль-
ных сталей типа Г20. Известно, что в процессе пластической деформации 
при высоких гидростатических давлениях создаются условия, которые спо-
собствуют уменьшению локальных перенапряжений, приводящих к зарож-
дению микротрещин и последующему макроразрушению. При давлениях 

 10
–3

K (где K – модуль всестороннего сжатия) в деформируемом материале 

появляется тенденция к гомогенному образованию дефектной структуры и, 
как следствие, делокализации пластической деформации под давлением 3. 

Микрофрактографический анализ изломов разрывных образцов сталей 
05Г20С2 и 14Г20К2АФ показал, что типично вязкий характер разрушения на-

блюдается после ТГП при TTHP  20С. Вязкое разрушение метастабильных 

сталей типа Г20 характеризуется ямочным строением со следами макро- и 

микродеформации. ТГП при TTHP  –100C приводит к хрупкому разруше-

нию разрывных образцов: характер разрушения является межзеренным с 
преимущественным вязким микромеханизмом. Дополнительный восстано-
вительный отпуск с целью удаления из структуры пресс-изделий -мартен-
сита деформации приводит к реформированию вязкого транскристаллитного 
характера разрушения. 

Анализ микрофрактограмм свидетельствует о наличии соответствия меж-
ду изменениями структуры и фазового состава, а также между уровнем 
прочностных и пластических свойств и характером разрушения. 

Таким образом, рассмотрение полученных экспериментальных данных 
показало, что оптимальным комплексом механических и служебных свойств 

обладает сталь 05Г20С2 после ТГП при TTHP = 180C и THP = 30%: 0.2 = 

= 1040 MPa, b = 1180 MPa,  = 28%,  = 54%. 
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B.M. Efros, S.V. Gladkovski, V.S. Tytenko, N.B. Efros 

EFFECT OF BAROTHERMOMECHANICAL TREATMENT  
ON PHASE COMPOSITION, STRUCTURE  

AND PROPERTIES OF THE METASTABLE   -Fe–Mn STEELS 

The phase composition, structure, mechanical properties and nature of the fracture of me-
tastable steel of type G20 after barothermomechanical treatment (BTMT) were studied 
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with using the method of thermo-hydraulic pressing (THP) with respect to the degree and 
the temperature of plastic forming. 

Keywords: iron-manganese steel type G20, structure, substructure, phase composition, 
mechanical properties, thermohydraulic pressing, nature of fracture 

Fig. 1. BTMT effect on the phase composition of the press products of steel 05G20S2 
(THP = 50%): 1 – -phase, 2 – -phase, 3 – -phase 

Fig. 2. BTMT effect on the mechanical properties of steel 14Г20К2АФ (THP = 50%): 

1 – 0.2, 2 – b, 3 – , 4 –  
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НА ВЫХОД МАСЛА ИЗ СЕМЯН ЭНОТЕРЫ ДВУЛЕТНЕЙ 
 
1
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

2
Донецкий национальный университет экономики и торговли им. М. Туган-Барановского 

Статья поступила в редакцию  23 сентября 2018 года 

Изучены оптические свойства спиртового экстракта масла семян энотеры дву-
летней Oenothera biennis L. Для извлечения масла использовали новый метод – 
экстракцию сверхвысоким давлением (ЭСВД). Определен спектральный состав 
оптической плотности масла энотеры. Обнаружено, что под воздействием дав-
ления существенно возрастает фракция жирных кислот от 6.6% при атмосфер-
ном давлении до 35.5% при 100 MPa. Изучен механизм ЭСВД. Показано наличие 
двух режимов диффузионных процессов для различных областей давлений: непо-
врежденных и частично или полностью разрушенных клеточных мембран. Вычислены 
эффективные коэффициенты диффузии для этих областей: D0h = 11.743·10–13 m2/s и 
D0u = 8.339·10–13 m2/s соответственно. С использованием модельных подгоночных 
кривых получены значения оптимальных величин давления, при которых выход масла 
энотеры наибольший. В нашем случае оптимальная величина давления P = 87.95 MPa. 

Ключевые слова: экстракция сверхвысоким давлением, масло энотеры, массопе-
ренос, эффективный коэффициент диффузии, абсорбционная спектрофотометрия, 
оптическая плотность 

Введение 

Энотера двулетняя Oenothera Biennis L. является известным целебным 
растением благодаря большому содержанию (9.0–10.7%) γ-линоленовой 
кислоты в жирном масле семян. Основной компонент (69.6–71.6%) масла – 
линолевая кислота. В нем также найдены 0.2–0.3% дигомо-γ-линоленовой и 
следы -линоленовой кислот. Содержание насыщенных жирных кислот до-
вольно низкое: 7.1–10% пальмитиновой и 1.2–3.5% стеариновой. В масле эно-
теры холодного прессования найдены липофильные тритерпеновые эфиры [1]. 

Применение γ-линоленовой кислоты и других жирных кислот способст-
вует укреплению защитных сил организма, снижению артериального давле-
ния и количества холестерина в крови, ускорению заживления ран, снятию 
воспалительных процессов, восстановлению работы головного мозга, сни-
жению риска образования тромбов. Продукты метаболизма энотеры широко 
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применяются в медицине для лечения заболеваний кожи, желудка и др. [2]. 
В частности, каротиноиды способны снижать негативные последствия стрес-
са и ионизирующего излучения [3], повышать иммунитет. 

Ввиду ограниченных естественных ресурсов энотеры, являющейся цен-
ным  источником для получения лекарственных средств, она внесена в чис-
ло культивируемых растений в Австралии, США, Новой Зеландии, Канаде, 
Франции, Германии, Великобритании, Голландии, Венгрии и Польше. Глав-
ными мировыми производителями семян энотеры (300–400 t в год) являются 
США и Канада. В научно-практической медицине, фармацевтической и пи-
щевой промышленности России и Украины семена и жирное масло энотеры 
не используются. 

В отечественной и зарубежной литературе данные по оптическим свойст-
вам экстрактов биологически активных соединений из семян энотеры дву-
летней практически отсутствуют. В 2004 г. впервые были опубликованы ре-
зультаты работ по извлечению существенных компонентов лечебных трав 
экстракцией высоким давлением [4]. Были исследованы процессы массопе-

реноса, вызванного высоким давлением, и, как следствие, регулярного ос-
мотического обезвоживания. В работах [5,6] обнаружено, что обработка вы-
соким давлением повреждает структуру клеточной стенки, делая ее более 
проницаемой, что в свою очередь ускоряет процесс переноса массы и в ре-
зультате значительно сокращает необходимое время обезвоживания. Эф-
фективность массопереноса вследствие обработки высоким давлением не 
привлекла должного внимания для разработки математических моделей 
экстракции по сравнению с тем интересом, который вызывали микробная 
инактивация и продление срока годности продуктов. 

Цель настоящей работы – изучение оптических свойств веществ, извле-
каемых при экстракции сверхвысоким давлением, и нахождение возможных 
модельных решений для объяснения механизма массопереноса в широкой 
области изменений высоких давлений на примере молотых семян энотеры 
двулетней как модельного однородного растительного материала. 

1. Материалы и методы исследования 

1.1. Материалы 

Плоды энотеры двулетней (Oenothera biennis L.), заготовленные осенью по-
сле второго года вегетации в период созревания, были взяты в Донецком бота-
ническом саду. Использовали спелые и полуспелые плоды, высушенные при 
температуре не более 50°C, из которых затем отделяли семена. Окраска семян 
красно-коричневая, длина 1–2 mm, ширина 0.5–1.25 mm, толщина 0.5–1.25 mm. 

Семена подвергали размолу на планетарной шаровой мельнице, чтобы уве-
личить поверхность соприкосновения между полученными частицами (агре-
гатой) и растворителем. В результате размола в течение 5 min средний диа-

метр проецируемой площади частиц dav = 0.2  0.03 mm [7]. Этот размер по-

падает в принятую область оптимальных (0.2–0.5 mm) размеров для размола 
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семян, когда в исходной агрегате еще сохраняется неразрушенная клеточная 
структура и преобладают диффузионные процессы экстракции, а экстракт 
энотеры содержит меньше механических примесей и легче очищается [8]. 

Для извлечения триглицеридов жирных масел, содержащихся в энотере 
двулетней, обычно используют органические растворители (бензин, н-гексан, 
этанол) [9]. Поскольку коммерческий гексан, компонентом которого являет-
ся н-гексан, занесен в список опасных загрязнителей воздуха Агентства 
США по охране окружающей среды, в качестве экстрагента в соответствии с 
требованиями фармакопейной статьи ФС 42-3071-00 был выбран органичес-
кий растворитель 70%-ный этанол. 

1.2. Метод экстрагирования сверхвысоким давлением 

Для процесса ЭСВД была разработана и создана лабораторная автомати-

зированная установка АУВД с рабочим объемом 2.8 cm
3
, в котором дости-

гаются давления от 0.1 до 1000 MPa с точностью автоматического поддер-
жания давления 10 MPa. Предусмотрена также регулировка температуры с 
точностью 0.5°C в рабочем диапазоне температур от 5 до 100°C [10]. 

Соотношение массы агрегаты энотеры (solid, g) и объема растворителя 
(solvent, ml) как 1:11 и 1:23 (или 1:10 и 1:20 в массовом соотношении) исполь-
зовали для характеристики воздействия относительного расхода растворителя 
на скорость выщелачивания масла энотеры в процессе ЭСВД. Такое количе-
ство растворителя полностью покрывает молотые частички семян энотеры и 
приблизительно удовлетворяет условию постоянства концентрации извле-
каемого вещества на межфазной границе. 

Смеси агрегаты и растворителей были упакованы в герметичные термо-
сваренные полиэтиленовые пакеты низкой плотности (гидромодули). Гер-
метичные гидромодули помещали в камеру АУВД типа поршень–цилиндр, 
в которой в качестве передающей давление среды использовали силиконо-
вое масло ПЭС-3, и подвергали процессу ЭСВД при различных давлениях 
(25, 50, 75, 100, 125, 150, 175, 200, 225, 250 и 300 MPa) в течение 20 min при 
температуре окружающей среды 25  2°C. Время выхода на заданное давле-
ние и сброса давления было не более 10 s. Для контрольных образцов исполь-
зовали также 20-минутную экстракцию при атмосферном давлении (0.1 MPa). 

1.3. Определение выхода экстракта  
методом абсорбционной спектрофотометрии 

Исследование спектральных свойств экстрактов масла энотеры двулетней 
проводили методом абсорбционной спектрофотометрии в диапазоне длин 
волн от 280 до 1030 nm на экспериментальной установке с модернизирован-
ным однолучевым спектрографом PGS-2 (Carl Zeiss) и фотоприемным ус-
тройством на основе спектрофотометрического детектора СФД-1 с фотодио-
дом ФДУК-100УТ [11]. В качестве источника непрерывного естественно-
поляризованного электромагнитного излучения применяли вольфрамовую 
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лампу накаливания мощностью 170 W с цветовой температурой 1572 K. 
Регистрацию и обработку измеряемых величин осуществляли с помощью 
разработанной компьютерной программы управления. Для градуировки из-
меренных спектров по длинам волн в качестве репера использовали 
полосу излучения зеленого лазерного светодиода с максимумом при 
длине волны   531.95 nm, которую направляли на входную щель 
спектрографа при помощи специального зеркала. 

Каждый гидромодуль со смесью, обработанный давлением, центрифуги-

ровали при 4000 rev/min в течение 5 min для отделения экстракта от шрота, 

отстаивали в течение 1 h и полученную чистую надосадочную фракцию экс-

тракта использовали для исследований.  

Измеряли оптическую плотность экстракта D(λ) = ln(I0/I ), где I0, I – ин-

тенсивность источника излучения, прошедшего соответственно через экст-
рагент в стандартной кварцевой кювете и через кювету с экстрактом, извле-
ченным из гидромодулей. Оптическая плотность является аддитивной вели-
чиной и согласно закону Бугера–Ламберта–Бера пропорциональна концен-
трации извлекаемого растворенного вещества. Для регистрации спектра оп-
тической плотности она должна быть измерена в большом интервале длин 
волн. Поскольку поглощение экстракта энотеры в видимой области не имело 
явно выраженных спектральных линий, для анализа была выбрана инте-
гральная величина – площадь под спектральной кривой во всем исследуе-
мом диапазоне длин волн. Эту интегральную характеристику оптической 
плотности определяли как величину, пропорциональную усредненной кон-

центрации C  масла энотеры. На двух эквивалентных образцах были прове-

дены по два измерения в одинаковых условиях, и среднее значение полу-
ченных величин использовали в качестве данных для этих образцов в сле-
дующем процессе вычисления. 

1.4. Моделирование процесса экстракции масла из сырья энотеры 

Процесс экстрагирования масла из размолотых слипшихся частиц семян 

энотеры – агрегаты (твердое тело) 70%-ным этанолом – экстрагентом (жид-

кость) состоит из двух стадий извлечения: быстрой (промывочной) и мед-

ленной (диффузионной) [12]. Во время первой стадии экстракции около 85% 

масла извлекается простой промывкой, которая обеспечивает высокую ско-

рость переноса масла с твердой поверхности частиц к растворителю. В этой 

стадии молекулы раствора проникают в матриксы растения, непосредствен-

но подвергая цитоплазму воздействию растворителя, что облегчает раство-

рение в нем масла. При этом наблюдается постоянная экстремально высокая 

скорость извлечения, что затрудняет определение периода стадии [13]. 
Во второй стадии оставшееся масло извлекается путем диффузии, имею-

щей низкую скорость переноса (низкий кинетический коэффициент) масла 
из внутренней области матрикса твердой частицы растения к растворителю. 
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Объем выхода экстракта в течение этой стадии зависит от количества непо-
врежденных клеток, сохранившихся после промывки [13]. 

Влияние двустадийного (промывка/диффузия) процесса на объем выхода 
экстракта может быть определено пропорцией разрушенных и неповреж-
денных клеток после размола семян энотеры. Кинетические коэффициенты 
каждой из этих стадий обусловлены коэффициентами массопереноса, соот-
ношением массы агрегаты семян и объема растворителя и равновесным со-
отношением количества масла внутри или на поверхности твердых частиц и 
его количества в растворителе [12]. Для границы раздела системы твердое 
тело–жидкость уравнение общего материального баланса этого двустадий-
ного процесса имеет вид [14]: 

   1 exp 1 expw w d d
L L c L сC C k t C k t        

   
,                       (1) 

где CL – концентрация масла в растворителе в любое время t в ходе экстрак-

ции, g/ml; w
LC , d

LC  – конечные концентрации масла в фазе растворителя по-

сле процесса экстракции в результате соответственно промывочной и диф-

фузионной стадий, g/ml; w
ck , d

ck  – кинетические коэффициенты соответст-

венно для промывочной и диффузионной стадий, min
–1

. 

1.5. Определение эффективного коэффициента диффузии  
растворенного вещества 

При экстракции естественных материалов в системе твердое тело–жид-
кость процесс диффузии веществ, растворенного внутри пористого твердого 
тела, в растворитель, как уже отмечалось, является стадией с ограниченной 
скоростью. Установление механизма, ограничивающего ее скорость, важно 
в кинетическом моделировании, поскольку он определяет математический 
подход для моделирования экстракции [15]. Предположим, что: 

– агрегата молотых семян энотеры состоит из твердых пористых частичек 
сферической формы с максимальным радиусом r. Агрегаты являются псев-
догомогенной средой, которая гомогенно смешивается с растворителем; 

– начальная концентрация извлекаемых из сферической частицы биоло-
гически активных составов однородная и в процессе экстракции изменяется 

только при изменении радиуса частицы r; 
– процесс экстракции обусловлен явлением диффузии, в котором коэф-

фициент диффузии не зависит от времени и концентрации растворенных 
веществ. При диффузии растворенных активных веществ отсутствует кор-
реляция в состояниях движения компонентов; 

– длительность экстракции достаточна для установления равновесия меж-
ду концентрациями растворенного вещества внутри твердой частицы и в 
объеме растворителя. 

С использованием этих предположений диффузионная модель экстракции 
может быть развита на основании решения дифференциального уравнения 
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Фика с соответствующими краевыми условиями. В простейшем случае од-
номерного потока обобщенное уравнение массопроводности для сфериче-
ской частицы имеет вид [15–17]: 

0 1
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i m

C C

C C






 


  Foexp

BiBi

Bi6 2
2222

2

)( m
mm




.                       (2) 

Здесь C, Ci и C0 – соответственно текущая, равновесная и начальная концен-

трации; Bi = r/D – диффузионный критерий Био (где  – коэффициент мас-
соотдачи в жидкой фазе, r – радиус сферической частицы, D – коэффициент 

внутренней диффузии (массопроводности)); m – корни характеристического 

уравнения: tg / (1 Bi)    ; Fo = Dt/r
2
 – диффузионный критерий Фурье. 

При больших значениях критерия Био (Bi  ) скорость массопереноса 
определяется скоростью внутренней диффузии. Таким образом, если Bi > 10, 
внутренняя диффузия может быть определяющим фактором при моделирова-

нии процесса экстракции. Для растительных клеток величина диффузионного 

критерия Bi может достигать значений 10
7
–10

10
, что обнаружено при иссле-

довании экстракции каротиноидов из микроморских водорослей [18]. 
Для диффузионной экстракции с достаточной длительностью (t ) ус-

тановления равновесия (при котором баланс растворенного вещества, за-
полняющего поры сферических частиц, с внешней средой оставался посто-
янным) решение уравнения (2) при Bi   имеет вид [15]: 

2 2

2 2 2
1

6 1 π
1 exp

π m

C m Dt

C m r



 

 
    

 
 ,                               (3) 

где C  – усредненная концентрация растворенного вещества, перемещенного 

от сферической частицы за любое время; C – суммарная концентрация рас-

творенного вещества, перемещенного после бесконечного времени. 
Когда величина критерия Фурье Fo  0.2, в ряде экспоненциальных чле-

нов уравнения (3) можно пренебречь всеми членами, кроме m = 1. Тогда 
кривая выхода экстракта принимает простой вид: 

2

2 2

6 π
1 exp

π

C Dt

C r

 
    

 
.                                       (4) 

Корреляция, подобная уравнению Аррениуса, предложена для объясне-
ния воздействия высокого давления на эффективные коэффициенты диффу-
зии [19]: 

 expD A BP  ,                                              (5) 

где A, B – константы; P – давление обработки, MPa. 
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1.6. Метод подгонки кривой 

Экспериментальные данные абсорбционной спектроскопии были сглаже-
ны псевдо-методом Гаусса (тройной проход скользящего среднего) с шири-
ной сглаживания 45 точек и прогрессивно более мелким сглаживанием на 
концах кривой. Для коррекции базовой линии использовали алгоритм адап-
тивных итеративно перевзвешенных штрафных наименьших квадратов 
(airPLS) [20]. Для подгонки модельной кривой к экспериментальным дан-
ным применяли нелинейную регрессию по методу наименьших квадратов 
(метод Гаусса–Ньютона). Разложение спектра интегральной оптической 
плотности масла энотеры на отдельные фракции вещества выполняли с по-
мощью программы LineFit [21]. Качество подгонки и разложения оценивали 

коэффициентом детерминации R
2
, который определен как 
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где в числителе второго члена записана сумма квадратов ошибок регресси-

онной модели; yi – экспериментальная точка; ˆiy  – точка, предсказанная мо-

делью; знаменатель – общая сумма квадратов, пропорциональная дисперсии 
данных; iy  – среднее значение экспериментальной точки. Всю обработку дан-

ных проводили в среде Matlab с использованием функций Statistics Toolbox. 

2. Результаты и обсуждения 

2.1. Спектральный состав оптической плотности масла энотеры 

Спектры оптической плотности экстракта масла энотеры, зарегистрирован-
ные при комнатной температуре (25  2°С) в интервале длин волн 200–1030 nm 
при воздействии на гидромодули различных внешних высоких и сверхвысо-
ких давлений, показаны на рис. 1. Использовано отношение массы твердых 
частиц (solid, g) к объему растворителя (solver, ml) 1:11 (или 1:10 в массовом 
соотношении). Из целого ряда различных давлений для наглядности приве- 

 

 

Рис. 1. Спектры оптической плотности 

D экстракта масла энотеры, извлечен-

ного при воздействии на гидромодули 

сверхвысокого давления P, MPa: 1 – 0.1, 

2 – 25, 3 – 50, 4 – 100, 5 – 300 в интер-

вале длин волн  = 200–1030 nm; 

solid:solvent = 1:11 g/ml 
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дены лишь некоторые из них. Все исследуемые спектры сравнивали с заре-
гистрированным при атмосферном давлении 0.1 MPa спектром, который 
был выбран в качестве контрольного образца. Из рисунка видно, что инте-
гральная оптическая плотность (величина, пропорциональная усредненной 
концентрации C  масла энотеры) растет с увеличением давления и изменяет-

ся ее спектральный состав. 
На рис. 2 представлены разложения с высокими коэффициентами детер-

минации R
2
 = 0.99976–0.99985 интегральных оптических плотностей масла 

энотеры на четыре перекрывающихся спектра масляных фракций при разных 
давлениях: P = 0.1 (atm), 100 и 300 MPa. Эти четыре полосы поглощения обыч-
но характерны для спектров значительного количества биологически активных 
веществ, которые являются спирторастворимыми. К ним относятся: полифе-
нольные соединения – флавониды (полоса поглощения 300–400 nm, главный 
максимум при 380 nm) [22]; каротиноиды (400–550 nm, главный максимум при 
480 nm) [23,24]; полярные флавониды – антоцианы (550–600 nm) [25,26]. В 
этой области длин волн также наблюдается поглощение в фитостеринах с 
максимумом 625 nm [27]. И, наконец, для продуктов высших жирных кислот 
в видимой области спектра наблюдается полоса поглощения 400–450 nm [28]. 
 

           

                             а                                                                     б 

 

                        в 

Рис. 2. Разложение спектров (см. рис. 1) 

оптической плотности D масла энотеры на 

четыре составляющие фракции (1 – фла-

вониды, 2 – жирные кислоты, 3 – кароти-

ноиды, 4 – антоцианы) при различных 

давлениях P, MPa: а – 0.1, б – 100, в – 300 
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Параметры 
Флавониды 

(1) 
Жирные 

кислоты (2) 
Каротиноиды 

(3) 
Антоцианы 

(4) 

P = 0.1 MPa, R2 = 0.99976 

100%iA

A
  32 6.6 54.8 6.6 

max
ip , nm 388.1 441 488.9 597.7 

P = 100 MPa, R
2
 = 0.99985 

100%iA

A
  9.5 38.7 35.5 16.3 

max
ip , nm 382.5 438.8 502.6 572.5 

P = 300 MPa, R
2
 = 0.99983 

100%iA

A
  5.9 21.2 58.7 14.2 

max
ip , nm 373.5 413.7 483.1 580.4 

Примечание. Здесь 100%iA

A
  – отношение величины спектральных площадей 

фракций к общей площади спектра; max
ip  – максимум поглощения оптической 

плотности D для i-й фракции, nm. 

 
Спектры масляных фракций позволяют визуально оценить степень извле-

чения биологически активных веществ из частичек энотеры при воздействии 
на гидромодули высоких давлений. Из разложений на рис. 2 следует, что для 
всех трех величин давления в масле энотеры присутствует значительное ко-
личество каротиноидов и небольшая доля антоцианов или фитостеринов. 

При определении элементарного состава масла энотеры в процессе экс-
тракции при атмосферном давлении отмечается незначительное (6.6%) ко-

личество жирных кислот. Здесь наряду с каротиноидами (54.8%) содержится 
большое количество флавонидов (32%). Однако картина изменяется с по-
вышением давления. При 100 MPa доля жирных кислот резко возрастает 
(38.7%), немного превышая количество каротиноидов (35.5%), а затем при 
300 MPa уменьшается до 21.2%. Увеличение количества жирных кислот при 
высоких давлениях происходит в основном за счет существенного уменьше-
ния доли флавонидов (9.5% при P = 100 MPa и 5.9% при P = 300 MPa). По-
лученные результаты свидетельствуют о том, что процесс ЭСВД характери-
зуется не только большим выходом масла энотеры, но и значительным уве-
личением в масле фракции жирных кислот с ростом давления. 

2.2. Влияние высокого давления на выход масла энотеры 

В обычно используемых методах экстракции величина выхода биологи-
чески активных веществ существенно зависит от экспериментальных усло-
вий. Остановимся на некоторых из них. В первую очередь температура ока-
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зывает большое влияние на кинетику экстракции, вязкость растворителей, 
эффективность и общий выход экстрактов. При больших температурах 
уменьшается вязкость растворителя, и, как следствие, он лучше проникает в 
матрикс частиц и увеличивает выход большинства извлекаемых веществ. 
Однако высокие температуры приводят к химическому превращению тер-
мочувствительных соединений, которые теряют в результате свою биологи-
ческую активность. Поэтому процесс ЭСВД для всех образцов мы проводи-
ли при комнатной температуре 25  2°C. 

Следующим фактором является влияние концентрации этанола на экс-
тракцию. Добавление в него воды повышает эффективность этого процесса. 
Экспериментально было установлено, что наибольший выход растворенных 
веществ наблюдается при использовании в качестве растворителя 70%-ного 
этанола [29]. При большей его концентрации выход экстракта быстро 
уменьшается, наиболее вероятно, из-за сворачивания протеинов в этаноле. 
Поскольку его концентрация является одним из критических факторов экс-
тракции, в процессе ЭСВД мы использовали в качестве растворителя 70%-

ный этанол с учетом его влияния на полярность извлекаемых веществ. 
Для фиксированного количества агрегаты энотеры увеличение количест-

ва растворителя приводит к разбавлению растворенных веществ. При этом 
растет разность концентраций между внутренней частью растительных кле-
ток и внешним растворителем, что приводит к повышению скорости экс-
тракции и, в конечном счете, к увеличению выхода извлекаемых биологиче-
ски активных компонентов. В практике широко применяется отношение 
solid:solvent = 1:20 (g/ml). В наших исследованиях процесса ЭСВД мы ис-
пользовали отношения 1:11 и 1:23. 

Рассмотрим еще один фактор – влияние времени на экстракцию. Обычно 
кривые зависимости выхода экстракта от времени растут при воздействии 
температуры в соответствии с уравнением Аррениуса. Как показано на рис. 1, 
выход экстракта также увеличивается с повышением внешнего давления. В 
наших измерениях время выхода на заданное значение давления и сброса 
давления составляло 10 s. Быстрое изменение давления приводит к росту 
напряжения в растительных клетках, что повышает степень их структурного 
повреждения (это подтверждено сканирующей электронной микроскопией) 
и в результате увеличивает выход извлекаемых веществ [30]. Степень раз-
рушения клеток повышается с ростом давления и скорости его изменения. 
Изменение давления протекает быстро, следовательно, время извлечения 
главным образом зависит от времени удержания давления – времени ожида-
ния, пока концентрация растворенного вещества в растворителе во внутрен-
ней части твердой частицы не станет равновесной концентрации растворен-
ного вещества в объемном растворителе. В нашем эксперименте время 
удержания давления составляло 20 min. 

На рис. 3 показана зависимость нормированной интегральной оптической 
плотности образцов энотеры от давления в процессе ЭСВД для двух различ-
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ных отношений массы агрегаты к объему растворителя. В ходе измерений 
все рассмотренные выше экспериментальные факторы оставались постоян-
ными. Предполагаем, что механизм ЭСВД включает два типа диффузион-
ных процессов, происходящих в твердых частичках молотых семян энотеры: 

– тип 1 (диапазон от атмосферного давления до 100 MPa) – диффузия из 
клеток с неразрушенными мембранами, осложненная осмосом; 

– тип 2 (область давлений выше 100 MPa) – диффузия из клеток с частично 
или полностью разрушенными мембранами. 

Из рис. 3 также следует, что стандартное отношение solid:solvent = 1:20, 
обычно используемое для экстракции масел из растительных семян, не уве-
личивает количество полученного масла энотеры в процессе ЭСВД. Анало-
гичный результат был сообщен ранее для количества масла, экстрагирован-
ного из муки сои [30]. 

 
Рис. 3. Барическая зависимость отношения площади под спектрами оптической 

плотности PD  к площади спектра при атмосферном давлении atmD  для масла эно-

теры, извлеченного методом ЭСВД из двух гидромодулей: ● – solid:solvent = 1:11 g/ml, 

△ – 1:23 g/ml. Возле каждой точки показан 95%-ный доверительный интервал 
 

2.3. Эффективный коэффициент диффузии в режиме процесса по типу 1 

Рассмотрим область от атмосферного давления до 100 MPa, в которой 
осуществляется ЭСВД в предполагаемом режиме диффузии по типу 1. Пу-
тем логарифмирования уравнения (4) и учета зависимости эффективного ко-
эффициента диффузии от давления (5) придем к уравнению логарифмичес-
кой зависимости выхода экстракта от величины внешнего давления в виде 
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,                           (6) 

где D01 – эффективный коэффициент диффузии при атмосферном давлении. 
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Уравнение (6) можно записать в упрощенном виде, который будет исполь-
зоваться для компьютерной подгонки кривой к экспериментальным данным: 

        ln 1 2 exp 3y b b b x   .                                  (7) 

На рис. 4 показана логарифмическая зависимость выхода масла энотеры 
(измеренного методом абсорбционной спектроскопии в процессе ЭСВД в ре-
жиме диффузии по типу 1) от приложенного давления в интервале от 0.1 до 
100 MPa. Подгоночная кривая построена по уравнению (7) с высоким коэф-

фициентом детерминации R
2
 = 0.9992. В результате получены значения под-

гоночных коэффициентов: b(1) = 0.7103, b(2) = 0.7108, b(3) = 0.0387. Подго-
ночный коэффициент b(2) можно использовать для вычисления эффективного 
коэффициента диффузии при атмосферном давлении из равенства 

 
2

012

π
2

t
b D

r
 .                                                (8) 

Подставляя в равенство (8) время экстракции t = 1200 s и средний радиус 
сферической частички молотых семян энотеры r = 0.0001 m, вычислим зна-

чение эффективного коэффициента диффузии: D01 = 6.00310
–13

 m
2
/s. Поря-

док величины D01 совпадает с литературными данными для экстракции вод-

но-спиртовыми растворами [13,31]. 
 

 
Рис. 4. Логарифмическая зависимость отношения atmPD D   от приложенного дав-

ления P. Подгоночная кривая построена по уравнению (7), коэффициент детерми-

нации R
2
 = 0.9992; ● – solid:solvent = 1:11 g/ml, △ – 1:23 g/ml 

2.4. Эффективные коэффициенты диффузии  
для двух типов режимов процесса 

Рассмотрим теперь выход масла энотеры при экстракции во всем диапа-
зоне исследуемых давлений, который охватывает процесс массопереноса от 
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твердых частиц к основной массе 70%-ного этанола, для двух режимов диф-
фузии (по типам 1 и 2). При давлении около 100 MPa между этими режима-
ми существует переходная область, в которой под воздействием давления 
начинают разрушаться плазматические мембраны растительных клеток. Обыч-
но это происходит, когда внешнее гидростатическое давление становится 
больше внутриклеточного (тургорного). Благодаря наличию прочной клеточ-
ной стенки тургорное давление большинства растений достигает 5–10 MPa. 
Однако исследования проницаемости мембран клеток растений Cheno-
podium rubrum (марь красная) и Morinda citrifolia (цитрусолистная моринда) 
показали, что их жизнеспособность была потеряна при давлениях соответст-
венно 110 и 75 MPa [5]. При 100 MPa и выше практически у всех крупных 
клеток межклеточные перегородки оказались разрушенными, площадь кон-
такта экстрагента с поверхностью твердых частиц достигла своего макси-
мального значения, и почти вся масса извлекаемых компонентов уже нахо-
дилась в экстрагенте. Остались не разрушенными только клетки малых раз-
меров, процесс экстракции которых носит диффузионный характер. 

С другой стороны, высокие давления в несколько раз повышают вязкость 
органических растворителей (из справочных данных вязкость этилового спирта 
при 100 MPa увеличивается в 2.123 раза). В результате проникновение рас-
творителя в матрикс частиц ухудшается, извлечение экстрактивных веществ 
уменьшается и для удержания высокого давления требуется больше време-
ни. В итоге выход масла при давлениях от 100 MPa и выше плавно убывает. 

Основываясь на традиционном приближении Фика и следуя работе [33], 
можно расширить уравнение (4) для описания двух типов режимов диффу-
зии, включив такой же по форме второй член для диффузии по типу 2, но с 
другими подгоночными коэффициентами. В упрощенной форме, пригодной 
для компьютерной подгонки, такое уравнение будет иметь вид 

   1 (1)exp (2) exp( 0.0387 ) exp (3) exp( (4) )y b b x b b x       .         (9) 

Здесь во второй экспоненте второго члена вставлен коэффициент 0.0387, оп-
ределенный ранее подгонкой по уравнению (7) для режима диффузии по ти-
пу 1. При постоянной температуре он прямо пропорционален активацион-

ному объему Va [19], который по определению равен разности объемов сис-

темы в основном и активированном состояниях. Величина Va является одной 

из важнейших характеристик для каждого из режимов диффузии. Ранее най-
денный предэкспоненциальный коэффициент 0.0387 участвует в новой под-
гонке, поскольку одновременно рассматриваются два режима диффузии. 

Результат подгонки модельной кривой по уравнению (9) показан на рис. 5. 
Подгоночные коэффициенты равны: b(2) = 1.390 и b(3) = 0.9873 при коэф-

фициенте детерминации R
2
 = 0.9412. Используя равенство (8), мы вычисли-

ли эффективные коэффициенты диффузии для режимов по типу 1 (при дав-

лениях до 100 MPa): D0h = 11.74310
–13

 m
2
/s и по типу 2 (от 100 до 300 MPa): 

D0u = 8.33910
–13

 m
2
/s. 
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Рис. 5. Зависимость отношения atmPD D   от приложенного давления P в области 

двух режимов диффузионной экстракции масла энотеры. Подгоночная кривая по-
строена по уравнению (9), коэффициент детерминации R

2
 = 0.9412. Стрелкой указано 

оптимальное давление процесса экстракции, при котором извлекается максимальная 

масса масла энотеры: P = 87.95 MPa; ● – solid:solvent = 1:11 g/ml, △ – 1:23 g/ml 

 
Полученные значения коэффициентов диффузии указывают на тот факт, что 

основная масса масла энотеры извлекается при давлениях до 100 MPa. Подго-
ночная кривая, построенная по уравнению (9), имеет максимальное значение 
при давлении P = 87.95 MPa, которое является оптимальным для процесса 
ЭСВД, поскольку при этом извлекается максимальная масса экстрагируемых 
биологически активных веществ. Следует отметить, что найденная величина 
оптимального давления экспериментально легко достижима, что существенно 
удешевляет использование в промышленности нового метода ЭСВД. 

Заключение 

Разработана методика получения качественного лекарственного средства 
из семян энотеры двулетней, в частности термочувствительного, на основе 
современного метода ЭСВД и абсорбционной спектроскопии оптического 
диапазона длин волн. Определен спектральный состав оптической плотно-
сти масла энотеры. Обнаружено, что в процессе ЭСВД с ростом давления 
существенно увеличивается фракция жирных кислот от 6.6% при атмосфер-
ном давлении до 35.5% при 100 MPa. 

На основе экспериментальных данных по выходу масла энотеры при 
ЭСВД сделано предположение, что механизм ЭСВД включает два режима 
диффузионных процессов: 

– тип 1 – диффузия из клеток с неразрушенными мембранами, осложнен-
ная осмосом, при давлениях до 100 MPa; 

– тип 2 – диффузия из клеток с частично или полностью разрушенными 
мембранами при больших давлениях выше 100 МРа. 
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Показано, что основная масса масла энотеры извлекается в первом режи-
ме диффузии. С использованием приближения Фика записаны подгоночные 
уравнения для этих режимов и вычислены эффективные коэффициенты диф-

фузии для первого и второго режимов соответственно: D0h = 11.743·10
–13

 m
2
/s 

и D0u = 8.33910
–13

 m
2
/s. Показано, что подгоночная кривая имеет максимум 

при давлении Р = 87.95 MPa, которое является оптимальным для макси-
мального извлечения масла энотеры при использовании процесса ЭСВД. 

В работе не наблюдалось явного влияния большего количества раствори-
теля (1:23) на количество извлеченного масла при экстракции энотеры. По-
лученные результаты показывают, что традиционно используемое соотно-
шение solid:solvent = 1:20 может быть неэффективным для метода ЭСВД. 

Сочетание метода экстракции ЭСВД и абсорбционной спектроскопии оп-
тического диапазона для контроля качества экстрагирования является аль-
тернативным инструментом низкой стоимости и легкой доступности в фар-
мацевтической промышленности. 
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V.F. Drobot’ko, V.N.Varyukhin, G.V. Bukin, S.A. Sokolov, V.P. Golovinov 

EFFECT OF CONDITIONS OF EXTRACTION BY SUPER-HIGH  
PRESSURE ON THE YIELD OF OIL OF TREE PRIMROSE  

Optical properties of ethanolic extract of the oil of tree primrose seeds (Oenothera bien-
nis L.) are studied. To extract the oil, a new method was applied, namely, extraction by 
super-high pressure (ESHP). The spectral composition of the optical density of the prim-
rose oil was registered. It was found that pressure effect substantially increases the frac-
tion of fatly acids from 6.6% under atmospheric pressure up to 35.5% under 100 MPa. 
The mechanism of ESHP was studied. The existence of two modes of diffusion in differ-
ent pressure ranges is demonstrated. The modes are characterized by native membranes 
and partially or totally damaged ones. The effective diffusion coefficients are calculated 
in these areas; D0h = 11.743·10

–13
 m

2
/s and D0u = 8.339·10

–13
 m

2
/s, respectively. The use 

of fitting curves provided optimum pressure values associated with the maximum yield of 
oil. In our case, the optimum pressure is P = 87.95 MPa. 

Keywords: super-high pressure extraction, primrose oil, mass transfer, effective diffusion 
coefficient, UF-visible absorption spectroscopy, optical density 

Fig. 1. Spectra of optical density D of the extract of tree primrose oil produced by super-
high pressure effect on hydromoduli P, MPa: 1 – 0.1, 2 – 25, 3 – 50, 4 – 100, 5 – 300 
within the wavelength range  = 200–1030 nm; solid:solvent = 1:11 g/ml 

http://nanoxray.blogspot.com/
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Fig. 2. Expansion of the spectra of optical density D of the primrose oil (see Fig. 1) in 
four constituent fractions (1 – flavonoids, 2 – fatly acids, 3 – carotenoids, 4 – antocyans) 
under varied prssure P, MPa: а – 0.1, б – 100, в – 300 

Fig. 3. Pressure dependence of the ratio of the area below the spectra of the optical den-

sity PD  to the area of the spectrum under atmospheric pressure atmD  for the primrose oil 

extracted by ESHP from two hydromoduli: ● – solid:solvent = 1:11 g/ml, △ – 1:23 g/ml. 
Confidence interval of 95% is shown at every point 

Fig. 4. Logarithmic pressure dependence of the ratio atmPD D  . The fitting curve is plot-

ted by equation (7), the coefficient of determination is R2 = 0.9992; ● – solid:solvent = 

= 1:11 g/ml, △ – 1:23 g/ml 

Fig. 5. Pressure dependence of the ratio atmPD D   in the vicinity of two modes of diffu-

sion extraction of the primrose oil. The fitting curve is plotted by equation (9), the coeffi-
cient of determination is R

2
 = 0.9412. The arrows marks the optimum pressure of extrac-

tion associated with the maximum yield of the primrose oil: P = 87.95 MPa; ● – 

solid:solvent = 1:11 g/ml, △ – 1:23 g/ml 
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Статья поступила в редакцию 18 июля 2018 года 

Определена продолжительность формирования зоны разрушения горных пород 
(ЗРП) вокруг выработок в различных горно-геологических и горно-технических ус-
ловиях по данным глубинных реперных станций. Установлен механизм взаимодей-
ствия движущегося фронта разрушения пород при формировании ЗРП с крепью 
выработки. 

Ключевые слова: горные породы, выработка, крепь, репер 
 

Устойчивость горных выработок во многом зависит от соответствия па-
раметров крепи горно-геологическим условиям отработки пластов. Для 
обоснования параметров крепи в первую очередь необходимо знать величи-
ну ожидаемой нагрузки на крепь. В настоящее время ее определяют с помо-
щью двух методических подходов. При первом нагрузка на крепь рассмат-
ривается как вес породы в пределах некоторого свода обрушения (режим 
заданной нагрузки) [1]. Эта методика согласуется с данными практики в ус-

ловиях небольших глубин отработки пластов. 
Во втором случае нагрузка на крепь является ее реакцией на перемещения 

контактной поверхности, возникающие за счет образования зоны неупругих 
деформаций (режим заданной деформации) [2]. Данная методика использу-
ется при расчете нагрузки на крепь в условиях глубоких шахт. Известные 
представления о механизме формирования нагрузки на крепь, заложенные в 
методиках расчета горного давления, не в полной мере отражают физику 
протекания геомеханических процессов как в период формирования ЗРП, 
так и после ее стабилизации. 

С целью определения особенностей и закономерностей механизма фор-
мирования нагрузки на крепь выработок решались следующие задачи: 

1) установить продолжительность формирования ЗРП вокруг выработок в 
различных горно-геологических и горно-технических условиях; 

2) определить механизм взаимодействия движущегося фронта разруше-
ния пород при формировании ЗРП с крепью выработки; 
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3) установить механизм формирования нагрузки на крепь после образо-
вания ЗРП. 

Для изучения геомеханических процессов, происходящих в массиве по-
род вокруг поддерживаемых выработок, были использованы материалы на-
блюдений по пятнадцати глубинным замерным станциям: по станциям № 2, 
7, 11 – результаты собственных наблюдений, по станциям № 1, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 
10, 12, 13, 14, 15 – данные из банка натурных наблюдений Московского госу-
дарственного горного университета, предоставленные проф. И.Л. Черняком. 

Принятые к обработке данные представляют собой материалы натурных 
наблюдений по глубинным реперным станциям, оборудованным как в оди-
ночных пластовых выработках, так и в выработках, испытывающих влияние 
очистных работ. 

В традиционной методике оценки результатов инструментальных наблю-
дений по глубинным замерным станциям одним из универсальных показате-
лей, характеризующих деформационные процессы в породном массиве во-

круг выработок, является коэффициент расширения пород Kexp. Однако его 

практическое использование ограничивается оценкой характера деформаци-
онных процессов на конечный момент наблюдений. Такой подход не позво-
ляет в полной мере отслеживать динамику этих процессов. По графику из-

менения Kexp при удалении в глубь массива можно дать только их количест-

венную оценку – установить границу ЗРП. Качественную характеристику 
деформационных процессов внутри ЗРП осуществить невозможно. 

Причина, на наш взгляд, скрыта в самом методическом подходе к анализу 
и представлению результатов натурных наблюдений, который рассматрива-
ет смещение пород как непрерывный процесс. Такой подход был бы право-
мерным при непрерывном наблюдении за смещениями пород во всем объе-
ме рассматриваемого массива. 

Однако глубинные реперы являются фиксированными точками массива, и 
информацию об их смещениях мы получаем эпизодически в моменты про-
изведения замеров (рис. 1). При образовании и росте зоны разрушенных по-
род от контура выработки в глубь массива смещения глубинных реперов но-

сят дискретный характер, и Kexp необходимо определять за период между 

предыдущим и текущим замерами, рассматривая величины их смещения за 
этот период по всему пути их установки. 

С учетом приведенных рассуждений величина Kexp определяется по фор-

муле 

     1 1
1 11

exp

N N N N
n n n nN n n

n

U U U U
K

h

 
    
  

 ,                        (1) 

где 
 1

exp
N n n

K
     – коэффициент расширения пород на период, равный теку-

щему замеру N между рассматриваемой парой реперов, имеющих номера 

( 1n  ) и n; 1
N
nU  , N

nU ; 1
1

N
nU 
 , 1N

nU   – абсолютные смещения рассматриваемых 
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реперов соответственно на текущий замер N и на период предыдущего замера; 

hn – начальное (базовое) расстояние между парой рассматриваемых реперов. 

 

 
 
Рис. 1. Схема расположения глубинных реперов 

 
Сравнение результатов обработки и представления натурных наблюдений 

по традиционной и предлагаемой методикам показывает, что последняя по-
зволяет проследить динамику деформационных процессов, происходящих в 
массиве пород в окрестности выработок [3]. 

Следует отметить, что для повышения точности определения Kexp необ-

ходимо учитывать изменение расстояния между парами рассматриваемых 
реперов, которое зависит от их абсолютных смещений. В процессе образо-
вания и формирования зоны разрушенных пород в уже разрушенном масси-
ве происходят процессы расширения и сжатия разрушенной массы, что вы-

зывает необходимость их учета при определении базисного расстояния меж-
ду реперами на момент предыдущего замера. 

С учетом вышеизложенного базисное расстояние для последующего за-
мера определяется по формуле 

 1 1 1
[( 1) ] [( 1) ] 1
N N N N
n n n n n nh h U U  
       ,                      (2) 

где [( 1) ]
N
n nh    – новое базовое расстояние между реперами ( 1n  ) и n, учиты-

ваемое при определении Kexp на момент N-го замера; 1
[( 1) 1]
N
nh 
   – базовое рас-

стояние между рассматриваемой парой реперов на момент предыдущего за-

мера 1N  ;  1 1
1

N N
n nU U 
   – разность в смещениях рассматриваемых репе-

ров на момент предыдущего замера (характеризует величину, на которую 
изменяется базовое расстояние между реперами за счет их смещений на мо-
мент предыдущего замера). 
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Для учета изменения расстояния между реперами за счет их предыдущего 

смещения в формуле (1) вместо hn следует использовать выражение (2). 

Область разрушенных пород вокруг выработки определяется величиной 
предельных деформаций, которая для пород глинистого сланца составляет 

310
–2

, для песчаного сланца – 2·10
–2

 [4]. 

Для обработки данных натурных наблюдений по разработанной методике 
была составлена программа и выполнены расчеты. 

При решении первой задачи величину ЗРП за определенные периоды време-
ни, характеризующие интервалы между производственными замерами, рассчи-
тывали путем сопоставления суммарного коэффициента расширения пород 
между смежными глубинными реперами с величиной предельных деформаций. 
Породный массив между глубинными реперами считали разрушенным в том 
случае, когда величина его относительных деформаций равнялась или пре-
вышала предельные значения, соответствующие данному типу пород. 

Первоначально отслеживали изменение суммарного значения коэффициента 

расширения пород ∑Kexp между контуром и репером № 1. После установления 

факта разрушения пород между ними рассматривали изменение суммарных 

значений Kexp между глубинными реперами № 1 и 2, № 2 и 3 и т.д. Такую про-

цедуру производили по всей цепи установленных глубинных реперов. 
Для условий одиночных выработок рост ЗРП устанавливали в зависимо-

сти как от времени наблюдений, так и от расстояния между замерной стан-
цией и забоем выработки. 

В качестве примера определения размера ЗРП вокруг одиночной выра-
ботки в зависимости от расстояния до забоя воспользуемся данными на-
блюдений по станции № 14, которая была оборудована в 6-м южном бор-

товом ходке блока № 2 пласта l7 шахты им. А.Г. Стаханова. Ходок прово-

дили комбайном на глубине 860 m. Сечение ходка в свету 11.2 m
2
. Выра-

ботку крепили металлической арочной крепью АП–3, устанавливаемой че-
рез 0.8 m. Породы кровли пласта сложены мелкослоистым песчаным слан-
цем мощностью 14 m с пределом прочности на сжатие 50 MPa. Глубинную 
станцию оборудовали в забое выработки в вертикальной скважине глуби-
ной 10 m. Шаг установки реперов до глубины 5 m составлял 1 m. Послед-
ние два репера устанавливали с интервалом в 3 и 2 m. 

На рис. 2 приведены графики изменения суммарных значений коэффици-

ента расширения пород ∑Kexp в зависимости от расстояния до забоя ходка. 

Анализ приведенных графиков показывает, что с увеличением расстояния 

до забоя выработки наблюдается рост ∑Kexp между парами реперов от кон-

тура до глубины 4 m. За этой зоной деформирование породного массива не 
наблюдается. 

Учитывая то, что величина предельных деформаций песчаного сланца со-

ставляет 210
–2

, момент разрушения породного массива вокруг выработки 

между соответствующими парами глубинных реперов определяем по точкам 
пересечения кривых суммарных значений коэффициента расширения пород 
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с прямой, соответствующей величине 210
–2

. При этом установлено, что ЗРП 

на глубину 1 m от контура выработки образуется на расстоянии 7 m от забоя, 
на глубину 2 m – на расстоянии 15 m, на глубину 4 m – на расстоянии 25 m. 

 

 
 
Рис. 2. Графики изменения суммарных значений ∑Kexp между смежными парами 

глубинных реперов по станции № 14: 1 – К (контур)–1, 2 – 1–2, 3 – 2–3, 4 – 3–4, 

5 – 4–5, 6 – 5–6 

 
Аналогичные результаты были получены и по другим замерным станци-

ям. На рис. 3,а приведены графики зависимости величины ЗРП от времени 
наблюдения для одиночных пластовых выработок. Анализ графиков пока-
зывает, что ЗРП в кровле выработок формируется в течение 5–35 d. Ее раз-
мер составляет от 2 до 5 m от контура выработки. В боку выработок (стан-
ция № 13, установленная по пласту) ЗРП формируется в течение 100 d и со-
ставляет 6 m от контура выработки. 

 

 

                                а                                                                б 

Рис. 3. Зависимости величины ЗРП от времени (а) и от расстояния до забоя выра-

ботки (б). Цифры на кривых соответствуют номерам замерных станций 
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Графики зависимости величины ЗРП от расстояния до забоя выработок 
приведены на рис. 3,б. Как видим, при расстоянии 5–70 m до забоя ЗРП 
формируется на глубину 2.5–5 m. В первом и втором случаях показатель ус-
тойчивости пород H/R = 0.35–0.59. Для станции № 6, оборудованной по 
пласту, H/R = 1.52. На момент формирования ЗРП величины смещений 
контура выработок составляют от 28 до 100% от первоначальных значений. 

На рис. 4 представлено изменение Kexp между соответствующими парами 

реперов в зависимости от расстояния до забоя выработки по данным стан-
ции № 8, оборудованной в 6-м восточном вентиляционном штреке шахты № 1 
Челюскинцев. Штрек проводился комбайном ПК–3М на глубине 720 m. 

Угол падения пласта 10–11. Сечение выработки в свету 7 m
2
. Выработка 

закреплена трапециевидной крепью – деревянные ножки, металлический 
верхняк. Плотность установки крепи составляла 1.25 рамы на 1 m выработ-
ки. Глубинную станцию устанавливали в забое выработки в вертикальной 
скважине глубиной 8 m. Шаг установки глубинных реперов составлял 1 m. 

 

 
 
Рис. 4. Изменение Kexp в зависимости от расстояния до забоя выработки по данным 

станции № 8 

 
Мощность пласта 1.4 m. Кровля пласта сложена глинистым сланцем 

мощностью 8 m с пределом прочности на сжатие 46 MPa. При изменении 
расстояния до забоя выработки с 10 до 30 m между реперами К–1, 1–2, 2–3, 

7–8 наблюдается уменьшение значения Kexp, что свидетельствует о дефор-

мациях сжатия породного массива. Между реперами 3–4, 4–5, 5–6 зафикси-

рован рост Kexp, что связано с наличием растягивающих деформаций в окру-
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жающем выработку породном массиве. Увеличение расстояния до забоя вы-
работки с 30 до 70 m вызывает деформации сжатия породного массива меж-
ду реперами 3–4, 5–6. На этот период растягивающие деформации породно-
го массива наблюдаются между реперами К–1, 2–3, 4–5. Изменение расстоя-
ния до забоя выработки с 70 до 100 m приводит к появлению сжимающих де-
формаций породного массива между реперами К–1, 4–5, 7–8. В то же время 
между реперами 1–2, 3–4, 5–6 наблюдаются деформации растяжения.  

Дальнейшее увеличение расстояния до забоя выработки от замерной 
станции сопряжено с наличием активного деформирования участка пород-
ного массива от контурного репера до репера № 3. Характерной особенно-
стью деформационного процесса породного массива, окружающего выра-
ботку, является чередование знакопеременных деформаций породного мас-
сива между соответствующими парами реперов при увеличении расстояния 
до забоя, а также в направлении от контура выработки в глубь массива на 
периоды производства замеров. 

Анализ графиков изменения Kexp по результатам наблюдений на других 

станциях подтверждает наличие чередования деформаций сжатия и растя-
жения породного массива в направлении от контура выработки в глубь мас-
сива на момент проведения замеров. 

Для оценки характера деформационных процессов, происходящих в пород-
ном массиве, вмещающем выработку, в зависимости от времени наблюдения 
(или в зависимости от расстояния до забоя выработки, лавы) и величины уже 
сформировавшейся ЗРП на момент, определяемый очередным замером, ис-
пользуем круговую диаграмму [5]. Такое представление позволяет выполнить 
анализ геомеханических процессов, происходящих в породном массиве вокруг 
выработки, в качественном и количественном аспектах. При этом на момент 
замеров фиксируются четыре параметра: время существования выработки 
(или расстояние от наблюдательной станции до забоя выработки, лавы), раз-
мер сформировавшейся ЗРП, расстояние от контура выработки в глубь масси-

ва (по шагу установки глубинных реперов) и динамика изменения Kexp. 

Следует отметить, что с помощью диаграммы отражаются геомеханичес-
кие процессы, происходящие в породном массиве только в направлении 
установки реперов глубинной станции. Для изучения характера изменения 
деформационных процессов в объеме всего породного массива, окружающе-
го выработку, необходимы инструментальные наблюдения по целой серии 
глубинных реперных станций, устанавливаемых в одном сечении в разных 
направлениях. Оборудование такой комплексной глубинной станции и вы-
полнение наблюдений в настоящее время связано с большими материаль-
ными затратами и высокой трудоемкостью работ. 

Однако, учитывая единую природу геомеханических процессов, резуль-
таты наблюдений по глубинной станции, состоящей из одной скважины, 
можно рассматривать в качестве информации, отражающей динамику дефор-
мационных процессов, происходящих в горном массиве вокруг выработки. 
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На рис. 5 показана картина деформационных процессов, наблюдаемая в 
одиночной выработке по данным замерной станции № 8 в зависимости от 
расстояния до забоя штрека. При отходе забоя штрека на 10 m размер ЗРП 
составляет 1 m, при этом превалируют деформации растяжения. 

 

 
 

Рис. 5. Характер деформационных процессов внутри ЗРП при ее формировании по 

данным станции № 8: I, II – соответственно области сжатия и растяжения; III – гра-

ница ЗРП 

 
При отходе забоя штрека от замерной станции на 30 m ЗРП выросла до 4 m. 

Внутри нее область пород, испытывающих сжатие, составляет 3 m от конту-
ра выработки. На участке глубиной 3–4 m наблюдается расширение пород-
ной толщи. 

На расстоянии до 70 m от замерной станции до забоя не наблюдается рост 
ЗРП. При этом участки разрушенного породного массива на глубинах 1–2 и 
3–4 m испытывают деформации сжатия, а на глубинах 0–1 и 2–3 m – дефор-
мации растяжения. 

Дальнейшее увеличение расстояния до забоя штрека (до 100 m) приводит 
к увеличению размера ЗРП до 5 m. Внутри нее наблюдается чередование 
деформаций сжатия и растяжения на различных участках породного массива 
от границы ЗРП до контура выработки. Так, области пород на глубинах от 
контура выработки 0–1, 2–3 и 4–5 m испытывают сжатие, а на глубинах 1–2 
и 3–4 m – растяжение. В дальнейшем наблюдается стабилизация ЗРП на 
глубине 5 m. 

На расстоянии 150 m до забоя участок породного массива на глубине 1–4 m 
испытывает сжатие, а на глубинах 0–1 и 4–5 m – расширение. 

При отходе забоя от замерной станции на расстояние 200 m деформации 
сжатия породного массива отмечаются на глубинах 0–1 и 2–5 m, а деформа-
ции растяжения уже разрушенного породного массива – на глубине 1–2 m. 
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При расстоянии 250 m до забоя области сжатия породного массива отме-
чаются на глубинах 1–2 и 4–5 m. В то же время толща пород на глубинах 0–1 
и 2–4 m испытывает деформации растяжения. 

На расстоянии 300 m до забоя штрека на глубинах 0–1 и 2–3 m отмеча-
ются деформации сжатия пород, а на глубинах 1–2 и 3–4 m – деформации 
растяжения. 

Анализ динамики деформационных процессов, происходящих в пород-
ном массиве в окрестности одиночной выработки по станции № 8, показал,  

 

 

а 

 

б 

Рис. 6. Изменение распределения величины смещения глубинных реперов (а) и ко-

эффициента расширения пород по глубине ЗРП (б) в зависимости от расстояния от 

замерной станции до забоя выработки, m: 1 – 100, 2 – 150, 3 – 200, 4 – 250, 5 – 300 
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что внутри ЗРП наблюдается чередование зон сжатия и растяжения в разру-
шенных породах как с увеличением расстояния от замерной станции до за-
боя штрека, так и по мере удаления от контура выработки в глубь массива. 
Данная закономерность деформационных процессов внутри ЗРП сохраняет-
ся и после стабилизации размеров разрушенной зоны. 

Установленная закономерность является ответом на третью поставленную 
задачу с позиций характеристики деформационного процесса в качественном 
аспекте. Для ее решения в количественном плане проанализируем смещения 
реперов и коэффициентов расширения породного массива после момента ста-
билизации роста ЗРП по этой же станции. 

На рис. 6 показаны деформационные процессы внутри ЗРП после ее стаби-
лизации. Как видим, на момент стабилизации ЗРП смещение контура выра-
ботки составляет 240 mm, что равно 62% от конечных смещений. Это сме-
щение контура выработки вызвано разрушением пород за счет движения 
фронта разрушения при деформировании ЗРП. Оставшиеся 38% величины 
конечных смещений контура выработки при стабилизации зоны являются 

следствием смещения (обрушения) разрушенных пород внутри нее. Анализ 
приведенных графиков показывает, что с увеличением расстояния от забоя 
выработки повышается интенсивность как смещения пород, так и степени 
их расширения в пределах ЗРП. При этом внутри зоны наблюдаются знако-
переменные деформации, о чем свидетельствует изменение коэффициента 
разрыхления пород от 0.0277 до –0.0075. 

Выполненные исследования позволяют сделать следующие выводы: 
1. В условиях глубоких шахт размер ЗРП вокруг выработок составляет 

3–6 m от их контура и формируется в течение 5–100 d. 
2. В период образования ЗРП нагрузка на крепь формируется за счет уве-

личения объема разрушающихся пород и смещения их в полость выработки. 
При этом механизм влияния движущегося фронта разрушения породного 
массива на характер взаимодействия крепи с окружающим массивом заклю-
чается в образовании позади этого фронта уже в разрушенных породах волн 
знакопеременных деформаций, перемещающихся к контуру выработки. 

3. В период формирования ЗРП реализуется 30–60% конечных смещений 
контура выработок. После формирования ЗРП эти смещения являются резуль-
татом обрушения пород внутри зоны, которые своим весом пригружают крепь. 

4. Расчет нагрузки на крепь необходимо производить с учетом этих двух 
этапов. На первом нагрузка на крепь рассчитывается как результат смеще-
ний пород в полость выработки в процессе формирования ЗРП. На втором 
этапе нагрузку на крепь определяют как вес пород, отделившихся от масси-
ва, внутри ЗРП. 
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N.N. Kasyan, Yu.A. Petrenko, G.P. Starikov 

FEATURES OF THE MECHANISM OF FORMATION  
OF THE LOAD ON A TIMBER IN DEEP MINES 

The duration of formation of the rupture zone (RZ) around the workings in varied geo-
logical and mining conditions according to the data deep reference benchmarks is found. 
The mechanism of interaction of the moving rupture front in the course of formation of 
the RZ and the timber in mine opening. 

Keywords: rocks, mine opening, timber, benchmark 

Fig. 1. Scheme of location of deep benchmarks 

Fig. 2. Evolution of sums expK  between  adjacent pairs of deep benchmarks at station 

№ 14: 1 – К (circuit)–1, 2 – 1–2, 3 – 2–3, 4 – 3–4, 5 – 4–5, 6 – 5–6 

Fig. 3. RZ size vs time (а) and the distance to the face (б). The numbers at the curves cor-
respond to the numbers of the measuring stations  

Fig. 4. Face distance dependence of Kexp according to the data of station № 8 

Fig. 5. Deformation within the RZ in the course of formation according to the data of sta-
tion № 8: I, II – areas of compression and tension, respectively; III – RZ boundary 

Fig. 6. RZ depth distribution of the shift of deep benchmarks (а) and the rock expansion 
coefficient (б) vs the distance between the measuring station and the working face, m: 
1 – 100, 2 – 150, 3 – 200, 4 – 250, 5 – 300 
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СОСУЩЕСТВОВАНИЕ ФЕРРОМАГНИТНЫХ И ЗАРЯДОВЫХ  

НЕОДНОРОДНОСТЕЙ В Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3)  
В ПАРАМАГНИТНОЙ ОБЛАСТИ ТЕМПЕРАТУР 
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Статья поступила в редакцию 20 августа 2018 года 

Изучены ферромагнитные и зарядовые неоднородности, присутствующие в празе-
одим-кальциевых манганитах, при температурах выше температуры магнитного 
упорядочения. Сосуществование локального ферромагнитного (ФМ) и полярного 
состояний может свидетельствовать о проявлении свойств мультиферроиков в 
этих сильно коррелированных системах при высоких температурах (комнатных и 
выше). Проведены комплексные исследования диэлектрических, структурных, маг-
нитных и транспортных свойств системы Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3) в широком 
диапазоне температур. Установлено, что ферромагнитные и сегнетоэлектричес-
кие кластеры сосуществуют в «температурном окне» ТС < T < T*. Температура 
зарождения ФМ-кластеров T

*
 примерно в 5 раз превышает температуру Кюри 

спонтанного ФМ-упорядочения (ТС  140 K, T*  700 K). 

Ключевые слова: магнитные неоднородности, зарядовые неоднородности, ферро-
магнитные кластеры, температура зарождения, «температурное окно», диэлектричес-
кая проницаемость, тангенс угла диэлектрических потерь, удельное сопротивление, 
удельная намагниченность, обратная магнитная восприимчивость, мультиферроики. 

Введение 

Изучение свойств сложных оксидов переходных металлов в течение по-
следних 20–30 лет выявило тонкую связь между решеточными, спиновыми, 
зарядовыми и орбитальными степенями свободы. Эта связь обусловливает 
возникновение таких известных явлений, как высокотемпературная сверхпро-
водимость, колоссальное магнитосопротивление и проявление свойств муль-
тиферроиков [1]. 

Манганиты представляют собой соединения с сильными электронными 
корреляциями, с которыми связаны корреляции электрических, магнитных и 
структурных свойств. Так же, как и другие вырожденные полупроводники и 
высокотемпературные сверхпроводники, они относятся к материалам с тер-
модинамически равновесным разделением фаз. Замещенные манганиты со 

структурой перовскита R1−xAxMnO3 (R – редкоземельный элемент, A – ще-
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лочной или щелочноземельный элемент) являются ярким примером мате-
риалов, в которых смешанные состояния наблюдаются в широком темпера-
турном и концентрационном диапазонах [2,3]. Для таких сильно коррелиро-
ванных систем характерно явление колоссального магнитосопротивления 

[4–8]. При x = 0 для крайнего состава R
3+

MnO3 зарядовый баланс требует, 

чтобы ионы марганца находились в валентности Mn(III) = Mn
3+

. В другом 

крайнем составе (при x = 1) в соединениях M
2+

MnO3 (где M
2+

 – Ca
2+

, Sr
2+

, 

Ba
2+

 и т.д.) ионы марганца обладают валентностью Mn(IV) = Mn
4+

. На внеш-

ней оболочке иона Mn
3+

(3d
4
) (S = 2) находится четыре электрона, поэтому 

считается [9], что состояние Mn
3+

 химически менее стабильно, чем Mn
2+

(3d2) 

(S = 5/2) или Mn
4+

 (3d
3
) ( 3

2gt ) (S = 3/2). Это создает предпосылку для образова-

ния суперпозиции разновалентных ионов 2Mn
3+

 → Mn
2+

 + Mn
4+

 и локальной 

зарядовой неоднородности. 
В нестехиометрических по кислороду или замещенных двухвалентными 

ионами редкоземельных манганитах, содержащих помимо ионов Mn
3+

 еще и 

ионы Mn
4+

, одновременное существование нескольких степеней свободы в 

зависимости от допирования, температуры и внешних воздействий приводит 
к конкуренции орбитальных, магнитных и диэлектрических упорядочений. 

 

 
 
Рис. 1. Магнитная фазовая диаграмма Pr1–xCaxMnO3 [10]. На оси x указаны значе-

ния концентрации Ca (0.15, 0.25, 0.3) образцов, исследованных в данной работе 

 

Согласно фазовой диаграмме (рис. 1) [10] для системы Pr1–xCaxMnO3 при 

низких температурах реализуется изолирующее магнитоупорядоченное со-
стояние: для х < 0.3 – ферромагнитное изолирующее с температурами Кюри 

ТС  120–130 K, для х > 0.3 – зарядово-упорядоченное антиферромагнитное 

(АФМ) изолирующее состояние с температурами Неeля ТN  170–175 K. Для 

состава х = 0.3 наблюдается сосуществование этих двух фаз. В [11] для 

Pr0.7Ca0.3MnO3 наблюдалось фазовое расслоение на две изолирующие фазы: 
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зарядово-упорядоченную АФМ-фазу и ФМ-фазу в состоянии спинового 
стекла. При наложении внешнего магнитного поля образцы становятся фер-
ромагнитными. Обратный эффект возникает под воздействием даже сравни-
тельно небольшого давления в 1 GPa [12]: при низких температурах проис-

ходит изменение магнитного состояния Pr0.7Ca0.3MnO3 от ферромагнитного 

к антиферромагнитному A-типа, обусловленное анизотропным сжатием 
кислородных октаэдров. Сосуществование ФМ- и АФМ-фаз подтверждено 
методом нейтронной дифракции [13]. 

Соединения R1–xCaxMnO3, как считалось ранее, обладают центром сим-

метрии, и, следовательно, в них невозможно появление спонтанной поляри-
зации. Но в работе [14] было сделано предположение, что в зарядово-
упорядоченных и орбитально-упорядоченных манганитах с замещениями 
менее половины (x < 0.5) можно использовать связь между магнитным и за-
рядовым упорядочениями для получения свойств сегнетомагнетиков (муль-
тиферроиков). В отличие от обычного зарядового упорядочения в этих со-
единениях существует такой тип зарядово-орбитального упорядочения с не-

симметричным распределением eg-электронов между соседними ионами Mn, 

который приводит к возникновению электрического дипольного момента и 
образованию упорядоченной полярной димерной структуры с отличным от 
нуля дипольным моментом. 

Подобное состояние нарушает инверсионную симметрию и, как предполага-
ется, является одновременно и магнитным, и сегнетоэлектрическим. Такая воз-

можность рассматривалась в той же работе [14] для соединений Pr1–xCaxMnO3, 

в которых наблюдались диэлектрические аномалии при х ~ 0.3. 
В работе [15] получены гигантские значения диэлектрической проницае-

мости до 10
7 в родственных образцах La1–xSrxMnO3 (x = 0.1, 0.11) при ком-

натной температуре. Результаты низкочастотных диэлектрических и маг-
нитных измерений авторы объясняют возникновением зарядового и фазово-
го разделения в этих соединениях. 

Свидетельство существования электрической поляризации в Pr1–xCaxMnO3 

получено в работе [16]. В промежуточной области при температурах ниже 

температуры зарядового упорядочения TCO, но выше TN, обнаружен новый 

фазовый переход, связанный с возникновением спонтанной поляризации при 
некоторой температуре, называемой критической температурой электрического 

дипольного упорядочения TEDO. Например, для состава x = 0.35 TEDO = 206 K 

(TCO = 235 K). Этот фазовый переход является фазовым переходом I порядка и 

имеет природу параэлектрического (анти)сегнетоэлектрического перехода. 
Авторами [17] обнаружена электрическая поляризация в кристаллах 

Pr0.6Ca0.4MnO3 и Nd0.6Ca0.4MnO3, которая ассоциируется с предсказанными в 

работе [14] новыми нецентросимметричными структурами в замещенных 
манганитах, обладающими электрическим дипольным моментом. В них при 

зарядовом и орбитальном упорядочениях eg-электроны не локализуются на 

одном из ионов марганца, а распределены между соседними ионами, обра-
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зуя упорядоченную полярную димерную структуру. Таким образом, в [17] 

показано, что зарядово-упорядоченное АФМ-состояние Pr0.6Ca0.4MnO3, близ-

кого по составу к исследуемому нами манганиту Pr0.7Ca0.3MnO3, является 

сегнетоэлектрическим. 
В работах [13,18] было показано, что зарядово-упорядоченные редкозе-

мельные манганиты (в том числе и Pr0.7Ca0.3MnO3) проявляют свойства 

мультиферроиков, что было теоретически предсказано Д.И. Хомским [19]. В 

[18] обнаружены аномалии диэлектрической проницаемости при TCO и TN 

АФМ-упорядочения, а также влияние внешнего магнитного поля на диэлек-
трические свойства. 

Тенденция к зарядовому и фазовому расслоению характерна как для ред-
коземельных манганитов, так и для высокотемпературных сверхпроводни-
ков. Кроме того, в манганитах при температурах выше температур ФМ-упо-

рядочения ТС, АФМ-упорядочения ТN или зарядового упорядочения TCO 

предполагается наличие некоторой области, подобной псевдощели в высо-
котемпературных сверхпроводниках («temperature window» по терминоло-
гии авторов [8]), где сосуществуют кластеры неоднородных состояний, воз-

никающих при некоторой температуре Т
*
 [8]. 

Авторы [13] приводят свидетельства того, что в Pr0.7Ca0.3MnO3 при Т > ТС 

имеются локальные ФМ-упорядочения в парамагнитной (ПМ) матрице, при 

TN > TC – в антиферромагнитной. В работах [20,21] экспериментально 

показано, что при Т > ТС существуют ФМ-кластеры в ПМ-матрице, при TN > 
> TC – в антиферромагнитной. Электронно-микроскопические исследования 

La5/8–yPryCa3/8O3 (у = 0.375) [20] дают прямое свидетельство двухфазного со-

существования: зарядово-упорядоченных (изолирующих) и зарядово-раз-
упорядоченных (ФМ-металлических) доменов при T = 20 K. Эксперимен-
тальные данные для у = 0.4 при Т = 17 и 120 K показывают эволюцию нано-

размерных зарядово-разупорядоченных ФМ-доменов при Т > ТС. 

Свойства известных мультиферроиков не удовлетворяют существующим 
потребностям микроэлектроники. Хотя температура сегнетоэлектрического 
упорядочения в ряде случаев превышает комнатную, температура магнитно-
го перехода в большинстве случаев ниже комнатной. Одновременное сосу-

ществование магнитных и зарядовых неоднородностей при Т
*
 > ТС может 

свидетельствовать о проявлении свойств мультиферроиков при температу-
рах порядка комнатной и выше, т.е. в области температур, приемлемой для 
практических применений. 

О существовании в высокотемпературном ПМ-состоянии аномальных спи-

новых флуктуаций в зарядово-упорядоченном АФМ-изоляторе Pr1–xCaxMnO3 

при 0.35 < x < 0.5 говорится в работе [22]. Например, для состава с х = 0.35 
зарядовое упорядочение устанавливается при температурах ниже TCO = 230 K, 

а АФМ-спиновый порядок – при температурах ниже TN = 160 K. Для этого 

состава ослабление и подавление ФМ-флуктуаций происходит в 2 этапа: при 
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температурах TCO и TN. При TCO ФМ-флуктуации ослабляются, но все еще 

существуют, а при TN они окончательно исчезают. Этот факт указывает на 

то, что спиновое упорядочение ответственно за полное подавление орби-
тальных флуктуаций и сопровождается исчезновением спиновых флуктуаций. 

В данной работе в температурном интервале 100–300 K проведены иссле-
дования диэлектрических свойств (действительной ε и мнимой ε состав-
ляющих диэлектрической проницаемости и тангенса угла потерь tgδ) твер-

дых растворов системы Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3) в диапазоне частот 

10
2
  f  10

6
 Hz, а также исследованы температурные и полевые зависимости 

удельной намагниченности σ, магнитной восприимчивости χ во внешнем 
магнитном поле с индукцией B = 0.86 T и удельного сопротивления  в ши-
роком диапазоне температур T = 77–850 K. 

Цель работы – изучение связи между диэлектрическими, магнитными и 
транспортными характеристиками исследуемого мультиферроика в пара-
магнитной области температур. 

1. Синтез образцов и методики эксперимента 

Исходными веществами для получения поликристаллических образцов 

Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3) служили высокочистые окислы металлов Pr6O11,  

 

    

                               а                                                                  б 

 

                               в 

Рис. 2. Рентгеновские дифрактограм-
мы составов Pr1–xCaxMnO3: а – х = 0.15, 

б – 0.25, в – 0.3 
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MnO2 и карбонат CaCO3, взятые в стехиометрическом соотношении. Синтез 

проводили по стандартной керамической технологии на воздухе в три этапа 
при Т = 1200°C в течение 36 h с двумя промежуточными размолами [23]. 

Уравнение химической реакции для получения этих составов может быть 
представлено как  

(1 – x)Pr6O11 + (6x)CaCO3 + 6MnO2 → 6Pr(1–x)CaxMnO3 + (6x)CO2↑ + 5(1 – x)O↑. 

Образцы имели форму брусочков размером 15  5  5 mm. 
 

  

                               а                                                                 б 

 

                                в 

Рентгеноструктурные исследования 

Кристаллическую структуру и фазовый состав полученных образцов 

Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3) определяли рентгенографическим методом на 

модифицированном дифрактометре ДРОН-2 в режиме набора информации 

по точкам в Cu K-излучении. Время набора информации в точке Δτ = 3 s, 

шаг сканирования по углу Δ2θ = 0.03°. При необходимости получения более 
четких профилей рефлексов применен режим съемки: Δτ = 5 s, Δ2θ = 0.01°. 

Рентгеноструктурный анализ показал, что образцы однофазные и имеют 
орторомбическую структуру (симметрия – Pbnm). Их рентгенодифракто-
граммы приведены на рис. 2. 

Рис. 3. Температурные зависимости 

действительной ε (а) и мнимой ε (б) 

частей диэлектрической проницаемос-

ти, а также тангенса угла диэлектричес-

ких потерь tg (в) Pr0.85Ca0.15MnO3 [23] 

при различных частотах f, Hz: ― – 102, 

--- – 103, ···· – 104, -·-·- – 105, -··-··- – 106 
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                                                             I 

  

                           а                                                                б 

                                                            II 

  

                                а                                                                б 

Рис. 4. Температурная зависимость удельной намагниченности σ в магнитном поле 

с индукцией B = 0.86 T для Pr0.85Ca0.15MnO3 (I) и Pr0.7Ca0.3MnO3 (II): а – при нагре-

вании; б – при нагревании (○) и охлаждении (■) 

Диэлектрические измерения 

Характеристики диэлектрического отклика данной керамики измеряли 
для образцов-конденсаторов с серебряными электродами с использованием 
измерителя иммитанса Е7-20. Непосредственно измеряли емкость C и тан-
генс угла диэлектрических потерь tgδ на фиксированных частотах в области 

10
2
–10

6
 Hz в зависимости от температуры в пределах 100–350 K при скоро-

сти изменения 1.5–2 K/min. Измерения проводили в режиме нагревания. По 
полученным значениям C и tgδ находили действительную  и мнимую  
составляющие диэлектрической проницаемости по формулам 

 0

0

C C d

S


 


,                                       (1) 
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tg     ,                                              (2) 

где C0 – емкость измерительной ячейки, d – толщина образца, 0 – электри-

ческая постоянная, S – площадь электрода. 
На рис. 3 представлены температурные зависимости действительной ε и 

мнимой ε частей диэлектрической проницаемости, а также тангенса угла 

потерь Pr0.85Ca0.15MnO3 [23]. 

Измерения удельной намагниченности и магнитной восприимчивости 

Измерения удельной намагниченности и магнитной восприимчивости в 
интервале температур 77  T  850 K проводили пондеромоторным методом 
в режимах нагревания и охлаждения образцов во внешнем магнитном поле с 
индукцией B = 0.86 T. Температурные зависимости удельной намагниченно-

сти σ составов с x = 0.15 и 0.3 представлены на рис. 4. Температуру Кюри TC 

определяли с использованием квадратичной зависимости удельной намаг-
ниченности, для образцов с x = 0.15, 0.25 и 0.3 она составила соответственно 

130, 130 и 140 K (рис. 5). 

Температурная зависимость обратной магнитной восприимчивости χ
–1

 

состава x = 0.15 представлена на рис. 6. Для состава с x = 0.3 эта зависимость 
имеет аналогичный вид. 

      

                               а                                                                 б 

 
                               в 

Рис. 5. Квадратичная зависи-

мость удельной намагниченности 
Pr1–xCaxMnO3 для различных зна-

чений x: а – 0.15, б – 0.25, в – 0.3 
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                                                            I 

    

                          а                                                                  б 

                                                            II 

     

                          а                                                                 б 

Рис. 7. Петли гистерезиса для образцов Pr0.85Ca0.15MnO3 (I) и Pr0.7Ca0.3MnO3 (II): 

при гелиевых температурах, K: I,а – 5.2, II,а – 6; и при комнатных температурах, K: 

I,б – 292, II,б – 298 

Рис. 6. Температурная зависимость 

обратной магнитной восприимчивос-
ти χ

–1
 состава с х = 0.15 [23]. Описа-

ние линий 1–4 приведено в тексте 
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Измерения удельного сопротивления 

Удельное электрическое сопротивление исследуемых составов  измерено 
4-зондовым методом. Зависимость ρ(Т ) для всех составов является типично 
полупроводниковой. Наибольший интерес представляет состав х = 0.3, по-
скольку согласно фазовой диаграмме [10] именно в нем сосуществуют ФМ- и 
АФМ-фазы. Диапазон температур измерения ΔТ ~ 80–950 K. 

Температурная зависимость удельного сопротивления состава c х = 0.3 
представлена на рис. 8 [23]. 

       

Рис. 8. Температурная зависимость удельного сопротивления состава Pr0.7Ca0.3MnO3 [23] 

2. Результаты эксперимента и обсуждение 

Диэлектрические измерения 

Как видно из рис. 3, сильная дисперсия обеих составляющих диэлектри-

ческой проницаемости (ε и ε) Pr0.85Ca0.15MnO3 [23] свидетельствует о мощ-

ной поляризации образца. В окрестности ТС зависимость ε(T) демонстрирует 

плато, а ε(T) – широкий минимум при относительно высоких (10
5
 и 10

6
 Hz) 

частотах. Большие значения ε связаны с высокой проводимостью на посто-
янном токе (сквозной), о чем свидетельствуют большие значения диэлек-
трической диссипации tgδ, которые при комнатных температурах выше 1 
даже для частоты f = 1 MHz. Частотная дисперсия диэлектрической прони-
цаемости свойственна неоднородным диэлектрическим системам с корреля-
циями полярных состояний различного масштаба. 

Обнаруженная электрическая поляризация, вероятнее всего, обусловлена 
существованием упорядоченной полярной димерной структуры в твердых рас-

творах Pr1–xCaxMnO3 при замещении кальцием с концентрацией x  0.3 [14]. В 

[17] показано, что зарядово-упорядоченное АФМ-состояние Pr0.6Ca0.4MnO3, 

близкого по составу к исследуемому нами манганиту Pr0.7Ca0.3MnO3, явля-

ется сегнетоэлектрическим. 

Магнитные измерения 

Из фазовой диаграммы (см. рис. 1) [10] следует, что для составов Pr1–xCaxMnO3 

по мере возрастания температуры существует хорошо установленная после-
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довательность фазовых состояний: при низких температурах – ФМ-упоря-
дочение для составов с x  0.3, при T ~ 165–170 K – АФМ-упорядочение в 
диапазоне замещений 0.3  x  0.85, а при T > 200 K – зарядовое упорядочение. 

На диаграмме состояния рис. 1 указаны три состава Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15, 

0.25 и 0.3), которые изучены в данной работе. Согласно этой (x,T)-фазовой 

диаграмме при Т < TC составы с х = 0.15 и 0.25 являются ФМ-изоляторами, а 

для состава с х = 0.3 характерно сосуществование изолирующих ФМ-фазы и 
зарядово-упорядоченной АФМ-фазы. 

Образцы исследуемых составов Pr0.85Ca0.15MnO3 и Pr0.7Ca0.3MnO3 обла-

дают магнитными характеристиками, типичными для ферромагнетиков. При 

низких температурах величина намагниченности σ (см. рис. 4) достаточно 

высокая, что указывает на ФМ-упорядочение магнитных ионов. Известно, 

что при низких температурах (Т < TC) намагниченность ферромагнетиков на 

2–3 порядка больше, чем у антиферромагнетиков, поэтому в магнитоупоря-

доченной области полная намагниченность образцов определяется намагни-

ченностью в основном ферромагнитных областей. Вблизи TC намагничен-

ность ферромагнетиков резко уменьшается, но остается конечной величи-

ной. Все исследованные составы проявили высокие значения удельной на-

магниченности: ~ 15 emu/g при Т  150 K, ~ 1.0 emu/g при комнатной темпе-

ратуре, и даже при T  5TC удельная намагниченность имела ненулевое зна-

чение ~ 0.2 emu/g. В [11] указывалось на важность учета магнитной класте-

ризации при T  2TC в редкоземельных манганитах, проявляющих колос-

сальное магнитосопротивление. По результатам выполненного эксперимен-

та можно говорить о возможности такого учета до температур T  5TC. 

В работе [24] показано, что для манганита La0.2Ca0.8MnO3, испытываю-

щего фазовое расслоение на ФМ- и АФМ-фазы, наблюдается различие в из-

менении температурных зависимостей σ в слабых магнитных полях и в по-

лях с напряженностью ~ 10 kOe. Это связано с малой величиной восприим-

чивости антиферромагнетиков. При увеличении масштаба зависимости σ(Т) 

La0.2Ca0.8MnO3 довольно четко проявляется АФМ-максимум вблизи TN в 

поле 100 Oe [24]. Подобное поведение σ(Т) наблюдалось и на наших образ-

цах (рис. 4,II,а), для которых TN  200 K. 

С другой стороны, как уже упоминалось выше, ослабление ФМ-флуктуа-

ций происходит при температуре зарядового упорядочения TCO, а оконча-

тельно они исчезают при температуре АФМ-упорядочения TN [22]. 

Установлено, что для исследуемых составов выполняется закон Кюри–Вейса: 

χ(Т) = C/(T – Θ). Парамагнитная температура Кюри Θ является параметром, 

знак которого определяет преимущественный характер обменной связи меж-

ду магнитоактивными атомами. Температурная зависимость обратной маг-

нитной восприимчивости χ
–1

 образца Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15) имеет вид 

(см. рис. 6), характерный для магнитно-упорядоченных веществ, в которых 
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дальний магнитный порядок разрушен, но ближний еще сохраняется [23]. 

Зависимость χ
–1

(Т) может быть разбита на 4 прямолинейных участка, про-

должения которых до пересечения с осью температур дают значения пара-

магнитной температуры Кюри Θ. 

Анализ температурной зависимости обратной магнитной восприимчивости 

(рис. 6) в ПМ-области при T > ТС позволяет сделать следующее заключение. В 

высокотемпературной области реализуется чисто ПМ-состояние, поскольку 

экстраполяция зависимости χ
–1

 = f(Т) пересекает ось температур в точке T = 0 K 

(линия 4), что характерно для парамагнетиков. Обменное взаимодействие при 

снижении температуры (линия 3) является ферромагнитным, здесь Θ3 > 0. 

Этот участок зависимости χ
–1

(Т) соответствует существованию ФМ-кластеров 

в ПМ-матрице. Значение CT    700 K можно считать температурой возникно-

вения ближнего магнитного порядка, или температурой зарождения ФМ-клас-

теров [8]. Линия 2 пересекает ось T при Θ = Θ2, при этом Θ2 положительна, но 

по величине она меньше Θ3 (0 < Θ2 < Θ3), что означает ослабление ФМ-обмена. 

Вероятнее всего, это связано с проявлением АФМ-вклада: реализуется сме-

шанное состояние: ФМ- и АФМ-кластеры в ПМ-матрице. Возникновение 
АФМ-кластеров, по-видимому, происходит при NT    550 K. 

Линия 1 пересекает ось температур при Θ1, близкой по величине к ТС. 

При этом парамагнитная температура Кюри 0 < Θ1 < Θ2. Поскольку величи-

на Θ1 для данного участка по-прежнему положительна, преимущественный 

характер обменной связи между магнитоактивными атомами остается фер-
ромагнитным. Однако на этом участке либо происходит ослабление ФМ-

флуктуаций при достижении температуры зарядового упорядочения TCO, 

либо добавляется АФМ-обмен при достижении температуры спонтанного 

АФМ-упорядочения TN. 

Полученные результаты эксперимента можно интерпретировать, исполь-
зуя модель пространственного разделения фаз [25]. Фазовое расслоение обу-
словлено тем, что для свободных носителей заряда ФМ-упорядочение маг-
нитных моментов более предпочтительно по сравнению с АФМ-упорядоче-

нием. Причиной формирования кластеров является наличие пар ионов Mn
4+

 

и Mn
3+

, взаимодействующих посредством ФМ «двойного обмена». Пока 

концентрация кластеров невелика, они не взаимодействуют между собой. 
Поэтому обменные магнитные взаимодействия возможны только внутри 
кластеров. АФМ-упорядочение в матрице формируется благодаря обмену 

Mn
3+

–Mn
3+

, более слабому по сравнению с ФМ-обменом Mn
4+

–Mn
3+

 в кла-

стерах. С повышением температуры дальний магнитный порядок в АФМ-мат-
рице (а затем и ближний магнитный порядок в АФМ-кластерах) будет раз-
рушаться быстрее, чем ближний магнитный порядок в ФМ-кластерах. 

На рис. 7 представлены петли гистерезиса для образцов с х = 0.15 и 0.3 во 
внешнем магнитном поле до 14 T при гелиевых и комнатных температурах. 
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Нелинейность полевых зависимостей удельной намагниченности при ком-
натных температурах свидетельствует о сохранении ближнего магнитного 
порядка в этих составах. 

Измерения удельного сопротивления 

Составы Pr1–xCaxMnO3 относятся к узкозонным материалам с колоссаль-

ным магнитосопротивлением [8]. В Pr1–xCaxMnO3 ширина запрещенной зо-

ны ΔE гораздо уже, чем в La1–xSrxMnO3 или в La1–xCaxMnO3. Вследствие 

этого система Pr1–xCaxMnO3 является изолирующей во всем диапазоне за-

мещений х [26]. 

Зависимость (Т) для состава с х = 0.3 (так же, как и для х = 0.15) является 

типично полупроводниковой в интервале температур 77  T  850 K (см. 

рис. 8). У обоих составов наблюдается переход к собственной проводимости 

при высоких температурах, благодаря чему оценена ширина запрещенной зо-

ны с использованием зависимости 3ln (10 / )f T  . Состав Pr0.85Ca0.15MnO3 

имеет ширину запрещенной зоны ΔE = 0.43 eV, а Pr0.7Ca0.3MnO3 – немного 

более высокое значение: ΔE = 0.48 eV. 

Существует корреляция между температурными зависимостями обратной 

магнитной восприимчивости и удельного сопротивления в области темпера-

тур 600–700 K (см. рис. 6 и 8). О существовании связи между электрически-

ми и магнитными параметрами в Pr0.7Ca0.3MnO3 упоминается также автора-

ми работы [18]. Слабое дополнительное увеличение сопротивления вблизи 

Т
*
 является подтверждением зарождения ФМ-кластеров в ПМ-матрице. 

Выводы 

1. Синтезированы поликристаллические образцы составов Pr1–xCaxMnO3 (x = 

= 0.15–0.3). Рентгеноструктурные исследования показали однофазность образ-
цов, имеющих орторомбическую структуру пространственной группы Pbnm. 

2. Диэлектрические измерения выявили наличие значительной поляриза-
ции образцов, что подтверждает выводы авторов работы [14] о возможности 
сегнетоэлектрического упорядочения в этих соединениях. При допировании 
кальцием с концентрацией x  0.3 имеет место исчезновение центра сим-
метрии, и возникают новые нецентросимметричные структуры, в которых 

eg-электроны не локализуются на одном из ионов марганца, а распределены 

между соседними ионами, образуя упорядоченную димерную структуру. 
3. Сильная частотная дисперсия обеих составляющих диэлектрической 

проницаемости (ε и ε) свидетельствует о мощной поляризации, что свойст-
венно неоднородным диэлектрическим системам с корреляциями полярных 
состояний различного масштаба. 

4. Температура Кюри ТС возникновения спонтанного ФМ-упорядочения 

для концентрации x = 0.15 составляет 130 K. У системы с x = 0.3 ТС  140 K. 
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Результаты изучения температурных зависимостей удельной намагниченно-
сти σ и магнитной восприимчивости χ позволяют сделать вывод, что иссле-

дуемые составы проявляют отличную от нуля намагниченность и при T >> TC. 

Зависимость χ
–1

(Т) имеет вид, характерный для ферромагнетиков, у которых 

дальний магнитный порядок разрушен, а ближний еще сохраняется.  

5. Спиновые корреляции в Pr0.85Ca0.15MnO3 и Pr0.7Ca0.3MnO3, обусловли-

вающие ближний ФМ-порядок, сохраняются до 700 K. Таким образом, зна-
чение температуры зарождения ФМ-кластеров в ПМ-матрице для этих твер-

дых растворов CT    700 K, что примерно в 5 раз превышает TC. С пониже-

нием температуры реализуется смешанное состояние: ФМ-фаза сосуществу-

ет с АФМ-фазой в виде кластеров в «температурном окне» ТС  Т  Т
*
, а при 

Т < ТС ФМ- и АФМ-фазы сосуществуют в объемном виде. 

6. Нелинейность зависимостей удельной намагниченности при комнат-
ных температурах от поля свидетельствует о сохранении ближнего магнит-
ного порядка в этих составах. 

7. Имеет место корреляция между температурными зависимостями удель-
ной намагниченности и удельного сопротивления в области температур 

600–700 K. Слабое дополнительное увеличение сопротивления вблизи Т
*
 

является подтверждением зарождения ФМ-кластеров в ПМ-матрице. 

8. Установлено, что в празеодим-кальциевых манганитах Pr0.85Ca0.15MnO3 и 

Pr0.7Ca0.3MnO3 при комнатной и более высоких температурах сосуществуют 

состояния с локальной намагниченностью в виде ФМ-кластеров и диэлектри-
ческой проницаемостью значительной величины. Это может свидетельство-
вать о проявлении в исследованных составах свойств мультиферроиков. 
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T.N. Tarasenko, Yu.V. Radyush, K.I. Yanushkevich 

COEXISTENCE OF FERROMAGNETIC AND CHARGE  

INHOMOGENEITIES IN Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3) WITHIN  

THE PARAMAGNETIC TEMPERATURE RANGE   

Ferromagnetic and charge inhomogeneities present in praseodymium-calcium manganites 
above the temperature of magnetic ordering are studied. Coexistence of local ferromag-
netic (FM) and polar states can be indicative of revealed multiferroic features in these 
strongly correlated systems at high temperature (above the room one). Complex tests of 
dielectric, structural, magnetic and transport properties of the Pr1–xCaxMnO3 (х = 0.15–0.3) 
system have been carried out in a wide temperature range. It is found that ferromagnetic 
and ferroelectric clusters coexist within the temperature area of ТС < T < T

*
. The tempera-

ture of nucleation of FM clusters T
*
 is almost fivefold of the Curie temperature of sponta-

neous FM ordering (ТС  140 K, T*  700 K). 

Keywords: magnetic inhomogeneities, charge inhomogeneities, ferromagnetic clusters, 
nucleation temperature, «temperature window», dielectric permittivity, dielectric loss tan-
gent, resistivity, specific magnetization, reversible magnetic susceptibility, multiferroics 

Fig. 1. Magnetic phase diagram of Pr1–xCaxMnO3 [10]. The concentration of Ca (0.15, 
0.25, 0.3) in the tested samples is indicated on x-axis 

Fig. 2. X-ray diffractograms of the Pr1–xCaxMnO3 compounds: а – х = 0.15, б – 0.25, в – 0.3 

Fig. 3. Temperature dependences of the real ε (а) and imaginary ε (б) components of 
dielectric permittivity and dielectric loss tangent tg (в) in Pr0.85Ca0.15MnO3 [23] under 
varied frequency f, Hz: ― – 102, --- – 10
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Fig. 4. Temperature dependence of the specific magnetization σ in magnetic field of B = 

= 0.86 T in Pr0.85Ca0.15MnO3 (I) and Pr0.7Ca0.3MnO3 (II): а – under heating; б – under 

heating (○) and cooling (■) 

Fig. 5. Quadratic dependence of specific magnetization in Pr1–xCaxMnO3 at varied x: а – 0.15, 
б – 0.25, в – 0.3 

Fig. 6. Temperature dependence of the reversible magnetic susceptibility χ–1 of the com-

pound at х = 0.15 [23]. Lines 1–4 are described in the text 

Fig. 7. Hysteresis loops of the samples of Pr0.85Ca0.15MnO3 (I) and Pr0.7Ca0.3MnO3 (II): at 

helium temperatures, K: I,а – 5.2, II,а – 6; at room temperatures, K: I,б – 292, II,б – 298 

Fig. 8. Temperature dependence of the resistivity in Pr0.7Ca0.3MnO3 [23] 
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СВЯЗЬ МЕЖДУ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ НЕСТАЦИОНАРНОСТИ  
ПРОЦЕССА ЗАРОЖДЕНИЯ КРИСТАЛЛОВ  
В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ СТЕКЛАХ 
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ГО ВПО «Донбасская национальная академия строительства и архитектуры», Макеевка 

Статья поступила в редакцию 6 сентября 2018 года 

Разработаны подходы для расчетной оценки показателя Аврами n и отношения 
характеристических времен нестационарности и кристаллизации Z, характери-
зующих степень отклонения процесса зарождения кристаллов от стационарного 
режима в стеклах, кристаллизация которых контролируется диффузией на грани-
це раздела. По результатам расчетов установлена численная связь между пара-
метрами n и Z, и на примере широко известного металлического стекла 
Fe40Ni40P14B6 по экспериментально определенным значениям показателя Аврами 
оценены значения характеристических времен нестационарности и кристаллиза-
ции. Установлено, что предложенный в работе новый упрощенный метод оценки 
характеристических времен применим для анализа кинетических кривых процесса 
кристаллизации с относительно высокой степенью нестационарности (n  6). 

Ключевые слова: кристаллизация стекла, нестационарное зарождение, показатель 
Аврами, параметр Z, характеристические времена нестационарности и кристаллизации 

Введение 

Экспериментально обнаруженное явление существенного повышения ря-
да физических свойств металлических стекол, обусловленное образованием 
в аморфной матрице наномасштабных кристаллов [1,2], послужило причи-
ной резкого возрастания интереса к разработке методов контролируемого 
формирования в этих материалах микроструктур с определенными значе-
ниями структурных параметров. Очевидно, что структурные параметры час-
тично и полностью закристаллизованных стекол зависят от соотношения 
скоростей зарождения и роста кристаллов, а следовательно, для разработки 
указанных методов требуется понимание фундаментальных закономернос-
тей этих процессов, протекающих в условиях, далеких от термодинамичес-
кого равновесия. Необходимо отметить, что кристаллизация стекол была 
объектом многочисленных и многолетних исследований, результаты кото-
рых обобщены в ряде обзоров и монографий (напр., [3–5]). Наиболее важ-
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ным результатом экспериментального изучения и теоретического анализа 
этого процесса оказалась установленная принципиальная возможность ис-
пользования классических теоретических моделей, разработанных для опи-
сания скоростей зарождения и роста кристаллов в расплавах при относи-
тельно малых переохлаждениях. 

Было также показано, что изменения доли закристаллизованного объема 
X(t) в большинстве металлических стекол удовлетворительно описываются 
кинетической моделью массовой кристаллизации, разработанной Колмого-
ровым [6], Джонсоном, Мэлом [7] и Аврами [8] (модель КДМА). С физи-
ческой точки зрения эта модель устанавливает связь между реальным за-
кристаллизованным объемом и так называемым расширенным объемом 

Xext(t), в котором не учитываются столкновения образующихся кристаллов: 

   ext1 expX t X   . В обобщенном виде для описания кинетики изотер-

мической кристаллизации уравнение КДМА может быть записано как 

   1 exp
n

X t Kt   
 

 [3] или    1 exp /
n

X t t    
 

 [9], где K – кинети-

ческая константа, зависящая от скоростей зарождения и роста кристаллов, 

τ = K
–1

 – некоторое характерное время кристаллизации, n – параметр (пока-

затель Аврами), характеризующий механизм кристаллизации. 
Еще один важный экспериментально установленный факт заключается в 

том, что в широком спектре металлических стекол, синтезированных до на-
стоящего времени, реализуются всего три механизма роста кристаллов: по-
лиморфный и эвтектический, контролируемые диффузией на межфазной 
границе, а также первичный, скорость которого зависит от объемной диффу-
зии [10]. Зародыши, объемная плотность которых определяет средний раз-
мер кристаллитов, могут формироваться как при затвердевании расплава 
(«закалочные» зародыши) [11], так и при нагреве по гомогенному механизму 
[12]. В последнем случае центры кристаллизации критического размера об-
разуются из гетерофазных флуктуаций, существующих в материнской (жид-
кой) фазе, при этом условием постоянства скорости зарождения (стационар-
ный режим) является наличие распределения флуктуаций по размерам, рав-
новесного для каждой температуры [3–5]. 

Ввиду того, что атомная структура стекла при комнатной температуре 
представляет собой структуру расплава, замороженного в некотором диапа-
зоне температур (стеклообразного перехода), а для установления стационар-
ного распределения флуктуаций при температуре изучения кристаллизации 
необходимо определенное время, скорость гомогенного зарождения крис-
таллов в стеклах в изотермических условиях может зависеть от времени. 
Действительно, экспериментальные оценки и анализ кинетики кристаллиза-
ции ряда металлических и оксидных стекол показали, что скорость зарожде-
ния в них кристаллов J является возрастающей функцией времени [13,14]. 
Очевидно, что в зависимости от характера изменений J(t) в процессе крис-
таллизации структурные параметры закристаллизованного стекла могут су-
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щественно изменяться, однако до настоящего времени закономерности не-
стационарного поведения скорости зарождения в стеклах и факторы, опре-
деляющие его характер, остаются практически неизученными. 

Одним из важных элементов анализа нестационарного поведения скорос-
ти зарождения является выбор параметра, характеризующего этот процесс. 
В частности, для кристаллизации, контролируемой диффузией на границе 
раздела фаз, в качестве индикатора нестационарной природы процесса за-
рождения может служить определенное по экспериментальной кинетиче-
ской кривой значение показателя Аврами n > 4 [3], что наблюдалось для ря-
да металлических стекол [9,13,15]. Параметр n оценивается просто, но его 
значение не связано непосредственно с параметрами процессов зарождения 
и роста кристаллов. С другой стороны, как показано в ряде работ [5,9,14], 
возрастание скорости зарождения наиболее адекватно описывается в рамках 
модели, предложенной в 1969 г. Д. Кэщиевым [16]. Эта модель содержит 

единственный параметр – характерное время нестационарности τns, значение 

которого определяется путем сопоставления расчетных данных с экспери-
ментальными оценками возрастания плотности центров кристаллизации [14] 

или доли закристаллизованного объема [9,13,17]. Оценки τns показали, что 

значения данного параметра для конкретных стекол снижаются с повыше-
нием температуры отжига. Эти изменения удовлетворительно аппроксими-
руются аррениусовской температурной зависимостью [13,14,17], однако аб-
солютные значения характерного времени нестационарности не отражают 
степень отклонения процесса зарождения от его стационарного состояния. 

Проведенные недавно экспериментальные исследования изотермической 

кристаллизации металлического стекла Fe40Ni40P14B6 свидетельствуют, что 

повышение температуры отжига от 617 до 662 K приводит к снижению по-
казателя Аврами n от 6.79 до 4.36 [17]. С другой стороны, анализ кинетичес-
ких кривых в рамках аналитической модели, представляющей собой комби-
нацию моделей КДМА и Кэщиева [9], показал [17], что единственный под-
гоночный параметр этой модели Z, равный отношению характерных времен 

нестационарности τns и кристаллизации τc, при повышении температуры от-

жига также снижается от 1.47 до 0.025. Полученный результат позволил 
предположить, что параметр Z может быть использован в качестве количест-
венной оценки степени нестационарности процесса кристаллизации. 

Очевидно, что параметр Z, базирующийся на временах τns и τc, имеет бо-

лее строгий физический смысл по сравнению с показателем Аврами. Но ве-
личина Z определяется путем подгонки экспериментальной кинетической 
кривой в рамках относительно громоздкой аналитической модели, вклю-
чающей в себя знакочередующийся ряд, выбор числа членов которого зави-
сит от степени нестационарности процесса зарождения [9]. Напротив, вели-
чина n находится просто как «среднее» значение наклона эксперименталь-
ной кинетической кривой X(t), аппроксимированной линейной функцией в 

координатах  ln ln 1 X     от ln t , однако, как отмечалось выше, значение 
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показателя Аврами не связано непосредственно с параметрами, определяю-
щими скорости зарождения и роста кристаллов. Из сказанного следует, что 
процедура анализа процесса кристаллизации стекол может быть упрощена, 
если будет установлена связь между значениями параметров Z и n, что и бы-
ло основной задачей настоящей работы. 

1. Экспериментальные результаты и аналитическая модель 

Для решения поставленной задачи в качестве экспериментальной базы 
была использована серия кинетических кривых изотермической кристалли-

зации металлического стекла Fe40Ni40P14B6, построенных по результатам 

измерений электрического сопротивления ленточных образцов при темпера-
турах в диапазоне 617–662 K. Методика приготовления лент с аморфной 
структурой толщиной 22 ± 1.2 μm путем спиннингования расплава и методы 
их исследований подробно описаны в работе [17]. Здесь мы лишь отметим, 
что отжиги проводили в соляных ваннах, что обеспечивало быстрый (3–5 s) 
прогрев образцов и предохраняло поверхность лент от окисления. 

 

   

                                а                                                                б 

Рис. 1. Изменения доли закристаллизованного объема X как функции времени t для 
металлического стекла Fe40Ni40P14B6 (а) при различных температурах T, K (1 – 617, 

2 – 633, 3 – 649, 4 – 662) и представление этих изменений в координатах Аврами (б). 

Штриховые линии – аппроксимация кривых X(t) в рамках модели КДМА, значения 

наклонов которых nlin приведены в табл. 1 

 
Построенные по измерениям электросопротивления кинетические кривые 

X(t) имели сигмоидальную форму (рис. 1), типичную для процесса кристал-
лизации по механизму зарождения и роста, контролируемого диффузией на 
границе раздела фаз, установленного для исследуемого стекла [9,12,17]. 
Кристаллизация по такому механизму должна описываться кинетическим 

уравнением КДМА в общем виде [9]: X(t) = 1 – exp[ – (t/τ)
4], где характе-

ристическое время кристаллизации  связано с величинами стационарной 
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скорости зарождения Js и роста U следующим соотношением: 

 
1/43/ 3c sJ U


     
 

. В таком случае кривые X(t), построенные в коор-

динатах  ln ln 1 X     от ln t , должны аппроксимироваться прямыми ли-

ниями с наклоном, равным 4. Действительно, зависимости, построенные для 
доли закристаллизованного объема от 0.1 до 0.9 [15,17], близки к линейным 

(рис. 1,б), однако наклоны аппроксимирующих прямых nlin лежат в диапазо-

не от 6.93 ± 0.05 при 617 K до 4.36 ± 0.03 при 662 K (табл. 1). 

Таблица 1 

Параметры, характеризующие нестационарный характер процесса зарожде-
ния в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6 при различных температурах 

fit
ns  [17] est

ns  fit
c  [17] est

c  
T, K nlin Z [17] tx, s n 

s 

617 6.93 ± 0.05 1.47 14730 6.79 ± 0.04 9630 8442 6545 7102 
619 6.59 ± 0.04 0.848 10165 6.63 ± 0.04 4793 4103 5652 5155 
623 6.62 ± 0.01 1.11 7251 6.6 ± 0.03 3981 3789 3574 3718 
633 6.32 ± 0.01 0.743 1726 6.32 ± 0.04 745 775 1002 964 
649 5.37 ± 0.02 0.233 360 5.36 ± 0.05 69 80 296 263 
662 4.36 ± 0.03 0.025 94 4.36 ± 0.03 2.5 4.3 101 83 

 
Ранее отмечалось, что значения показателя Аврами выше 4 служат инди-

катором возрастающей скорости зарождения [3] и, как показано в работах 
[9,17], приведенные на рис. 1 кинетические кривые кристаллизации стекла 

Fe40Ni40P14B6 строго аппроксимируются уравнением, учитывающим возрас-

тание скорости зарождения по модели Кэщиева [16]: 

       2
ns ns

1

1 2 1 exp
m

s
m

J t J T m t




 
     

  
                         (1) 

в модели Колмогорова: 

    ext1 expX X     .                                     (2) 

Здесь 
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 , 

где  – безразмерное время ( = t/ns). 
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Проведенная в работе [17] подгонка экспериментальных кинетических 

кривых в рамках уравнений (1) и (2) позволила определить значения ns, c и 

Z (табл. 1), характер изменений которых совпадает с характером изменений 
показателя Аврами. Однако последний не содержится в явном виде в кине-
тическом уравнении (2), и, следовательно, для установления связи между 
значениями n и Z необходим дополнительный анализ кинетики процесса 
кристаллизации. 

2. Оценки характеристик отклонения процесса зарождения  
от стационарного режима 

На первом этапе анализа были установлены связи между временами θ на 
различных этапах превращения и параметром Z. Как правило, процесс крис-
таллизации стекол анализируется в ограниченном диапазоне X (обычно не 
превышающем 0.1–0.9) [15,17], что связано с особенностями эксперимен-

тальных методик. Поэтому значения θ0.1 и θ0.9 в зависимости от параметра Z 

определяли с использованием уравнения (2). Дополнительно рассчитывали 

значения практически важного времени θx, соответствующие времени мак-

симума скорости кристаллизации. Значения θx определяли как решение сле-

дующего уравнения: 

  
222

ext ext
ext2 2

d dd
exp 0

dd d
x x

x
X XX

X

 

  
           

.                (3) 

Подстановка (2) в (3) привела к уравнению 
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 ,          (4) 

численное решение которого дало значения θx. Расчеты (рис. 2), проведен-

ные для широкого диапазона значений Z (10
–3

–10
2
), показали, что величины 

θ0.1, θx и θ0.9 убывают с ростом Z, при этом относительная длительность 

процесса кристаллизации (θ0.9 – θ0.1)/θ0.1 существенно уменьшается (от 1.16 

до 0.24), что обусловлено значительным повышением скорости зарождения. 

Как видно из рис. 2, расчетная кривая θx(Z) лежит между кривыми θ0.9(Z) и 

θ0.1(Z) и хорошо согласуется с экспериментально найденными величинами θx. 

На втором этапе анализа установлена связь между значениями показателя 

Аврами n и характеристическим временем θx. Для этого определяли локаль-
ные значения n как производные функции    tXY  1lnln  по логарифму 

времени (u = ln(t)): 
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Подставляя явное выражение для расширенного объема из уравнения (2), 
получим 
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Рис. 2. Зависимость безразмерных времен, характеризующих кинетику кристалли-
зации, от параметра Z: 1, 2 и 3 – соответственно времена θ0.1, θx и θ0.9; точки – зна-

чения θx, определенные по экспериментальным кривым X(t) 
 

Рис. 3. Локальные значения показателя Аврами, рассчитанные по уравнению (6) в 

зависимости от безразмерного времени 

 
Из уравнения (6) видно, что показатель Аврами в явном виде не связан с 

параметром нестационарности Z, а сама зависимость n(θ) (рис. 3) носит уни-
версальный характер («master curve»). С другой стороны, поскольку процесс 
кристаллизации анализируется в определенном диапазоне долей превращен-
ного объема, это обусловливает неявную зависимость n от Z в силу зависи-

мости θ0.1 и θ0.9 от Z. Учитывая указанное обстоятельство, для характерис-

тики процесса кристаллизации в заданном диапазоне значений X можно ис-
пользовать величину среднего показателя Аврами, рассчитанного из соот-
ношения 
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Результаты расчетов показателя Аврами в моменты времени θ0.1, θ0.9 и θx 

по уравнениям (2) и (6) в зависимости от параметра Z приведены в табл. 2 и 
представлены графически на рис. 4. Как видно из рисунка, расчетная зави-

симость n от Z оказалась близка к n(θx). Кроме того, значения показателей 

n на всех этапах превращения, а также различия между n(θ0.1) и n(θ0.9) воз-

растают с увеличением параметра Z, т.е. с повышением степени отклонения 
процесса зарождения от стационарного режима. Примечательно, что для од-
ной и той же величины Z значения n(θ) снижаются по мере увеличения θ, 
что свидетельствует о монотонном уменьшении локального показателя Ав-
рами в процессе кристаллизации с нестационарной (возрастающей) скоро-
стью зарождения. 

Таблица 2 
Связь между параметрами, характеризующими кинетику кристаллизации  

металлических стекол и нестационарный характер зарождения 

ns / cZ     n x n(x) ns / cZ     n x n(x) 

10–3 4.008 932.25 4.007 3.5 8.3463 0.97111 8.1461 
0.0025 4.02 373.88 4.0176 3.75 8.4585 0.93919 8.2549 
0.005 4.0397 187.76 4.035 4 8.5648 0.91065 8.358 

0.0075 4.0592 125.72 4.0522 4.25 8.6658 0.88493 8.4561 
0.01 4.0784 94.691 4.0692 4.5 8.7621 0.86161 8.5496 

0.025 4.1886 38.834 4.1676 4.75 8.8541 0.84034 8.639 
0.05 4.3545 20.187 4.3182 5 8.9422 0.82085 8.7246 

0.0625 4.3876 16.448 4.3876 5.5 9.1082 0.78629 8.8859 
0.075 4.5012 13.951 4.4536 6 9.2621 0.75653 9.0355 

0.0875 4.5685 12.162 4.5162 6.5 9.4056 0.73056 9.1752 
0.1 4.6322 10.817 4.5759 7 9.5403 0.70764 9.3063 

0.175 4.9562 6.7447 4.8822 7.5 9.6671 0.68722 9.4297 
0.25 5.2118 5.0784 5.1257 8 9.787 0.66889 9.5465 

0.375 5.5491 3.743 5.4484 8.5 9.9007 0.65232 9.6573 
0.5 5.8191 3.0492 5.7073 9 10.009 0.63723 9.7628 

0.625 6.0465 2.6182 5.9256 9.5 10.112 0.62342 9.8634 
0.75 6.244 2.3215 6.1155 10 10.211 0.61073 9.9596 

0.875 6.4195 2.1032 6.2842 11 10.396 0.58813 10.14 
1 6.5777 1.935 6.4365 12 10.568 0.56856 10.308 

1.125 6.7221 1.8008 6.5756 13 10.727 0.5514 10.464 
1.25 6.8551 1.6908 6.7039 14 10.877 0.53619 10.609 

1.375 6.9786 1.5988 6.8227 15 11.017 0.52259 10.746 
1.5 7.0939 1.5205 6.9343 16 11.149 0.51033 10.876 

1.625 7.2022 1.4529 7.0386 17 11.275 0.4992 10.999 
1.75 7.3044 1.3938 7.1371 18 11.394 0.48904 11.115 

1.875 7.4011 1.3417 7.2303 19 11.507 0.47971 11.226 
2 7.4929 1.2952 7.3197 20 11.616 0.47111 11.332 

2.25 7.6641 1.2159 7.4853 25 12.095 0.43629 11.801 
2.5 7.8211 1.1504 7.6372 50 13.66 0.35015 13.336 
2.75 7.9662 1.0953 7.7777 75 14.625 0.31149 14.285 

3 8.1012 1.0481 7.9084 100 15.33 0.28802 14.979 
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Приведенные на рис. 4 зависимости n(θ) получены расчетным путем, по-

этому представлялось интересным сравнить значения nlin, оцененные по 

экспериментальным кривым X(t) (см. рис. 1,а), со значениями n, рассчи-
танными для значений Z, полученных подгонкой. Сравнительный анализ, 
результаты которого приведены в табл. 1 и на рис. 5, показал, что значения 

nlin и n близки по величине. 

 

   

Рис. 4. Расчетные зависимости показателей Аврами n от параметра нестационар-
ности Z в различные моменты времени: 1 – θ0.1, 2 – θ0.9, 3 – θx; штриховой линией 

показаны значения n 
 

Рис. 5. Расчетная зависимость параметра Z от n (штриховая линия), построенная 
по данным табл. 1. Точками показаны значения Z, оцененные по наклонам nlin 

 

Установленные корреляции между параметрами Z и nlin (рис. 5) и между 

θx и Z (см. рис. 2) позволяют оценить времена τns и τc без процедуры подгон-

ки, используя две характеристики экспериментальных кинетических кривых 

X(t) – показатель Аврами nlin и время, соответствующее максимуму скорости 

превращения tx. Для удобства проведения такого рода оценок представлен-

ные на рис. 2 и 6 расчетные кривые были протабулированы (см. табл. 2) с 
переменным шагом по параметру Z. Оцененные по значениям nlin величины 
параметра Z, а также характеристических времен нестационарности est

ns  и 

кристаллизации est
c  отличались от соответствующих значений, полученных 

подгонкой кинетических кривых τ
fit

 [17] (см. рис. 5, табл. 1). Но, как можно 

видеть из рис. 6, различия между значениями, полученными различными 
методами, существенно меньше для кинетических кривых с n > 6. 

Это означает, что предложенная в настоящей работе упрощенная методи-

ка оценки параметров, определяющих термическую устойчивость τc и ха-

рактер процесса зарождения τns, корректна для процессов формирования 

кристаллов, скорость зарождения которых значительно ниже стационарной. 
С другой стороны, оценки, проведенные в работе, показали, что влияние не-
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стационарного характера зарождения на кинетику кристаллизации может 
быть проигнорировано для Z  0.1 (n  4.6), поскольку в этом случае ско-
рость зарождения достигает стационарного значения при доле превращенно-
го объема (X ~ 0.01), соответствующей времени начала кристаллизации. 

 

 
Рис. 6. Относительная разность между характеристическими временами нестацио-

нарности τns (▲) и кристаллизации τc (●), определенными путем подгонки экспери-

ментальных кинетических кривых (fit) [17] и оцененными по значениям показателя 
Аврами и времени tx, соответствующего максимуму скорости кристаллизации (est). 

Штриховые линии проведены для лучшей визуализации 

 
В заключение отметим, что результаты анализа закономерностей неста-

ционарного характера скорости зарождения кристаллов, проведенного на 

примере металлического стекла Fe40Ni40P14B6, носят универсальный характер 

и непосредственно применимы к широкому кругу металлических стекол, рост 
кристаллов в которых контролируется диффузией на межфазной границе (по-
лиморфный и эвтектический рост). Для анализа процесса первичной кристал-
лизации, включающей диффузионно-контролируемый рост кристаллов, необ-
ходима разработка более сложной модели, учитывающей не только возмож-

ное увеличение скорости зарождения, но и торможение процессов зарожде-
ния и роста кристаллов, обусловленное изменением состава матричной фазы. 

Выводы 

В рамках аналитической модели, описывающей кинетику изотермической 
кристаллизации стекла по механизму зарождения и роста, контролируемого 
диффузией на межфазной границе, рассчитаны зависимости между парамет-
рами, характеризующими степень отклонения скорости зарождения от ста-

ционарного значения (показателем Аврами n, параметром Z = τns /τc и без-

размерным временем процесса θ = t/τns). 
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Проведены расчеты значений локальных (на начальной и конечной ста-

диях превращения, а также в момент времени x, соответствующий макси-

муму скорости кристаллизации) и среднего показателей Аврами и установ-
лено, что все они являются возрастающими функциями параметра Z. При 

этом значения среднего показателя Аврами n и n(x) оказались близки. 

Для серии экспериментальных кинетических кривых изотермической 

кристаллизации металлического стекла Fe40Ni40P14B6 в диапазоне темпера-

тур 617–662 K определены средние значения показателя Аврами nlin и вре-

мен tx, соответствующих максимуму скорости превращения. Установлено, 

что при повышении температуры отжига они снижаются соответственно от 
6.93 до 4.36 и от 14730 до 94 s. 

С использованием рассчитанных в работе связей между параметрами n и 

Z по экспериментальным значениям nlin и tx были определены величины па-

раметра Z и характеристических времен нестационарности и кристаллиза-
ции. Установлено, что отличия значений характеристических времен от зна-
чений, полученных подгонкой кинетических кривых, уменьшаются при уве-
личении степени нестационарности скорости зарождения и для кривых X(t) с 
n  6 лежат в пределах 1–6%. Это позволяет использовать предложенный в 
работе подход для количественных оценок скоростей зарождения и роста. 
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S.V. Vasiliev, V.I. Parfeniy, T.V. Tsvetkov, V.I. Tkatch 

RELATION BETWEEN THE CHARACTERISTICS  
OF TRANSIENT BEHAVIOR OF THE CRYSTAL  
NUCLEATION IN METAL GLASSES 

The approaches for calculated estimations of the Avrami exponent n and the ratio of the 
characteristic time of transiency and crystallization, Z, have been developed. The ratio 
characterizes the deviation of the crystal nucleation from a stationary mode in the glasses 
where crystallization is controlled by diffusion at the interface. As a result, the numerical 
relationship between n and Z has been established. The characteristic times of transiency 
and crystallization were estimated from the experimentally determined values of the 
Avrami exponent in the well-known Fe40Ni40P14B6 metallic glass. It has been found that 
the proposed new simplified method for evaluation of the characteristic time is applicable 
for analysis of the kinetic curves for crystallization characterized by a relatively high de-
gree of non-stationarity (n  6). 

Keywords: glass crystallization, transient nucleation, Avrami exponent, parameter Z, 
characteristic time of transiency and crystallization  

Fig. 1. Time dependence of the fraction of the crystallized volume X(t) in the 
Fe40Ni40P14B6 metal glass (а) at varied temperature T, K (1 – 617, 2 – 633, 3 – 649, 
4 – 662) K (4) and representation of the time dependence in Avrami coordinates (б). 
Dashed line is approximation of the X(t) curves within the frameworks of КDМА model; 
the values of the curve slope nlin are listed in Table 1 

Fig. 2. Dimensionless time that characterizes crystallization kinetics vs Z: numbers 1, 2 
and 3 mark time θ0.1, θx and θ0.9, respectively; points mark the values of θx derived from 
experimental curves X(t) 

Fig. 3. Local values of Avrami exponent calculated by equation (6) with respect to the 
dimensionless time 

Fig. 4. Calculated Avrami exponent n vs parameter of transiency Z at varied time: 1 – 
θ0.1, 2 – θ0.9, 3 – θx; the dashed line marks the values of n 

Fig. 5. Calculated dependence of Z on n (dashed line) plotted by the data of Table 1. 
The values of Z estimated by slopes nlin are marked with dots 

Fig. 6. Relative difference of the characteristic time of transiency τns (▲) and the time of 

crystallization τc (●) derived by fitting of the experimental kinetic curves (fit) [17] and 
estimated by Avrami exponents and time tx associated with the maximum crystallization 
rate (est). Dashed lines are drawn for better visualization 
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О ТОЧНОСТИ ОЦЕНКИ ТОЛЩИНЫ ЭПИТАКСИАЛЬНЫХ ПЛЕНОК 

La0.7Sr0.3MnO3– ПО SEM-ИЗОБРАЖЕНИЮ ПОПЕРЕЧНОГО СКОЛА 

ПЛЕНОЧНЫХ СТРУКТУР 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 12 ноября 2018 года 

С использованием серии тонких эпитаксиальных пленок La0.7Sr0.3MnO3– (LSMO), из-
готовленных магнетронным методом, изучены особенности и недостатки метода 
контроля толщины пленок по изображению поперечного скола пленочных структур, 
полученного с помощью электронного микроскопа JSM-6490 LV. Установлено, что 
достаточно высокое пространственное разрешение изображений не позволяет реа-
лизовать приемлемую точность контроля толщины по причине отсутствия резкого 
контраста между изображениями участков пленки и подложки. Показано, что для 
контроля наноразмерных толщин пленок более перспективным является разраба-
тываемый нами косвенный метод, основанный на анализе данных по относитель-
ному содержанию катионного состава материала пленки в пленочной структуре. 

Ключевые слова: эпитаксиальные пленки, легированные манганиты, сканирую-
щий электронный микроскоп, гравиметрический метод, энергодисперсионный 
спектрометр, наноразмерная толщина 
 

Известно, что толщина пленок является одним из ключевых параметров 
для количественных характеристик физических явлений в пленочных струк-
турах, включая характеристики электронного и диффузионного транспорта, 
оптических, тепловых и магнитных эффектов. К прямым методам мы отно-
сим метод контроля толщины по SEM-изображению поперечного скола пле-
ночных структур [1], причем, исходя из пространственного разрешения 
электронного микроскопа JSM-6490 LV фирмы JEOL (< 10 nm), точность 
измерений должна быть достаточно высокой. Однако на практике успешно 
реализовать эту возможность не всегда удается. В настоящей работе мы 
описываем особенности и недостатки данного метода. 

Как было описано нами ранее в работе [1], на SEM-изображениях попе-
речного скола пленочной структуры (рис. 1,а, [1]) и поверхности пленочной 
структуры с механическим повреждением пленки (рис. 1,б) положение ин-
терфейса визуально можно определить по контрасту участков изображения 
светлое/темное. В то же время ясно, что SEM-изображение, полученное в 
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режиме вторичных электронов, не обеспечивает контраста, связанного с 
атомным составом или структурой материалов пленки и подложки, а в ос-
новном характеризует пространственный рельеф изучаемой поверхности. 
Можно предположить, что при существенном различии механических 
свойств материалов пленки и подложки рельеф будет иметь особенность на 
интерфейсе пленка–подложка, по положению которого можно определить 
толщину пленки, поскольку положение внешней поверхности пленочной 
структуры контролируется хорошо. 

Для проверки реализуемости та-
кой возможности методом магне-
тронного распыления мишени мы 
изготовили серию LSMO-пленок 
на монокристаллических подлож-

ках NdGaO3 с разным временем 

экспозиции. Режим нанесения пле-
нок соответствовал эпитаксиаль-
ному росту пленочных слоев [2,3], 
т.е. температуру подложки поддер-
живали на уровне 600C, а мощ-
ность питания магнетрона была 
равна 30 W. Размер подложек при-
мерно равен 1151 mm. Пленку 
наносили через маску с таким рас-
четом, чтобы материал пленки не 
попадал на боковые поверхности подложки, что необходимо для предотвра-
щения дополнительной ошибки при оценке толщины пленки гравиметричес-
ким методом. Кроме этого, предварительно в подложках с тыльной стороны 
были сделаны тонкие пропилы (примерно на половину ее толщины) с целью 
обеспечить максимально ровный скол пленочной структуры. Механический 
разлом пленочных структур осуществляли при температуре жидкого азота. 

На рис. 1 приведен результат измерений толщины пленок двумя метода-
ми – гравиметрическим и по изображению поперечного скола пленочной 
структуры. Для получения четкого SEM-изображения торец пленочной 
структуры покрывали тонким слоем графита, который предотвращал скоп-
ление заряда на участке диэлектрической подложки при облучении ее элек-
тронным пучком. 

Гравиметрические измерения проводили с помощью весов с цифровым 
дисплеем «Ohaus Analytical plus» (Швейцария), позволяющих контролиро-

вать пять знаков (10
–5

 g). Как видим, точность измерений толщины грави-

метрическим методом невелика – при указанном выше размере пленок она 
составляет примерно 40 nm. Тем не менее отклонение данных измерения 
толщины прямым методом (казалось бы, значительно более точным) сущес-
твенно превышает погрешность при времени экспозиции t = 120 min и нахо-

Рис. 1. Результат измерений толщины 

пленок гравиметрическим методом (○) и 

по изображению поперечного скола пле-

ночной структуры () 
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дится на пределе отклонения при t = 60 и 30 min. При относительно малых 
(t < 30 min) промежутках времени нанесения пленок данные по оценке их 
толщины изменяются нелинейно и немонотонно, что свидетельствует либо о 
нестабильной скорости роста толщины при магнетронном распылении ми-
шени, либо об ошибочном определении положения интерфейса на SEM-изо-
бражении пленочной структуры. 

Следует отметить, что керамическая мишень La0.7Sr0.3MnO3– механичес-

ки достаточно прочная и при соблюдении стабильных условий распыления 
мишени резких и значительных изменений скорости роста пленки ранее нами 
не наблюдалось. Тем не менее в данном случае необходима дополнительная 
проверка, которую мы осуществили с помощью косвенных характеристик для 
контроля толщины пленок. 

Изменения относительного со-
става катионов пленки и подложки 
для пленочных структур с различ-
ным временем экспозиции показа-
ны на рис. 2. Измерения проведе-
ны с помощью энергодисперсион-
ного спектрометра INCA Energy 
350, входящего в состав электрон-
ного микроскопа JSM-6490 LV. В 
случае пленочных структур, пред-
ставляющих собой нанотолщин-
ную пленку на относительно толс-
той подложке, спектрометр дает 
информацию об элементном со-
ставе и пленки, и подложки. В 
цифровом отчете спектрометра 
суммарное содержание атомов нормируется на 100%. В результате при из-
мерении атомного состава структур с пленками разной толщины соотноше-
ние концентраций атомов пленки и подложки изменяется. Этот факт отме-
чался нами ранее [1]. 

Как видно на рис. 2, относительное содержание катионного состава плен-
ки линейно растет с увеличением времени экспозиции (времени роста плен-
ки) при линейном убывании содержания катионов подложки. Это можно 
считать надежным свидетельством постоянства скорости роста пленки во 
время их нанесения. 

Таким образом, следует заключить, что немонотонность зависимости d(t) 
на рис. 1 и разброс данных измерения толщины пленки прямым методом 
вызваны неточностью определения положения интерфейса пленка–под-
ложка на SEM-изображении торца пленочной структуры. Иными словами, 
несмотря на достаточно высокое разрешение SEM-изображения точность 
контроля оказывается низкой. 

Рис. 2. Изменения суммарного катионно-
го состава элементов пленки Cf и подлож-

ки Cs в зависимости от времени нанесения 

пленок магнетронным методом 
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Возникает вопрос, можно ли повысить точность контроля толщины пленки 
прямым методом? Поскольку получаемое SEM-изображение содержит ин-
формацию в основном о рельефе изучаемой поверхности, следует обратить 
внимание на механическую, химическую или комбинированную полировку 
боковой поверхности пленочной структуры, хотя в случае эпитаксиальной 
пленки гарантировать успех нельзя. В нашем случае эпитаксиальные пленки 
имеют близкую кристаллическую структуру и, по-видимому, не сильно раз-
личающиеся механические характеристики. Поэтому сделать скол пленочной 
структуры, на котором бы четко проявлялся интерфейс, не удается. Можно 
попытаться использовать различие проводимости пленки и подложки. Дейст-
вительно, на рис. 1,б работы [1] наблюдается сильный контраст пленки и под-
ложки. Если он действительно отражает не только разную ориентацию по-
верхностей (горизонтальную и вертикальную по отношению к поверхности 
пленки), но и разную проводимость пленки и подложки, то эту возможность 
следует использовать, причем проводимость пленки можно дополнительно 
увеличить за счет повышения кислородного содержания LSMO-пленки [4.5]. 

Отметим, что контроль различия атомного состава на боковой поверхно-
сти пленочной структуры с помощью измерительных возможностей SEM не 
дает положительного результата. Дело в том, что область с возбужденным 
состоянием вещества под действием электронного пучка характеризуется 
микроскопическими размерами (1–5 m шириной и до 10 m в глубину от 
поверхности). Поэтому контроль состава с наноразмерным пространствен-
ным разрешением невозможен. 

Таким образом, наиболее высокую точность контроля толщины тонких 
пленок можно ожидать при использовании разрабатываемого нами косвен-
ного метода, характеризующего этот параметр по изменению относительно-
го катионного состава элементов пленки и подложки. 
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Yu.M. Nikolaenko, V.V. Burkhovetskii, A.S. Korneevets, N.B. Efros, I.Yu. Reshidova 
 
ON ACCURACY OF ESTIMATION OF THE THICKNESS OF THE  

La0.7Sr0.3MnO3– EPITAXIAL FILMS BY SEM IMAGES  

OF THE TRANSVERSAL CHIPPING OF FILM STRUCTURES 

The features and drawbacks of the method of the film thickness control by the SEM 
(JSM-6490 LV) image of a transversal chipping of film structures has been investigated 

for the series of thin epitaxial films of La0.7Sr0.3MnO3– (LSMO) produced by magnetron 
sputtering. We have revealed that high spatial resolution of the SEM images is insuffi-
cient to provide acceptable accuracy of the film thickness control, because a sharp con-
trast at the film – substrate interface is absent. It is shown that an indirect method based 
on the analysis of data about the relative content of the cationic composition of the film 
material in the film structure, is more promising for the quantitative control of nanosized 
film thickness. 

Keywords: epitaxial films, doped manganites, scanning electron microscope, gravimetric 
method, energy dispersive spectrometer, nanoscale thickness 

Fig. 1. The result of the film thickness estimation by the gravimetric method (○) and by 
the SEM image of the cross-section of the structure () 

Fig. 2. The deposition time dependence of the total cationic content of the film Cf and the 

substrate Cs 
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ПРИМЕНЕНИЕ ИСЧИСЛЕНИЯ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВНЕШНИХ ФОРМ В ТЕРМОДИНАМИКЕ.  
II. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СООТНОШЕНИЙ МЕЖДУ  
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ НА ОСНОВЕ  
ИСЧИСЛЕНИЯ ВНЕШНИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ФОРМ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 18 сентября 2018 года 

В рамках термодинамических концепций продемонстрированы принципы и эффек-
тивность аппарата внешних дифференциальных форм. Представлены новые, не-
стандартные способы решения задачи по установлению связей между термоди-
намическими коэффициентами, характеризующими свойства среды. Показано, 
что используемая методология способствует углубленному пониманию сути ре-
шаемой проблемы. Продемонстрирована универсальность такого математичес-
кого аппарата, как внешние дифференциальные формы. Данная методология по-
зволяет более глубоко и с другой точки зрения взглянуть на такое понятие, как 
векторное пространство. Показано, что используемая математическая термино-
логия открывает не менее широкие перспективы для решения поставленных задач, 
чем обычно применяемое исчисление дифференциальных форм, как в рассматри-
ваемой физической дисциплине, так и в других областях физики. 

Ключевые слова: стандартные дифференциальные формы, внешние дифференци-
альные формы, термодинамические потенциалы, термодинамические коэффициен-
ты, соотношения Максвелла, метод якобианов 

Введение 

Исчисление внешних дифференциальных форм, созданное в начале XX в. 
Э. Картаном (см., напр., [1–3]), – один из наиболее фундаментальных и вме-
сте с тем простой, мобильный в применении и плодотворный математичес-
кий метод в дифференциальной геометрии и ее приложениях в физике [1–8]. 
Универсальность понятий и методологическая простота являются фактором, 
подтверждающим фундаментальность теории дифференциальных форм. 
Одно из направлений исчисления этой теории дифференциальных форм – 
внешние дифференциальные формы – в своей основе представляют собой 
математические конструкции не менее (если не более) фундаментального 
характера (прил. 1, 2), чем такие традиционные инструменты математичес-
кой физики, как стандартное векторное, прямое дифференциальное, инте-
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гральное исчисления, являющиеся фундаментом современного математичес-
кого аппарата в теоретической физике. По мнению многих специалистов в 
области математики и физики [1–8], при использовании этих дифференци-
альных форм в фундаментальной физике геометрические образы дифферен-
циального исчисления приобретают более глубокий смысл. Мы полностью 
солидарны с таким мнением. 

Многие тепловые, механические, магнитные и электрические свойства ве-
ществ, имеющих моно- или поливариантную структуру, достаточно удовле-
творительно описываются на языке термодинамики. Данным путем, с исполь-
зованием обычного аппарата дифференциальных форм, были объяснены мно-
гие макроскопические свойства вещества. В этом контексте термодинамичес-
кий подход оказался успешен как с фундаментальной, так и с прикладной то-
чек зрения. На данном фоне стандартного термодинамического языка широко 
использовалась методология пфаффовых форм [9–14] (прил. 2). 

В то же время многие фундаментальные проблемы физики, включая и 
термодинамику, не находят должного объяснения из-за ограничений, зало-

женных в традиционном математическом аппарате. Нам представляется, что 
применение исчисления внешних дифференциальных форм позволит рас-
ширить сферу использования термодинамического языка, даст возможность 
по-новому взглянуть на стандартные соотношения и рассматривать их на 
более глубоком научном уровне. 

Мотивация написания данной статьи обусловлена стремлением использо-
вать методологию аппарата внешних дифференциальных форм для система-
тизации уже известных результатов и получения новых. С одной стороны, ис-
пользование этой математической дисциплины, по нашему мнению, будет 
способствовать более глубокому восприятию такой, казалось бы, уже давно 
апробированной области физики, как термодинамика. С другой стороны, за-
дачей настоящей работы является не просто применение исчисления внешних 
дифференциальных форм с целью установления уже достаточно известных 
равенств на новом математическом базисе, но и получение новым методом 
важных соотношений, крайне редко либо вообще не встречавшихся в литера-
туре. Кроме того, используемая методология позволит исследователям позна-
комиться с широкими возможностями данной математической дисциплины, 
которая демонстрирует фундаментальность природы векторного анализа. 

Следуя терминологии, принятой в [11,12,15–18], термодинамические про-

изводные (они же функции) будем определять как (∂λ/∂μ)ν, где , ,  в каж-

дом конкретном случае соответствуют одной из переменных четырехмерно-

го R
4
 многообразия термодинамических величин (P,V,T,S). Из последних 

выделяют обобщенные термодинамические силы (T,P) (интенсивные пара-
метры) и обобщенные термодинамические координаты (V,S) (экстенсивные, 
или аддитивные, параметры). Подчеркнем, что термодинамические коэффи-
циенты (выраженные через термодинамические функции) [11,12], характе-
ризуя определенные тепловые и механические свойства вещества (газа, кон-
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денсированной среды), для простых систем (идеальный газ, однокомпонент-
ные системы) удовлетворяют соотношениям, вполне согласующимся с экс-
периментом. В то же время для сложных многокомпонентных систем к та-
ким соотношениям следует относиться более критично. Однако, как показы-
вает практика, эти соотношения позволяют верно уловить тенденции пове-
дения сложноорганизованного (структурно и по химическому составу) ве-
щества при изменении различных внешних и внутренних параметров. Кроме 
того, использование термодинамических переменных и определяемых через 
них производных и термодинамических коэффициентов дает возможность 
судить об устойчивости фазового состояния системы. Более того, связи меж-
ду ними позволяют оценить кооперативный характер микро- и макроскопи-
ки сложной системы. 

Отметим, что в данной работе, как и в предыдущих [5–7], при определе-
нии термодинамических коэффициентов, характеризующих термические и 
механические свойства системы, мы придерживаемся терминологии, приня-
той в [11,12]. 

1. Применение внешних дифференциальных форм в термодинамике 

Запишем в терминологии внешних дифференциальных форм соотноше-
ние, обобщающее первый и второй законы термодинамики в наиболее ши-
роком представлении [5–7,11–15]: 

1

d d d
n

i i
i

T S U A a


    .                                            (1) 

Уравнение (1) является комбинацией 1-форм (прил. 1, 2) [1,2,5–7]. 
Соответствующие 1-формы являются внешними дифференциалами тер-

модинамических функций (0-форм) – энтропии S, внутренней энергии U и 

обобщенных координат ai. В контексте данной методологии температура T и 

обобщенные силы Ai также являются 0-формами (функциями от соответст-

вующих переменных). 
Проиллюстрируем применение соотношения (1) для простейшего случая, 

когда A = P (давление), a = V (объем). 
Подействуем на формулу (1) оператором внешнего дифференцирования, 

учитывая замкнутость функции U (т.е. 2d 0U  ) [1,2,5–7], а также свойства 

оператора d  и операции   (прил. 1). В результате на многообразии пере-

менных (T,S,P,V), принадлежащих пространству R
4
, получим основное урав-

нение термодинамики в представлении внешних дифференциальных 2-форм: 

d d d dT S P V      .                                          (2) 

Соотношение (2) объединяет формы, которые характеризуют упругие и 
тепловые свойства системы. Данное уравнение позволяет получить соотно-

шения между термодинамическими коэффициентами, легко проверяемые в 
эксперименте. 
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В частности, применим уравнение (2) к системе, в которой за независи-
мые переменные взяты (T,V). Согласно стандартной схеме полагаем, что ве-
личины ( , )P P T V , ( , )S S T V  будут функциями (зависимые переменные), 

которые автоматически являются 0-формами. Их внешние дифференциалы 
(1-формы) принимают вид 

d d d
V T

P P
P T V

T V

    
    

    
   ,   d d d

V T

S S
S T V

T V

    
    

    
   .            (3) 

Подставляя (3) в (2) и выполняя простые алгебраические действия, учиты-

вающие свойства операторов d  и   (см. прил. 1 и [1,2,5–7]), получаем из-

вестное равенство 

T V

S P

V T

    
   

    
,                                         (4) 

которое в традиционной термодинамике называется соотношением Мак-
свелла (прил. 2.1) [11–13,16]. Уравнение (4) методом якобианов (прил. 2.1) 
может быть сведено к равенствам 

( , )
1,

( , )

( , )
1.

( , )

T S

P V

P V

T S











                                              (5) 

Эти соотношения являются «взаимно обратными». В литературе иногда 
(например, в [12]) их называют калибровочными соотношениями. Они вы-
полняются только в случае отличия от нуля правой и левой частей в (4). В 
прил. 2.1 показано, что вид калибровочного соотношения (5) зависит от то-
го, какую из частей равенства (4) мы принимаем за делимое, а какую – за 
делитель, т.е. от направления перехода от одних переменных к другим. 

В принципе, число комбинаций независимых переменных из рассматри-

ваемого пространства R
4
 равно шести: ( ,T S ), ( ,T P ), ( ,V S ), ( ,V P ), ( ,P S ), 

( ,T V ). При этом четыре из них состоят из переменных, являющихся аргу-

ментами используемых в термодинамике характеристических функций (по-
тенциалов): внутренней энергии, энтальпии, свободной энергии Гельмголь-
ца, потенциала Гиббса (прил. 2.1) [11,12]. Вследствие такого выбора пере-
менных конечным результатом наших вычислений будут соответствующие 
соотношения Максвелла. Нетрудно убедиться, что все они связаны калибро-
вочными соотношениями (5) (прил. 2.1). 

В этом контексте докажем одно из соотношений (5), опираясь на 2-форму 

d dT S  . Рассмотрим вначале переход ( , ) ( , )T S P V . Тогда независимыми 

переменными будут считаться V и P, а T, S – функциями от них. Проведем 
вычисления: 
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d d d ( , ) d ( , )T S T P V S P V      = d d d d
P V P V

T T S S
V P V P

V P V P

             
            

             

     = 

= 
( , )

d d d d
( , )V P P V

T S T S T S
P V P V

P V V P P V

            
           

            

    .         (6) 

Сравнивая уравнения (6) и (2), видим, что якобиан перехода от перемен-
ных (T,S) к (P,V) в равновесной системе равен единице, т.е. выполняется од-
но из калибровочных соотношений (5). 

Если теперь за независимые переменные взять (T,S), (иными словами, 
рассмотреть переход ( , ) ( , )P V T S ), то, исходя из вышеуказанной мето-

дологии, следует считать функциями другие переменные: ( , )P P T S , 

( , )V V T S . Опираясь на внешние дифференциалы  d / d / d
T S

P P S S P T T        

 d / d / d
T S

P P S S P T T        ,    d / d / d
T S

V V S S V T T        , после стандартных пре-

образований 2-формы вида d dP V   приходим к равенству 

d d dP dV T S     d d dP dV T S   V 
( , )

d d d
( , )

P V
P dV T S

T S


  


    .                                       (7) 

Сравнивая уравнения (7) и (2), получаем одно из калибровочных соотно-
шений (5): 

( , )
1

( , )

P V

T S





.                                                (8) 

Методика исчисления внешних дифференциальных форм позволяет, не 
прибегая к терминологии термодинамических потенциалов, рассматривать 
все возможные выборы пар переменных. Перебирая таким образом пары пе-
реходов от одних переменных к другим: ( , ) ( , )P S T V  и т.д., приходим к 

соответствующим калибровочным соотношениям и связям между термоди-
намическими функциями (производными) и выраженными через них коэф-
фициентами (прил. 2.2). 

Для сравнения в прил. 2.1 стандартным способом с применением исчис-
ления внутренних дифференциальных форм получены соотношения, связы-
вающие разные термодинамические переменные. 

Как пример эффективного применения внешних дифференциальных 
форм рассмотрим термодинамическую систему на множестве переменных 
( , , )P V T . Она может быть описана уравнением состояния, представленным в 

явном ( ( , )P f V T ) или неявном 

( , , ) 0F P V T                                         (9) 

виде (в частном варианте ( , , ) ( , )F P V T P f V T  ). В этом случае мы старту-

ем с 0-форм типа ( , )P P V T , ( , )V V P T , ( , )T T P V  и ( , , )F F P V T . По-

действуем на уравнение (9) оператором внешнего дифференцирования. В 
левой части будем иметь 1-форму, а уравнение примет вид 
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, , ,

d d d d 0
V T P T P V

F F F
F P V T

P V T

       
        

       
    .                 (10) 

Опираясь на соотношение (10) и умножив его на одну из 1-форм dP , dV , 

dT , можно получить соответствующие уравнения, связывающие 2-формы 

(прил. 2.2). Подставляя в полученные таким образом равенства внешние 

дифференциалы    d / d / d
T V

P P V V P T T        ,  d / d / d
T P

V V P P V T T        

 d / d / d
T P

V V P P V T T        ,    d / d / d
P V

T T V V T P P        , можно определить сле-

дующие соотношения: 

/

/T

P F V

V F P

   
  

   
,   

/

/P

V F T

T F V

   
  

   
,   

/

/V

P F T

T F P

   
  

   
. (11) 

Очевидно, каждая из частных производных удовлетворяет условиям типа 
( / ) 1/ ( / )P PV T T V      и т.д. Таким образом, опираясь на вышеизложен-

ное (см. также прил. 2), в частном случае получаем соотношение, связы-
вающее три частные производные: 

1
T P V

P V T

V T P

       
      

       
.                                    (12) 

Правильность соотношения (12) находит свое подтверждение и с точки зре-
ния методологии якобианов. Так, 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

P T V P T V V P T V V P V T

V T T P P V V T P V V T V P

      
     

      
. 

Очевидно, выражение (12) связывает термодинамические коэффициенты (по 
терминологии [16] – термодинамические функции, характеризующие реакцию 

системы на внешние воздействия)  (1/ ) /P P
V V T    ,  /T T

K V P V    , 

 (1/ ) /V V
P P T    , которые описывают соответственно изобарическое 

расширение, изотермическую упругость и изохорическое термическое изме-
нение давления, в единую формулу 

1V

P T

P
K





,                                                (13) 

легко проверяемую на опыте. 

Методы исчисления внешних дифференциальных форм позволяют полу-
чить равенство (12) альтернативным способом. Для этого можно использо-

вать любую из 2-форм d dP V  , d dP T  , d dT V  . Например, распишем пер-

вую из этих форм и проведем соответствующие преобразования, последова-
тельно расписывая дифференциалы от функций (1-форм) d dP V (V,T), d dT V  (P,T), 
d dT V (P,V): 
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 d d ( / ) d ( / ) d d 0 ( / ) d dT V VP V P V V P T T V P T T V                    = 

=  ( / ) d ( / ) d ( / ) d ( / ) ( / ) d d 0V T P V TP T T V P P V T T P T V P T P                    = 

=  ( / ) ( / ) ( / ) d ( / ) d dV T V PP T V P T P P T V V P             = 

= 0 ( / ) ( / ) ( / ) d dV T PP T V P T V V P         .                (14) 

Выкладки (14) приводят к равенству, из которого очевидным образом следует от-
ношение (12). Еще раз отметим, что полученный результат соответствует тако-

му пути последовательного применения дифференциалов, как d d dP V T    . 

Если использовать путь d dP T  , то найдем зависимость между «пря-

мой» и «обратной» производными: 

 
 

d d ( / ) d ( / ) d d 0 ( / ) d d

( / ) ( / ) d ( / ) d d ( / ) ( / ) d d 0,

T V V

V V P V V

P V P V V P T T V P T T V

P T T P P T V V V P T T P P V

             

               

      

    
 

откуда следует, что коэффициент при 2-форме d dP V   равен единице, или, 

другими словами: 

( / )VP T  
VPT )/(

1


. 

Напомним, что в процессе преобразований мы учитывали свойства опе-

рации  , а именно: d d d dx y y x       , d d 0x x   . Кроме того, заметим, что 

соотношение (12) выводится и из остальных вышеприведенных 2-форм. 

Равенства, подобные (12), можно получить и из 2-форм, заданных на дру-
гих многообразиях переменных ( , , )S P T , ( , , )S P V , ( , , )S V T , выделенных из 

четырехмерного пространства ( , , , )S T P V . Например, рассмотрим многооб-

разие ( , , )S P T . Для такого изохорического ( constV  ) случая положим 

( , )S S P T , ( , )P P S T , ( , )T T P S . Затем определяем внешние дифферен-

циалы dS , dP , dT . Наконец, отталкиваясь от какой-либо из форм d dS P  , 

d dP T  , d dT S  , при выкладках типа (14) получим соответствующие соот-

ношения для термодинамических коэффициентов (термодинамических про-

изводных). Например, если рассмотреть квадратичную форму d dS P  , то, 

следуя коротким путем ( d dP T   или d dS T  ), будем иметь упомянутые 

выше связи между двумя производными: 

1
P P

S T

T S

    
   

    
,   1

S S

P T

T P

    
   

    
.                      (15) 

Если мы выберем путь d d dP S T     или d d dS P T    , то в результате 

преобразований получим связь между тремя производными: 

1
T S P

S P T

P T S

       
      

       
.                                   (16) 
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Равенство (16) доказывается элементарно методом якобианов, как это про-
демонстрировано выше для доказательства соотношения (14). 

Представим соотношение (16) в терминологии термодинамических коэф-
фициентов. Для этого вначале запишем первую из производных в форме 

якобиана 
( , )

( , )T

S S T

P P T

  
 

  
 и преобразуем его к виду 

( , ) ( , )

( , ) ( , )
P

P

S T V P V
V

V P P T T

   
     

   
, 

где в процессе преобразований использовано калибровочное соотношение. 
Таким образом, выражение (16), связывающее соответствующие термоди-
намические коэффициенты, может быть переписано следующим образом: 

β
1

p S

p

TVP
C


  .                                             (17) 

Здесь β (1/ )( / )S SP P T     – адиабатический термический коэффициент 

давления,  /P P
C T S T    – теплоемкость изобарического процесса. 

В прил. 2 в общей форме продемонстрированы все варианты получения 
связей между термодинамическими производными. В частности, описаны 
изобарические (P = const) и изотермические (T  = const) связи между произ-
водными типа (16) и соответствующими таким процессам коэффициентами. 
Иными словами, найдены соотношения между термодинамическими произ-
водными на многообразиях ( , , )T S V  и ( , , )P S V . 

В частности, для многообразия ( , , )T S V  получена связь между производ-

ными типа 

1
V T S

T S V

S V T

       
      

       
,                                     (18) 

которая в терминах термодинамических коэффициентов имеет вид 

β
1S V

V

TVP
C


 .                                     (19) 

Здесь присутствуют адиабатический коэффициент «расширения» αS = 

=
V VC T S T  (1/V)(∂V/∂T)S и изохорическая теплоемкость ( / )V VC T S T   . 

Аналогично для выделенного многообразия ( , , )P S V  получено следую-

щее соотношение: 

1
V P S

P S V

S V P

       
      

       
.                                    (20) 

Иначе его можно записать через термодинамические коэффициенты в виде 
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β
1S

S S

P
K

 


.                                                (21) 

Нетрудно показать, что соответствующая комбинация, составленная из со-
отношений (13), (17), (19) и (21), позволяет установить важные связи между 
термодинамическими коэффициентами, как то: 

β β

β β
V S V P P

S T S V S

K C

K C


  


.                                      (22) 

Соотношение (22) является в термодинамике более общим, чем встречаю-
щееся в литературе (например, в [11,15,16]), а именно 

S P

T V

K C

K C
                                                    (23) 

(в [15] оно называется соотношением Реша). 

В прил. 2 в дополнение к вышеизложенному продемонстрирован широ-
кий спектр возможностей применения исчислений как внутренних, так и 
внешних дифференциальных форм. Это позволило сравнить эффективность 
обоих методов. 

2. Обсуждение 

В работе продемонстрированы возможности прямого и внешнего диффе-
ренциальных исчислений применительно к термодинамике. Простота по-
следнего показана весьма наглядно на соответствующих примерах. Также 
она подтверждается более известным методом якобианов [11–17]. 

В частности, докажем этим методом соотношения (22), исходя непосредст-
венно из определений термодинамических коэффициентов. Преобразуем дробь 

( / ) ( , ) / ( , ) ( , ) ( , )

( / ) ( , ) / ( , ) ( , ) ( , )
P P

S S V T

V T V P T P V P T S P P

S SV T V S T S V S T P

           
       

           
.     (24) 

Представим числитель в (24) в виде якобиана и преобразуем его: 

β( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
V

VV V

P V P V T V P S
TP

T TS V T V S V C

       
     

       
.               (25) 

Рассмотрим теперь знаменатель в (24): 

β( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
S

PP ST

P P T P T S P T T
TP

S PS S T S P S T C

          
         

         
.     (26) 

Таким образом, опираясь на соотношения (25) и (26), из выражения (24) по-
лучаем искомую связь: 

β

β
VP P

S S V

C

C


 


.                                              (27) 
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Правую часть в (27) можно представить в виде левой части формулы (22). 
Докажем это, рассмотрев дробь 

P

V T T

C

C S V T P S V P T P V K
   

),(/),(

),(/),(

VTVS

PTPS



 ( / )( , ) / ( , ) ( , ) ( , )

( , ) / ( , ) ( , ) ( , ) ( / )
S S

V T T

P V KS P T P S P V T

C S V T P S V P T P V K

    
   
     

.           (28) 

В прил. 2 выбран несколько иной путь доказательства выражения (22), 

основанный на прямом вычислении коэффициентов P и S исходя из их 

определения с использованием метода якобианов. 
Отметим важную особенность термодинамических коэффициентов рас-

ширения/сжатия. При всех прочих равных условиях изобарический коэффи-
циент теплового расширения 0P  , тогда как аналогичный адиабатичес-

кий коэффициент 0S  . 

3. Замечания 

Отметим, что соотношения (4) и (5) в определенной мере эквивалентны. В 
этом контексте важно подчеркнуть, что из (4) следует (5) только при условии, 
что каждая из производных в (4) отлична от нуля. Равенство нулю данных 
производных отвечает особым точкам системы, которым могут соответство-
вать определенные аномальные свойства. В частности, для воды калибровоч-
ное соотношение не выполняется [12] в силу известного факта расширения ее 
при замерзании (т.е. коэффициент расширения переходит через нуль). 

Также отметим, что калибровочное соотношение (5) говорит о существо-
вании в системе равновесного состояния. Нарушение этого соотношения, 
как было отмечено выше, указывает на особые свойства системы, включая 
экстремальные. Последнее возникает, если правая или левая часть уравне-
ния (4) равна нулю. При этом фазовое состояние системы зависит от степени 
стремления к нулю соответствующих термодинамических производных в 

зависимости от термодинамических переменных (как правило, температу-
ры). Именно такой подход, по нашему мнению, может быть положен в осно-
ву классификации фазовых состояний системы и переходов между ними. 

Возможна ситуация, когда скорости стремления к нулю соответствующих 
производных одинаковы. Также может быть, что данные скорости различны. 
Если одна из производных равна нулю, а другая – нет, то это еще один вари-
ант. Определение типа фазового перехода зависит от поведения термодина-
мических производных по переменным (T, S, P, V). Наиболее информатив-

ными в таком плане являются калорические функции CP и CV. В этом аспек-

те подобный подход, по нашему мнению, открывает широкие возможности 
исследования аномальных свойств системы (включая такие экстремальные, 
как фазовые переходы) посредством изучения условий устойчивости термо-
динамического равновесия на основе матрицы термодинамического равно-
весия и ее детерминанта [11,13]. 

Особо интересным является применение простых термодинамических со-
отношений к сложноструктурированным, высокомолекулярным многоком-
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понентным системам. В них наблюдается взаимодействие электронных и 
фононных подсистем, обусловленных неадиабатичностью и ангармонизмом. 
Однако в среднем можно говорить о поведении вещества на языке макро-
скопики, которая позволяет оперировать, например, такими опытными дан-
ными, как теплоемкость. Последняя с точки зрения термодинамики обычно 
рассматривается как аддитивная величина. В то же время в общем случае 
фононная составляющая сама по себе содержит вклады от всех степеней 
свободы, характеризующих состояние системы. 

Для сложной системы характерна конкуренция различного рода сил, ко-
торая приводит к вышеуказанному перемешиванию. Поэтому для оценки 
сложных систем с точки зрения термодинамики стоит вопрос о правильной 
иерархии вкладов в теплоемкость электронной и фононной подсистем. В 
данном контексте простые системы (идеальный газ, монокристаллы, бинар-
ные соединения) являются эталонными, и на знания о них можно опираться 
при изучении других структур. В применении к таким системам внешние 
дифференциальные формы наиболее наглядны. В особенности это проявля-

ется для плоского (двумерного) случая при осуществлении замены перемен-
ных ( , ) ( , )x y u v . При этом одна дифференциальная форма d df x y   пере-

ходит в другую посредством якобиана: 

( , )
d d d d

( , )

x y
f x y f u v

u v


  


    . 

Введенный Э. Картаном алгоритм внешнего умножения внешних диффе-
ренциальных форм позволяет (с использованием антикоммутативности этой 
операции) проводить замену переменных с помощью простых алгебраичес-
ких операций. Другими словами, для плоского пространства выполняется 

соотношение d d d dx y y x       . При этом для внешнего умножения соблю-

даются общие правила раскрытия скобок. Согласно вышеизложенному фор-
мальное внешнее умножение двух дифференциалов приводит к корректному 
правилу замены переменных: 

d d d d d d
v u v u

x x y y
x y u v u v

u v u v

             
              

             

       = 

= 
( , )

d d d d
( , )v u u v

x y x y x y
u v u v

u v v u u v

            
           

            

    .              (29) 

В этом контексте переход от одних переменных к другим приобретает 

«зеркальность», когда 
( , )

d d d d
( , )

u v
u v x y

x y


  


    . 

Отметим еще одну особенность внешних дифференциальных форм. По 
формальным признакам внутренние и внешние 1-формы не отличаются. В 
то же время произведение 1-форм в данных двух случаях аналогично ска-
лярному и векторному умножению соответственно [19]. К этому следует до-
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бавить, что аналогом используемых операций для 2-форм является косое 
умножение векторов на плоскости [19]. 

Согласно вышеизложенному переход от одних переменных к другим 
( , ) ( , )u v x y , осуществляемый на плоскости, с точки зрения прямого диф-

ференциального исчисления описывается при помощи якобианов: 
( , )

d d d d
( , )

u v
u v x y

x y





 или 
( , )

d d d d
( , )

x y
x y u v

u v





. Поэтому такая операция в ис-

числении внешних дифференциальных форм кажется эквивалентной. Одна-
ко с позиции внешнего дифференциального исчисления мы работаем с ори-
ентированной площадкой [1,2,19]. Эта ориентация в скрытом виде содер-
жится в антикоммутационных соотношениях и приобретает особое значение 
при интегрировании по контуру. 

Подчеркнем, что из многообразия термодинамических переменных (T, S, 
P, V) можно составить 12 термодинамических производных (или образуе-
мых из них термодинамических коэффициентов), среди которых только три 
являются независимыми. Поэтому оптимальный путь экспериментальной 
проверки полученных соотношений заключается прежде всего в выборе 

наиболее пригодной для этого тройки переменных (например, CP, KT, V). 

Выводы 

Дано наглядное представление о формализме исчисления внешних диф-
ференциальных форм [1–6]. Исходной точкой изложения выбрана методоло-
гия стандартных дифференциальных форм, применяемых в термодинамике. 
В процессе рассуждений показаны математическая простота обращения с 
прямыми и внешними формами, а также эффективность получения физиче-
ских результатов при помощи последних. 

Продемонстрированная в работе простота и универсальность аппарата 
внешних дифференциальных форм, позволившая нетривиальным способом 
получить как уже известные, так и нигде ранее не встречавшиеся результа-
ты, по нашему мнению, открывает новые широкие возможности для столь 
же фундаментального подхода при решении важных проблем физики кон-
денсированной среды. 

ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

Основные положения исчисления внешних дифференциальных форм 

Внешней дифференциальной формой степени p в n-мерном пространстве 

переменных (p ≤ n) называют знакопеременную функцию  ,d ,d ,..., dx x x x x      

 1,d ,d ,..., d px x x x x      вида 

 ,d ( )d ... dx x x x x       
 i pi ...

1

1
1..., d ( )d ... d p

p
p

ii
i i

i i
x x x x x


       , 
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где векторы-строки  1 2, ,..., n nx x x x R  , d ,  1,...,ix i p  есть n-мерные век-

торы, компоненты которых являются внешними дифференциалами. 

Простейшие примеры дифференциальных форм 

Дифференциальная форма нулевой степени (p = 0), или 0-форма, – это 
любая функция 

   ,dx x x     (n – любое). 

Дифференциальная форма первой степени (p = 1), или 1-форма, имеет вид 

 
1

,d ( )d
n

j j
j

x x x x


    . 

Дифференциальная форма второй степени (p = 2), или 2-форма, имеет вид 

   1 2,d ,d ,d ( )d dik i k
i k

x x x x x x x x


           . 

Свойства символов d  и Λ 

Для форм ( )p  и ( )q  степеней p и q выполняются следующие соотно-

шения: 
( 1) pq       ,   d( ) d d         , 

d( ) d ( 1) dp              ,   d(d ) 0    . 

 
Внешний дифференциал линейной дифференциальной формы ω степени p 

определяется соотношением 

1 1
1

...
...

d d d ... d
p p

p

i i i i
i i

x x        , 

где 

1

1

...

...
1

d d
p

p

n i i

i i kk
k

x
x


  


  . 

Для формы нулевой степени это обычный дифференциал 

1
d ( ) d

n

kk
k

x x
x


  


  . 

Действие оператора d  на 0-форму, определенную в R
n
, превращает ее в 1-форму: 

1

1
d ( ) d ( ,..., ) d

n
n

ii
i

f
x f x x x

x


   


   . 

Например, в пространстве R
1
 (т.е. для функции одной переменной): 

d
d ( ) d ( ) d

d

f
x f x x

x
     . 

Действие оператора d  на форму степени p > 1 повышает ее степень на еди-
ницу (дает форму степени 1p  ). 
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Приложение 2 

Применение дифференциальных форм 

2.1. Некоторые примеры стандартного применения 
 прямых дифференциальных форм в термодинамике 

Рассмотрим традиционное использование дифференциальных форм на 
примере термодинамических потенциалов [11,16]. В зависимости от выбора 
независимых термодинамических переменных наиболее удобными являются 
следующие дифференциальные формы: 

– внутренняя энергия как функция двух переменных ( , )U U S V  с диф-

ференциалом d d dU T S P V  ; 
– энтальпия ( , )H S P U PV   с дифференциалом d d dH T S V P  ; 

– свободная энергия (потенциал) Гельмгольца ( , )F T V U TS   с диффе-

ренциалом d d dF S T P V   ; 
– потенциал Гиббса G(T,P) = F + PV с дифференциалом d d dG S T V P   . 

Используя данные дифференциальные формы, можно разными способами 

определить термодинамические переменные (обобщенные силы и координаты). 
Введение термодинамических потенциалов как функций от натуральных 

переменных, с одной стороны, позволяет определить термодинамические 
переменные как первые производные от этих потенциалов. С другой сторо-
ны, на основе полноты дифференциалов данных величин (т.е. равенства их 
смешанных производных) оказывается возможным получить так называе-
мые соотношения Максвелла, связывающие их вторые производные. С фи-
зической точки зрения это характеризует связь между термодинамическими 
коэффициентами, описывающими различные свойства системы. 

Таким образом, из соответствующих дифференциалов (dU, dF, dH, dG) 
можно получить определения для следующих величин: температуры 

   / /
V P

T U S H S      , энтропии    / /
V P

S F T G T        , давле-

ния    / /
S T

P U V F V         и объема    / /
S T

V H P G P      . Из 

равенства вторых производных будем иметь   / / / /
V SS V

V U S S U V               

  / / / /
V SS V

V U S S U V               , или, иначе говоря, соотношение Максвелла вида 

   / /
S V

T V P S      . Аналогично из    / / / /
P SS

P H S S H P            

  / / / /
P SS P

P H S S H P               получим    / /
S P

T P V S     ; из 

       / / / /
V T VT

V F T T F V               –    / /
T V

S V P T     ; на-

конец, из       / / / /
P TT P

P G T T G P                –  / /
T P

S P V T                 

 / /
T P

S P V T      . 

Методом якобианов легко показать, что все соотношения Максвелла мо-
гут быть выражены также в терминах детерминантов: ( , ) / ( , ) 1T S P V    
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или ( , ) / ( , ) 1P V T S   . Эти определители (якобианы перехода от одних пе-

ременных к другим) являются взаимно обратными. 
Докажем вышеприведенные калибровочные соотношения непосредст-

венно. Так, из представления соотношений Максвелла в виде якобианов, со-
ответствующего деления одной части равенства на другую (при условии, что 
делитель не равен нулю) и последующего сокращения дробей с использова-
нием правил работы с якобианами и получаем вышеуказанное соотношение. 
Таким образом, из соотношения Максвелла, полученного при использова-
нии дифференциала внутренней энергии, находим 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

T S P V

V S S V

 
 

 
. 

Из этого равенства вытекают некоторые следствия. С одной стороны, если 
делителем выступает правая часть исходного равенства, то будем иметь 

( , ) ( , )
1

( , ) ( , )

T S V S

V S P V

 


 
 или 

( , )
1

( , )

T S

P V





. 

С другой стороны, если делителем выступает левая часть, то 

( , ) ( , )
1

( , ) ( , )

P V V S

V S T S

 

 

 или 
( , )

1
( , )

P V

T S





. 

Аналогично преобразуем соотношение Максвелла, найденное из диффе-
ренциала энтальпии: ( , ) / ( , ) ( , ) / ( , )T S P S V P S P     . Очевидно, если дели-

телем считаем правую часть, то получаем калибровочное соотношение вида 
( , ) / ( , ) 1T S P V   . И наоборот, если делителем выбираем левую часть, то 

получаем ( , ) / ( , ) 1P V T S   . Легко видеть, что соотношения Максвелла, 

которые следуют из дифференциалов свободной энергии Гельмгольца и 
энергии Гиббса, при вышеуказанных преобразованиях приведут к тем же 
результатам. 

Опираясь на методологию якобианов, можно идти от обратного. Докажем 
инвариантность якобиана ( , ) / ( , )T S P V  . Для этого распишем его таким 

образом: 
( / )( , ) ( , ) / ( , )

( , ) ( , ) / ( , ) ( / )
T

V

S VT S T S T V

P V P V T V P T

   
 

    
. 

Преобразуем числитель правой части: 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )T V

S S T V P T S P

V V P V T P V T

       
    

       
. 

Если подставить последнее выражение в числитель предыдущего равенства, 
то после сокращения соответствующих производных получим тождество. 

С другой стороны, равенство производных ( / ) ( / )T VS V P T      воз-

можно только при выполнении вышеуказанных калибровочных соотношений. 
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Очевидно, для прямого дифференциального исчисления в общем случае 
при описании переходов от одних переменных к другим ( , ) ( , )u v x y  (в 

частном случае термодинамики на многообразии R
4
 эти переменные выби-

раются из множества ( , , ,T S P V )) будем иметь, с одной стороны, 

( , )
d d d d

( , )

u v
u v x y

x y





, 

а с другой – 
( , )

d d d d
( , )

x y
x y u v

u v





. 

Коэффициентами преобразования в этих формулах выступают детерминан-
ты, или якобианы, перехода. В вышеизложенном контексте можно получить 
найденные ранее соответствующие равенства, связывающие термодинами-
ческие производные, и вытекающие из них калибровочные соотношения. В 
прил. 2.2 использован альтернативный метод описания перехода от одних пе-
ременных к другим на основе исчисления внешних дифференциальных форм. 

Некоторые важные термодинамические соотношения между производ-
ными можно получить, опираясь на неявную функцию, удовлетворяющую 
уравнению 

( , , ) 0F x y z  ,                                            (2.1.1) 

где переменные x, y, z выбираются из множества ( , , , )T S P V . 

Дифференциал такой неявной функции  

, ,,

d d d d 0
y z x yx z

F F F
F x y z

x y z

      
       

      
.                (2.1.2) 

Из уравнения (2.1.2) находим соответствующие производные: 
– условно прямую 

d /

d /z

y F x

x F y

  
  

  
; 

– условно обратную 

d /

d /
z

x F y

y F x

   
  

  
. 

Аналогично определяем производные 

d /

d /y

z F x

x F z

  
  

  
 и 

d /

d /y

x F z

z F x

  
  

  
, 

а также 

d /

d /
x

z F y

y F z

   
  

  
 и 

d /

d /x

y F z

z F y

  
  

  
. 
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Очевидные соотношения возникают, если перемножить соответствующие 
производные: 

d d d / / /
1

d d d / / /x yz

x y z F y F z F x

y z x F x F y F z

               
               

               
.    (2.1.3) 

Равенство (2.1.3) может быть доказано методом якобианов: 

d d d ( , ) ( , ) ( , )

d d d ( , ) ( , ) ( , )x yz

x y z x z y x z y

y z x y z z x x y

       
     
      

 = 

= 
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x z y x z y y x z y y x y z

y z x z x y y z x y y z y x

       
       

       
. 

В конкретных случаях, в частности, когда ( , , ) ( , , ) 0F x y z F T P V  , полу-

чим результат, описанный в статье (см. формулу (12)). Соответственно при 
рассмотрении других переменных – ( , , )P S V , ( , , )P S T  и ( , , )S V T  – получим 

соотношения (16)–(21), связывающие термодинамические производные, и 
выраженные через них термодинамические коэффициенты. 

Продемонстрируем методологию якобианов для вывода важного термо-
динамического соотношения, выраженного дробью /P S   (см. формулу 

(22)). Согласно определению 

( / ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )( / )
P P

S S

V T V P V S

T P T SV T

    
 

   
.                        (2.1.4) 

Преобразуем числитель в (2.1.4): 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
P

V P V P S T

T P S T T P

  
  

  
. 

Согласно приведенному в статье доказательству выполняется следующее 
калибровочное соотношение: ( , ) / ( , ) 1V P S T   . Тогда изобарический ко-

эффициент расширения может быть преобразован к виду 

( / )( , ) ( , ) ( , ) 1

( , ) ( , ) ( , ) ( / )
P P

P
S S

S T CS T S T S P

T P S P T P P T TP

   
    

     
.          (2.1.5) 

Аналогично преобразуем знаменатель выражения (2.1.4), т.е. адиабатиче-
ский коэффициент расширения: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
S

V S V S V P V S

T S V P T S V P

   
    

   
 = 

= 
( / )( , ) ( , ) 1

( , ) ( , ) ( / )
V V

V V

S T CV S T V

T V V P P T TP

  
    
    

.                   (2.1.6) 

Очевидно, разделив (2.1.5) на (2.1.6), получим требуемый результат, дока-
занный в статье несколько иным способом. Из (2.1.5) и (2.1.6) следует, что 

αР > 0, а αS  < 0. 
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2.2. Простые примеры использования  
внешних дифференциальных форм в термодинамике 

С точки зрения исчисления внешних дифференциальных форм (прил. 1) 
термодинамические переменные ( , , , )T S P V , рассматриваемые либо как не-

зависимые переменные, либо как функции от остальных переменных, пред-

ставляют собой 0-формы. Их внешние дифференциалы dT , dS , dP , dV  вы-

ступают уже как 1-формы. Из данного многообразия 1-форм можно образо-
вать 12 2-форм, каждая из которых вследствие антикоммутационных соот-

ношений тождественно равна соответствующей (например, d d d dT S S T       

d d d dT S S T       и т.д.). Таким образом, всего имеется 6 пар 2-форм типа d dx y  , 

где  , , , ,x y T S P V , причем x y . Согласно принципам внешнего диффе-

ренцирования при x y  имеем d d 0x x   . 

Из соответствующего набора вышеупомянутых 1-форм можно составить 

четыре 3-формы вида d d dx y z    , не равные нулю при различных 

 , , , , ,x y z T S P V . При этом в силу антикоммутативности внешнего умно-

жения можно записать шесть тождеств: 

d d d d d d d d d d d d d d d d d dx y z x z y y x z z y x z x y y z x                                     , 

в которых знак «минус» отвечает нечетным, а знак «плюс» – четным пере-
становкам трех переменных. Очевидно, при совпадении двух переменных 
данная 3-форма обращается в нуль. 

Если для рассматриваемой замкнутой системы переменных 

  4, , ,x y z t R  образовать 4-форму d d d dx y z t      , то она будет отлична от 

нуля только в случае x y z t    при независимости четырех переменных. 

Любая зависимость между ними приводит к равенству нулю 4-формы. Дока-
зательство этого тривиально. Например, если ( , , )x x y z t , то 1-форма 

, ,,

d d d d
y t y zz t

x x x
x y z t

y z t

      
       

      

    . В этом случае 4-форма 

, ,,

d d d d d d d d d d 0 0 0 0
y t y zz t

x x x
x y z t y z t y z t

y z t

        
                  

        

           

как следствие выполнения соотношений d d d d d d d d 0x x y y z z t t               . 

Рассмотрим переход от одних переменных к другим (например, 
( , ) ( , )x y z t ) на плоскости с точки зрения дифференциальных форм. По-

добный переход в терминах внутренних и внешних дифференциальных 
форм различается только формальной записью символов. Так, для перехода 

( , ) ( , )x y z t  в одном случае имеем 
( , )

d d d d
( , )

x y
x y z t

z t





, а в другом – 

( , )
d d d d

( , )

x y
x y z t

z t


  


    . Для «обратного» перехода ( , ) ( , )z t x y  получим со-

ответственно 
( , )

d d d d
( , )

z t
z t x y

x y





 и 
( , )

d d d d
( , )

z t
z t x y

x y


  


    . 
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Алгебра и геометрия при обоих подходах различны, но и в одном, и в 
другом определяющую роль играет якобиан перехода. 

Исследуем более детально такой переход на языке внешних дифференци-
альных форм. Допустим, constt  , а другие переменные являются функция-
ми ( , )x x y z , ( , )y y x z , ( , )z z x y . Из набора возможных 2-форм выбе-

рем форму d dx y  . Преобразуем ее путем последовательного раскрытия 

внешних дифференциалов и выполнения соответствующих алгебраических 
действий. В зависимости от выбора пути такого преобразования могут быть 
получены различные следствия. Например, 

d d d d d 0 d d
y yz

x x x
x y y z y z y

y z z

        
            

        

        = 

= d d d d d 0
y y y yx

x z z x z
x y y x y

z x y z x

              
             

              

     .     (2.2.1) 

Таким образом, мы имеем равенство 

1
y y

x z

z x

    
   

    
,                                       (2.2.2) 

из которого вытекает связь между «прямой» и «обратной» производными: 

 
 

1
/

/y
y

x z
z x

  
 

.                                     (2.2.3) 

С другой стороны, 

d d d d d 0 d d
z x x

y y y
x y x x z x z

x z z

        
            

        

        = 

= d d d 0 d d
x y xx x

y z z y z
x x y x y

z x y z y

              
             

              

     .     (2.2.4) 

При таком подходе получим равенство 

1
x x

y z

z y

   
  

    
                                          (2.2.5) 

или 

 
 

1
/

/x
x

y z
z y

  
 

.                                     (2.2.6) 

Рассмотрим примеры применения вышеизложенного в термодинамике. 
Положим constt S  . Тогда при x T , y V , z P  в одном варианте по-

лучаем 
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1
/

/V
V

P T
T P

  
 

,                                  (2.2.7) 

а в другом – 

 
 

1
/

/P
P

V T
T V

  
 

.                                  (2.2.8) 

Теперь рассмотрим еще два пути преобразований вышеупомянутой 2-фор-
мы. Один из них такой: 

d d d d d d d
y yz

x x x
x y y z y z y

y z z

        
           

        

       = 

= d d d d d 0
y z x y z

x y y x y
z x z z x

z x z z x

              
              

              

      = 

= d d d
y z y x

x y z z
x y x

z x x y

           
        

            

    = 

= 0 d d
y z x

x y z
y x

z x y

      
     

       

  .                             (2.2.9) 

Отсюда следует соотношение 

1
y z x

x y z

z x y

      
     

       
.                                (2.2.10) 

Если использовать вариант с разложением другого внешнего дифферен-
циала в соответствующей 1-форме, то мы придем к такому выражению: 

1
x yz

y x z

z y x

      
     

      
.                                (2.2.11) 

При x T , y V , z P  получаем следующие связи между термодина-

мическими производными: 

1
T P V

V T P

P V T

       
      

       
 и 1

T P V

V T P

P V T

       
      

       
.      (2.2.12) 

Очевидно, данные соотношения взаимно обратны. 
Доказательство полученных равенств непосредственно следует из мето-

дологии якобианов. В частности, 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )y z x

x y z x y y z z x

z x y z y x z y x

         
    

          
 = 

= 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x y z x x y x z

x z y x x z x y

   
    
   

. 
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Рассмотрим следующий вариант существования системы при зависимо-
стях между переменными вида ( , )x x y t , ( , )y y z t , ( , )z z x t  или 

( , )x x z t , ( , )y y x t , ( , )z z y t . Тогда, исследуя любую из трех возможных 

2-форм, происходящих из упомянутых 0-форм (функций) при constt  , с 

одной стороны, имеем d d d d d 0 0 0
yt

x x
x y y t y

y t

     
          

     

     . В дру-

гом варианте преобразование данной 2-формы запишем как 

d d d d d d d 0
t z t

x x x
x y z t y z y

z t z

        
            

        

        = 

= d d d 0
t yt

x z z
y t y

z y t

        
       

        

   .                       (2.2.13) 

Однако, если рассмотреть непосредственную зависимость x = x(z,t), y = y(x,t), 

z = z(x,t), то будем иметь d d d d
t t

x z
x y x y

z x

    
     

    
    , откуда очевидным об-

разом следует соотношение 1
t t

x z

z x

    
   

    
, или  

 
1

/
/t

t

x z
z x

  
 

. 

Изучим теперь 3-форму d d dx y z     при x = x(y,t), y = y(x,t), z = z(y,t). Она 

будет иметь вид 

d d d d d d d d d
y t x yt t

x x y y z z
x y z y t x t y t

y t x t y t

                      
                      

                      

         . 

Если теперь положить constt  , то такая 3-форма будет тождественно 

равна нулю: 

d d d 0x y z     . 

Если зависимость между переменными имеет другой вид, а именно x = 
= x(z,t), y = y(x,t), z = z(y,t), то путем преобразования 3-формы 

d d d d d d d d d
t z t x yt

x x y y z z
x y z z t x t y t

z t x t y t

                     
                      

                     

        

получим (при constt  ) следующее соотношение: 

d d d d d d
t t t

x y z
x y z x y z

z x y

      
        

       

      ,                  (2.2.14) 

из которого следует, что 

1
t t t

x y z

z x y

      
    

       
.                                  (2.2.15) 

Последнее равенство элементарно доказывается методом якобианов. 



Физика и техника высоких давлений 2018, том 28, № 4 

 104 

Соотношение (2.2.15) позволяет получить связи между термодинамичес-
кими производными. Например, если constt S  , то 

1
S S S

x y z

z x y

      
    

       
.                                 (2.2.16) 

Переменные x, y, z соответствуют различным величинам из многообразия 
( , , )P V T . 

Далее, если constt T  , то уравнение (2.2.15) будет иметь вид 

1
T T T

x y z

z x y

      
    

       
.                                 (2.2.17) 

В таком случае переменные x, y, z выбираются из многообразия ( , , )S P V .  

При constt P   равенство (2.2.15) приобретает вид 

1
P P P

x y z

z x y

      
    

       
,                                (2.2.18) 

а переменные , ,x y z  выбираются из многообразия ( , , )S T V . 

Наконец, при constt V   получим 

1
V V V

x y z

z x y

      
    

       
,                                (2.2.19) 

где , ,x y z  соответствуют величинам ( , , )S T P . 

Приведем несколько примеров использования уравнений (2.2.16)–(2.2.19). 
Перепишем равенство (2.2.16) в виде 

1
S S S

P T V

V P T

       
     

       
.                               (2.2.20) 

Данное уравнение в терминологии термодинамических коэффициентов 
можно записать как 

S S

S

K
P


 


.                                        (2.2.21) 

Аналогично соотношение (2.2.17) представляется в виде 

1
T T T

P S V

V P S

       
     

       
.                               (2.2.22) 

Используя методологию якобианов, данное равенство можно, как и преды-
дущее, записать с помощью термодинамических коэффициентов: 

P T

T

K
P





.                                           (2.2.23) 

Используя соотношения (2.2.21) и (2.2.23), можно получить связь 
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SP T

S T S

K

K

   
    

   
.                                    (2.2.24) 

Соответственно преобразуем уравнения (2.2.18) и (2.2.19). Первое из них, 
записанное в форме 

1
P P P

T V S

V S T

       
     

       
,                               (2.2.25) 

можно привести к виду 

P

S P

C
TPV 

 
.                                       (2.2.26) 

Второе равенство вида 

1
V V V

T P S

P S T

       
     

       
                                (2.2.27) 

можно сформулировать и таким образом: 

V

V S

C
TPV

 
.                                         (2.2.28) 

Из полученных соотношений (2.2.26) и (2.2.27) автоматически следует связь 

VP P

S V S

C

C


 

 
.                                        (2.2.29) 

Кроме того, легко получить редко используемое равенство 

SP

V T

KC

C K
 .                                            (2.2.30) 

Нетрудно показать, что указанные соотношения могут быть выведены 
непосредственно методом якобианов. 

Исследуем термодинамическую систему на множестве переменных 
( , , )P V T . Основываясь на уравнении состояния, которое может быть пред-

ставлено в явном ( , )P f V T  или неявном виде 

( , , ) 0F P V T                                            (2.2.31) 

(в частном случае ( , , ) ( , )F P V T P f V T  ). Следуя основам исчисления 

внешних дифференциальных форм, действием оператора внешнего диффе-

ренцирования d  на 0-форму ( , , )F F P V T  получаем 1-форму, которая со-

гласно (2.2.31) обращается в нуль: 

, , ,

d d d d 0
V T P T P V

F F F
F P V T

P V T

       
        

       
    .           (2.2.32) 

Уравнение (2.2.32) является частным случаем соотношения 
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, ,,

d d d d 0
y z x yx z

F F F
F x y z

x y z

      
       

      

    ,              (2.2.33) 

где переменные x, y, z определены на множестве ( , , , )T S P V . Задача такого 

рода была решена в рамках обычного дифференциального исчисления в 
прил. 2.1.  

Исходя из (2.2.33), определим одну из возможных 2-форм как 

d d d d d d
F F

F x y x z x
y z

   
       

   

      .                      (2.2.34) 

Аналогичные, отличающиеся по форме, но не по смыслу 2-формы имеют 

вид d dF y   и d dF z  . Будем считать величины y и z в (2.2.34) функциями от 

соответствующих независимых переменных ( , )y x z  и ( , )z x y . Тогда, полагая 

d d d
z x

y y
y x z

x z

    
    

    
   , 

d d d
y x

z z
z x y

x y

   
    

    

   , 

подставим эти выражения в (2.2.34) и будем иметь 

d d d d 0
x

F y F
z x z x

y z z

      
       

      

    . 

Отсюда следует, что 

x

y F F

z yz

      
           

.                                 (2.2.35) 

Перемножая производные из соотношений вида (2.2.35), получим известные 
уравнения в форме 

1
x yz

x y z

y z x

      
      

      
.                                (2.2.36) 

Равенства (2.2.36) тривиально доказываются методом якобианов. Для ча-
стных случаев, когда x P , y V , z T  и т.д., получаются соответствую-

щие уравнения, используемые в настоящей работе. 
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V.V. Shelest, D.A. Chervinskii 

APPLICATION OF CALCULATION OF EXTERIOR DIFFERENTIAL 
FORMS TO THERMODYNAMICS.  
II. RELATIONS BETWEEN THERMODYNAMIC COEFFICIENTS  
DERIVED FROM CALCULATION OF EXTERNAL DIFFERENTIAL FORMS 

In the thermodynamic context, the principles and the effectiveness of the external differ-
ential form apparatus have been demonstrated. New, non-standard methods of establish-
ment of relations between thermodynamic coefficients characterizing the properties of a 
medium are presented. It is shown that the used methodology contributes to more funda-
mental understanding of the problem. The generality of apparatus of external differential 
forms has been demonstrated. The reported methodology allows a deeper and alternative 
view on the vector space conception. It is shown that the applied mathematical terminol-
ogy discloses more trends than a usual calculation of differential forms in a number of 
branches of physics. 

Keywords: standard differential forms, external differential forms, thermodynamic po-
tentials, thermodynamic coefficients, Maxwell relations, Jacobean method 
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Современные лазерные технологии являются весьма тонким и избира-

тельным инструментом воздействия на структуру функциональных мате-
риалов, а следовательно, и на их свойства, в том числе механические [1–3]. 

Механические свойства кристаллов в значительной степени определяют-

ся движением дислокаций и их взаимодействием с другими структурными 
дефектами. Потенциальные барьеры, созданные такими дефектами, движу-
щаяся дислокация может преодолевать двумя путями в зависимости от ско-
рости своего движения. Медленно движущиеся дислокации останавливают-
ся перед этими барьерами и могут преодолеть их с помощью термических 
флуктуаций. При высокой скорости скольжения их кинетическая энергия 
превосходит высоту энергетических барьеров, препятствия преодолеваются 
без участия термических флуктуаций. Это так называемая динамическая об-
ласть скоростей, нижняя граница которой определяется неравенством 

210v c , где c – скорость распространения поперечных звуковых волн в 

кристалле [4]. Торможение дислокаций в данной области в значительной 

степени зависит от перекачки энергии от дислокации к различным элемен-
тарным возбуждениям в кристалле. Однако при высокой концентрации при-
месей и других дефектов решетки динамическое взаимодействие дислока-
ции с этими дефектами становится весьма существенным и оказывает значи-
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тельное влияние на ее подвижность, а также на свойства кристаллов, обу-
словленные дислокационным движением. 

Динамический режим движения дислокаций реализуется, в частности, 
при ударных нагрузках, создаваемых коротковолновым лазерным излучени-
ем огромной мощности [5–7]. 

Особый интерес с точки зрения как практического применения, так и 
фундаментальной науки представляет случай, когда исследуемый кристалл 
содержит структурные дефекты не только различных размеров, но и различ-
ной размерности. Этот случай реализуется, например, когда кристалл со-
держит и точечные дефекты (примеси, вакансии, междоузельные атомы), и 
линейные, такие как дислокационные петли, которые образуются при ин-
дентировании, отжиге, закалке, ковке, штамповке, но особенно высока их 
концентрация при радиационном облучении [8]. 

Исследованию взаимодействия движущихся дислокаций с неподвижными 
дислокационными петлями посвящено довольно много работ, в большинст-
ве из которых использовались методы молекулярной динамики [9–14]. Од-

нако динамическое взаимодействие скользящих дислокаций с петлями в ус-
ловиях высокоскоростной деформации, обусловленной воздействием лазер-
ных импульсов высокой мощности, ранее не изучалось. Его анализу и по-
священа настоящая работа. 

Рассмотрим кристалл, содержащий круговые дислокационные петли и 
точечные дефекты. Пусть бесконечная краевая дислокация совершает 

скольжение под действием постоянного внешнего напряжения σ0 в положи-

тельном направлении оси ОХ с постоянной скоростью v. Линия дислокации 
параллельна оси OZ, вектор Бюргерса дислокации параллелен оси ОХ. Плос-
кость скольжения дислокации совпадает с плоскостью XOZ, а ее положение 
определяется функцией 

( 0, , ) ( 0, , )W y z t vt w y z t    .                                  (1) 

Плоскости дислокационных петель параллельны плоскости скольжения 
дислокации, а их центры распределены в кристалле случайным образом. 
Рассмотрим случай, когда все дислокационные петли являются призматичес-
кими. Для простоты все петли будем считать одинаковыми, т.е. имеющими 

одинаковые радиусы, равные a, и одинаковые векторы Бюргерса 

0 0(0, ,0)b b , параллельные оси OY. Уравнение движения дислокации мо-

жет быть представлено в следующем виде: 

2 2
2

02 2
d L
xy xy

W W W
m c b B

tt z

                  
,                     (2) 

где m – масса единицы длины дислокации; c – скорость распространения в 

кристалле поперечных звуковых волн; d
xy , L

xy  – компоненты тензора на-

пряжений, создаваемых на линии дислокации соответственно точечными 
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дефектами и призматическими петлями; B – константа демпфирования, обу-
словленная фононными, магнонными или электронными механизмами дис-
сипации. 

Динамическое торможение движущейся краевой дислокации призматичес-
кими дислокационными петлями приводит к возрастанию динамического 
предела текучести твердого тела, а его вклад в этот предел может быть вы-
числен по формуле 

 
23 2 2 2

2
d ( ) ( )

8

LL
L x xy x z

n b
p p p v p

m
     


 q ,                     (3) 

где ω(pz) – спектр дислокационных колебаний, nL – объемная концентрация 
петель. 

В рассматриваемом нами случае спектр дислокационных колебаний име-
ет вид 

2 2 2 2( )z zp c p    .                                            (4) 

Наличие щели  существенно изменяет характер торможения дислокации 
петлями, в частности скоростная зависимость этой силы становится немоно-
тонной. После несложных преобразований выражение для искомой величи-

ны τL может быть представлено в виде 

 
2

2 2
/ 2

2

, ,0
d d

4

L
xy x yL

L y x x

v
x

q qn b
q q q

mcv
q

v

 

 


 

 


  .                       (5) 

Далее будем анализировать интервал скоростей ν < νL, где величина ха-

рактерной скорости νL определяется выражением νL = aΔ. Этот интервал ин-

тересен тем, что именно в нем, согласно [14], динамическое торможение 

дислокаций дислокационными петлями может приобрести характер сухого 

трения. Величина τL в данном интервале скоростей приближенно может 

быть описана следующим выражением: 

 

2
0
2

1

L
L

n b ac
 

  

.                                                (6) 

Это и есть эффект сухого трения, заключающийся в том, что сила динамичес-
кого торможения дислокаций не зависит от скорости их скольжения. Воз-
никновение эффекта сухого трения при торможении движущихся дислока-
ций дислокационными петлями определяется двумя главными факторами: 
видом упругого поля дислокационных петель и наличием щели в спектре 
колебаний движущейся дислокации. Величина щели должна быть такой, 

чтобы выполнялось условие ν < νL, но при этом скорость дислокационного 

скольжения должна попадать в область динамического торможения, т.е. 
должны быть справедливыми неравенства 
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210 Lc v v a     .                                            (7) 

Для возникновения эффекта сухого трения  существенным является наличие 
и величина спектральной щели, происхождение же этой щели принципиаль-
ного значения не имеет. 

Колебательный спектр дислокации может сформироваться под влиянием 
конкурирующих коллективных воздействий – взаимодействий дислокации с 
другими движущимися дислокациями и с неподвижными точечными дефек-
тами. Коллективное взаимодействие дислокаций будет доминирующим в 
случае высокой плотности подвижных дислокаций, а именно при выполне-
нии условия 

02 dn
b


  ,                                                  (8) 

где   – параметр несоответствия точечного дефекта, n0d – безразмерная 

концентрация дефектов, n0d = nb
3
. 

Для типичных значений ε = 10
–1

, b = 3·10
–10

 m, n0d = 10
–2

 –10
–4

 и плотно-

сти дислокаций ρ = 10
14

–10
15

 m
–2

 условие (8) выполняется. В этом случае 

спектральная щель имеет вид 

dis
3

M
b c

m


     .                                          (9) 

Здесь 
2 (1 )

M



  

, где  μ – модуль сдвига, γ – коэффициент Пуассона. 

Вклад динамического торможения дислокаций круговыми дислокацион-
ными петлями при этом может быть описан следующим выражением: 

   
0 0

3 2

6

1 1

L L
L

n b ac n b am

b

 
  

     
.                         (10) 

Выполним численную оценку полученной величины. Для 10
0 3 10b   m, 

0.3  , 100a b , 22 2310 10Ln    m
–3

, 104 10    Pa, 1410   m
–2

 получим 
7 810 10L    Pa. Это значит, что вклад исследуемого в данной работе меха-

низма диссипации может составлять десятки процентов. 
Если же доминирующим фактором при формировании колебательного 

спектра является коллективное взаимодействие точечных дефектов с дисло-
кацией, то спектральная щель описывается выражением 

 
1/42

def 0d
c

n
b

     .                                        (11) 

Вклад динамического торможения дислокаций круговыми петлями в этом 
случае определяется формулой 
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1/3 22 2
0

11

L L d
L

d

n bb a n b al

n

 
  

   

.                              (12) 

Как следует из полученного выражения, сила динамического торможения 
краевой дислокации призматическими петлями в исследуемой области ско-
ростей зависит от концентрации не только петель, но и точечных дефектов: 
повышение концентрации последних приводит к увеличению размеров 
спектральной щели, а следовательно, к уменьшению силы торможения дис-
локации петлями. 

Выполним численные оценки, чтобы убедиться, что исследуемые нами 
скорости не выходят за границы динамической области. Для типичных зна-

чений 110  , 10a b , 103 10b    m, 33 10с    m/s и 4
0 10dn   получим 

110 300Lv c   m/s, т.е. скорости Lv v , при которых возникает эффект 

сухого трения, находятся в динамическом скоростном интервале. Если же 
размер петель 100a b , то при той же концентрации точечных дефектов по-
лучим Lv c , т.е. возникновение данного эффекта становится возможным 

практически при любых скоростях динамической области. 
Щель в спектре дислокационных колебаний может формироваться также 

благодаря действию сил изображения при скольжении дислокации парал-
лельно свободной поверхности, которое фактически эквивалентно движе-
нию пары дислокаций – реальной дислокации и ее изображения. Появляю-
щаяся в этом случае спектральная щель определяется выражением 

2
S

S S

b M c

l m l
     .                                        (13) 

Здесь lS – расстояние от свободной поверхности кристалла до плоскости 

скольжения дислокации. Тогда для вклада силы динамического торможения 
краевых дислокаций круговыми петлями получим следующую формулу: 

 

 

 
dis0 0

2 2

ln /

41 1

L S L S
L

D ln b al n b al 
  

   
.                         (14) 

Проведенный анализ позволяет сделать вывод, что эффект сухого трения, 
возникающий при высокоскоростной деформации, инициированной воздей-
ствием лазерных импульсов высокой мощности, может оказывать сущест-
венное влияние на механические свойства функциональных материалов. 
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V.V. Malashenko, T.I. Malashenko 

DYNAMIC INTERACTION OF STRUCTURAL DEFECTS  
IN METALS AND ALLOYS UNDER EXPOSURE OF LASER PULSES 

The dynamic drag of dislocations by circular dislocation loops at high-rate plastic 
deformation of metals and alloys under the action of high-power laser pulses is studied. 
An analytical expression of the contribution of this dissipation mechanism to the dynamic 
yield strength is obtained. 

Keywords: dislocations, strength, plasticity, high-rate plastic deformation, laser radiation 
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ФОРМИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНОЙ ИНТЕРФЕРЕНЦИОННОЙ КАРТИНЫ  
ИЗЛУЧЕНИЯ ЛАЗЕРНОГО ИСТОЧНИКА 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 14 августа 2018 года 

Теоретически исследованы возможности формирования задаваемой интерферен-
ционной картины в выделенной области пространства путем управления пара-
метрами поля волны (электрического или магнитного) на границе этой области. 
Сформулирована и решена обратная краевая задача, в которой задано распределе-
ние амплитуд колебаний поля внутри выделенной области пространства и ведется 
поиск необходимых граничных условий. Получено уравнение, описывающее пара-
метры поля волны на границе задаваемой интерференционной картины, найдено 
необходимое условие существования последней. Проведены численные расчеты с це-
лью проверки полученных результатов на известных интерференционных картинах. 

Ключевые слова: интерференционная картина, распределенное фокусирование, 
распределение амплитуд, распределение фаз, уравнение Гельмгольца 

Введение 

В настоящее время использование точечного фокусирования света явля-
ется традиционным для различных практических применений. Фокусирова-
ние света в точку используется, к примеру, в таких технологиях, как резка 
[1], гравировка [2], сканирование [6], а также в лазерных скальпелях [3,4], 
пинцетах [5] и т.д. Однако для работы некоторых лазерных пинцетов при-
меняются пучки Бесселя [7], в которых фокусирование происходит вдоль 
некоторого прямолинейного отрезка, что является частным случаем распре-
деленного фокусирования. Теоретическое описание и возможность создания 
распределенного фокусирования лазерного излучения в масштабах, необхо-
димых для лучевой оптики, рассматривались, например, в работе [8]. Потен-
циальные области применения такого типа фокусирования включают в себя: 
лазерную хирургию, гравировку, резку, информационные технологии, соз-
дание лазерно-индуцированных плазменных каналов и т.д. 

Распределенное фокусирование в масштабах, сопоставимых с длиной 
волны излучения, может найти свое применение в микроскопии [9], микро-
биологии [10], информационных [11], микро- [12] и нанотехнологиях [9]. 

В указанных областях пространства невозможно ввести такое же понятие 
«лезвия», как в работе [8], т.е. бесконечно тонкого прямолинейного отрезка 
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с некоторым распределением мощности проходящего через него излучения. 
Возникает необходимость задать ширину отрезка с целью получить опреде-
ленную интерференционную картину. В расчетах вместо распределения ин-
тенсивности излучения предпочтительнее рассматривать распределение в 
пространстве амплитуд колебаний поля (электрического или магнитного). 
Поскольку распределение мощности однозначно определяется распределе-
нием амплитуд в пространстве, задача сводится к поиску возможности соз-
дания заранее заданного распределения амплитуд колебаний поля в выде-
ленной области пространства. 

В рамках данной работы приведено решение задачи получения необхо-
димой интерференционной картины от протяженного источника. При этом 
не вводилось ограничение в виде «формы» распределения амплитуд, напри-
мер прямолинейность. Среда, заключенная в выделенной области простран-
ства, подразумевается как линейная, однородная и изотропная. Полученные 
результаты применимы для создания любой возможной интерференционной 
картины в выделенном участке пространства при соблюдении необходимого 

условия ее существования. 

1. Теоретическая модель 

Поскольку в масштабах, где требуется применение волнового описания 
распространения волн, невозможно использовать лучевое приближение (как, 
например, в работе [8]), необходимо задействовать другую математическую 
модель, учитывающую волновые свойства света. Как известно, распростра-
нение любой волны описывается волновым уравнением [13]. Для электричес-
кого поля электромагнитной волны в однородной изотропной линейной сре-
де при отсутствии источников это уравнение выглядит следующим образом 

[13]: 
2

2 2

1
0

c t


  



E
E , где E – напряженность электрического поля волны, 

с  – фазовая скорость волны в рассматриваемой среде. 

В случае устоявшегося волнового процесса, т.е. при отсутствии зависи-
мости распределения амплитуд и фазовых задержек в пространстве от вре-
мени, решение можно искать в виде  Eexp[iωt] [14]. Подставляя это выражение 

в волновое уравнение, получаем уравнение Гельмгольца [14]: ΔЕ + k
2
E = 0, 

где Е – комплексная амплитуда, k = ω/c – волновое число. 
Обозначение вектора здесь и далее опущено, поскольку рассматривается 

проекция электрического поля волны на некоторую выделенную ось. Поиск 
решения уравнения Гельмгольца в виде ( ) ( ) exp[ φ( )]E A ir r r , как это дела-

ется при выведении эйконального [15] и антиэйконального [15] приближе-
ний, приводит к системе уравнений 
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где A(r) – распределение амплитуд колебаний, (r) – распределение фазово-
го сдвига колебаний в пространстве; A(r) и (r) являются функциями про-
странственных координат. В дальнейшем предполагаем, что эти функции 
непрерывны на всей рассматриваемой области со своими производными до 
третьего порядка включительно. Проделанная подстановка применима для 
рассмотрения установившегося гармонического волнового процесса. Поэто-
му в полученной системе уравнений нельзя использовать зависящие от времени 
функции распределения амплитуд и фаз в пространстве, если основные члены 
их фурье-образа по времени содержат частоты, большие или сопоставимые с 
параметром 2c/L, где L – характерный размер рассматриваемого участка сре-
ды. Иными словами, применяется адиабатическое приближение в том смысле, 
что изменения амплитуд и фаз во времени происходят с пренебрежимо малой 
временной задержкой во всей рассматриваемой области пространства. 

При дальнейшем использовании системы уравнений (1) никаких допол-
нительных приближений в работе не применяли. Эту систему можно интер-
претировать не только как связь между локальными характеристиками рас-

пределения амплитуд и фаз в пространстве, но и как систему уравнений для 
одной искомой функции, а другую функцию рассматривать как задаваемый 
параметр. Иными словами, можно искать решение распределения поля 
(электрического или магнитного) в пространстве в том виде, в котором один 
из параметров (амплитуда или фаза) является заданным изначально. 

При таком подходе получение заранее заданной интерференционной кар-
тины переходит в поиск распределения фаз в пространстве, которое при за-
данном распределении амплитуд удовлетворяет уравнениям (1). Однако 
благодаря отсутствию в выделенном объеме источников излучения нет не-
обходимости рассматривать характеристики источников. Следовательно, эту 
задачу можно отнести к краевой задаче, где создание заданной интерферен-
ционной картины обусловлено исключительно выполнением на границе 
рассматриваемой области соответствующих граничных условий, а именно 
распределения амплитуд, фаз и их производных по нормали к границе. Так 
как распределение амплитуд в рассматриваемой области пространства, 
включая границу, задано заранее, для нахождения граничных условий необ-
ходимо определить распределение фаз на границе области. 

Очевидно, что создание заранее заданного распределения амплитуд в 
пространстве возможно только в случае соблюдения необходимого условия 
его существования. Из системы (1) следует: чтобы функция распределения 
амплитуд в пространстве совпадала с заданной изначально, требуется вы-
полнение условия 
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При несоблюдении этого условия функция распределения фаз в простран-
стве становится комплексной, что равносильно локальному изменению ам-
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плитуды по абсолютной величине в exp[–Im()] раз. Кроме того, необходи-
мо, чтобы амплитуда колебаний приближалась по абсолютной величине к 
нулю при удалении волны на бесконечность. 

Применяя вышеуказанные рассуждения, рассмотрим границу выделенно-
го объема. Поскольку вся среда рассматривается как линейная, однородная и 
изотропная без источников и поглощения, система уравнений (1) остается 
корректной на границе рассматриваемой области пространства. 

Пусть оператор градиента будет представлен в виде n s    (где 

( )n  n n ), т.е. в виде суммы нормальной и поверхностной составляю-

щих. Выбираем направление нормали внутрь рассматриваемой области. Тогда 

                                          22
2

φ
φsk

 
    



A A

n A
.        

Знак «+» указывает на то, что волна движется к границе рассматриваемой 
области и выходит из нее, а знак «–» наоборот, что волна движется от гра-

ницы в глубь области, т.е. входит в рассматриваемую область пространства. 
Поэтому на тех интервалах границы, где планируется вход или выход волны 
из рассматриваемой области пространства, необходимо использовать соот-
ветствующий знак производной фазы по нормали к границе. Очевидно, что 
на границе входа и выхода производная фазы по нормали будет равна нулю. 

Разделение градиента на нормальную и поверхностную составляющие 

приводит к 
2
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. Находя вторую производную фазы по нормали и 

принимая во внимание, что s
φ

φ = s
 
 

 n n
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Подставляя выражение (3) во второе уравнение системы (1), получаем 
дифференциальное уравнение в частных производных для границы рассмат-
риваемой области 
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При выводе уравнения (4) предполагается, что на границе нет источников 
излучения. Это уравнение применимо в случае использования пространст-
венных модуляторов света (фазовых и амплитудных) или при достаточной 
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близости границы к протяженному источнику, повторяющему ее форму, 
чтобы поле в каждой точке границы совпадало с полем, создаваемым источ-
ником в каждой своей точке. 

Из анализа уравнения (4) следует, что поиск распределения фаз на границе 
рассматриваемой области представляет собой решение 2-мерной краевой задачи. 

2. Результаты и обсуждение 

Полученное уравнение (4) можно подвергнуть проверке уже известными 
решениями уравнения Гельмгольца, например соответствующего плоской 
волне. В таком случае распределение амплитуд в пространстве примет вид 

A = A0 = const. Подстановка этого выражения в уравнение (4) даст φ = 0s . 

Квадрат градиента фазы при этом  
2

2

2
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c
  , а производная по нормали 
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. Пусть для определенности волна распространяется 

вдоль оси ОХ, а рассматриваемая область пространства имеет вид цилиндра 
с осью, совпадающей с осью ОХ. Тогда очевидно, что на одном из основа-

ний цилиндра 
φ ω

c


 

n
 волна входит в рассматриваемую область простран-

ства, а на другом 
φ ω
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n
 волна выходит из этой области. Для обоих основа-

ний цилиндра  2φ 0s  . На боковой поверхности цилиндра 
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 и, сле-

довательно,  
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  . С учетом непрерывности распределения фаз в 

пространстве и на границе решение для боковой поверхности примет вид 
φ ω

x c


 


. Итоговые распределения амплитуд и фаз на границе рассматри-

ваемой области соответствуют таковым для плоской волны. 
Использование полученных граничных условий при решении уравнения 

Гельмгольца дает плоскую волну. 
График зависимости реальной части комплексной амплитуды, содержащей в 

себе фазу, приведен на рис. 1. Численное решение проведено с использовани-
ем математического пакета Matlab. Амплитуда и длина волны нормированы 
на единицу. Длина цилиндра принята за 10 длин волн, а радиус – за одну. 

Также была проведена проверка с помощью расчета эванесцентных волн. 
Например, предположим, что функция распределения амплитуд в простран-
стве является периодической в направлении, перпендикулярном распро-
странению волны. Пусть при этом в нарушение необходимого условия су-
ществования задаваемой интерференционной картины (2) период амплиту-
ды будет меньше длины волны в два раза. Выделенным участком простран-
ства пусть также будет цилиндр, но с радиусом в 5 и длиной в 10 длин волн. 
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Волна распространяется вдоль цилиндра, а амплитуда периодична вдоль ра-
диуса. Решение уравнения (4) в таком случае на входе и выходе (торцах ци-
линдра) даст константу, а производная фазы вдоль оси ОХ, т.е. на поверхно-
сти цилиндра, станет мнимой величиной. 

 

 
 

Рис. 1. Изображение плоской волны, полученной при использовании в решении 

уравнения Гельмгольца граничных условий, найденных с помощью уравнения (4) 

 

Используя при решении уравнения Гельмгольца полученные параметры 
границы исследуемой области, находим распределение поля (рис. 2). На ри-
сунке, демонстрирующем следствие невыполнения необходимого условия 
существования задаваемой интерференционной картины, видно влияние 
комплексной фазы, вызывающей экспоненциальное отклонение амплитуды 
от изначально заданного, – вместо неизменности амплитуды вдоль оси ОХ 
имеем ее экспоненциальное снижение. 

 

 
 

Рис. 2. Распределение поля в цилиндрической области пространства при невыполне-

нии необходимого условия существования задаваемой интерференционной картины 



Физика и техника высоких давлений 2018, том 28, № 4 

 120 

Заключение 

Задача о получении требуемой интерференционной картины в некоторой 
3-мерной области пространства сведена к решению 2-мерной краевой задачи (4) 
о нахождении распределения фаз колебаний поля на границе этой области 
пространства. Для того чтобы полученная интерференционная картина сов-
падала с заранее заданной, необходимо, чтобы требуемое распределение ам-
плитуд не вызывало появления комплексной фазы. Условие существования 
задаваемой интерференционной картины выражается неравенством (2). По-
лученное условие является необходимым, но не достаточным. 

Построенная теоретическая модель применима для устоявшихся волно-
вых процессов, а также для процессов, скорость изменения которых доста-
точно мала, чтобы в каждый момент времени волновой процесс можно было 
считать устоявшимся с достаточно большой точностью. 

Полученные в данной работе результаты могут найти свое применение не 
только в оптике, но и в акустике, а также в информационных [11] и меди-
цинских технологиях. В частности, они могут быть использованы для поиска 

оптимальной структуры фотонных кристаллов при создании фотонных инте-
гральных схем, поскольку задачи о прохождении или отражении света через 
фотонную структуру, а также о фокусировании света в масштабах, сопоста-
вимых с длиной волны, могут быть рассмотрены как задачи о получении за-
ранее заданной интерференционной картины. 
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M.K. Galinsky, V.V. Rumyantsev 

FORMATION OF THREE-DIMENSIONAL INTERFERENCE PATTERN  
OF LASER SOURCE RADIATION  

Possibility of formation of a preset interference pattern in selected area by 
controlling the parameters of the wave field (electric or magnetic) at the boundary is 
theoretically studied. The inverse boundary value problem is formulated and solved. 
In this problem the distribution of the amplitude of fieldoscillations within the 
selected area is given and it is necessary to calculate the boundary conditions. The 
equation is obtained that describes the parameters of the wave field at the boundary 
of the interference pattern. A necessary condition of existence of a desired interfe-
rence pattern is found. To verify the correctness of the equations obtained, numerical 
calculations were made for the known interference patterns. 

Keywords: interference pattern, distributed focusing, amplitude distribution, phase 
distribution, Helmholz equation 

Fig. 1. Flat wave obtained by the solution of Helmholtz equation with using boundary 
conditions which derived from equation (4) 

Fig. 2. Field distribution within a cylindrical area when the existence condition of the 
given interference pattern is not fulfilled 
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ШИРИНА ЗАПРЕЩЕННОЙ ЩЕЛИ  
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Статья поступила в редакцию 8 октября 2018 года 

В рамках теории функционала плотности проведены неэмпирические расчеты 
электронных свойств 8 полупроводниковых хиральных углеродных нанотрубок (НТ). 
Полученные расчетные значения ширины запрещенных щелей Eg удивительно точно 
описываются приведенным в статье аналитическим выражением для хиральных 
углеродных НТ. Выполнено сравнение наших результатов со всеми доступными экс-
периментальными данными. В целом получено хорошее согласие между ними. 

Ключевые слова: первопринципные расчеты, нанотрубка, хиральный угол, диа-
метр нанотрубки, запрещенная щель 

Введение 

Совершенно необычные физико-химические свойства углеродных НТ по-
зволяют им более 25 лет находиться в центре повышенного внимания исследо-
вателей [1,2]. Это связано с их удивительным разнообразием и, в особенности, 
с многочисленными возможностями технологических применений [3,4]. 

Идеальная однослойная НТ представляет собой свернутую в цилиндр по-
верхность, выложенную правильными шестиугольниками, в вершинах кото-
рых находятся атомы углерода (графитовая плоскость). Ее свойства опреде-
ляются хиральностью, зависящей от угла ориентации графитовой плоскости 
относительно оси НТ. Обозначается хиральность набором символов (m,n), 
указывающих координаты шестиугольника, который в результате сворачи-

вания плоскости должен совместиться с началом координат. Для удобства 
вводится также понятие угла хиральности θ: 

2 2

2
cos

2

n m

n nm m


 

 
.                                    (1) 

Два вида НТ отличаются относительной простотой: а) типа «зигзаг» с хи-
ральными  индексами (n,0), θ = 0; б) типа «кресло» с индексами (n,n), θ = 30°. 
Все остальные НТ с индексами (m,n), для которых 0 < θ < 30°, относятся к 
классу хиральных. 

Уже первые расчеты зонной структуры, выполненные полуэмпирическим 
методом сильной связи [5], показали, что те НТ, для которых разность (n – m) 
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кратна трем, обладают металлической проводимостью, а остальные две трети 
являются полупроводниками. Иными словами, если остаток k = (n – m)mod 3 
принимает значения 1 или 2, то НТ обладает полупроводниковой проводи-
мостью, а если k = 0, – то металлической. 

В нашей предыдущей работе [6] были выполнены неэмпирические расче-
ты электронных и структурных свойств углеродных НТ типа «зигзаг». По-

лученные расчетные значения ширины запрещенных щелей Eg хорошо опи-

сывались приведенным простым аналитическим выражением. Настоящая 
статья является продолжением [6], но объектом выбраны более сложные НТ 
– хиральные. Цель данной работы – систематическое исследование элек-
тронных и структурных свойств хиральных углеродных НТ. Главное внима-

ние при этом уделено определению значений ширины запрещенной щели Eg. 

Метод расчета 

Электронное строение одномерных наноструктур рассчитывали в рамках 
теории функционала плотности методом проекционных присоединенных 
волн (PAW) [7], программный пакет VASP (Vienna ab initio simulation pack-
age). Для обменно-корреляционного потенциала использовали обобщенное 
градиентное приближение (generalized gradient approximation (GGA)) в виде, 
предложенном Perdew–Burke–Ernzerhof [8]. В качестве псевдопотенциалов 
применяли стандартные псевдопотенциалы VASP. Число разбиений при ин-
тегрировании по неприводимой части зоны Бриллюэна в расчетах выбирали 
равным 22, что соответствует набору k-точек в этой зоне 11 1 43 11 1 43 43, а исполь-

зованный максимальный волновой вектор в наборе плоских волн соответ-
ствует энергии 400 eV.  

В результате самосогласованных расче-
тов находили оптимизированные позиции 
всех атомов и полную энергию системы, а 
затем рассчитывали зонную структуру со-
единения, плотность электронных состоя-
ний и т.д. При этом уровень Ферми всегда 
принимали за начало отсчета энергии. В 
процессе оптимизации выполняли требо-
вание, чтобы силы, действующие на ато-
мы, были меньше, чем 1 eV/nm. Посколь-
ку атомы C соседних НТ находятся на 
расстоянии не менее 1.4 nm, взаимодейст-
вие между ними не существенно. Для 
примера на рис. 1 представлена наимень-
шая (количество атомов в элементарной 
ячейке N = 112) из рассматриваемых ниже 
хиральная НТ с индексами (8,4). 

Рис. 1. Хиральная нанотрубка  

  с индексами (8,4) 
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Результаты и их обсуждение 

Первопринципные расчеты электронных свойств хиральных НТ доволь-
но сложны (много атомов в элементарной ячейке) и для трубок диаметром 
D > 0.8 nm в литературе не встречаются. Именно начиная с такого диаметра, 
эффекты кривизны поверхности НТ не играют определяющей роли в уста-
новлении их электронных свойств [6]. 

В табл. 1 отражены результаты наших расчетов зонной структуры 8 раз-
личных хиральных НТ. Отметим, что для каждой трубки проводили оптими-
зацию постоянной решетки вдоль оси трансляции C, т.е. находили такую 
длину постоянной решетки, при которой полная энергия трубки минимальна. 

Таблица 1 
Структурные параметры и ширина запрещенной щели Eg  

хиральных нанотрубок 

(m,n) N C, nm D, nm Eg, eV 

(8,4) 112 1.1308 0.837 0.812 
(12,8) 304 1.8629 1.373 0.519 
(15,5) 260 1.5411 1.419 0.489 
(14,7) 196 1.1310 1.459 0.484 
(10,2) 248 2.3783 0.881 0.897 
(12,4) 208 1.5406 1.138 0.678 
(10,5) 140 1.1303 1.045 0.731 
(16,8) 224 1.1318 1.655 0.451 

 
Зонная структура НТ (8,4) показана на 

рис. 2. Отметим, что потолок валентной зо-
ны и дно зоны проводимости находятся в 
точке Г, т.е. запрещенная щель прямая. То 
же имеет место и в других хиральных НТ. 

В работе [6] представлено аналитическое 

выражение (4) для Eg НТ типа «зигзаг». Пу-

тем введения в последнее слагаемое этого 
выражения множителя cos3θ (следуя [8]) 
осуществляли учет хиральности: 

2

1 0.138
0.743 ( 1) cos3f k

gE
D kD

 
    

 
.    (2)          

В табл. 2 приведены значения f
gE  для 

тех же 8 вариантов хиральных НТ, резуль-
таты расчетов которых представлены в 
табл. 1. Наибольшее различие между энер-
гиями неэмпирических расчетов и получен-
ными по формуле (2) порядка 1%. Поэтому 

Рис. 2. Зонная структура хираль-

ной нанотрубки (8,4) 
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трудоемкие первопринципные расчеты для получения энергии запрещенной 
щели удобно заменить оценками по простой формуле (2). Тем более, что для 
НТ с тысячами атомов в элементарной ячейке провести неэмпирические 
расчеты практически невозможно. Заметим, что выражение (2) пригодно для 

определения величины Eg любых полупроводниковых углеродных НТ – не 

только хиральных, но и типа «зигзаг». 

Таблица 2 
f
gE  хиральных нанотрубок согласно выражению (2) 

f
gE  f

g gE E  
(m,n) k , deg D, nm 

eV 

(8,4) 1 19.1 0.837 0.809 0.003 

(12,8) 1 23.4 1.373 0.523 –0.004 

(15,5) 1 13.9 1.419 0.486 0.003 

(14,7) 1 19.1 1.459 0.483 0.001 

(10,2) 2 9.0 0.881 0.902 –0.005 

(12,4) 2 13.9 1.138 0.682 –0.004 

(10,5) 2 19.1 1.045 0.736 –0.005 

(16,8) 2 19.1 1.655 0.456 –0.005 

Сравнение теоретических результатов с экспериментальными данными 

Наибольшее количество опытных данных (9 вариантов, см. табл. 3) приве-
дено в одной из первых работ по определению запрещенных зон в НТ [10]. 
Авторы измерили хиральные углы, диаметры и ширину запрещенных щелей 
трубок. Наличие этих данных позволяет восстановить хиральные индексы 
НТ. Обычно есть два-три варианта индексов, которые соответствуют экспе-
риментальным значениям углов и диаметров, и из них выбирают подходящий. 

В работах [11,12] авторы сами выбрали подходящие хиральные наборы 
индексов (m,n) (соответственно варианты 10 и 11, 12 в табл. 3). Имея вели-
чины диаметра НТ и хирального угла, соответствующие выбранным индек-

сам (m,n), по формуле (2) получаем значения f
gE . Нужно заметить, что все 

экспериментальные величины в работах [10–12] имеют большую погреш-
ность измерений: хиральный угол θ ~ ±1°; диаметр НТ D ~ ±0.1 nm; ширина 

запрещенной щели exp
gE  ~ ±0.05 eV. Учитывая эти погрешности, можно ут-

верждать, что во всех вариантах, кроме 3-го, получено хорошее согласие с 
экспериментом. Относительно варианта 3 предположим, что в статье [10] 

случайно приведено ошибочное значение exp
gE , выпадающее из ряда других  

данных. Действительно, при диаметре НТ 2.0 nm интервал между мини-

мальным и максимальным значениями Eg согласно выражению (2) будет 

[0.346–0.384 eV], и это очень далеко от величины 0.5 eV, указанной в [10]. 
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Таблица 3 
Сравнение экспериментальных данных [10–12]  

и результатов нашего расчета по выражению (2) 

Эксперимент Расчет 
Номер 

варианта , 
deg 

D, nm 
   exp

gE , 

eV 
(m,n) 

, 
deg 

D, nm N 
f

gE , 

eV 
1 5  1.4 0.55 (16,2) 5.8 1.338 548 0.58 
2 26 1.4 0.6 (11,9) 26.7 1.358 1204 0.55 
3 23 2.0 0.5 (18,11) 22.1 1.985 2572 0.36 
4 6 1.2 0.65 (13,2) 7.1 1.104 796 0.71 
5 26 1.4 0.5 (12,10) 27.0 1.494 728 0.5 
6 21 1.4 0.55 (13,8) 22.2 1.437 1348 0.53 
7 14 1.2 0.6 (13,5) 15.6 1.260 1036 0.61 
8 24 1.3 0.6 (11,7) 22.7 1.230 988 0.58 
9 14 1.9 0.4 (21,7) 13.9 1.985 364 0.38 
10 – – 0.8 (13,–1) 4.0 0.981 628 0.81 
11 – – 0.75 (14,–3) 11.7 1.000 652 0.78 
12 – – 0.7 (12,–1) 4.3 0.903 532 0.70 

Примечания: 1. Варианты 1–9 взяты из источника [10], вариант 10 – из [11], 11 и 
12 – из [12]. 

2. В графе «расчет» представлены полученные нами результаты. 

 
Отметим также, что из всех 12 рассмотренных хиральных НТ только для 

трубки с индексами (21,7), имеющей 364 атома в элементарной ячейке, может 
быть, в принципе, проведен неэмпирический расчет электронных свойств. 

Заключение 

В рамках теории функционала плотности выполнены неэмпирические 
расчеты электронных и структурных свойств 8 углеродных хиральных НТ. 

Полученные величины Eg хорошо описываются приведенным в статье ана-

литическим выражением (2). Поэтому трудоемкие первопринципные расче-
ты для получения ширины запрещенной щели удобно заменять оценками по 
такому простому выражению. Это позволило провести сравнение наших ре-
зультатов со всеми доступными экспериментальными данными. В целом по-
лучено хорошее согласие между ними. 
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V.G. Boutko, A.A. Gusev 

WIDTH OF THE FORBIDDEN GAP  
IN CHIRAL CARBON NANOTUBES 

In the framework of the density functional theory, ab initio calculations of the electronic 
properties of 8 semiconductor chiral carbon nanotubes were performed. The obtained 
calculated values of the energy gaps Eg are surprisingly accurately described by the 
analytical expression given in the article for chiral carbon nanotubes. A comparison of 
our results with all the available experimental data was done. Overall, a good agreement 
is obtained between them. 

Keywords: ab initio calculations, nanotube, chiral angle, nanotube diameter, forbidden gap 

Fig. 1. Chiral nanotube with indices (8.4) 

Fig. 2. Band structure of chiral nanotube (8.4) 
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а) для  книги  –  названия  книги,  издательства  и  города,  год  издания     
(в круглых скобках): 

А.Ф. Иоффе, Физика кристаллов, ГИЗ, Москва (1929). 
б) для статьи в журнале – название, том, номер журнала, номер первой 

страницы статьи, год издания (в круглых скобках): 
С.А. Фирстов, Ю.Н. Подрезов, Н.И. Даниленко, Е.М. Борисовская, Н.В. Ми-

наков, ФТВД 13, № 3, 36 (2003). 
8. Подрисуночные подписи должны содержать текст, объясняющий ри-

сунок; представляются на русском и английском языках. Описание элемен-
тов рисунка желательно выносить в подрисуночную подпись. 

9. Сведения об авторах необходимо представить на отдельной странице, 
где указываются: 

– полные имя, отчество и фамилия авторов; 
– их служебные адреса и телефоны. 
Следует указать, с кем из авторов предпочтительно поддерживать связь 

при работе над статьей. 

Совокупность названия статьи, аннотации, рисунков и подрисуночных 
подписей должна давать ясное представление о сути работы. 

Обращаем внимание авторов на то, что журнал ФТВД включен в систему 
Российского индекса научного цитирования.  

Полная версия журнала размещена на сайте: http://www.donfti.ru/main/ftvd-
journal/ 
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