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Показана связь ранее предложенной простейшей термодинамической модели крис-
таллизации в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6 с моделью Колмогорова–Джон-
сона–Мэла–Аврами (КДМА). Изучено влияние «фазы пустоты» на температурные и 
временные зависимости объемных долей фаз в аморфном материале. Установлено, 
что равновесность этой подсистемы противоречит экспериментальным данным, а 
ее неравновесность, наоборот, приводит к адекватному совпадению между модель-
ными представлениями и натурными результатами. 

Ключевые слова: модель, энергия Гиббса, химический потенциал, объемная доля, 
металлическое стекло, параметр порядка, «фаза пустоты» 

Введение 

Процессы кристаллизации [1,2] и фазовых превращений в конденсиро-
ванных средах [3–7] характеризуются рядом общих закономерностей, свя-
занных с появлением температурных и временных интервалов изменения 
некоторых характеристик (размытый фазовый переход) вблизи точки пере-
хода. Эти явления описываются кинетическим уравнением Колмогорова [8–10] 
(модель КДМА). Экспериментальные исследования кристаллизации метал-

лического стекла Fe40Ni40P14B6 [11,12] показали, что при возрастании скоро-

сти нагрева материала до величин более 100 K/min наблюдается отклонение 
кинетической кривой от теоретического графика по модели КДМА. 

В этой связи в работе [13] была предложена термодинамическая модель, 
базирующаяся на использовании локального равновесия выделенной облас-
ти. В таком случае справедливы все соотношения классической термодинамики, 
но характеристические функции зависят от места расположения области и 
времени t. Если при экспериментальном исследовании определяющих пара-

метров ai материала они переносятся частицами с объемами i и существенно 

изменяются на расстояниях i i iL a a  , то характерный размер локально-

равновесной области l удовлетворяет неравенствам: 3max mini il L   . 

Если обозначить через t1 время протекания релаксационных процессов, а 

через t2 – время перехода всей системы в равновесие, то время установления 

термодинамического равновесия в локальной области te будет ограничено 
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выполнением неравенств: 1 2et t t  . Отметим, что для конденсированных 

фаз t1 ~ 10
–8

 s, а величина t2 может исчисляться достаточно большими про-

межутками времени. Следовательно, равновесным областям можно поста-
вить в соответствие локальные значения экстенсивных и интенсивных пере-
менных, а также использовать все соотношения классической термодинами-
ки. Этот подход позволил получить явную зависимость объемной доли крис-
таллической фазы от температуры и времени [13]. Теоретические кинетичес-
кие кривые адекватно описывают массив экспериментальных данных [11,12] 
при любых значениях скорости нагрева аморфного материала. 

Однако невыясненным остался вопрос о влиянии «свободного» объема на 

кинетику процессов в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6. Поэтому целью 

работы является не только установление соответствия между феноменоло-
гическими параметрами модели [13] и кинетическими величинами теории 
КДМА, но и выявление роли пустого пространства внутри металлического 
стекла на термодинамику вещества и получение температурной зависимости 
объемных долей сосуществующих фаз. 

1. Связь модели идеальных фаз с теоретическим построением КДМА 

В приближении идеальных фаз [13] объемная доля кристаллитов x1(T, t) в 

аморфной матрице описывается формулой 

1
1

B

1 ( , )
( , ) 1 th

2 2

g T t
x T t

k T

  
   

  
.                            (1) 

Здесь T – температура; t – время; kB − постоянная Больцмана; g1(T, t) = μ10 – μ20, 

где 0 – стандартное значение химического потенциала фазы σ (кристаллиты 

– фаза 1, аморфная матрица – фаза 2). 
В работе [13] величина 

   1

B

, ,
1 1

2
x x x x

x

g T t f T t T T t Tt
a b c

k T T T T t T

  
         

   

,              (2) 

где ( , ) /x xa f T t T   ; ( , ) /x x xbT f T t t   ; ( , )x x xcT f T t ; Tx и tx 

− соответственно температура и время, при которых на графиках функции 
(1) наблюдаются точки перегиба. 

Выясним условия, при которых уравнение (1) переходит в формулу моде-
ли КДМА, для чего преобразуем его к виду 

 1 2

1 1 sh 1 e e 1 2e 1
1 th 1 1

2 2 ch 2 2e e e e 1 e
x

  

    

   
                

.      (3) 

При выполнении сильного неравенства 2e 1   воспользуемся разложением 

в ряд Маклорена функции 
1

1
1

x
x
 


 [14, с. 678] с ограничением ряда ли-

нейным членом. Тогда функция x1 принимает вид 
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1 2

1
1 exp(2 )

1 e
x


   


.                                   (4) 

Сравнение (4) с равенством (4.11) [1, с. 54] модели КДМА в формулировке 
Аврами приводит к соотношению (показатель степени 3  n  4) 

2 ( , ) nk T t t   ,                                        (5) 

т.е. функция ( , )f T t  из (2) равна 

1
( , ) ( , )

2
nf T t k T t Tt  .                                 (6) 

Таким образом, феноменологические коэффициенты а, b и c в разложе-
нии (2) задаются формулами 
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Тогда разложение (2) можно переписать в виде 

1
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здесь коэффициенты 
1
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Из формулы (10) видно, что при стремлении кинетического коэффициен-
та ( , )k T t  к нулю в точке ( , )x xT t  доля объема, в котором произошло фазовое 

превращение, по модели Аврами становится равной 1. В модели идеальных 

фаз [13] равновесный параметр порядка 1
0 1 2

B

( , )
η th

2

g T t
x x

k T

 
     

 
 обраща-

ется в нуль, что соответствует равенству объемных долей кристаллической и 

аморфной фаз (формула (1)): x1 = x2 = 0.5. Это противоречие разрешимо тогда, 

когда коэффициент ( , ) 0x xk T t  , т.е. все коэффициенты a, b, c отличны от ну-

ля. Отметим, что параметр 1 обращается в нуль при выполнении равенства 

;

ln
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, а параметр 2 – при 
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. Этим случаям 

отвечают различные типы кристаллизации: 
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Тип 1. 1  0, 2 = 0, 3  0. Формула (10) приобретает вид 

1 1
1

B 1

β 1
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2 β
xTg

c
k T T

 
  

 
,                                   (11) 

который при выполнении сильного неравенства 1
1

1

β 1
β 1 1

β


    соответст-

вует типу 1 из работы [13]. Следовательно, в этом случае параметр а = cβ1. 

Тип 2. 1 = 0, 2  0, 3  0. Равенство (10) задается выражением 
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Если справедливо неравенство 2
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), 

то происходит «изотермическая» кристаллизация по типу 2 из работы [13], а 

параметр b1 = cβ2. 

Таким образом, сравнение результатов работ [13] и [1,10] позволяет свя-
зать параметры термодинамической модели с кинетическими коэффициен-
тами, чтобы определять феноменологические параметры модели [13] по экс-
периментальным данным и прогнозировать температурные изменения объ-
емных долей фаз. 

Кроме того, в рамках модели [13] не выяснена роль «свободного» объема в 
сосуществовании локальных областей с различными фазовыми состояниями. 

2. Влияние «фазы пустоты» на упорядочение аморфной матрицы 

Пусть металлическое стекло Fe40Ni40P14B6 состоит из локально-равно-

весных областей. Для них справедливы все формулы равновесной термоди-
намики, но обобщенные координаты и потенциалы, а также характеристичес-
кие функции системы зависят от времени и пространственного аргумента. 
Кроме того, каждая область представляет гомогенную часть объекта иссле-
дования, т.е. находится в строго определенном фазовом состоянии. 

Особенностью любого аморфного материала является наличие в нем объе-

ма V0, свободного от частиц. Согласно [15] часть объема системы, которая за-

нята небольшим числом корпускул того или иного вещества, будем называть 
«фазой пустоты». При дискретном подходе «свободный» объем образца за-
полняется квазичастицами, которые назовем «кавитонами» (от итальянского 
«cavità» – пустота, пустотность). Тогда любая среда будет плотно упакована 
атомами (молекулами) и кавитонами. Например, если объемная доля кавитонов 
и их число значительно меньше объемной доли и числа частиц, то среда нахо-
дится в кристаллическом состоянии, при этом кавитон, который замещает 
частицу в узле кристаллической решетки, называют вакансией. Если объем-
ная доля кавитонов невелика, но их число сопоставимо с числом корпускул, 
то локальная область принадлежит аморфной матрице, или содержит «замо-
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роженную» жидкую фазу. В случае, когда объемная доля кавитонов и их 
число значительно превышают объемную долю и число атомов, то область 
находится в «замороженном» разреженном состоянии, или образует «фазу 
пустоты». Следовательно, локальная область аморфного материала находит-
ся в одном из 3 фазовых состояний: кристаллическом (кристаллиты – фаза 1); 
«замороженном» жидком (аморфная матрица – фаза 2); газовом («фаза пус-
тоты» – фаза 3). 

Изменение объемных долей фаз происходит двумя способами. Первый 
связан с индивидуальным ростом соответствующих локальных областей. 
Второй способ определяется синергетической реакцией локальных областей 
системы с одинаковым фазовым состоянием, приводящей к их слиянию (об-
разуется зернистоподобная структура) и вытеснению из объема системы 
«фазы пустоты». 

Следует подчеркнуть, что равновесность локальных областей материала не 
обеспечивает автоматически равновесные значения характеристик элементов, 
образующих объект. Поэтому рассмотрим равновесную (химический потенци-

ал кавитонов равен нулю: 0 = 0) и неравновесную (0  0) «фазы пустоты». 
1. Равновесная «фаза пустоты». Так как объемная доля кавитонов 

0 0 /x V V  (V − объем системы), объемные доли фаз связаны соотношением 

1 2 0 1 2 01 1x x x x x x         .                    (13) 

Для термодинамически равновесных кавитонов их химический потенциал 
равен нулю, т.е. выполняются равенства 

0 00 B 0μ ( , ) μ ( , ) ln ( , ) 0P T P T k T x P T   ,                      (14) 

где 00( , )P T  – стандартное значение химического потенциала кавитонов 

при атмосферном давлении P и комнатной температуре T. Из второго равен-
ства (14) находим, что объемная доля «фазы пустоты» 

 0 00( , ) exp βμ ( , )x P T P T  ,                        (14а) 

где 1
Bβ ( )k T  . Формула (14а) показывает, что при равновесии объемная до-

ля кавитонов определяется давлением P и температурой T. 
Вводя в рассмотрение параметр порядка 

1 2η x x                                                (15) 

и учитывая последнее равенство (13), получаем 

1 (ν η) / 2x   ,   2 (ν η) / 2x   .                             (16) 

Энергия Гиббса из расчета на единицу объема системы 

                                 10 1 20 2 B 1 1 2 2μ μ ( ln ln )g x x k T x x x x     =           

=  0 1
1

2
g g k T           0 00 B 0μ ( , ) μ ( , ) ln ( , ) 0P T P T k T x P T   ( ) ln( ) ( ) ln( )Bg g k T            ,            (17) 
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где коэффициенты 0 10 20 Bμ μ 2 ln 2g k T   , 1 10 20g    . 

Экстремум функции (17) найдем из системы равенств 

1

1
1 B

1

d
0 ln 0

dη

g
g k T



   
    

  
.                     (18) 

После несложных преобразований из (18) следует, что равновесное значение 
параметра порядка 1η  задается формулой подобия 

1
1 0

B

th
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g

k T

 
     

 
,                                 (19) 

а равновесные доли фаз 

1
1

B

1 th
2 2

g
x

k T

  
   

  
,  1

2
B

1 th
2 2

g
x

k T

  
   

  
,  0 1x   .         (20) 

Таким образом, присутствие в аморфном материале равновесных кавито-
нов приводит к снижению объемной доли кристаллической фазы, что не со-
ответствует экспериментальным данным. Поэтому перейдем к рассмотрению 
случая, когда кавитонная подсистема не находится в тепловом равновесии. 

2. Неравновесная подсистема кавитонов, для которых химический по-
тенциал (14) отличен от нуля. В этом случае помимо параметра порядка , 
введенного по формуле (15), определим второй параметр порядка 

1 0x x   .                                              (21) 

Параметры  и  являются независимыми аргументами энергии Гиббса (17) 
с учетом энергетического вклада кавитонов. 

Объемные доли фаз связаны с ними соотношениями 

1 (1 η ξ) / 3x    ,  2 (1 2η ξ) / 3x    ,  0 (1 η 2ξ) / 3x    ,          (22) 

а энергия Гиббса локальной области определяется формулой 

    10 1 20 2 00 0 B 1 1 2 2 0 0μ μ μ ( ln ln ln )g x x x k T x x x x x x       = 

=  0 11 12 B
1

η ξ (1 η ξ) ln(1 η+ξ)
3

g g g k T       + 

+ (1 2 ) ln(1 2 ) (1 2 ) ln(1 2 )             ,             (23) 

где коэффициенты 0 10 20 00 Bμ μ μ 3 ln 3g k T    , 11 10 20 00μ 2μ μg    ,  

12 10 20 00μ μ 2μg    . 

Экстремумы функции (23) определяются системой уравнений 

d
0

dη

g
 ,   

d
0

dξ

g
 ,                                       (24) 
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которая в явном виде представляет собой систему нелинейных алгебраичес-
ких уравнений 

12

(1 )(1 2 )

(1 2 )

    
 

  
,   22

(1 )(1 2 )

(1 2 )

    
 

 
,               (25) 

где 1 11λ exp( β )g  , 2 12λ exp( β )g  , 1
Bβ ( )k T  . Разделив первое равенство 

(25) на второе и выполнив простые преобразования, получим 

0 1ξ ψ ψ η  ,                                                (26) 

где 0
1

2

 
 

 
, 1

1 2

2

 
 

 
, 13

2


 


. Подстановка (26) в первое равенство 

(25) и приведение подобных членов дают квадратное уравнение 

2η η 0A B C   .                                       (27) 

Здесь коэффициенты 
2

1 1 1 1( 2) ( 1)(2 1)A          , 

1 0 1 0 1 1 02 ( 1)( 2) ( 1)(2 1) ( 1)(2 1)B                 , 

2
1 0 0 0( 1) ( 1)(2 1)С          . 

В зависимости от знака дискриминанта 2 4D B AC   уравнение (27): 1) не 

имеет корней ( 0D  ); 2) имеет два совпадающих корня 1,2η
2

B

A
   

( 0D  ); 3) имеет два различающихся корня 

1,2
2

B D

A


 


 ( 0D ).                                 (28) 

Первые два случая не описывают экспериментальное изменение объемной 
доли кристаллической фазы при любых значениях параметров. При 0D  

физический смысл имеет корень 1
2

B D

A

 
  , так как второй корень приво-

дит к значениям объемной доли фазы 1 вне интервала [0; 1]. 

Представим параметры  и 1 в виде 

1exp 1xxT
a

T

  
    

  
,                                 (29) 

1 2exp 1xxT
a

T

  
    

  
,                                  (30) 

где a1 и a2 определены из сравнения теоретических и экспериментальных 

кривых для металлического стекла Fe40Ni40P14B6, полученного при скорости 
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нагрева q = 80 K/min: a1 = 15.0, a2 = –279.809, Txx = 694.6 (рис. 1). На рис. 2 

показаны температурные зависимости объемных долей фаз, а на рис. 3 – гра-

фики параметров порядка η1(T) и ξ1(T) в Fe40Ni40P14B6. 
 

 

                                а                                                               б 

Рис. 1. Зависимость объемной доли фазы 1 (а) и скорости ее изменения (б) от темпе-

ратуры при скорости нагрева аморфного материала 80 K/min:  – теория,  – экс-

перимент 

 
Присутствие «фазы пустоты» в металлическом стекле существенно влия-

ет на вид температурных зависимостей объемных долей фаз и скоростей их 
изменения. Кавитоны изменяют характеристики локальных областей мате-
риала как в окрестности термодинамического равновесия, так и вдали от не-
го. Равновесная «фаза пустоты» не дает вклада в энергию Гиббса и снижает 
объемную долю закристаллизованного вещества, что противоречит экспе-
риментальным данным. 

 

     

Рис. 2. Зависимости объемных долей фаз в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6 от тем-

пературы: 1 – x1 по формуле (1); 2 – x1 (22); 3 – x2 (15); 4 – x0 (21) 
 
Рис. 3. Изменения параметров порядка η1 (1) и ξ1 (2) металлического стекла 

Fe40Ni40P14B6 в зависимости от температуры 
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Неравновесность кавитонной подсистемы приводит к появлению в энер-
гии Гиббса дополнительного слагаемого и оказывает влияние на процесс 
кристаллизации, что проявляется в снижении температуры, при которой на-
блюдается перегиб графика объемной доли фазы 1, а также в усложнении вида 
теоретических формул для расчета объемной доли кристаллитов и скорости 
ее изменения. 

Выводы 

1. Показано, что феноменологические параметры а, b и c ранее предло-
женной простейшей термодинамической модели [13] могут определяться по 
экспериментальным массивам данных о кинетике процесса кристаллизации 

в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6, что повышает прогностические воз-

можности модели [13]. 
2. Установлено, что равновесная «фаза пустоты» понижает объемную до-

лю кристаллической фазы, не внося вклада в энергию Гиббса, что противо-
речит экспериментальным результатам. 

3. Продемонстрировано, что учет наличия неравновесных кавитонов в 

аморфном материале Fe40Ni40P14B6 приводит к дополнительному вкладу в 

энергию Гиббса, вызывающему смещение температуры Tx, при которой на-

блюдаются: перегиб графика объемной доли фазы 1, усложнение расчетных 
формул модели без увеличения точности вычислений, возрастание доли за-

кристаллизовавшегося вещества при температуре Tx (x1(Tx) = 0.513). 
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S.V. Terekhov, A.I. Limanovsky 

«PHASE OF EMPTINESS» AND BLURRED PHASE TRANSITION 

A relation between the simplest thermodynamics model of crystallization in the 
Fe40Ni40P14B6 metal glass offered before and the Kolmogorov–Johnson–Mehl–Avrami 
(KJMA) model is shown. The effect of the «phase of emptiness» on temperature and time 
dependences of the volume fractions of phases in an amorphous material is studied. It is 
found that equilibrium of this subsystem conflicts with the experimental data. Vice versa, 
non-equilibrium state results in an adequate coincidence between modeling and experi-
mental data. 

Keywords: model, Gibbs energy, chemical potential, volume fraction, metal glass, order 
parameter, «phase of emptiness» 

Fig. 1. Temperature dependence of the volume fraction of phase 1 (а) and the rate of the 
change (б) at the amorphous material heating rate of 80 K/min:  – theory,  – experiment 

Fig. 2. Temperature dependences of the volume faction of phases in the Fe40Ni40P14B6 

metal glass: 1 − x1 by formula (1); 2 − x1 (22); 3 − x2 (15); 4 − x0 (21) 

Fig. 3. Temperature dependences of the order parameters of the Fe40Ni40P14B6 metal glass 
η1 (1) and ξ1 (2) 
 

 


