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Статья поступила в редакцию 28 августа 2017 года 

Представлен обзор основных положений исчисления внешних дифференциальных 
форм, дано приложение математического аппарата к дифференциальным фор-
мам в термодинамике. Используемый математический язык является развитием 
стандартного векторного анализа. В работе показано, что аппарат исчисления 
внешних дифференциальных форм позволяет физическим представлениям более 
адекватно описывать реальность природных явлений, в частности термодинами-
ческие свойства вещества. На примере такой дисциплины, как термодинамика, 
продемонстрированы принципы и эффективность применения исчисления внешних 
дифференциальных форм. Показаны перспектива использования данного матема-
тического аппарата и его более широкие возможности по сравнению с другими 
методами математической физики, используемыми при описании физических за-
кономерностей. Отражены универсальный характер исчисления дифференциаль-
ных форм и особенности внешнего умножения и дифференцирования. Решен ряд 
стандартных задач термодинамики в новой интерпретации. В частности, полу-
чены простые, взаимодополняющие дифференциальные 2-формы фундаментально-
го характера, демонстрирующие математическую компактность и физическую 
взаимообусловленность термодинамических переменных, описывающих тепловые, 
механические и другие свойства моно- и поливариантных систем. Даны способы 
решения полученных уравнений. На основе пфаффовых форм характеристических 
термодинамических функций (называемых потенциалами) в терминологии внешних 
дифференциальных форм описаны некоторые макроскопические свойства однородно-
го вещества. Показано, что сочетание исчисления дифференциальных форм и метода 
якобианов способствует более глубокому пониманию сути решаемой проблемы. 

Ключевые слова: внешние дифференциальные формы, термодинамические потен-
циалы, внешнее произведение, соотношения Максвелла 

Введение 

Исчисление внешних дифференциальных форм было создано в начале 
XX века Э. Картаном [1–3]. Данный аппарат – один из наиболее фундамен-
тальных и вместе с тем простых математических методов. Универсальность 
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понятий и методологическая простота являются факторами, подтверждаю-
щими фундаментальность теории внешних дифференциальных форм [1–10]. 
Базовый характер операций внешнего умножения и дифференцирования обу-
словлен абстрактностью понятия линейного пространства [1–4]. Элемент 
указанного пространства, называемый вектором, – понятие более широкое, 
чем традиционное определение вектора как направленной величины. В этом 
контексте исчисление дифференциальных форм может быть применено в са-
мых разных областях математики и физики. 

Унификация научной мысли привела к простоте физических понятий, об-
ладающих линейной структурой, которой с помощью математики была при-
дана фундаментальность операторной символики [1–4]. В исчислении диф-
ференциальных форм особенно явной оказывается связь между алгеброй и 
геометрией. Универсализация таких понятий, как векторное пространство и 
линейное преобразование, в конце концов и способствовала созданию внешней 
(альтернированной) дифференциальной формы. 

Многие тепловые, механические, магнитные и электрические свойства 

веществ, имеющих моно- или поливариантную структуру, могут быть удов-
летворительно описаны на языке термодинамики. Этим путем были объяс-
нены многие макроскопические свойства вещества. Термодинамический под-
ход оказался успешен как с фундаментальной, так и с прикладной точки зре-
ния. На общем фоне стандартного термодинамического языка широко ис-
пользовалась методология термодинамических потенциалов, называемых так-
же характеристическими функциями [11–18]. 

В то же время многие фундаментальные проблемы не находят должного 
объяснения из-за ограничений, заложенных в традиционном математиче-
ском аппарате. По нашему мнению, применение исчисления внешних диф-
ференциальных форм позволяет расширить сферу применения термодинами-
ческого языка, дает возможность по-новому взглянуть на стандартные соот-
ношения и рассматривать их на более глубоком научном уровне. 

Нам представляется, что применение используемого в статье математиче-
ского аппарата в термодинамике приобретет более конкретный смысл и бу-
дет восприниматься более адекватно после параллельного рассмотрения ак-
сиоматики и начал (законов) термодинамики, когда используется прямое 
дифференциальное исчисление [11–18], с одной стороны, (прил. 1) и основ-
ных положений исчисления внешних дифференциальных форм – с другой 
(прил. 2). Данный подход позволяет более глубоко взглянуть на законы термо-
динамики с точки зрения абстрактного векторного анализа, его геометрических 
положений и образов, раскрывающих природу физической реальности с еще 
одной фундаментальной стороны, которую математическая физика описывает 
такими понятиями, как внешнее умножение и внешнее дифференцирование. 

В представленной работе, опираясь на термодинамические принципы, на-
чала и стандартные положения обычных дифференциальных форм, авторы 
продемонстрировали универсальность и простоту аппарата исчисления внеш-
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них дифференциальных форм. Наряду с получением известных результатов 
другим способом описаны концептуальные схемы нахождения новых. 

1. Начала термодинамики с позиций исчисления внешних  
дифференциальных форм 

При изучении свойств систем в рамках термодинамики на основе исчис-
ления внешних дифференциальных форм следует переформатировать ис-
ходные начала традиционных положений теории (прил. 1, 2). Запишем ос-
новные законы термодинамики посредством простой замены прямых диф-
ференциальных операторов d  и   на операторы внешнего дифференциро-

вания d  и  . В результате первый закон термодинамики приобретает вид 

                                                       dU Q A      .                                          (1.1) 

Аналогичным образом второй закон запишем в форме 

                                                           dQ T S   .                                          (1.2) 

Детализируя правую часть уравнения (1.1), элемент работы можно предста-
вить в виде 

                                              1
1

( ,..., )d
m

i m i
i

A A a a a


    .                               (1.3) 

Очевидно, операторы   и   не связаны с температурой, т.е. действуют на 

другие переменные. В этом состоит их основное отличие от операторов d и d . 

Сама температура, определяемая в термодинамике как некая обобщенная 
сила, параметрически явно входит в уравнение (1.1), а именно в первое сла-
гаемое правой части. В контексте термодинамических принципов внутрен-
няя энергия может быть представлена в качестве функции определенных пе-
ременных ( , )iU U S a . Традиционно из множества обобщенных координат 

 ia  выделяют объем.  

В термодинамике (прил. 1) из аргументов характеристических функций 
выделяют тепловые ( , )T S  и механические ( , )P V  переменные, которые вы-

ступают в роли обобщенных сил ( , )T P  и обобщенных координат ( , )S V . 

При этом подразумевается, что первые (силы) являются неаддитивными 
(интенсивными), а вторые (координаты) – аддитивными (экстенсивными).  

В стандартном представлении внутренняя энергия как функция незави-
симых переменных имеет вид ( , , )iU U S V a , а ее внешний дифференциал 

(по форме совпадающий с прямым дифференциалом) – 

                                           
2

d d d d
m

i i
i

U T S P V A a


       .                             (1.4) 

Здесь, как и в прямом дифференциальном исчислении, коэффициенты пфаф-
фовой формы, выраженные через соответствующие частные производные, 
равны 
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, iV a

U
T

S

 
 

 
,   

, iS a

U
P

V

 
  

 
,   

, , i j

j
j S V a

U
A

a


 
  

  
.       (1.5) 

Очевидным приложением исчисления внешних дифференциальных форм 
является уравнение, получаемое из (1.4) при действии на него слева опера-
тором внешнего дифференцирования Λ. Поскольку функция U обладает 
свойством полноты и в прямом, и во внешнем дифференциальном исчисле-

нии (равенство смешанных производных), то 2d 0U  . Таким образом, дей-

ствуя слева на (1.4) оператором d , получим основное уравнение термодина-

мики в представлении внешних дифференциальных форм 

                                     
2

d d d d d d 0
m

i i
i

T S P V A a


           .                               (1.6) 

2. Метод термодинамических потенциалов в представлении внешних 

дифференциальных форм 

По аналогии с внешним дифференциалом внутренней энергии (1.4) легко 
получить внешние дифференциалы остальных характеристических функций. 
Так, используя пфаффовы формы для дифференциалов свободной энергии, 
энтальпии, энергии Гиббса и энтропии (прил. 1), можно записать соответст-
вующие внешние дифференциальные формы: 

        
1 2

d d d d d d d d d
m m

i i i i
i i

F U S T T S S T A a S T P V A a
 

                   ,       (2.1) 

                              
1 2

d d d d d d
m m

i i i i
i i

W T S a A T S V P a A
 

           ,                   (2.2) 

                            
1 2

d d d d d d
m m

i i i i
i i

G S T a A S T V P a A
 

             .                   (2.3) 

Энтропию также можно рассмотреть как термодинамический потенциал с 
аргументами , iU a  и температурой в качестве параметра (прил. 1). Тогда ее 

внешний дифференциал будет иметь вид 

                                                
1

1 1
d d d

m

i i
i

S U A a
T T 

     .                               (2.4) 

Опираясь на условие полноты дифференциальных пфаффовых форм, из 
(2.1)–(2.3) найдем то же самое основное уравнение термодинамики в пред-
ставлении внешних дифференциальных форм, которое получается из внеш-
него дифференциала внутренней энергии, а именно (1.6). Для этого, как и в 
проведенных ранее рассуждениях, используем свойство оператора внешнего 

дифференцирования d  и операции внешнего умножения   (прил. 2).  
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«Симметричность» уравнения (1.6) относительно дифференциалов со-
пряженных переменных позволяет говорить об универсальном характере 
применяемого аппарата, явно выявляющем фундаментальность законов тер-
модинамики. Отметим, что само основное уравнение инвариантно относи-
тельно замены переменных, что также подчеркивает его фундаментальность. 

Представляет интерес и рассмотрение внешнего дифференциала энтро-
пии. Базируясь на свойствах внешних дифференциальных форм (прил. 2), 
запишем: 

                                   2

1

1 1
d 0 d d d d

m

i i
i

S U A a
T T 

  
          

     .                   (2.5) 

Выполним стандартные преобразования этого выражения в соответствии с 
правилами исчисления внешних дифференциальных форм: 

2 2 21 1 1 1 1
d 0 d d d d d d d di i i i i i

i i i

S U U A a A a A a
T T T T T

   
           

   
            = 

   = 
2 2

d d 1 1
d d d di i i i

i i

T U
A T a A a

TT T


     
 

     = 

                              = 
d 1 1 1

d d d di i i i
i i

T
U A a A a

T T T T

 
      

 
 


    .                   (2.6) 

Умножая это уравнение на ( )T  и учитывая определение внешнего диффе-

ренциала энтропии dS  (2.4), в результате имеем полученное ранее уравне-

ние (1.6) (в нераскрытой форме), связывающее 2-формы соответствующих 
термодинамических переменных: 

                                              
1

d d d d 0
m

i i
i

T S A a


       .                               (2.7) 

Основываясь на термодинамических принципах, рассмотрим систему, яв-
ляющуюся диэлектриком или магнетиком и находящуюся во внешнем электро-
магнитном поле. Для простоты электрическое и магнитное поля будем ис-
следовать отдельно. 

Демонстрируя возможности исчисления внешних дифференциальных 
форм, вначале рассмотрим случай одновременного влияния на вещество 
электрического и магнитного полей. Следуя [15,17], в качестве параметров, 
характеризующих внешнее поле, возьмем совокупность проекций векторов 

индукции электрического и магнитного полей:  , ,x y zD D DD , 

 , ,x y zB B BB . В этом случае внешние координаты обозначим как 

                                     ( , , ) , , ; , ,i x y z x y za x y z D D D B B B .                   (2.8) 

Тогда сопряженные этим координатам обобщенные силы имеют вид 
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                                     1
, , ; , ,

4
i x y z x y zA E E E H H H 


.                         (2.9) 

Запишем известные соотношения, связывающие поляризационные свойства 
системы с внешними полями: 

                                                    D = εE = E + 4πP , 
                                                   B = μH = H + 4πM.                                      (2.10) 

Согласно исчислению внешних дифференциальных форм (прил. 2), выраже-
ния (2.10) представляют собой 0-формы. После действия оператора внешне-

го дифференцирования d  на 0-формы получаем соответствующие 1-формы. 

Если полагать диэлектрическую и магнитную проницаемости (ε и μ) функ-
циями координат, то будем иметь соотношения 

                               d d( ) d d d 4 d ,        D E E E E     PP ,                        (2.11) 

                                   d d( ) d d d 4 d .        B H H H H M     
                

Следуя терминологии прил. 1, раскроем смысл элементарной работы: 

                                  
3

1

1
d d d

4
i i j j j j

i j

A A a E D H B


    


    .                 (2.12) 

С одной стороны, работа может быть определена как 

                                         
3

1

1
d d

4
j j j j

j

A E E H H


     


   .                 (2.13) 

В упрощенном случае, когда диэлектрическая и магнитная проницаемости 
постоянны, это выражение приобретает вид 

                    
3

1

1 1
d d d d

4 8
j j j j

j

A E E H H


          
 

 E D H B    .       (2.14) 

В случае сонаправленности векторов напряженности и индукции электриче-
ского и магнитного полей оно выглядит таким образом: 

                                         1
δ d d

8
A


    E D H B   .                             (2.15) 

С другой стороны, согласно (2.10) элементарную работу можно записать в 
форме 

    
3

1

1
δ d 4 d d 4 d

4
j j j j j j

j

A E E H H M


      


    Pj   δ d 4 d d 4 dj j j j j jA E E H H M          P .            (2.16) 

Данную дифференциальную форму легко привести к виду 

                                   2 21
d d d

8
i i i iA E H E H M     


   Pi d d di i i iA E H E H M       P = 
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 = 
2 2

d d d d d
8

E H 
         

E H M    P   d d d d d      E H M    P Pi d d d d di i i iE M H          P .           (2.17) 

Если подействовать на выражение (2.17) оператором внешнего дифферен-
цирования, то в соответствии с прил. 2 получим 2-форму, определяющую 
работу электромагнитного поля над системой: 

   d d d d dA         P d d d d d    E M H    P .                       (2.18) 

Аналогично 2-форма, характеризующая тепловые свойства системы, имеет вид 

                                                     d d dQ T S     .                                        (2.19) 

В общем случае 2-форма внутренней энергии является линейной комбина-
цией соответствующих форм: 

                                                    2d d d δU Q A      .                             (2.20) 

Отметим, что, вообще говоря,  d d di i
i

A A a     , где  ,...ia V . Более то-

го, левая часть (2.20) в силу свойств функции U (см. прил. 1, 2) будет равна 
нулю. Это позволяет связать 2-формы, характеризующие свойства системы, 
единым соотношением (1.6). 

3. Примеры применения внешних дифференциальных форм 
при исследовании термодинамических свойств простых систем, 

находящихся во внешних электромагнитных полях 

Изучение методами термодинамики систем, находящихся во внешнем по-
ле (в частности, электромагнитном), требует обоснования выбора перемен-
ных (прил. 1). В контексте вышеизложенного определим основное соотно-
шение для 2-форм, характеризующих состояние системы, исходя из внеш-
них дифференциалов термодинамических потенциалов. В этом смысле пе-
реформатируем дифференциальные формы прямого исчисления, приведен-
ные в прил. 2. Тогда 

                                              
2

d d d d
m

i i
i

U T S P V A a


       ,                               (3.1) 

                                                       d dF U TS   ,                                          (3.2) 

                                                   
1

d d
m

i i
i

W U A a


 
   

 
  ,                               (3.3) 

                                                    
1

d d
m

i i
i

G F A a


 
   

 
  .                               (3.4) 
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Если (3.2)–(3.4) привести к виду, аналогичному (3.1), то из этих выраже-
ний повторным действием оператора внешнего дифференцирования также 
можно получить основное уравнение термодинамики (1.6), связывающее со-
ответствующие 2-формы сопряженных переменных. При этом, если не рас-
крывать внешние дифференциалы в правых частях, то с помощью правил ан-
тикоммутации внешнего умножения получаем просто тождества, например: 

                                   2 2 2d d d 0 d d dF U TS S T T S           = 

                             = d d d d d d d d 0S T T S S T S T                 . 

4. Простейшие примеры применения исчисления внешних 
дифференциальных форм в термодинамике 

Рассмотрим систему, описываемую только тепловыми и механическими 
переменными. Тогда согласно (1.6) имеем 

                                                    d d d d 0T S P V       .                               (4.1) 

Будем считать, что ( , )S S T V , ( , )P P T V , т.е. они, будучи функциями, с 

точки зрения исчисления внешних дифференциальных форм являются 0-фор-
мами. Действуя на них оператором внешнего дифференцирования, получим 
1-формы вида 

                                           

d d d ,

d d d .

V T

V T

S S
S T V

T V

P P
P T V

T V

    
    

    

    
    

    

  

  
                               (4.2) 

Подставляя (4.2) в (4.1) и учитывая правила внешнего умножения и внешне-
го дифференцирования (прил. 2), приходим к такому уравнению: 

                                        d d d d 0
T V

S P
T V T V

V T

    
      

    
    .                   (4.3) 

Из (4.3) очевидным образом следует равенство 

                                                       
T V

S P

V T

    
   

    
.                               (4.4) 

Данное соотношение – это не что иное, как известное соотношение Мак-
свелла. С помощью метода якобианов его можно переписать в виде 

                                                     
 
 

 
 

, ,

, ,

S T P V

V T T V

 


 
  

и далее привести к калибровочному соотношению 

                                                             
 
 

,
1

,

T S

P V





.                                          (4.5) 
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Аналогично можно рассмотреть и другие варианты выбора независимых пе-
ременных, например переменные T, P и соответственно функции от них 

 ,S S T P ,  ,V V T P  и т.п. [5–7]. Для этих случаев в соответствии со 

стандартной теорией термодинамических потенциалов имеем следующие 
соотношения Максвелла [11,12,16,18]: 

S V

T P

V S

    
    

    
,   

S P

T V

P S

    
   

    
,   

T P

S V

P T

    
    

    
,   

T V

S P

V T

    
   

    
, 

каждое из которых методом якобианов может быть приведено к калибровке 
(4.5). Как показано выше, эти соотношения так же просто получаются в рам-
ках исчисления внешних дифференциальных форм. 

Отметим небольшой нюанс. При стандартном подходе при решении задач 
работают с одним из четырех потенциалов и соответственно выбирают одну 
из четырех пар независимых переменных. Если же применять внешние 
дифференциальные формы, то понятие потенциала не вводится, а значит, 
можно выбрать любую из шести в принципе возможных пар переменных, 
т.е. свобода выбора расширяется.  

Наиболее общий подход при рассмотрении влияния электромагнитного 

поля на систему подразумевает работу в пространстве 16R  переменных 

 , ;  , ;  , ;  ,T S P V P, , ;  , ;  , ;  ,E M HP . Для однородной изотропной среды количество пе-

ременных сокращается до восьми:  , ;  , ;  , ;  ,T S P V P , ;  , ;  , ;  ,E M HP . 

С целью упрощения задачи будем работать отдельно с электрическим и 
магнитным полями, влияющими либо на тепловые, либо на механические 

свойства системы, т.е. будем работать в пространстве 4R . Например, рас-
смотрим влияние магнитного поля на механические свойства магнетика, ко-

гда M H . Тогда, очевидно, в (1.6) A  H , a  M , и можно записать: 

                                               d d d d 0P V   M H    .                               (4.6) 

Пусть независимыми переменными являются H  и V . Тогда в роли функ-

ций (0-форм) выступают ( , )M M H V  и ( , )P P H V . Подействуем на эти 

0-формы оператором внешнего дифференцирования. Получаем 

                                          

d d d ,

d d d .

V H

V H

M M
M H V

H V

P P
P H V

H V

    
    

    

    
    

    

  

  
                  (4.7) 

Подставляя 1-формы (4.7) в уравнение (4.6) и, как и ранее, учитывая свойст-
ва операции внешнего умножения, имеем: 

    d d d d 0
V H

P M
H V V H

H V

    
      

    
    , 
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откуда получаем соотношение 

                                                     
V H

P M

H V

    
   

    
.                               (4.8) 

Формулу (4.8) согласно методологии якобианов [11,12,16] можно перепи-
сать в виде 

                                                   
 
 

 
 

, ,

, ,

P V M H

H V V H

 


 
.                               (4.9) 

Последнее выражение стандартным образом приводится к калибровке 

                                                           
 

 
,

1
,

P V

H M





.                                        (4.10) 

Если за независимые переменные выбрать пару (P,H), то функциями (0-фор-
мами) окажутся объем ( , )V V P H  и магнитная поляризация ( , )M M P H . 

Следуя стандартной схеме, имеем 1-формы dV  и dM . Подставляем их 

развернутый вид в уравнение (4.6) и после преобразований получаем 

                                                      
P H

V M

H P

    
    

    
.                             (4.11) 

Данное равенство, так же, как предыдущее соотношение (4.8), легко сводит-
ся к той же калибровке (4.10). Иными словами, равенства (4.8) и (4.11) свя-
заны простым преобразованием, осуществляющим переход от переменных 
( , )V H  к ( , )P H . Поскольку 

                             
 
 

 
 

 
 

, , ,

, , , P H

P V P V H P V P

H V H P H V H V

       
     

       
, 

а 

                            
 
 

 
 

 
 

, , ,

, , , H H

M H M H H P M P

V H H P V H P V

       
     

       
, 

то из равенства якобианов (4.9) следует равенство производных (4.11). 
Таким образом, используя исчисление внешних дифференциальных форм, 

получаем соотношения, описывающие магнитоупругие свойства вещества. 
Аналогично можно определить электроупругие, термоэлектрические и тер-
момагнитные свойства [5–7,11,12]. В принципе исчисление внешних диффе-
ренциальных форм позволяет описывать свойства системы и в пространстве 
переменных с размерностью 4n  . 

Выводы 

Показано, что применение формализма исчисления дифференциальных 

форм дает возможность подойти к рассмотрению физической реальности на 
более глубоком, фундаментальном уровне, поскольку этот формализм осно-
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ван на базовых физико-математических принципах, которые затрагивают 
фундаментальную связь алгебры, геометрии и абстрактного линейного век-
торного пространства. На примере термодинамики продемонстрирована пер-
спектива применения используемого в настоящей работе математического 
аппарата как в данном физическом направлении, так и в других физических 
дисциплинах. 

ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

Основные положения термодинамики и статистической физики 

1.1. Некоторые аспекты аксиоматики термодинамики 

В целях более объективного подхода к аспектам термодинамики с пози-
ций внешних дифференциальных форм вначале выделим основополагающие 
принципы (постулаты) термодинамики, рассматриваемые в стандартной тер-
минологии. Одно из исходных положений, являющееся обобщением опыта, 
относится к понятию изолированной системы, находящейся в предполагае-
мом равновесном состоянии. Считается, что подобное состояние макроско-
пически устойчиво [11]. 

Данное макросостояние системы характеризуется механическим поведе-
нием бесконечно большого числа непрерывно двигающихся частиц, что яв-
ляется характерной особенностью теплового движения. Такое поведение 
макросистемы хорошо описывается методами статистической физики, кото-
рая во многом объясняет и дополняет феноменологические термодинамичес-
кие положения и выводы, являясь обоснованием реальности существования 
вероятностных законов поведения макросистем. 

Статистическая механика показывает, что термодинамика опирается на 
мир средних величин, где не последнюю роль играют флуктуации как от-
клонения макровеличин от их средних значений. Флуктуации подчеркивают 
ограниченность термодинамического языка. Их малостью обусловлена це-
лесообразность термодинамики. В этом контексте ограниченность и относи-
тельность первого исходного положения, его приближенный характер обу-
словливают и одновременно объясняют нетождественность некоторых вы-
водов термодинамики и статистической физики [11,16,17]. 

Подчеркнем, что термодинамика также ограничена условием замкнутости 
системы, необходимым для выполнения закона сохранения энергии, когда 
флуктуации ограничены. В то же время для условно замкнутых систем мо-
гут существовать условия, когда развитые большие флуктуации на доста-
точно большом промежутке времени могут поддерживать друг друга [11]. 
Более того, реально существует квазизамкнутость системы, поскольку взаи-
модействие подсистем существует всегда. В этом аспекте термодинамиче-
ская фаза как гомогенная часть гетерогенного состояния системы является 
условным, но весьма плодотворным понятием в рамках термодинамических 
концепций. Во многих случаях понятие фазы требует доопределения [19]. 
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Второе, не менее важное, исходное положение термодинамики, которое 
также накладывает принципиальные ограничения на ее применение к реаль-
ным системам, состоит в следующем. Постулируется, что состояние термо-
динамического равновесия системы определяется не только так называемы-

ми внешними параметрами ai, но и величиной, характеризующей ее внут-

реннее состояние, которую называют температурой T. Согласно молекуляр-
но-кинетической теории температура – это мера средней кинетической энер-
гии хаотически двигающихся невзаимодействующих компонент системы, 
которые в простейшем случае представляют собой атомы или молекулы. Та-
ким образом, второй постулат подчеркивает, что из внутренних параметров, 
являющихся функциями внешних, один из основных – это температура. 
Подчеркнем, что температура – термодинамически равновесный внутренний 
параметр, поскольку существует только у термодинамически равновесных 
систем, взаимодействием между которыми пренебрегают. 

Наряду с температурой в термодинамике вводится понятие внутренней 
энергии, которая функционально зависит от внешних параметров и темпера-
туры: 1( ,..., , )nU U a a T . Согласно термодинамическим концепциям второе 

основополагающее положение можно сформулировать несколько иначе: внут-
реннее термодинамически равновесное состояние системы характеризуется 
внешними параметрами и внутренней энергией. Температуру же можно оп-
ределить, зная внутреннюю энергию. 

1.2. Начала термодинамики 

Чтобы выразить начала термодинамики в терминах исчисления внешних 
дифференциальных форм, необходимо прежде всего сформулировать их с 
позиций методологии прямого дифференциального исчисления. Следует оп-
ределить такие термодинамические понятия, как внутренняя энергия U, ра-
бота A, теплота Q, и связать их дифференциалы с точки зрения стандартного 
дифференциального исчисления. Это в дальнейшем упростит переход к ис-
числению внешних дифференциальных форм. 

Внутренняя энергия системы представляет собой часть полной энергии, 
характеризующую механическое движение ее составляющих. Движение 
системы как целого в термодинамике не рассматривается. При этом внут-
ренняя энергия зависит от внутренних координат и температуры, которые, в 
свою очередь, зависят от внешних координат. По характеру зависимости от 
переменных (аргументов) внутренняя энергия является функцией. 

Работа A и количество теплоты Q, которые имеют размерность энергии, 
по своей сути не являются ее видами. Они олицетворяют собой два различ-
ных способа передачи энергии и характеризуют в термодинамике процессы 
энергообмена между системами, системой и термостатом, системой и сре-
дой. С позиций [17], среда включает термостат и окружение системы. 

Работа и количество теплоты отличны от нуля только в результате физи-
ческого процесса, в котором участвует система. Они зависят от пути пере-
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хода системы из одного состояния в другое. В отличие от внутренней энер-
гии, которая является функцией, работа и теплота, будучи результатами про-
цессов, представляют собой функционалы. Это принципиальное различие 
проявляет себя соответствующим образом в стандартном дифференциаль-
ном исчислении, а именно внутренняя энергия при изменении аргументов 
изменяется как полный дифференциал. Иными словами, внутренняя энергия 
удовлетворяет условию полноты – равенству смешанных производных. Это 
соответствует понятию точности формы в исчислении внешних дифферен-
циальных форм (прил. 2). 

В то же время работа и теплота не удовлетворяют условию полноты, т.е. 
при дифференцировании они не являются полными дифференциалами. По-
этому с точки зрения исчисления внешних дифференциальных форм внутрен-

няя энергия есть 0-форма, которая при повторном действии оператора d  об-

ращается в нуль. В то же время вторые внешние дифференциалы форм A и Q 
нуль не дают (прил. 2). 

Таким образом, с точки зрения термодинамики состояние системы харак-
теризуется соответствующей внутренней энергией, но этому состоянию 
нельзя приписать какое-либо определенное значение работы или теплоты. 
Следовательно, говорить о некотором запасе в системе теплоты или работы 
бессмысленно. Однако говорить о запасах внутренней энергии имеет смысл. 
В данном аспекте нелишне повторить, что особенности стандартной диффе-
ренциальной формы первого начала термодинамики (обычно называемого 
термодинамическим законом сохранения энергии) как раз и отражают то 
положение, что величины A и Q (в отличие от U) не являются функциями 
состояния. Другими словами, эти величины есть функции от пути («траекто-
рии») перехода системы из одного состояния в другое или, говоря языком 
математики, функционалы [11–18]. 

С точки зрения прямого дифференциального исчисления для равновесных 

систем с участием тепловых процессов первое начало определяется формулой 

                                                     dQ U A    .                                             (1) 

Уравнение (1) определяет баланс между теплом, полученным системой от 
термостата ( 0Q  ), изменением ее внутренней энергии ( d 0U  ) и работой, 

совершаемой системой над внешними телами ( 0A  ). 

В уравнении (1) оператор внутреннего дифференцирования d применяют 
к функции 1( ,..., , )nU U a a T , подчеркивая тем самым ее полноту. Действие 

d на U определяется стандартной формулой 

                                 
, ,..., 1 ,

d d d
n k i

n

i
ia a i a T

U U
U T a

T a


   
    

    
 .                      (2) 

В то же время оператор δ, являясь в определенном смысле усеченным 

оператором дифференцирования, не обладает полнотой обычного прямого 
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дифференциала, поскольку не содержит оператора дифференцирования по 
температуре. В этом контексте 

                                             1
1

( ,..., , ) d
n

n i i
i

A a a T A a


   .                                  (3) 

Из уравнений (1)–(3), характеризующих первое начало термодинамики 
(закон сохранения энергии), видно, что изменение количества теплоты Q , с 

одной стороны, представляет собой форму Пфаффа – линейную форму диф-
ференциалов независимых переменных 1, ,..., nT a a , а с другой – равно сумме 

полного дифференциала dU и неполного A . Поэтому форма Пфаффа для 
Q , будучи неполным дифференциалом, не может быть сведена к какой-

либо одной функции параметров 1, ,..., nT a a , от которых зависит состояние 

системы. Однако неполный дифференциал Q , умноженный на интегральный 

множитель, позволяет ввести соответствующую функцию 1( ,.., , )nS S a a T от 

искомых обобщенных координат ka , дающую полный дифференциал, кото-

рую называют энтропией [11–21]. 
В этом контексте энтропия, являясь полноценной функцией, зависящей от 

обобщенных координат и выделенной обобщенной силы T, может самостоя-
тельно выступать и как термодинамический потенциал наряду с известными 
потенциалами (свободная и внутренняя энергии и т.д.) [11,15,17,20,21]. 

Введение энтропии позволяет сформулировать второе начало термодина-
мики для равновесных тепловых процессов, которое может быть записано в 
виде 

dQ T S  . 

С позиций обобщенных термодинамических сил и координат температура 
определяет термодинамическую силу, характеризующую меру средней ки-
нетической энергии частиц системы, тогда как сопряженная ей термодина-

мическая координата (энтропия) – меру хаоса этого свободного движения. С 
точки зрения математической статистики энтропия соответствует числу спо-
собов распределения частиц по энергетическим уровням, каждому из кото-
рых можно приписать локальную температуру. Статистическое усреднение 
приводит к температуре в среднем. Введение энтропии как термодинамичес-
кой координаты обусловлено аналогией между Q  и A . 

Объединяя первое и второе начала термодинамики, получаем уравнение 

                                                      d dT S U A   ,                                             (5) 

которое традиционно используется для анализа состояния системы, находя-
щейся в тех или иных условиях. 

Подчеркнем еще раз, что в (5) оператор   не действует на переменную T, 
поскольку, как было отмечено выше, A  не включает дифференциала тем-

пературы (см. (3)). В этом контексте правую часть выражения (5) в развер-
нутом виде можно представить как 
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U U
T S T A a

T a


          
      

 .                      (6) 

Из уравнения (6) можно определить в общем виде как первые производные 
от энтропии по соответствующим переменным, так и смешанные вторые 
производные. Равенство последних диктуется условием полноты дифферен-
циала энтропии. 

В соответствии с принципами термодинамики данная дисциплина описы-
вает идеализацию равновесных состояний системы. Другими словами, клас-
сическая термодинамика не рассматривает неравновесные состояния. В то 
же время в реальности мы сталкиваемся и с такими состояниями, которые 
могут быть близкими к равновесным. Их принято называть квазиравновес-
ными. Существуют статические, квазистатические и динамические состоя-
ния. Предельным случаем последних, очевидно, являются статические со-
стояния различной степени устойчивости, т.е. устойчивость характеризуется 
как динамическая или статическая. При этом взаимосвязь статической и ди-
намической устойчивостей удобно рассматривать как предельный переход. 
Кроме того, согласно принципу относительности в зависимости от системы 
отсчета состояние системы предстает для наблюдателя или в статической, 
или в динамической форме. Особо отметим, что принцип относительности 
выполняется не всегда по той причине, что системы отсчета далеко не всегда 
являются инерциальными и замкнутыми. 

Квазистатическая устойчивость – это квазиравновесное состояние с ма-
лыми флуктуациями, а статическая устойчивость – это отсутствие флуктуа-
ций. Термодинамика и квантовая механика подчеркивают, что флуктуации 
присутствуют всегда в силу принципа неопределенности [11,12,16,17]. Та-
ким образом, традиционно термодинамическое состояние является синони-
мом равновесного (квазистатического), когда внутренние параметры системы 
не меняются со временем и внутри системы как бы не наблюдается никаких 
макроскопических движений. Понятно, что правомерность такого подхода за-
висит от масштабов системы, т.е. от числа частиц и времени измерения. 

Термодинамика работает исключительно со средними величинами, кото-
рые служат основными характеристиками системы. Если некоторые пара-
метры (обобщенные координаты) системы изменяются со временем, то го-
ворят о процессе непосредственного изменения параметров. Под процесса-
ми [11] понимаются виды выхода системы из состояния равновесия. Под-
черкнем еще раз, что термодинамика изучает равновесные и квазиравновес-
ные состояния, когда процессы являются условно квазистатическими [11]. 
Физическое условие квазиравновесного изменения какого-либо параметра a 

определяется неравенством /a a T  . 

При такой формулировке T – это время перехода из одного состояния в 
другое. Имеется в виду, что мгновенная скорость изменения параметра мно-
го меньше, чем средняя скорость такого изменения за достаточно длинный 
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отрезок времени. Другими словами, с точки зрения корпускулярной концеп-
ции траектория системы в фазовом пространстве непрерывна и плавна. 

Определение интервала времени (периода) усреднения T имеет свои осо-
бенности, обусловленные поведением фазовых траекторий и соотношением 
данного интервала с временем наблюдения t и релаксации τ [17]. Понятия 
времени усреднения, наблюдения и релаксации зависят от условий решае-
мой задачи, предопределяющих и область дисциплин, используемых для ее 
решения. Вследствие этого возникают вопросы: когда следует применять 
термодинамику, статистическую физику или кинетику; какие состояния 
равновесия считать стабильными, а какие – метастабильными [17]? Многие 
нетривиальные вопросы, характеризующие среду, не могут быть однозначно 
решены методами термодинамики или статистической физики, поскольку 
часто решение лежит в области глубокого понимания физических процес-
сов, обусловленных корреляционной связью микро- и макроскопики. Подобная 
корреляция всегда существует. Вместе с тем термодинамика подразумевает от-
сутствие корреляции между подсистемами, составляющими изучаемую систе-

му. Это приводит к принципу аддитивности термодинамических величин. 
В контексте вышеизложенного смысл изучения простых равновесных со-

стояний и квазистатических процессов состоит в том, что для них важные 
характеристики системы имеют значения, близкие к средним. Это может 
рассматриваться как точка отсчета, нулевое приближение для исследования 
более сложных систем, для которых понятие средних термодинамических 
величин (в частности, температуры) не имеет настолько определяющего 
значения, как для простой системы [12]. В этом аспекте изучение вещества, 
находящегося в равновесном состоянии, играет роль своего рода предельной 
теории, которая определяет степень устойчивости системы по отношению к 
возмущениям. 

1.3. Статистический подход в термодинамике 

В целях адекватного понимания исчисления внешних дифференциальных 
форм кратко сформулируем некоторые существенные замечания, раскры-
вающие к тому же фактический смысл термодинамического подхода, при-
держиваясь положений статистической физики, изложенных в [17]. 

Принято считать очевидным, что как время релаксации τ (вопрос опреде-
ления которого, являясь одним из самых сложных в статистической физике, 
не может быть решен в общем виде), так и все прочие свойства системы (в 
скрытом виде) содержатся в ее гамильтониане (... ,..., ...)i iH p q , где ,i ip q  – 

импульсы и координаты частиц системы. Стандартный подход состоит в 
рассмотрении системы, погруженной в термостат с гамильтонианом 

(... ,..., ...)j jH p q   , число степеней свободы которого много больше числа сте-

пеней свободы системы. Система и термостат окружены средой (телами, 
воздействующими на них механическим или полевым способом). Принято 
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считать, что система много меньше термостата и ее средняя энергия много 
меньше энергии термостата: H H  . 

Как известно, термодинамика оперирует средними величинами, которые 
могут быть вычислены в статистической физике на основе канонического 
или микроканонического распределения. По определению, среднее значение 
величины ( , )A p q  вычисляется по формуле 

                                                 ... ( , )dA WA p q   .                                  (7) 

Здесь W – плотность вероятности распределения величины A, 
3

( ) ( )

1 1

d d d
n

l l
i i

i l

p q
 

    – физически бесконечно малый элемент фазового про-

странства. Несколько новые нюансы смысла, связанные с более глубоким 
пониманием фазового пространства [12,16,17], данное выражение приобре-
тет в исчислении внешних дифференциальных форм. 

В статистической физике считается целесообразным использовать два 
класса распределений. Во-первых, это каноническое распределение (или 
распределение Гиббса): 

                                 canon ( ) exp exp
H F H

W H C
   

     
    

,                      (8) 

где 
1

exp
F

C
Z

 
   

 
 – нормировочная константа, exp d

H
Z

 
   

 
  – ста-

тистическая сумма, lnF Z   – свободная энергия системы, H – гамильто-

ниан системы, θ – модуль канонического распределения. Во-вторых, это 
микроканоническое распределение 

                                               micro ( ) ( )W H C H E   ,                                  (9) 

где нормировочная константа 1 ( )C E  , а ( ) d dE E   . 

Подчеркнем, что для эргодических систем необходимым и достаточным 

условием равенства средних по времени и по ансамблю ( t sA A ) является 

именно микроканоническое распределение, тогда как каноническое исполь-
зуется шире в силу своей простоты для вычислений. 

Расчеты [17] показывают, что основная часть фазового пространства, дос-
тупного системе при взаимодействии с термостатом, соответствует энергии 

системы, близкой к экстремальной (наивероятнейшей, 0H H E F     

d dH H E F     ). Можно показать [17], что свободная энергия системы F H H    

0 0ln ( )F H H    , где величина 0ln ( )H  с точностью до множителя пред-

ставляет собой энтропию системы. В термодинамике постулируется, а в ста-
тистической физике обосновывается, что перераспределение энергии между 

системой и термостатом осуществляется крайне редко – когда 0H H . Не-

смотря на то, что базовые концепции канонического и микроканонического 
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распределений отличаются, их применение дает практически одни и те же 
результаты. Удивительным фактом является то, что к эквивалентным ре-
зультатам приводит использование понятий как изолированной системы, ис-
ключающей взаимодействие с окружением, так и системы, свободно обмени-
вающейся энергией с термостатом. При этом отражаются крайние абстракт-
ные положения, которые удовлетворяют требованиям соответственно мик-
роканонического и канонического распределений. Это позволяет предполо-
жить, что получаемые результаты будут справедливы и в промежуточных 
случаях, соответствующих реальным системам, которые в действительности 
не полностью изолированы, но их обмен энергией с окружением затруднен.  

Вопрос о внешних параметрах и выполняемой системой работы в термо-
динамике требует дополнительного пояснения. В реальности система не 
изолирована, а взаимодействует как с термостатом, так и с внешними тела-
ми. Взаимодействие может осуществляться механическим (например, газ, 
находясь под поршнем, может сжиматься и, наоборот, газ, расширяясь, дей-
ствует на поршень) и полевым (внешнее электромагнитное поле) способами. 

Во всех случаях, когда изменяются внешние условия, система может дейст-
вовать на окружающие тела (термостат и среду) с некоторыми силами и со-
вершать над ними работу. В соответствии с этим в целях статистического 
упорядочения вводятся координаты внешних по отношению к системе макро-
тел 1 2, ,..., ma a a . При этом гамильтониан системы считается зависящим от 

этих внешних координат. В таком случае сила, с которой система действует 
на i-е тело, записывается как i iA H a    . Элемент работы, совершаемой 

системой над внешними телами, равен  
1 1

d d d
m m

i i i i
i i

A H a a A a
 

     . При 

этом под H надо понимать кинетическую энергию системы и общую потен-
циальную энергию системы и внешних тел. Поэтому сила iA  зависит не 

только от ia , но и от всех ,i ip q  системы. Последние быстро меняются со 

временем. Предполагается, что все макротела обладают инерцией, поэтому 

воспринимают только средние по времени силы t
iA . Вводимый принцип эр-

годичности позволяет перейти от средних по времени к средним по            
совокупности (по ансамблю) [17]. В результате имеем 

, ,k i k i

t s
i i

i ia a

H F
A A

a a
  

    
       

    
. Выделим очевидное неравенство 

i i

HH

a a




 
. Кроме этого, подчеркнем следующее. Принципы термоди-

намики в завуалированной форме как бы исключают взаимодействие под-
систем. В то же время эргодичность существует только при наличии взаи-
модействия как такового [17]. Следовательно, в статистической физике, а 
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значит, и в термодинамике под элементом работы, совершаемой системой, 

понимается величина 
1

d d ( d )
m

i i
i

A A a F 


   . 

Подчеркнем еще один нюанс. Очевидно, вывод формулы i iA F a    

  ,
/

k i
i i a

A F a


     предполагает, что плотность канонического распределе-

ния canonW  инвариантна по отношению к изменению внешних параметров 

(координат среды), что не соответствует действительности, но может быть 
принято как хорошее приближение. Нарушаемое равновесное состояние 
системы можно считать равновесным или квазиравновесным только при 
бесконечно медленном (как говорят, адиабатическом) изменении внешних 
параметров ia . Для этого необходимо, чтобы за время T, в течение которого 

фазовая траектория системы покрывает плотной сетью главную часть дос-
тупного для системы фазового объема, внешние параметры существенно не 

изменились, т.е. i ia T a  [17]. Именно такие процессы изменения внеш-

них условий называют квазистатическими или равновесными. Иногда гово-
рят об адиабатических процессах, подразумевая очень медленное изменение 
внешних параметров ia , когда система все-таки успевает приспособиться к 

новым условиям. По сути равновесное состояние остается квазиравновес-
ным, когда со временем изменяются средние энергия и объем системы. 

Таким образом, только для квазистатических или квазиравновесных про-
цессов при усреднении можно пользоваться соответствующими равновес-
ными функциями распределения. В этом случае мы имеем дело с равновес-
ным (термодинамическим) состоянием системы, когда величина 

0

1 d ln ( )

d H H

H

H 

 
  

  
 является мерой средней кинетической энергии систе-

мы; 0ln ( )H S   – энтропия (мера хаоса) системы. При этом именно для 

простых систем (однокомпонентных газов и т.д.) данные понятия имеют тот 
же смысл, что и в термодинамике. Для многокомпонентных систем опреде-
ление этих понятий не столь тривиально [12]. 

Чтобы качественно понимать законы термодинамики отметим следую-
щее. Правильное понимание первого начала термодинамики основывается 
на осмыслении таких понятий, как теплота и работа. Понятие теплоты под-
разумевает взаимодействие только между системой и термостатом, но не с 
внешними телами, в отличие от понятия работы. Поэтому, вводя изменение 
энергии термостата  d

ia
H Q   , говорят, что некоторое количество теп-

лоты перешло от термостата к системе. Описывая взаимодействие системы, 
термостата и внешних тел, говорят, что количество теплоты, полученное 
системой от термостата, идет на увеличение внутренней энергии системы и 
на работу, произведенную этой же системой над внешними телами. Именно 
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это и есть первое начало (закон) термодинамики, запись которого в виде 
формулы отражает соответствующий энергетический баланс: 

                                          
1

δ d d d
m

i i
i

Q U A a U A


     .                                (10) 

Если представить этот баланс в форме dA Q U    , то становится очевид-

ным, что  /i iA U a    . Данная формула энергетического баланса подра-

зумевает, что работа совершается как за счет уменьшения внутренней энер-
гии, так и вследствие получения системой тепла. Очевидно, только в случае 
отсутствия теплообмена ( 0Q  ), означающего, что система помещена в 

адиабатическую оболочку или теплоизолирована, имеем dA U    или 

  0
/i i Q

A U a
 

    . 

Еще раз подчеркнем различие между работой и количеством теплоты. 

Очевидно, согласно термодинамическим принципам A  и Q  определяют 

количество энергии, отданной системой соответственно внешним телам и 
термостату. В то же время если внешняя работа зависит от взаимодействия 
системы с небольшим числом макроскопических тел, характеризуемых 
обобщенными координатами ia  (например, 1a V  и т.д.), то теплота Q  

означает отдачу соответствующей энергии термостату, который обладает 
огромным числом степеней свободы порядка числа частиц. Подразумевает-
ся, что энергия Q  в простом варианте перераспределяется между боль-

шим числом частиц хаотическим образом. При этом если движение макро-
тел можно контролировать (например, изменяя объем системы), то следить 
за изменением всех внутренних координат термостата ,i ip q   и непосредст-

венно знать и использовать в расчетах энергию каждой частицы невозмож-
но. Поэтому мы и прибегаем к статистике. 

Таким образом, очевидно, 0( )i QA dF      не является полным диффе-

ренциалом функции ( , )iF F a  , а только его частью. Следовательно, ко-

нечная работа, произведенная системой при переходе ее из состояния 1 в 

состояние 2, определяется интегралом 
2

12

1

A A  , величина которого зависит 

от способа перехода («траектории») из состояния 1 в состояние 2. В отно-
шении изменения переданного тепла отметим, что в соответствии с форму-

лой dQ H     (когда гамильтониан термостата зависит только от перемен-

ных ,i ip q  , а не от   и ia ) величина Q  зависит только от переменных тер-

мостата, а не от характеристик системы. То обстоятельство, что в соответст-

вии с принятой формулировкой 0d dQ H H A       теплота оказывается 

выраженной через переменные системы, связано только с тем фактом, что 
полная энергия (системы, термостата и внешних тел) сохраняется. Поэтому 
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не существует ни функции состояния Q , ни функции состояния A , вариа-

ции которых A  и Q  были бы стандартными полными дифференциалами. 

В результате A  и Q  представляют собой некоторые линейные дифферен-

циальные формы переменных   и ia , и интеграл от данных форм зависит 

от пути интегрирования. Иными словами, Q  и A  есть функционалы, а не 

функции. В то же время внутренняя энергия U H  является функцией от 
этих же переменных   и ia , а dU  – полный дифференциал, который может 

быть выражен разностью вариаций A  и Q . В такой транскрипции под 

первым началом термодинамики понимается следующее утверждение: из-
менение внутренней энергии представляет собой полный дифференциал: 

dU Q A    . Принимается, что 0A  , когда система совершает работу, и 

0Q  , когда она же получает тепло от термостата. При этом, как считается 

[17], теплота и работа – первичные понятия, а внутренняя энергия – вторичное. 

1.4. Метод термодинамических потенциалов  
в традиционном изложении 

Термодинамика раскрывает свое академическое значение как адекватная 
наука посредством статистической теории, которая удобной стандартизаци-
ей дает возможность получать простые термодинамические характеристиче-
ские функции (потенциалы), позволяющие исследовать свойства различных 
равновесных систем. Так, вычислением статистической суммы или интегра-

ла /e dHZ     легко находится свободная энергия Гельмгольца 

lnF Z  , которая своим построением подчеркивает аддитивные принци-

пы термодинамики. Наряду со свободной энергией столь же легко опреде-
ляют и другие термодинамические потенциалы, используя которые простым 
дифференцированием получают соответствующие параметры системы, 
характеризующие ее свойства. В частности, зная соответствующую харак-
теристическую функцию, можно получить внутреннюю энергию 

 2 /U T F T T    , энтропию  /
V

S F T    , давление  /
T

P F V     и 

т.д. В общем случае, определяя функцию Гельмгольца как F U TS  , легко 

найдем дифференциал свободной энергии 

             
1 2

d d d d d d d d d
m m

i i i i
i i

F U S T T S S T A a S T P V A a
 

           .    (11) 

Очевидно, свободная энергия Гельмгольца является функцией независимых 
переменных , , iT V a . 

Решая уравнение (5) относительно dS , для дифференциала энтропии как 

термодинамического потенциала получаем 
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1

d 1/ d 1/ d
m

i i
i

S T U T A a


   .                               (12) 

В форме термодинамического потенциала энтропия предстает как функция 
соответствующих независимых обобщенных переменных ( , , )iS S U V a , 

дифференциал которой зависит от температуры как от параметра, вычисляемо-

го стандартным образом как   ,
1/ /

jV a
T S U   ,   , ,

/ /
j i

i iU V a
S a A T


   . 

Если рассматривать энтальпию (тепловую функцию), то легко получить 

термодинамический потенциал тепловой функции в переменных , , iS P A . В 

этом случае энтальпия есть величина 
1

m

i i
i

W U A a


   , а ее дифференциал 

имеет вид 

                                   
1 2

d d d d d d
m m

i i i i
i i

W T S a A T S V P a A
 

      .        (13) 

Очевидно, здесь  
, ,

/
j i

i i S P A
a W A


   ,   ,

/
iP A

T W S   . 

Наконец, термодинамический потенциал Гиббса, имеющий вид 

1

m

i i
i

G F A a


    и являющийся функцией независимых переменных , , iT P A , 

дает дифференциал в такой форме: 

                                  
1 2

d d d d d d
m m

i i i i
i i

G S T a A S T V P a A
 

        .        (14) 

Из выражения (14) следует:   ,
/

iP A
S G T    ,   ,

/
iT A

V G P   , 

 
, ,

/
i j

j i T P A
a G A


   . Важные дополнительные термодинамические соотно-

шения между характеристическими величинами, определяющими свойства 
системы, можно получить из дифференциальных соотношений, основываясь 
на условии полноты термодинамических потенциалов как функций незави-
симых переменных. То есть на основе равенства смешанных вторых произ-
водных получаются так называемые соотношения Максвелла [11,12,14,18]. 

Очевидно, для определения термодинамических свойств системы, находя-
щейся в тех или иных заданных условиях, когда некоторые параметры можно 
считать фиксированными, целесообразно использовать тот или иной потенциал. 

1.5. Особенности взаимодействия внешнего электромагнитного поля с  
термодинамической системой в элементарном изложении 

Включение в термодинамику внешнего поля (в частности, электромаг-
нитного), действующего на систему, требует дополнительного пояснения 
[11,17,20,21]. 
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Получим выражения для основных характеристических функций и их 
дифференциалов в традиционном подходе для систем, находящихся в стати-
ческих электрическом и магнитном полях. Для этого необходимо опреде-
литься с выбором обобщенных внешних координат и соответствующих им 
обобщенных внешних сил. Как увидим впоследствии, поведение физических 
систем, на которые, кроме механических, действуют и другие силы, не зави-
сит от выбора выражений для внутренней энергии и работы, обусловленных 
поляризацией. Особенно наглядно это проявляется в исчислении внешних 
дифференциальных форм. Как показывают излагаемая теория и выводы из 
нее, вопрос о выборе таких выражений не является существенным – при лю-
бом выборе получается один и тот же результат, определяющий свойства 
диэлектрика или магнетика в электромагнитном поле. Внешнее поле, прони-
кая в диэлектрическую среду, вызывает поляризацию ее структурных эле-
ментов, обусловленную смещением зарядов, которое может быть описано 
как механическое смещение, а с квантовых позиций – как деформация элек-
тронных оболочек. В результате внешнее поле генерирует внутреннее поле, 

которое в электростатике (длинноволновой предел) характеризуется выра-
жением  D E , связывающим вектор смещения (индукции) и внешнее 

электрическое поле через диэлектрическую проницаемость. Последняя в 
общем случае является тензором. 

В то же время индукция – это поле, обусловленное электронной плотно-
стью вещества, которое приближенно можно представить состоящим из по-
ля свободных и связанных зарядов (за вычетом зарядов ядер). Например, в 
металлах учитывается поле только свободных зарядов, а в кристаллах 
инертных газов – только связанных. Диэлектрик представляет собой проме-
жуточный случай, когда учитывается и то, и другое. Это отражается в фор-
муле div 4 D  [16,17]. Если рассматривать систему как дискретный объ-

ект, индукция может быть выражена в виде 4  D E P . Здесь P  – поляри-

зация (поляризованность). При более детальном подходе внешнее поле, дей-
ствующее на единицу объема системы, отличается от локального поля, ре-
ально обусловливающего поведение заряда в данной точке: loc    E E  

(4 / 3)   E E P . Для сферической или кубической симметрии 1  , а при дру-

гом типе симметрии 1  . Последний случай реализуется, например, в сег-

нетоэлектрике для некоторых типов ионов [23,29]. 
Согласно физике твердого тела и теории электричества [11,16,17,21,23] опи-

сание поляризационных свойств системы основано на следующих положениях. 
Известно, что элементарная работа, которая совершается при движении 

зарядов, создающих поле в диэлектрике, и отнесена к объему последнего, 
равна [20,21]: 

                                                   
1

d
4

A   


E D .                                          (15) 

В изотропном случае она соответствует 
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1

d
4

A E D  


.                                           (16) 

Однако величина индукции D, выступающая в данном случае в качестве 
внешнего параметра, не является таковым для самой системы (диэлектрика). 
Поэтому удельная работа A  не является совершаемой при поляризации ди-

электрика реальной работой, как говорят, в собственном смысле [11]. То 
есть это не та работа, которая идет на создание поляризации вещества, обу-
словленной смещением зарядов в диэлектрике, и на образование преимуще-
ственной ориентации диполей. Чтобы определить реальную работу по поля-
ризации диэлектрика (в собственном смысле, по терминологии [11]), следует 
преобразовать выражение (16) к виду, в котором независимой переменной 
(координатой) служит внешний параметр диэлектрика – напряженность 
электрического поля E. 

Особенностью термодинамического описания влияния внешнего поля на 
вещество является то обстоятельство, что внешнему параметру (напряжен-
ности поля) E соответствуют два внутренних параметра (обобщенные силы) 
– поляризация P  и вектор смещения (индукция) D. Поэтому подчеркнем 
еще раз, что подобное описание больше соответствует реальности, чем фор-
мулы (15), (16) [15,16]. Таким образом, при расчете работы в собственном 
смысле требуется исходить из того, что внешнему параметру E соответст-
вуют сопряженные ему величины P  и D. 

Следуя общепринятым положениям [11], необходимо учитывать, что по-
ляризация диэлектрика в поле связана с появлением дополнительной потен-
циальной энергии – (P·Е), поэтому за работу по поляризации диэлектрика в 

собственном смысле обычно принимается величина     

                             cA E E E A E         P dE – d(P E)  = – EdP   = δA + d(E
2/8π).                (17) 

В этих равенствах учитывается, что D = E + 4πP , а также формула (16). 

Стандартный подход к рассмотрению влияния на вещество (систему) 
внешних статических (или медленно меняющихся) силовых полей E, H ос-
новывается на том, что эти поля генерируются внешними зарядами или маг-
нитами. Их пространственные координаты принимаются за обобщенные 
внешние координаты. Термодинамические величины системы определяются 
этими полями [11,17,21]. 

При рассмотрении влияния внешнего электростатического поля на систе-
му предполагается [17], что заряды, создающие это поле, распределены в 
пространстве с плотностью ( , , )x y z   . Они связаны с вектором индукции 

уравнением div 4 D . Электронная плотность   создает потенциал 

( , , )x y z , который связан с напряженностью электрического поля соотно-

шением   E  . Согласно [17] гипотетически допускается, что в каждый 

элемент объема dV  из бесконечности вносится элементарный заряд dV . 

При этом совершается работа против электростатических сил, которая идет 
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на увеличение энергии системы и на работу, совершаемую системой (с об-
ратным знаком). Такая работа записывается в стандартном виде 

                                                      dA V    .                                           (18) 

Путем хорошо известных преобразований данное выражение приводится к 
виду 

                                                   
1

d
4

A V   
 E D .                                (19) 

Отметим, что эта формула фактически совпадает с формулой (16). Если 
следовать схеме [17], то в целях удобства в качестве внешних параметров 
(обобщенных координат) ia  можно взять компоненты вектора индукции 

( , , )iD x y z , , ,i x y z . Тогда величины 
1

( , , )
4

iE x y z


 есть обобщенные силы iA . 

Определение зависимости свободной энергии системы от внешних пара-
метров проводится стандартными термодинамическими методами. В част-
ности, в простейшем случае изотропной системы, когда D E   (   – диэлек-

трическая проницаемость),  /i iA f a    , где f  – плотность свободной 

энергии. Таким образом, на основании известных положений 

4 4
i i

i
i

E Df
A

D


   

  
. Интегрирование дает 

                          

223

0 0
1

d ( , ) ( , )
8 8

i
i

i i

Df
f D f T V f T V

D 


    

  


D
.               (20) 

Аналогичные рассуждения можно провести для магнитного поля, заме-
нив напряженность электрического поля E на напряженность магнитного 
поля H, а электрическую индукцию D – на магнитную B. В общем изотроп-
ном случае, вводя магнитную проницаемость  , плотность свободной энер-

гии можно записать в виде 

                                          
2 2

0
1

( , )
8

f f T V
 

       

D B
.                                 (21) 

Поскольку полная свободная энергия системы dF f V  , в принципе не-

обходимо знать зависимость от координат x, y, z индукций D и B, а при бо-
лее детальном подходе – еще и диэлектрической, и магнитной проницаемо-
стей. Стандартные определения энтропии и средней внутренней энергии 
вещества (системы) таковы: 

2 2
0

2 2

1

8

ff D B
s

T T T T

   
             

, 

               
2 2

0
0

1
1 1

8

f D T B T
u f Ts f T

T T T

      
           

            
 =      (22) 
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                           =   2 2
0

1 1

8 8
u ED HB E T H T

T T

  
    

    
. 

Из формулы (22) следует, что обычное для электростатики понимание электри-
ческого поля [17,22] применимо только в случае пренебрежения температур-
ной зависимостью диэлектрической и магнитной проницаемостей вещества. 
Как показывает термодинамика, в более общем случае величина u в (22) не 
является внутренней энергией, а соответствует свободной энергии системы. 

Согласно [21] удельная работа в расчете на единицу объема диэлектрика 
определяется как 
                                                      vA  PP (E)dE,                                           (23) 

где dE  – изменение среднего поля в данной точке диэлектрика при его сме-
щении на величину R . С другой стороны, элементарная работа, учиты-

вающая поляризацию диэлектрика во внешнем поле, равна 

                                                       vA  E(P)dP .                                           (24) 

Определим эту работу с той точки зрения, что внешнее поле, в которое по-
мещен диэлектрик, создается внешними зарядами. Для простоты предполо-
жим, что диэлектрик окружен проводником с зарядом e, создающим потен-
циал   и поле E. Работа по переносу единичного заряда из бесконечности 

на поверхность проводника (в точку с координатами x, y, z) описывается 
формулой 

                                   ( , , ) ( , , ) ( , , )dA x y z e x y z x y z V       .                    (25) 

Преобразование (25) к виду, содержащему величины, характеризующие по-
ле вокруг проводника (в диэлектрике), приводит к выражению для удельной 
работы [21]: 

                                                     
1

4
vA  


E D .                                           (26) 

Отсюда следует, что полная работа по переносу единичного заряда 

                                                    
1

d
4

A V  
 E D .                                (27) 

Поскольку вектор электрической индукции 4  D E P , уравнение (27) лег-

ко преобразуется к виду 

                                         
2

d d
8 8

v v v
E

A A A
                  

ED
.                    (28) 

Данное выражение включает известное из электродинамики слагаемое – 
плотность энергии электрического поля. 

Аналогично магнитное поле ( )H r  вне своих источников (токов, постоян-

ных магнитов и т.д.), как считается, ведет себя подобно электростатическо-
му. Поэтому для описания работы магнитного поля над единицей объема 
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изотропного магнетика обычно используются выражения, аналогичные при-
веденным выше: 

                                                  ( )dvA  M H H ,                                           (29) 

                                                   ( )dvA   H M M ,                                           (30) 

                                           
21

d d d
4 8

v
H

A
 

       
H B H M .                    (31) 

Здесь ( )M H  – вектор намагниченности, B – вектор магнитной индукции. 

Связь между ними и напряженностью внешнего магнитного поля описыва-
ется соотношением 4  B H M . 

Подводя итог беглому обзору основ термодинамики, подкрепленных вы-
водами статистической физики, еще раз подчеркнем ее методологическую 
простоту и вместе с тем глубокое содержание, затрагивающее фундамен-
тальные положения физической науки [11,12,16,17,20,21]. Статистическая 
физика раскрывает универсальность термодинамики [12]. Так, чтобы рассчи-
тать свойства равновесного состояния системы, основываясь на положениях 
термодинамики и статистической физики, удобно первоначально определить 
статистическую сумму (интеграл) ( ,..., ,...)iZ Z a   и свободную энергию 

системы ( ,..., ,...)iF F a  . Затем можно найти все прочие величины, харак-

теризующие состояние системы, начиная, например, с внутренней энергии 

2( ,..., ,...)
i

i
a

F
U U a

  
     

  
. Здесь Bk T  , Bk  – постоянная Больцмана. 

Если следовать традициям прямого дифференциального исчисления, то 
пфаффовы формы характеристических функций в общем случае определены 

в пространстве n взаимозависимых переменных nR . При этом соотношения 
между термодинамическими коэффициентами, проверяемые в эксперименте 
и определяющие свойства системы, традиционно рассматриваются в простран-

стве 4R . Внешние дифференциальные формы демонстрируют эту взаимоза-

висимость более наглядно. 
В рамках такой демонстрации исследуем вопрос о влиянии внешнего ста-

тического электромагнитного поля на систему в представлении [15,16]. В 
этом случае пфаффовы формы дифференциалов термодинамических харак-
теристических функций будут иметь вид 

d ( , , , ) d d d dU S V T S P V   E H E M H P dE – MdH ,                    (32) 

d d( ) d d d dF U TS S T P V       P dE – MdH ,            (33) 

d d( ) d d d dW U PV T S V P      P dE – MdH ,            (34) 

d d( ) d d d dG F PV S T V P       P dE – MdH .            (35) 
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Условие полноты характеристических функций позволяет установить связь 
между различными термодинамическими коэффициентами, характеризую-
щими свойства системы. То есть, например, из равенства 

       
...

22
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W
   (36) 

и других подобных ему получаем так называемые соотношения Максвелла. 
Отметим, что первые производные от термодинамических потенциалов 

являются коэффициентами соответствующих пфаффовых форм (обобщен-
ные координаты и силы), а вторые – тепловыми и механическими характе-
ристиками вещества. 

Для наглядности исследуем поочередно влияние магнитного поля на маг-
нетики и электрического поля – на диэлектрики. Тогда, например, исходя из 
дифференциала внутренней энергии вида 

d d dU P V   M H                                          (37) 

(когда constS  , constE ), имеем, по определению, 

U
P

V

 
   

 H

,   
V

U 
   

 
M

H
.                             (38) 

Следовательно, 

2

V

U P

V

   
         H H

,   
2U

V V

   
          H

M

H
.              (39) 

В простейшем случае M H , приравнивая согласно вышесказанному сме-

шанные производные, получаем равенство 

V H

P M

H V

    
   

    
.                                       (40) 

Применяя теорию якобианов, можно переписать это соотношение в виде 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

P V M H

H V V H

 


 
.                                         (41) 

Отсюда следует калибровочное соотношение 

( , )
1

( , )

M H

V P





.                                              (42) 

Очевидно, если векторы намагниченности и магнитного поля будут антипа-
раллельны, то якобиан в последнем равенстве изменит знак. 

Понятно, что подобные калибровочные соотношения получаются и в слу-
чае действия на диэлектрик только электростатического поля. Для их полу-
чения достаточно сделать замены M P  и H E . Результат (для изо-

тропного случая) будет таким: 
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∂(P ,E)/ ∂(V,P) = 1.                                               (43) 

Символично, что в калибровке соответствующие сопряженные обобщен-
ные координаты и силы располагаются друг под другом. 

Аналогичные рассуждения можно провести, используя вместо внутрен-
ней энергии иные термодинамические потенциалы. Например, в случае маг-
нетика во внешнем магнитном поле для производных энтальпии и потен-
циала Гиббса имеем 

W G
V

P P

    
    

    H H

,   
P P

W G    
     

    
M

H H
.                  (44) 

Отсюда следует то же калибровочное соотношение (43), которое было полу-
чено выше. 

Применение обычного дифференциального исчисления теряет свою про-
стоту с увеличением количества переменных, тогда как исчисление внешних 
дифференциальных форм свободно от этого недостатка. 

Приложение 2 

Формализм исчисления внешних дифференциальных форм 

2.1. Вводные определения, обозначения, символика, терминология 

Будем придерживаться методологии [1–3]. 
Термин «векторное поле» означает правило, задающее вектор в каждой 

точке P многообразия M, принадлежащего пространству U размерности n. 
Если в окрестности произвольной точки пространства U задана система 

координат    1 2, ,...,i nx x x x , то тем самым определен и координатный ба-

зис касательных векторов: 
1 2

, ,...,
i nx x x x

      
   

      
. Каждая точка имеет 

свое касательное пространство. Векторное поле «выбирает» по одному век-
тору из каждого такого касательного пространства. По заданному полю 
можно найти интегральные кривые векторного поля (например, силовые ли-
нии для магнитного поля). 

Система координат  ix  наряду с базисом векторных полей  ix   оп-

ределяет и семейство 1-форм, состоящее из «градиентов»  d ix . В отличие 

от векторов 1-формы обозначаются тильдой над буквой. Они образуют ба-
зис, дуальный координатному базису векторов: 

                                                 d
i

i i
jj j

x
x

x x

  
   

  
 .                                  (1) 
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Приняты следующие соглашения по индексным обозначениям: компо-

ненты векторов нумеруются верхними индексами ( iV ), компоненты 1-форм 
– нижними ( j ); базисные векторы нумеруются нижними индексами ( ie ), 

базисные 1-формы – верхними ( j ). Свертка определяется как j
jV    

либо d j
j x     (по повторяющимся индексам подразумевается суммирование). 

Заметим, что в пространстве с евклидовой геометрией в декартовом бази-
се между компонентами вектора и ассоциированной с ним 1-формой не су-
ществует принципиального различия. Поэтому в элементарных курсах век-
торной алгебры векторы и 1-формы не различают. В других случаях, отме-
ченных ниже, различие проявляется явно. 

В контексте самых общих построений 1-формы и векторы – это примеры 

вырожденных тензоров типа  N N   в точке P, которые определяются как 

линейные функции, аргументами которых служат N 1-форм и N′ векторов, а 
значениями являются вещественные числа. 

Таким образом, тензорное поле определяется правилом, согласно которо-

му каждая точка соотносится с тензором типа  N N  . В этом контексте 

скалярная функция (0-форма) соответствует тензору типа 
0

0

 
 
 

, вектор –

тензору типа 
1

0

 
 
 

, 1-форма – тензору типа 
0

1

 
 
 

. В руководствах по тензор-

ной алгебре векторы часто называют «контравариантными векторами», а 
1-формы – «ковариантными векторами». Эти названия указывают на то, как 
ведут себя компоненты соответствующих объектов при замене базиса. 

Наглядным примером 1-форм является градиент функции. В матричной 
алгебре, если считать «векторами» столбцы (вектор-столбцы), то вектор-
строки – это 1-формы. В квантовой механике аналогами векторов служат 

кет-векторы  , а 1-формы – это бра-векторы  . Сверткой является вели-

чина   . 

В исчислении дифференциальных форм буква с тильдой (например, ,  p   

и т.д.) всегда означает антисимметричный тензор. В этом контексте          
1-формы ,  ,        и др. можно рассматривать как частный случай «вырож-

дения» антисимметричных тензоров. 
По определению, дифференциальная форма степени p  2 или просто  

p-форма – это антисимметричный тензор типа 
0

p

 
 
 

. 

Построение форм осуществляется простым способом: 2-формы можно 
строить из 1-форм при помощи операции взятия внешнего произведения Λ. 

Данное построение аналогично получению из тензора типа 
0

2

 
 
 

 тензоров 
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типа 
0

1

 
 
 

 при помощи операции тензорного умножения  . Так, если p  и q  

– 1-формы, то внешнее произведение – это 2-форма  , определяемая форму-

лой p q p q q p q p                  . Имеет место очевидное соотношение 

0p p   . В принципе, произвольную p-форму можно записать в виде ли-

нейной комбинации внешних произведений p базисных 1-форм (т.е. произ-
вести «разложение» p-формы по базису 1-форм) [2]. 

2.2. Основные положения 

В целях детализации используемого материала рассмотрим упорядочен-
ный набор 1 2( , ,..., )p    из p векторов, следуя терминологии [3]. Пусть су-

ществует функция 1 2( , ,..., )pa    , сопоставляющая такому набору векторов 

вещественное число. Эту функцию называют полилинейной формой степени 
p (или p-формой), если она является линейной формой по каждому аргумен-
ту при фиксированных значениях остальных. 

Искомую полилинейную форму называют знакопеременной (антисим-
метричной, кососимметричной, косой, внешней), если при переста-        
новке любых двух аргументов она меняет знак: 1 1( ,..., ,... ,..., ) ( ,..., ,... ,..., )i j p j i pa a         

1 1( ,..., ,... ,..., ) ( ,..., ,... ,..., )i j p j i pa a         . 

Представление произвольной полилинейной формы 1 2( , ,..., )pa     в 

произвольном ортонормированном базисе  ie , 1,...,i n  некоторого век-

торного пространства V размерности n определяется как 

  1
1

1

1 2 ... 1 1
1 1

, ,..., ... ... p

p

p

n n
ii

p i i
i i

a a
 

       

где 
1 1 1... ... ( ,..., )

p p pi i i i i ia a e e  – некоторые числа,  1
1 ,..., pii

p   – компоненты 

векторов   в этом базисе: 
1

ξ
n

i
k k i

i

  e , 1,...,k p . 

Частный случай – это полилинейные знакопеременные p-формы, которые 
могут быть представлены в виде разложения по указанному базису: 

  1
1

1

1 2 ... 1 1
1 1

, ,..., ... ... p

p

p

n n
ii

p i i
i i 

          . 

В таком варианте числа 
1 1 1... ... ( ,..., )

p p pi i i i i i   e e  меняют знак при пере-

становке двух индексов. 
Основная операция в теории знакопеременных форм – это операция 

внешнего умножения, которая требует пояснения. 
Если рассмотреть полилинейную форму, представляющую собой простое 

произведение двух знакопеременных форм размерностей p и q: 
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1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )p q
p q p p p qa           , 

то, вообще говоря, форма не является чисто знакопеременной, поскольку 
при перестановке аргументов i  и j  (где 1 i p  , 1p j p q    ) резуль-

тирующая форма в принципе может изменить свое значение и по модулю, а 
не просто поменять знак (т.е. не быть знакопеременной). Именно данное об-
стоятельство и обусловило необходимость введения внешнего произведения. 

Это понятие непосредственно связано с теорией перестановок [3]. Пусть 

σ(k) – некоторая перестановка набора чисел  1,...,k m . Множество всех m! 

таких перестановок обозначают m . Для двух различных перестановок из 

этого множества σ и τ существует их суперпозиция m . Для каждой   

перестановки σ существует обратная перестановка σ
–1

, такая, что 
1 1      , где ε – тождественная перестановка. Перестановка только 

двух чисел из набора, оставляющая остальные числа на своих местах, назы-

вается транспозицией. Для транспозиции 1   . Любую перестановку 

можно разложить на транспозиции, при этом их число в разложении не за-
висит от способа разложения. Четность числа транспозиций в разложении 
перестановки называется четностью этой перестановки.  

Таким образом, внешним произведением p q     форм ω
p
 и ω

q
 на-

зывается форма 1( ,..., ) sgn( )p q
p q a



        . Здесь σa – функция 

( )p q -векторов, получаемая из функции a тех же векторов (определенной 

выше) путем перестановки σ аргументов функции; sgn(σ) = 1, если переста-
новка четная, и sgn(σ) = –1, если нечетная. Суммирование ведется по всем 
перестановкам. 

В качестве простых примеров внешнего произведения можно рассмотреть 
произведение двух линейных 1-форм, которое дает билинейную форму: 

1 2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) sgn( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g f g f g f g


             . 

Внешнее произведение 1-формы и q-формы при q > 1 будет формой сте-
пени 1q   вида 

0 1 0 1 0 1( , ,..., ) ( ) ( ,..., ) sgn( ) ( ) ( ,..., )q q qf g f g


               = 

= 0 1 1
0

( 1) ( ) ( ,..., , ,..., )
q

i
i i i q

i

f g  


      . 

Итак, по определению, p-линейная форма   есть линейная функция от p-

векторов. Число p – это порядок формы, а сама φ – это полилинейная форма 
порядка p. Если сама полилинейная форма является знакопеременной, то      
φ – это внешняя p-форма. Каждая линейная 1-форма (p = 1) является внеш-
ней; внешние 0-формы (p = 0) – это, по определению, действительные числа. 
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Схематически в большинстве случаев физика и математика оперируют 
буквой T, обозначающей некоторое действительное пространство касатель-

ных векторов. Символом pT  обозначают p-кратное декартово произведение 
пространства T на себя – множество всех p-наборов векторов пространства T 

1( ,..., )p  . Символом T   обозначается сопряженное пространство (аналог 

прямого и обратного пространства в физике твердого тела) или векторное 
пространство линейных форм в пространстве T [1–8]. 

Для каждого p внешние p-формы образуют действительное векторное 

пространство pE , называемое p-кратным грассмановым произведением над 

пространством T. При этом 0E  – это R, а 1E  – это T  . Подчеркнем, что 

внешнее умножение отображает декартово произведение p qE E  в простран-

ство p qE  , т.е. внешнее произведение форм ( ) ( )p q  , представляя собой 

внешнюю ( p q )-форму, при p > 0 и q > 0 не лежит в пространствах pE  и qE . 

2.3. Конкретизация и приложения 

С методологической точки зрения формализм обращения с символикой 
внешних дифференциальных форм [1–10] много проще языка векторного 
исчисления. 

По определению, дифференциальной формой степени p евклидового про-
странства размерности n называют дифференцируемую бесконечное число 

раз векторную функцию  ,dx x  [3]. Координаты точек этого пространства 

обозначаются как 1 2( , ,..., )nx x x x , векторами являются дифференциальные 

символы  1 2d d ,d ,...,d nx x x x . При каждом фиксированном x данная функ-

ция представляет собой знакопеременную p-форму [1–3]:  

  1
1

1

...
...

, d ( )d ... d
p

p

i
i i

i i

x x x x x
 

     Λ ,d ( )d ... dix x x x x     Λ,d ( )d ... d pix x x x x     ,                         (2) 

где 1... pi i  – индексы «упорядочения». 

Чтобы подчеркнуть отличие дифференциальных форм и внешнего диф-
ференцирования от стандартного дифференциального исчисления, иногда 
формы и их производные обозначают как φ, ψ или α, β, а внешние диффе-

ренциалы обозначают дифференциальным оператором с тильдой d , тогда 

d , d  – стандартные обозначения внешних дифференциалов от форм φ и α. 

Алгебра дифференциальных форм формализована правилами обращения 

с операциями внешнего дифференцирования d  и внешнего (антикоммута-

ционного) умножения Λ. Она более проста, но в то же время более эффек-
тивна и фундаментальна, чем векторное исчисление [1–10]. Множество всех 
форм любой степени, снабженных операцией антикоммутационного внеш-
него умножения, определяется как алгебра Грассмана [1–3]. 



Физика и техника высоких давлений 2017, том 27, № 4 

 38 

Правило коммутации форм состоит в выполнении для форм φ(p) и ψ(q) 
степеней p и q соотношения 

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )p q q p       Λ ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )pqp q q p       Λ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )p q q p        .                               (3) 

Действие оператора d  на формы высших степеней определяется по ана-
логии с его действием на 0-формы: при внешнем дифференцировании сте-

пень формы повышается на единицу (если φ есть p-форма, то d  есть 

( 1p  )-форма). При этом если d  – точная форма [1,2] (в обычном диффе-

ренциальном исчислении d  является полным дифференциалом), то опера-

ция повторного внешнего дифференцирования приводит к обращению фор-

мы в нуль: d(d ) 0   . 

Правила внешнего дифференцирования аналогичны правилам обычного с 
учетом антикоммутационных свойств операции Λ, для которой выполняется 
правило  

d d 1 d di j ij j ix x x x   Λ  d d 1 d di j ij j ix x x x       Λd d 1 d di j ij j ix x x x        ,                                   (4) 

где ij  – символ Кронекера. 

Линейность внешних дифференциальных форм следует из соотношений 

                 

 
1 2 1 2d ( ) ( ) d ( ) d ( ),p q p q            

 

           )(d
~

)()1()()(d
~

))()((d
~

2121 qpqpqp p  ,          (5)      

где 1 2,   – вещественные числа. 

Итак, последовательное рассмотрение дифференциальных форм опирает-
ся на следующие положения. Дифференциальная форма характеризуется 

размерностью формы или ее степенью p и размерностью (степенью) R
n
 евкли-

дового пространства n. Число измерений пространства соответствует поряд-
ку или числу переменных многообразия, на котором определена форма. Вы-
полняется очевидное соотношение n p . 

Нулевая дифференциальная форма (форма степени p = 0) представляет 
собой любую бесконечное число раз дифференцируемую функцию 

         1 2
0,d ,0 , ,..., nx x x x f x f x x x       .             (6) 

Очевидно, в случае одномерного пространства ( ) ( )x f x  , в случае двух 

измерений 1 2( ) ( , ) ( , ) ( , )x x x x y f x y      . Аналогично представляется      

0-форма любой размерности пространства. 
Дифференциальная форма первой степени (p = 1), или 1-форма, имеет вид 

 
1

,d ( )d
n

j j
j

x x x x


    .                                    (7) 
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В частности, когда n = 1, имеем линейную дифференциальную форму вида 

 ,d ( )dx x f x x   .                                           (8) 

Дифференциальная форма второй степени (p = 2), или 2-форма, имеет вид 

 1 2,d ,d ( )d dik i k
i k

x x x x x x


       Λ ,d ,d ( )d dik i kx x x x x x       .                              (9) 

В частности, для минимальной размерности пространства n = p = 2 имеем 

   
1 2

1 1
1 2 1 2

2 2

d d
( ,d ) ,d ,d

d d

x x
x x x x x f x

x x
   

 
   

 
,                 (10) 

где 1 2 1 2 1 2( , ),d d d (d ,d ),d (d ,d )x x x x x x x x x x x   1 2 1 2 1 2
1 1 1 2 2 2( , ),d d d (d ,d ),d (d ,d )x x x x x x x x x x         , определитель 

1 2 2 1
1 2 1 2d d d dx x x x     равен элементу площади, соответствующему векторам 

1 2d ,dx x  . 

Вариант, когда n = p = 3, координата 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( , , ),d d d (d ,d ,d ),d (d ,d ,d ),d (d ,d ,d )x x x x x x x x x x x x x x x x x x x              

приводит нас к элементу объема, соответствующему векторам 1 2 3d ,d ,dx x x   , 

выраженному через детерминант, который умножается на соответствующую 
функцию от координат: 

   

1 2 3
1 1 1

1 2 3
1 2 3 2 2 2

1 2 3
3 3 3

d d d

( ,d ) ,d ,d ,d d d d

d d d

x x x

x x x x x x f x x x x

x x x

   

  

       

  

.             (11) 

Конкретизируем формализм дифференциальных форм для векторного 
поля. В связи с этим напомним, что внешним дифференциалом линейной 

дифференциальной формы ω степени p является дифференциал формы d , 

определяемый соотношением  

1 1

1,

...
...,

d d d ... d
p p

p

i i i i
i i

        Λ 
1 1

d d d ... d
p pi i i ix x        Λ d d d ... d
p pi i i ix x         Λ d d d ... d

p pi i i ix x         ,                            (12) 

где 

1

1

...

...
1

d d
p

p

n i i

i i kk
k

x
x


 


  .                                  (13) 

Действие оператора d  на дифференцируемую форму нулевой степени, 
когда ( ) ( )x f x  , формально совпадает с обычным дифференцированием: 

1

d ( ) d ( ) d
n

kk
k

f
x f x x

x


  


   .                                      (14) 
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Вычисление внешнего дифференциала от линейной формы (p = 1) при n > 1 
приводит нас к форме вида 

 
1

d ,d d ( )d d d
n

i k
i i k ik i

i k i

x x x x x x
x x 

    
             

      Λd ,d d ( )d d di i k ix x x x x x           .              (15) 

В частности, когда n = 2, для 1-формы  ( , ),d ,d ( , )d ( , )dx y x y P x y x Q x y y      

( , ),d ,d ( , )d ( , )dx y x y P x y x Q x y y       получим  

d d d
Q P

x y
x y

  
    

  

  Λd d dx y      .                                (16) 

Выделим правила, определяющие действие оператора внешнего диффе-
ренцирования на дифференциальные формы в контексте соответствующей 
привязки к размерности пространства n и формы p. 

Действие оператора d  на 0-форму (p = 0), определенную в одномерном 

пространстве R
1
, превращает 0-форму в 1-форму (p = 1). То есть в простран-

стве R
1
 оператор d  повышает степень формы при инвариантной размерно-

сти пространства, на котором она определена: 

d
d ( ) d ( ) d

d

f
x f x x

x
     .                               (17) 

Действие оператора d  на 0-форму, определенную на n-мерном многооб-

разии (в пространстве n переменных R
n
), также превращает ее в 1-форму. 

Результат такого действия – линейная комбинация n дифференциальных 
слагаемых: 

1

1

d ( ) d ( ,..., ) d
n

n
ii

i

f
x f x x x

x


  


   .                            (18) 

Дифференциальные формы более высоких степеней (p > 1) порождаются 
либо внешним перемножением форм низших степеней, либо действием опе-
ратора внешнего дифференцирования на соответствующую форму степени, 
меньшей на единицу. 

Например, если рассмотреть 1-форму в R
3
 вида 

 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ),d ,d ,d d d da a a x x x a x a x a x                   (19) 

(где 1 2 3( , , )i ia a x x x  – компоненты векторного поля a, являющиеся функ-

циями переменных пространства R
3
), то действие оператора d  переводит 

данную 1-форму в 2-форму в R
3
: Λ 

1 2 3 2 3 1 3 1 2d d d d d d dc x x c x x c x x            Λ1 2 3 2 3 1 3 1 2d d d d d d dc x x c x x c x x            Λ1 2 3 2 3 1 3 1 2d d d d d d dc x x c x x c x x            Λ1 2 3 2 3 1 3 1 2d d d d d d dc x x c x x c x x             .                       (20) 

Здесь 1 2 3, ,c c c  – компоненты вектора c, которые определяются как 
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3 2
1 2 3

a a
c

x x

 
 

 
,   31

2 3 1

aa
c

x x


 

 
,   2 1

3 1 2

a a
c

x x

 
 

 
.       (21) 

В традиционном векторном исчислении эти компоненты определяют ротор: 
rotc a .    

Если рассмотреть 2-форму в R
3
 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2( , , ),d ,d ,d d d d d db b b x x x b x x b x x b x dx                Λ1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2( , , ),d ,d ,d d d d d db b b x x x b x x b x x b x dx                Λ1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2( , , ),d ,d ,d d d d d db b b x x x b x x b x x b x dx                Λ1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1 3 1 2b b b x x x b x x b x x b x dx                        (22) 

(где ib  – зависящие от 1 2 3, ,x x x  компоненты некоторого вектора), то дейст-

вие оператора внешнего дифференцирования на такую форму переводит ее в 

3-форму в R
3
: 

1 2 3d d d dc x x x       Λ 1 2 3d d d dc x x x       Λ 1 2 3d d d dc x x x       .                                (23) 

Эта 3-форма характеризуется величиной 

31 2
1 2 3

bb b
c

x x x

 
  

  
,                                          (24) 

которая в векторном анализе аналогична скаляру (дивергенции) divc  b . 

2.4. Формализм интегрирования 

Формы связаны с элементом объема на n-мерном многообразии. В качестве 
формы объема можно выбрать любую n-форму. Выбор диктуется условиями 
задачи. Двумерная площадь – вырожденный объем трехмерного пространства. 

Интегрирование функции на многообразии сводится по существу к ум-
ножению значения функции на объем малого координатного элемента, а за-
тем – к суммированию полученных чисел. 

Если   – это n-форма в области U n-мерного многообразия M с коорди-

натами  1 2, ,..., nx x x , то существует такая функция 1 2( , ,..., )nf x x x , что 

1d ... df x x     Λ … Λd ... d nf x x     , а интеграл   по U, по определению, есть величина  

1 1 1 1( ,..., )d ...d ( ,..., )d ... dn n n nf x x x x f x x x x         Λ … Λ( ,..., )d ...d ( ,..., )d ... dn n n nf x x x x f x x x x      .     (25) 

В случае двух измерений на двумерном многообразии переменных ,  на 
языке дифференциальных форм интеграл будет иметь вид  

( , )d d ( , )d df f                Λ( , )d d ( , )d d             .                       (26) 

Замена переменных, или переход к новым координатам x, y, осуществля-
ется по правилам внешнего дифференцирования сложных функций 

d d ( , ) d dx y x y
x y

 
    

 
    ,   d d ( , ) d dx y x y

x y

 
    

 
    .    (27) 
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Учитывая антисимметричность оператора внешнего умножения Λ: 

d d d dx y y x       , d d d d 0x x y y       , получаем переход от «площадки» 

d d    к d dx y  . В результате преобразований имеем 

( , )
d d d d d d d d

( , )
x y x y x y

x y x y x y

         
          

       

        . (28) 

Таким образом, в исчислении дифференциальных форм интегралы от 
функции f по переменным ,  и x, y связаны традиционным способом – по-

средством якобиана перехода 
( , )

( , )x y

  


. 

В то же время применение аппарата исчисления дифференциальных форм 

является чувствительным к выбору системы координат. Знак   , или знак 

якобиана, определяется базисом, который обусловлен исходной координат-
ной системой. Другими словами, интеграл от формы   зависит только от 

ориентации системы координат, а именно согласно общепринятому подходу 
следует опираться на один из двух базисов: «правый» или «левый». 

Интегральные формулы традиционного векторного исчисления равно-
сильны аналогичным интегральным формулировкам исчисления внешних 
дифференциальных форм. Так, соотношение из векторного анализа 

( d ) rot d

F F

   a l a S                                         (29а) 

соответствует 

d

F F

     ,                                             (29б) 

а формула 
1 2 3( d ) div d d d

G G

x x x


  b S b                                    (30а) 

аналогична 

d

G G

     .                                             (30б) 

В приведенных формулах традиционные векторы в (29а) и (30а) соответст-
вуют векторам исчисления форм в (29б) и (30б). Компоненты последних 

есть функции трех переменных (определенные в R
3
). 

2.5. Аспекты стандартного векторного и внешнего дифференциального  
исчислений в контексте теории поля 

С целью более глубокого понимания фундаментальных основ такой ма-
тематической дисциплины, как аппарат исчисления дифференциальных 
форм, коснемся формальных принципов стандартного векторного исчисле-
ния Гамильтона (ввел термины «скаляр», «вектор», «скалярное произведе-
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ние», «внешнее произведение»), которые тесно связаны с математическим язы-
ком элементарных геометрических образов Грассмана (оперировал понятиями 
«линейный элемент», «плоскостной элемент», «внутреннее произведение», 
«внешнее произведение»). Эти принципы нашли применение в теории поля [4]. 

В стандартной теории поля понятия скаляра и вектора связывают с точ-
ками пространства, определяя тем самым скалярное и векторное поля. В ча-

стности, каждой точке 1 2 3, ,x x x  трехмерного пространства R
3
 соотносят оп-

ределенный скаляр (функцию) 1 2 3( , , )f x x x , о которой говорят как о скаляр-

ном поле. Если же в этой точке прикладывается вектор a с компонентами, 
зависящими от координат: 1 2 3( , , )ia x x x , i = 1, 2, 3, то о совокупности этих 

векторов, характеризуемых полярной или аксиальной симметрией, говорят 
как о векторном поле. 

Гамильтон показал, как проще всего описывать подобные полевые струк-
туры методами стандартного дифференциального и интегрального исчисле-
ния. Основное положение подхода Гамильтона заключалось в том, что как 
дифференциалы 1 2 3{d ,d ,d }x x x , определяющие бесконечно малое перемеще-

ние точки в пространстве, так и дифференциальные символы 

1 2 3

, ,
x x x

   
 

   
 имеют характер компонент свободного вектора. То есть при 

переходе к новой системе координат старые компоненты переводятся в но-
вые стандартным линейным преобразованием. Другими словами, с вектор-

ными символами 
1 2 3

, ,
x x x

   
 

   
 можно оперировать как с компонентами 

обычного вектора. 
Путем символического «умножения» этого векторного символа Гамиль-

тона на функцию 1 2 3( , , )f x x x , характеризующую скалярное поле, получаем 

вектор с компонентами 
1 2 3

, ,
f f f

x x x

   
 

   
, который является векторным полем 

– градиентом исходного скалярного поля. 
Изменение векторного поля a в заданной точке пространства находится по 

правилам скалярного произведения, изначально называемого внутренним. Эта 
процедура определяет новое скалярное поле, называемое дивергенцией: 

31 2

1 2 3

div
aa a

x x x

 
  

  
a . 

Стандартное векторное произведение двух векторов, определенное мат-
ричным способом, выражается, по терминологии Грассмана, через компо-
ненты «плоскостного элемента». Векторное произведение сопоставляется с 
внешним умножением. По аналогии с обычным векторным исчислением 
внешнее умножение задает матрицу 
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1 2 3

1 2 3

x x x

a a a

   
   
 
 
 

, 

из которой путем вычеркивания одного из столбцов можно составить три 
детерминанта: 

32

3 2

aa

x x




 
,   31

3 1

aa

x x




 
,   2 1

1 2

a a

x x

 


 
. 

Согласно геометрическим представлениям Грассмана они определяют неко-
торый «плоскостной элемент», другими словами, с позиции векторного ис-
числения Гамильтона, являются компонентами аксиального вектора. Этот 
вектор соответствует векторному полю аксиальной симметрии, называемо-
му в традиционном векторном исчислении ротором (обозначается rota). 

Таким образом, в упрощенном представлении формализация перехода от 
стандартного векторного исчисления к теории дифференциальных форм со-
стоит в замене обычного дифференцирования d на внешнее дифференциро-

вание d  и введении операции Λ, аналогичной векторному умножению. Каж-
дая из этих операций обладает своими свойствами. 

2.6. Особенности дифференциальных форм 

Пфаффовы формы в пространстве R
2
 применялись в термодинамике дав-

но [1,2,11–18]. При этом использовалось стандартное дифференциальное ис-
числение. Основные свойства внешних дифференциальных форм отражены 
в прил. 1, 2. Отличие внешнего дифференциального исчисления от внутренне-
го, которое можно заметить во многих областях математики и физики [1–22], 
носит принципиальный характер. Наиболее наглядно это проявляется в 
дифференциальном, интегральном, векторном исчислениях, а наиболее эф-
фективное применение находит в термодинамике. 

Рассмотрим в пространстве R
2
 переменных x, y пфаффову форму стан-

дартного вида ( , ) ( , )d ( , )dx y A x y x B x y y     , которая в исчислении 

внешних дифференциальных форм согласно [1–3] трансформируется в 

( , ) ( , )d ( , )dx y A x y x B x y y       . Здесь коэффициенты ( , )A x y  и ( , )B x y  – 

по крайней мере дважды дифференцируемые функции; символы d и d  – опера-

торы внутреннего и внешнего дифференцирования соответственно (прил. 1, 2). 
Сравнивая внешнее дифференцирование с внутренним, отметим следую-

щий существенный фактор. Если рассматривать дифференциальное уравне-
ние типа d / d ( , )y x f x y  с непрерывной правой частью, то ему можно по-

ставить в соответствие непрерывную пфаффову форму вида d ( , )dy f x y x    

d ( , )dy f x y x    (т.е. ( , ) 1A x y  , ( , ) ( , )B x y f x y  ). Данная дифференциальная 

форма имеет те же решения (множество точек x, y, в которых форма обра-
щается в нуль), что и исходное дифференциальное уравнение (интегральные 
кривые). При этом решения пфаффовой формы могут и не являться инте-
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гральными кривыми какого-либо дифференциального уравнения. То есть 
если дифференциальному уравнению всегда отвечает некая пфаффова фор-
ма, то обратное может быть неверным. Так, например, решениями пфаффо-
вой формы ( , ) d dx y x x y y    служит семейство концентрических окружнос-

тей с центром в начале координат. Эти окружности не являются графиками 
никакой однозначной функции, способной служить решением дифференци-
ального уравнения. Аналогичные утверждения верны и для внешнего диф-
ференцирования. 

Важными понятиями теории стандартных дифференциальных форм, которые 
в определенной мере переносятся на внешние дифференциальные формы, а в 
термодинамике играют первостепенную роль, являются такие понятия, как регу-
лярность формы, ее полнота (иначе называемая точностью) и замкнутость [1–3]. 

Стандартная непрерывная пфаффова форма в R
2
 регулярна в точке 

2
0 0( , )x y G R  , если хотя бы один из коэффициентов A или B отличен от 

нуля в этой точке. Особой называют точку, в которой форма α нерегулярна, 
т.е. A = B = 0. 

В стандартном исчислении непрерывная пфаффова форма называется 
полной или точной, если существует такая дифференцируемая функция 

( , )g g x y , что α = dg. В этом случае / xA g x g     и / yB g y g    . Не-

обходимым и достаточным условием полноты формы (которое называется 
также условием интегрируемости) является равенство смешанных произ-
водных xy yxg g  ( y xA B ). Если дифференциальная форма  является не-

полной, то ее можно сделать полной с помощью преобразования Эйлера. 
Для этого ее умножают на непрерывную функцию ( , )h h x y , называемую 

множителем Эйлера (интегрирующим множителем), который удовлетворяет 
соответствующему дифференциальному уравнению [1–3]. В результате 
дифференциальная форма h    становится полной. 

В качестве примера рассмотрим второе начало термодинамики, где фигу-
рирует неполный дифференциал (пфаффова форма) тепловой функции δQ, 
характеризующей теплообмен системы с термостатом. После умножения ее 

на интегрирующий множитель (обратную температуру T
–1

) получаем пол-

ный дифференциал энтропии dS Q T  , который удовлетворяет условию 

полноты пфаффовой формы: 
2 2S S

x y y x

 


   
 (x, y – некоторые термодинамиче-

ские переменные). Здесь Q   , 1h T  . В данном примере неполная 

пфаффова форма есть Q   , а полная – (1/ ) dT Q S    . 

В исчислении внешних дифференциальных форм оперируют понятиями 

замкнутости и точности форм. Они заключаются в следующем. Если d 0   , 

то внешнюю дифференциальную форму   называют замкнутой (в локаль-

ном смысле, т.е. в точке). Форма   называется точной, если для нее сущест-
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вует такая дифференцируемая форма  , что d     . Из свойств оператора 

внешнего дифференцирования d  как оператора, переводящего одну форму в 

другую по формуле d    , следует d 0    (если этот дифференциал суще-

ствует) (прил. 1, 2). 

Рассмотрим случай, когда внешняя дифференциальная форма в простран-

стве R
n
 (n = 2, 3) является замкнутой или точной. 

В случае плоскости (n = 2) можно рассмотреть 1-форму (степени p = 1) 

вида d dA x B y    . Если существует такая дважды дифференцируемая 

функция ( , )f x y , что /A f x   , /B f y   , то эта форма является точной. 

Из определения замкнутости d 0   , антикоммутационных свойств опера-

ции внешнего умножения и свойств повторного применения оператора d  
(см. прил. 1, 2) после простых преобразований получим условие замкнуто-

сти формы 0
A B

y x

 
 

 
 или 

2 2f f

x y y x

 


   
. 

По сути это известное условие интегрируемости дифференциальных урав-
нений в частных производных. Так, рассматривая систему дифференциаль-
ных уравнений в частных производных 

( , )
f

A x y
x





,   ( , )

f
B x y

y





, 

перепишем ее в компактном виде 

i
i

f
a

x





, 

где  ,ix x y ,  ,ia A B , i = 1, 2. В свою очередь, это уравнение можно за-

писать в свернутом виде 

df a  , 

где d dx ya a x a y    – это 1-форма с соответствующими компонентами. 

Если f является решением последнего уравнения, то эта функция должна 
удовлетворять соотношению, которое получается из данного уравнения в 

результате повторного действия оператора d : 

d(d ) df a   . 

Левая часть этого выражения равна нулю в силу свойств внешнего диф-
ференцирования (прил. 1, 2). Таким образом, мы имеем необходимое усло-
вие существования уравнения 

d 0a  , 

которое в компонентах согласно символике [2] имеет вид 

[ , ] , , 0i j i j j ia a a   , 
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т.е. 
2 2

0
yx

aa f f

y x y x x y

  
   

     
. 

Каждая 2-форма (p = 2) на двумерном многообразии (n = 2), т.е. в R
2
, яв-

ляется замкнутой, поскольку ее внешний дифференциал, будучи 3-формой 
(p = 3), равен нулю в силу свойств внешнего дифференцирования. Другими 

словами, если 2-форма d dA x y     такова, что d    , то автоматически 

d 0   , так как  d d d d d d d d 0
A A

A x y x y x y
x y

  
        

  

        . Положив 

d da x b y    , из уравнения d     получим дифференциальное уравнение в 

частных производных для коэффициентов ( , )a x y  и ( , )b x y  вида b a
A

x y

 
 

 
. 

В соответствии с вышеприведенным определением пфаффова 1-форма 

общего вида 
1

d
n

i i
i

x


     является точной, если существует дважды диффе-

ренцируемая функция f, для которой df    и /i if x    . Когда n = 3, p = 1, 

к рассматриваемым формам можно применить язык традиционного вектор-
ного исчисления. На этом языке точная форма   соответствует потен-

циальному векторному полю, т.е. градиенту скалярного поля: 

f f f

x y z

   
  

   
 ,; ;

f f f

x y z

   
  

   
 ,; ;

f f f
f

x y z

   
  

   
  . Таким образом, чтобы 1-форма   была точной (на фи-

зическом языке – чтобы векторное поле  было потенциальным), должно 

выполняться равенство d 0   , или dd 0f   . На языке прямого векторного 

анализа это условие потенциальности поля записывается в виде 

    rot 0      или в компонентах: 3 31 2 2 1

2 1 3 2 1 3

0
x x x x x x

    
     

     
. 

В случае трехмерного пространства R
3
 (n = 3) 2-форма (p = 2)                 

общего вида 1 2 3 2 3 1 3 1 2d d d d d dx x x x x x                с коэффициентами 

1 2 3( , , )i i x x x    является внешним дифференциалом пфаффовой формы 

1 1 2 2 3 3d d dx x x          с коэффициентами 1 2 3( , , )i i x x x    в том, и 

только в том случае, если из d     следует 3 2
1

2 3x x

 
  

 
, 31

2
3 1x x


  

 
, 

2 1
3

1 2x x

 
  

 
. На языке стандартного векторного анализа это означает, что 

вектор   является векторным потенциалом поля  , который выражается 

формулой 

 rot        . 

Условие интегрируемости (существования решения соответствующих 
дифференциальных уравнений), записываемое на языке внешних дифферен-

циальных форм в виде d 0   , приводит к соотношению 
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31 2

1 2 3

div 0
x x x

 
   

  
 . 

Вариант n = 3, p = 3 соответствует следующему. Условие d     соеди-

няет 2-форму (n = 3, p = 2) 1 2 3 2 3 1 3 1 2d d d d d dx x x x x x                с 3-фор-

мой 1 2 3d d da x x x      , которая возникает в результате внешнего дифферен-

цирования. В результате получается уравнение в частных производных вида 

31 2

1 2 3

a
x x x

 
  

  
, которое на стандартном языке теории поля имеет вид 

div a . 

 
1. Г. Грауэрт, И. Либ, В. Фишер, Дифференциальное и интегральное исчисление, 

Мир, Москва (1971). 

2. Б. Шутц, Геометрические методы математической физики, Мир, Москва (1984). 

3. В.А. Ильин, Э.Г. Позняк, Основы математического анализа, Т. 2, Наука, Москва 

(1973). 

4. Ф. Клейн, Элементарная математика с точки зрения высшей, Т. 2. Геометрия, 

Наука, Москва (1987). 

5. V.V. Shelest, A.V. Hristov, D.A. Chervinskii, V.V. Rumyantsev, Journal of Photonic 

Materials and Technology 3, № 2, 6 (2017). 

6. В.В. Шелест, Д.А. Червинский, Вестник Луганского национального университе-

та им. В. Даля № 2(4), часть 1, 125 (2017). 

7. Д.А. Червинский, В.В. Шелест, Матер. Междунар. научн. конфер. студентов и мо-

лодых ученых «Донецкие чтения 2017», Изд-во ДНУ, Донецк (2017), с. 183–185. 

8. С.К. Водопьянов, Д.В. Исангулова, Исчисление внешних дифференциальных 

форм: Сборник задач и упражнений, Новосиб. гос. ун-т, Новосибирск (2012). 

9.  А.А. Виткин, Фундаментальные исследования № 8 (часть 7), 1571 (2014). 

10. Н.С. Гусев, В.Л. Чернышев, Производная Ли, теорема Фробениуса, дифферен-

циальные формы. Электронное учебное издание, МВТУ им. Н.Э. Баумана,          

Москва (2011). 

11. И.П. Базаров, Термодинамика, Высшая школа, Москва (1991). 

12. Ю.Б. Румер, М.Ш. Рывкин, Термодинамика, статистическая физика и кинетика, 

Наука, Москва (1972). 

13. В.К. Семенченко, Избранные главы теоретической физики, Просвещение, Мо-

сква (1966). 

14. Задачи по термодинамике и статистической физике, П. Ландсберг (ред.), Мир, 

Москва (1974). 

15. А.М. Федорченко, Введение к курсу статистической физики и термодинамики, 

Высшая школа, Киев (1973). 

16. Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц, Статистическая физика, Наука, Москва (1964). 

17. К.Б. Толпыго, Термодинамика и статистическая физика, Изд-во Киевского ун-та, 

Киев (1966). 

18. Г. Стенли, Фазовые переходы и критические явления, Мир, Москва (1973). 

19. Б.Ф. Ормонт, Введение в физическую химию и кристаллохимию полупровод-

ников, Высшая школа, Москва (1973). 



Физика и техника высоких давлений 2017, том 27, № 4 

 49 

20. М.А. Леонтович, Введение в термодинамику. Статистическая физика, Наука, 

Москва (1983). 

21. А.И. Ансельм, Основы статистической физики и термодинамики, Наука, Москва 

(1973). 

22. Л.Д. Ландау, Е.М. Лифшиц, Электродинамика сплошных сред, Наука, Москва 

(1982). 

23. Ч. Киттель, Введение в физику твердого тела, Наука, Москва (1978). 

24. К.Б. Толпыго, ЖЭТФ 20, 497 (1950); Труды Ин-та физики АН УССР 5, 28 (1954); 

УФЖ 2, 242 (1957); УФЖ 4, 72 (1959); ФТТ 3, 943 (1961). 

25. Г.А. Зарецкий, Т.И. Кучер, К.Б. Толпыго, УФЖ 20, 924 (1975). 

26. W. Cochran, Proc. Roy. Soc. A253, 260 (1959). 

27. B.G. Dick, A.W. Overhauser, Phys. Rev. 112, 90 (1958). 

28. Дж. Слэтер, Методы самосогласованного поля для молекул и твердых тел, 

Мир, Москва (1978). 

29. Ф. Иона, Д. Ширане, Сегнетоэлектрические кристаллы, Мир, Москва (1965). 

V.V. Shelest, A.V. Khristov, D.A. Chervinskii 

APPLICATION OF CALCULATION OF EXTERIOR DIFFERENTIAL 
FORMS TO THERMODYNAMICS. I. BASIC FRAMEWORKS OF  
THERMODYNAMICS AND THEORY OF POTENTIALS IN TERMS OF 
CALCULATION OF EXTERIOR DIFFERENTIAL FORMS 

A review of the basic principles of calculation of exterior differential forms is presented 
in the paper. Application of mathematical apparatus to the thermodynamic differential 
forms is demonstrated. The used mathematical language is a result of evolution of stan-
dard vector analysis. It is shown in the paper that calculation of exterior differential forms 
allows physical concepts to describe physical phenomena more adequately (e.g., thermo-
dynamic properties of a substance). By the example of thermodynamics, principles and 
effectiveness of calculation of exterior differential forms are illustrated. Possible use of 
the described mathematical apparatus is outlined, including wider abilities as compared to 
other mathematical physics methods applied to description of physical regularities. Gen-
erality of calculation of exterior differential forms, especially exterior multiplication and 
differentiation peculiarities are depicted. A series of standard thermodynamic problems is 
solved in new interpretation. In particular, simple complementary differential 2-forms of 
fundamental nature are obtained, which demonstrate mathematical compactness and 
physical interdetermination of thermodynamic variables describing thermal, mechanical 
and other properties of mono- and polyvariant systems. The methods of solution of the 
received equations are given. With basing on Pfaffian forms of the characteristic thermo-
dynamic functions (i.e. potentials) in terms of exterior differential forms, some macro-
scopic properties of a homogeneous substance are described. It is shown that combination 
of calculation of differential forms and Jacobians method provides enhanced understand-
ing of a problem to be solved. 

Keywords: exterior differential forms, thermodynamic potentials, exterior multiplication, 
Maxwell’s relations 
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Статья поступила в редакцию 19 сентября 2017 года 

Проведен теоретический анализ магнитокалорических свойств систем, обладаю-
щих магнитоструктурными переходами 1-го рода парамагнетизм–ферромагне-
тизм, в которых магнитоупорядоченная и разупорядоченная фазы обладают раз-
личными типами симметрии кристаллической решетки. Показано, что в зависи-
мости от характера сочетания низкосимметричной ромбической Pnma и высоко-
симметричной гексагональной P63/mmc фаз с ферромагнитным (FM) порядком 
взаимодействие между параметрами магнитного и структурного порядка может 
приводить к усилению или ослаблению магнитокалорических характеристик сис-
темы. Гидростатическое давление, которое может стимулировать или подав-
лять изоструктурный или магнитоструктурный переход, становится в этом случае 
инструментом управления величиной  магнитокалорического эффекта (МКЭ). 

Ключевые слова: магнитокалорический эффект, пниктиды, полугейслеровы спла-
вы, магнитные фазовые переходы 

Введение 

Изменение температуры ∆T системы при ее адиабатическом намагничи-
вании (размагничивании) называют магнитокалорическим эффектом [1]. В 
основе механизма МКЭ лежит сохранение полной энтропии системы 
 BPTS ,,  как функции температуры T, давления P и индукции магнитного 

поля B при изменении магнитного поля в адиабатических условиях. Так, при 
постоянном внешнем давлении изменение температуры T  пропорцио-

нально изменению магнитоактивной части энтропии  , ,mS T P B : 

     0

, ,

, ,0 , ,, , m mm

P B P B

S T P S T P BS T P B
T

C T C T

         . 
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Для магнитоупорядоченных материалов, в частности ферромагнетиков, у 
которых FM-порядок возникает в результате магнитоструктурного перехода, 
максимальное значение ∆T достигается вблизи температуры перехода за 

счет включения в  , ,mS T P B  дополнительных энтропийных вкладов [2]. 

Настоящая работа посвящена теоретическому анализу магнитополевых из-
менений энтропии в системах, в которых температуры магнитных, структур-
ных и магнитоструктурных переходов сильно зависят от внешнего давления. 

Экспериментальные данные 

Пниктиды на основе MnAs [3] и полугейслеровы германиды на основе 

MnNiGe (в частности, Mn1–xBxNiGe (B = Cr, Fe) [5–7], MnСoxNi1–xGe [8] и 

др.) относятся к классу материалов, перспективных для использования в ка-
честве рабочих тел магнитных рефрижераторов, действие которых основано 
на МКЭ, сопровождающем индуцированные магнитным полем фазовые пе-
реходы беспорядок−порядок или порядок−порядок. На фоне всех различий 
химического состава пниктидов и германидов стоит сфокусировать внима-
ние на следующих общих важных особенностях этих систем. 

1. При температурах ниже температуры кристаллизации высокотемпера-
турное парамагнитное (PM) состояние реализуется в гексагональной кристал-

лической решетке типа NiAs(B81) (пниктиды) и Ni2In (германиды) с группой 

симметрии P63/mmc. 

       

                                  а                                                                   б 

Рис. 1. Обобщенная P–T (а) и совмещенные x–T (б) магнитные фазовые диаграммы 
MnAs [9,10]: ○, ■ – температуры возникновения (исчезновения) фазы FM(B81) при 

фазовых переходах 1-го рода FM(B81)PM(B31) (Tt > T > TN), FM(B81)AF(B31) 

(TN > T); ▲ – температуры Tt парамагнитного структурного перехода 2-го рода 

PM(B81)PM(B31); △ – температуры возникновения фазы FM(B81), найденные 

методом экстраполяции критических полей индуцирования переходов 
PM(B31)FM(B81), AF(B31)FM(B81) к нулевому полю;  – температуры Нееля 

TN; □ – парамагнитная температура Кюри ( = hex) 
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2. Последующее понижение температуры вызывает структурные РМ-пе-
реходы типа смещения PM(hex)PM(orth). Эти переходы, приводящие к 
изменению симметрии решетки от гексагональной к ромбической (группа 

симметрии Pnma), реализуются как оптические смещения ui ионов i из поло-

жений равновесия в гексагональной структуре [9,10]. Ромбическая структу-
ра имеет тип MnP(B31) (пниктиды), TiNiSi (германиды). 

3. Переход к РМ-структуре типа MnP(B31) в пниктидах является перехо-

дом 2-го рода. При увеличении давления температура этого перехода Tt воз-

растает ( /tT P    +4 K/kbar) [9] (рис. 1,а,б). 

4. Напротив, возникновение ромбической РМ-структуры типа TiNiSi в гер-
манидах реализуется как переход 1-го рода и сопровождается гигантской объ-
емной стрикцией ~ 4%. Температуры лабильности 

1t
T , 

2t
T  этих переходов по-

нижаются с ростом давления 
1 2

/ /t tT P T P       –23 K/kbar [8] (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Совмещенные экспериментальная (символы) и теоретическая (линии) P–T-диа-
граммы Mn0.89Cr0.11NiGe [14]: □ (■) – температуры возникновения (исчезновения) 

ромбической фазы FM(TiNiSi); △ (▲) – температуры 
1t

T  (
2t

T ) возникновения (исчез-

новения) парамагнитной ромбической фазы PM(TiNiSi) при парамагнитном струк-
турном переходе 1-го рода PM(Ni2In)PM(TiNiSi) 

 
5. Коренное различие между германидами и пниктидами проявляется в 

характере сопряжения FM-порядка с ромбической симметрией. В пниктидах 
при атмосферном давлении ромбическая структура не совместима с высоко-
спиновой ( B3.4h   ) FM-фазой (рис. 3,а). В германидах возникнове-        

ние ромбической симметрии в результате PM-перехода 1-го рода 

PM(P63/mmc)PM(Pnma) способствует стабилизации высокоспинового FM-со-

стояния FM(Pnma) (рис. 3,б). Согласно рис. 3,б PM-температура Кюри ром-

бической фазы orth , которая практически совпадает с температурой воз-

никновения FM-порядка, превосходит РМ-температуру Кюри для гексагональ-
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ной фазы hex . В пниктидах, напротив, поведение обратной магнитной воспри-

имчивости ( 1
orth 0T   ) при температурах ниже температуры возникнове-

ния ромбической фазы Tt исключает возникновение FM-порядка (рис. 3,а). 

 

                                 

                                   а                                                                    б 

Рис. 3. Температурные зависимости намагниченности  (кривая 1) и обратной    
магнитной восприимчивости –1 (кривая 2) в MnAs (а) [9] и отожженном 

Mn0.89Cr0.11NiGe (б) [11], измеренные в магнитных полях B = 1 T (а) и B = 0.86 T 

(б). Незачерненные символы соответствуют нагреву, зачерненные – охлаждению 

образцов; на рис. 3,а область между штрихпунктирными линиями соответствует 

парамагнитной ромбической фазе PM(B31); на рис. 3,б 1
orth
 , 1

hex
  – соответственно 

ромбическая (TiNiSi) и гексагональная (Ni2In) ветви обратной восприимчивости     

–1; hex , orth – парамагнитные значения температуры Кюри соответственно для 

гексагональной и ромбической фаз 

Анализ магнитокалорических свойств пниктидов и германидов 

Практический интерес к системам на основе MnAs и MnNiGe, сосредото-
ченный на прикладном использовании МКЭ, сопряжен с принципиальными 
вопросами взаимосвязи магнитокалорических свойств и структурных PM-пе-
реходов в таких системах. Данная взаимосвязь обусловлена одинаковой ос-
новой, на которой базируются представления о МКЭ и структурном перехо-
де. Действительно, оба эти физические явления связаны с изменением эн-
тропии системы как следствие изменения симметрии магнитной и кристал-
лической подсистем. Из самых общих соображений только на основе «гра-
ничных» условий можно показать, в каких случаях величина МКЭ усилива-
ется или ослабляется за счет совмещения магнитного и структурного пере-
ходов. При этом если объемные деформации по-разному влияют на стабили-
зацию параметров магнитного и структурного порядков, то внешнее давле-
ние становится инструментом формирования оптимальных магнитокалори-
ческих характеристик системы. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. Для изобарического процесса полное 
изменение энтропии d ( , , )S B T P  описывается выражением 
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, ,

( , , ) ( , , )
d d d

B P T P

S B T P S B T P
S T B

T B

    
        

.                 (1) 

Из условия адиабатичности d ( , , ) 0S B T P   находим 

                     ,
, ,

( , , ) ( , , )
d d dP B

T P B P

S B T P S B T P
B T C T T

B T

    
         

. 

Тогда при слабой зависимости изобарической теплоемкости от магнитного 
поля , ,( ) (0)P B P BC B C  изменение температуры системы определяется из-

менением магнитоактивной части энтропии 
,

( , , )
d dm

T P

S B T P
S B

B

 
   

: 

   

,

,

d , , d , ,
d

( , , )
m m

P B

B P

S T P B S T P B
T

S B T P C T

T

 
 
 
  

.                            (2) 

Отсюда 

     0
0,

, , , ,0

( , , )
d

, ,0 , ,, ,
B

m mT P m

P B B P P B P B

S B T P
B

S T P S T P BB S T P B
T

C T C T C T

 
               .  (3) 

Выражение для магнитоактивной части  , ,mS T P B  в системе, испыты-

вающей магнитоструктурные переходы, имеет вид 

     ,
, , , , , ,m m mB P

S T P B G T G y T B T            ,
, , , , , ,m m mB P

S T P B G T G y T B T         ,      (4) 

где Gm – термодинамический потенциал системы без учета фононного вкла-

да, который формирует первый член в выражении (1);  BPTy ,,  и 

 , ,T P B  – параметры магнитного и структурного порядков;  , ,P T B  – 

относительное изменение объема. 

Изменения параметров магнитного и структурного порядков, сопровож-
дающие магнитоструктурные переходы, описывают изменение магнитной и 
кристаллической симметрии системы и напрямую ответственны за измене-
ние магнитоактивной части энтропии. Для понимания роли каждого из яв-
лений, сопровождающих процессы намагничивания исследуемых систем, 

удобно аддитивную функцию  , ,mS T P B  представить в виде суммы трех 

характерных слагаемых: 

       , , , , , , , ,m yS T P B S T P B S T P B S T P B    .          (5) 

Будем отсчитывать энтропию от наиболее симметричной гексагональной 
фазы. Тогда в самом общем случае каждое из слагаемых в (5) можно пред-
ставить в виде разложения в степенной ряд по параметрам порядка и объем-
ной деформации 
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    2
0, , , , n

y n
n

S T P B S T P B a y  ,  0na  , 

    2
0, , , , m

n
nm

S T P B S T P B b    ,                      (6) 

 , ,S T P B

 


,  0  ,  0  . 

В формулах (6) учитывается понижение симметрии системы при возник-
новении магнитного y и структурного  параметров порядка и, как следст-
вие, уменьшение энтропии. Рост относительного объема  при положитель-
ных коэффициентах объемного расширения  и сжимаемости , напротив, 
увеличивает энтропию.  

Изменение энтропии будем определять следующим образом: ∆Sm(T, P, ∆B) = 

= Sm(B = 0) – Sm(B = B0), где Sm(B = 0) соответствует PM-фазе y = 0 и темпе-

ратура больше температуры исчезновения (лабильности) FM-фазы ( 2T T ); 

Sm(B = B0) соответствует индуцированному магнитным полем состоянию, 

когда максимальное значение поля 0B  превышает величину критического 

поля индуцированного перехода PMFM ( 0 1kB B ). При этом результаты 

могут оказаться различными для пниктидов и германидов. 
Вначале рассмотрим случай для пниктидов. Например, в MnAs при атмо-

сферном давлении (P = 0) в диапазоне температур, ограниченном темпера-

турами лабильности FM-фазы Т2 и температурой лабильности ромбической 

фазы Tt = 394 K, исходное для нашего случая PM-состояние соответствует 

ромбической структуре, описываемой конечным значением параметра 

 20,  0y T T    . В поле с индукцией 0 1kB B B   происходит индуци-

рованный магнитным полем магнитоструктурный переход  PM orth FM hex  

 PM orth FM hex , который в терминах параметров порядка соответствует переходу 

   1PM 0,  ( ) 0 FM ( , ),  ( ) 0ky T y y T B T        (рис. 4). При этом не 

только исчезает ромбическая фаза  = 0, возникает намагниченность y =  

= y(T,B0) , но и увеличивается удельный объем FM PM     . Тогда тем-

пературная зависимость изменения энтропии ∆Sm(T, P, ∆B) = Sm(B = 0) –       

– Sm(B = B0) при нарастании магнитного поля от 0B  до 0B B  определя-

ется выражением 

         2 2
0 FM PM, , , , 0, ,

n m
m n n

n nm

S T P B a y B T b T y T T


          
  .  (7) 

Как видно из (7), правая часть является суммой разнознаковых слагае-
мых. И если вклад от изменения спиновой конфигурации (первое слагаемое) 

работает на увеличение  , ,mS T P B  , то магнитоструктурный (второе сла-

гаемое) и магнитострикционный (третье слагаемое) вклады уменьшают зна-

чение  , ,mS T P B   и соответственно МКЭ. 
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                                      а                                                             б 

                                 

                                                                 в 

Рис. 4. Теоретические расчетные температурные зависимости параметра структур-
ного порядка  (а), обратной восприимчивости –1 (б) и намагниченности  (в) для 

MnAs в магнитных полях B = 0.01 T. Величины –1(T), (T) приведены в безраз-

мерных единицах; штрихпунктирные линии соответствуют изоструктурному маг-

нитному фазовому переходу PM( = 0)FM( = 0). Стрелочки вверх (вниз) опре-
деляют температуры возникновения T1 (исчезновения T2) гексагональной фазы 

FM( = 0) при магнитоструктурных переходах 1-го рода PM(  0)FM( = 0) 
 

Совершенно иная ситуация наблюдается в германидах, в которых ромби-
ческая структура и FM-порядок взаимообусловлены и поддерживают друг 
друга (см. рис. 3). Поэтому для магнитоструктурных переходов  PM hex FM orth 

 PM hex FM orth  уменьшение структурной ( hex orth ) и магнитной (PMPM hex FM orthFM) 

симметрий должно приводить к одинаковым знакам для вкладов 

 , ,yS T P B   и  , ,S T P B . В этом случае для  , ,mS T P B   получим 

     2 2
0 0, , , ,

n m
m n n

n nm

S T P B a y B T b B T       – 

–    FM 0 PM, 0,B T T

   

.                                (8a) 

Например, для Mn0.89Cr0.11NiGe ярко выраженные магнитоструктурные 

переходы 1-го рода    PM hex FM orth  наблюдаются только под давле-
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нием P  6 kbar или при атмосферном давлении, но после специальной тер-
мообработки. При P  6 kbar в отожженных сплавах реализуются изострук-

турные переходы 1-го и 2-го рода    PM orth FM orth . В этом случае для 

изоструктурных процессов намагничивания получим 

        2 2 2
0 0, , , , 0,

n m m
m n n

n nm

S T P B a y B T b B T T        – 

–    FM 0 PM, , 0, ,B T T

     

.                     (8б) 

Выражения (7) и (8) отличаются знаками вкладов изменения энтропии 

структурной конфигурации  , ,S T P B . 

Эти результаты, полученные только на основе сведений о симметрии ис-
ходного (парамагнитного) и конечного (ферромагнитного) состояний систе-
мы, позволяют понять роль различных вкладов в полное изменение магни-
тоактивной части энтропии системы. 

В плане усиления МКЭ в этих материалах имеет смысл проанализировать 
возможность подавления или стимуляции каким-либо образом влияния маг-
нитоструктурного вклада. Оценку удобно провести по температурной зави-

симости  , ,mS T P B   и других магнитокалорических характеристик, рас-

считанных в рамках модели взаимодействующих параметров магнитного y и 
структурного  порядков [11], в которой выражение свободной энергии 
имеет вид 

 2 2 4 2 2
0 1 5 6 01 ( )ll z zz ll llG a u u u u y y TS y M yH              

 
 + 

+  
22 2

0 0 1 0
1 1 1 1

2 2 2 2
ll z zz z zz ll xx yy ll ll z zzu k k u k u u k u u Ðu T u u

 
          

 Pull  0 0 1 0ll z zz z zz ll xx yy ll ll z zzu k k u k u u k u u Ðu T u u
 

          
+ 

+      2 4 6 2 2 2 2
0 5 1

1 1 1

2 4 6
t ll z zz xx yyA T T B C u u u u

                        
, (9) 

где 00.9a NkT ; N – число магнитоактивных ионов на единицу объема; k  – 

постоянная Больцмана; 0/y M M ; S(y) – энтропия спиновой конфигурации 

для s = 3/2; М0 – намагниченность насыщения; Н – внешнее магнитное поле; 

в первых квадратных скобках заключены инварианты обменного, магнито-
упругого и магнитоструктурного взаимодействий; во вторых скобках раз-
мещены инвариантные комбинации, описывающие упругую энергию, энер-
гию давления P и решеточную энтропию для гексагональной решетки; в 
третьих и четвертых скобках приведены выражения, описывающие струк-
турный переход и взаимодействие параметра структурного порядка 

 1 2 3 4 hex4 3u u u u a      с упругими деформациями iku ; 0T , tT   – тем-

пературы спонтанных магнитного и структурного переходов при отсутствии 

всех вышеуказанных взаимодействий. Слагаемое 2
1( )xx yyu u    в (9), опи-
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сывающее взаимодействие между структурным параметром порядка и ром-
бическими искажениями ( xx yyu u ) гексагональной решетки как целого, от-

ветственно за нарушение соотношения orth orth 3 0c b   при возникновении 

смещений атомов марганца 1 2 3 4,  ,  ,  u u u u  из положений равновесия в гекса-

гональной структуре [11]. 
Уравнения состояния / 0llG u   , / ( ) 0xx yyG u u    , / 0zzG u   , 

/ 0G   , / 0G y    позволяют определить различные типы зависимостей 

равновесных величин ull, uzz, (uxx – uyy), , y и из сравнения с эксперимен-

тальными данными оценить знаки и величины большей части коэффициен-

тов i, i0, 1. В качестве примера на рис. 5 приведен ряд характерных экс-

периментальных и теоретических зависимостей, позволяющих провести 
адекватную оценку возможностей теории в плане полуколичественного опи-
сания исследуемых магнитных и магнитокалорических явлений. 

 

  

                                        а                                                             б 

Рис. 5. Экспериментальные (а) [11] и теоретические (б) температурные зависимо-
сти обратной магнитной восприимчивости –1, измеренные при нагреве (▲) и ох-

лаждении (▼) отожженного образца Mn0.89Cr0.11NiGe в магнитных полях B = 0.86 T 

при атмосферном давлении 

 
На рис. 6 представлены рассчитанные в рамках модели изобарические 

температурные зависимости основных магнитокалорических характеристик 

∆Sm(T, P, ∆B), ∆Q (T, P, ∆B) = T∆Sm(T), ∆T(T, P, ∆B) = ∆Sm(T, P, ∆B)/(CP,B/T ), 

∆Smm m mS S T P B S T P B B     Sm(T, P, B=0) – Sm(T, P, B=B0).  

Из определения /mS G T    находим выражение для полной магнитоак-

тивной составляющей энтропии системы 

 2
0

1
( ) ln(2 1) ( ) ( )

2
y ll z zzS T Nk S S y A T u u        .              (10) 

В формуле (10) значения параметров порядка и деформаций соответствуют 

равновесным значениям для заданных величин температуры, давления и ин-
дукции. 
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Рис. 6. Возрастание основных магнитокалорических характеристик в MnAs при 

барическом подавлении структурного перехода PM(  0)PM( = 0). Зачернен-

ные (незачерненные) символы соответствуют изобарическим изменениям соответ-

ствующих характеристик при увеличении (уменьшении) температуры в модели 

взаимодействующих параметров магнитного и структурного порядков; ■, □ – P = 0; 

▲, △ – P = –2.8 kbar; штриховая линия соответствует расчетам в изоструктурной 

модели ((T)  0) при атмосферном давлении. Все вычисления проводились при 

изменениях поля B = 10 T 

 
При атмосферном давлении (P = 0), когда структурный вклад является 

магнитоактивным и процессы намагничивания (размагничивания) сопро-

вождаются магнитоструктурными переходами    PM orth FM hex , модель-

ные зависимости mS  близки к экспериментальным S  [12]. При гидроста-

тическом расширении (P = –2.8 kbar) ромбическая структура становится не-
устойчивой во всем диапазоне температур ( ( ) 0T  ). В этом случае процес-

сы намагничивания (размагничивания) сопровождаются изоструктурными фа-

зовыми переходами 1-го рода PM( y = 0, φ (T ) PM 0,  ( ) 0 FM 0,  ( ) 0y T y T      0) PM 0,  ( ) 0 FM 0,  ( ) 0y T y T       FM( y > 0, φ(T ) PM 0,  ( ) 0 FM 0,  ( ) 0y T y T      0). 

Значения магнитокалорических характеристик при этом существенно увели-
чиваются, а сами зависимости смещаются в область более высоких темпера-
тур. На практике подобная ситуация может быть достигнута для образцов сис-

темы Mn1–xTixAs (см. рис. 1,б). Из этого рисунка видно, что при х = 0.06 маг-
нитное упорядочение еще реализуется как переход 1-го рода PM(hex)PM hex FM hex  

PM hex FM hexFM(hex), но целиком в пределах гексагональной симметрии P63/mmc [13]. 
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Ранее уже отмечалось, что для германидов ситуация с МКЭ должна 
быть иной. Так, при атмосферном давлении для отожженного образца 

Mn0.89Cr0.11NiGe магнитное разупорядочение реализуется как изоструктур-

ный переход    PM orth FM orth . Изменение энтропии ∆Sm(T, P, ∆B), рас-

считанное по соотношению Максвелла для изоструктурного намагничива-
ния, представлено на рис. 7. Здесь же приведена зависимость ∆S(T, P, ∆B) 

 
для закаленного образца, в котором МКЭ сопровождает магнитоструктур-

ный переход 1-го рода    PM hex FM orth . Как видно из графиков, изме-

нение ∆S(T, P, ∆B)  при магнитоструктурном намагничивании (размагничи-
вании) существенно превышает аналогичную величину при изоструктурном 
намагничивании. При теоретическом описании эти два случая реализуются 
для двух значений давления: P = 0 и 9 kbar (рис. 8). 

  
 
Рис. 7. Экспериментальные зависимости ( , 0) ( , 9 T)S S T B S T B      для 

Mn0.89Cr0.11NiGe: △, ▲ – закаленный образец, в котором изменение магнитного по-
ля (B = 9 T) сопровождается магнитоструктурным переходом 1-го рода PM(hex,    
B = 0)FM(orth, B = 9 T) [14]; ○ – отожженный образец, в котором изменение поля 
сопровождается переходом 2-го рода без изменения симметрии кристаллической 
структуры PM(hex, B = 0)FM(orth, B = 9 T) 

 
Рис.  8.   Возрастание 0 0( , , )m mS S T P B     при барическом стимулировании маг-

нитоструктурных переходов PM(hex)FM(orth) в Mn0.89Cr0.11NiGe: ○ – нагрев (ох-

лаждение) при P = 0; △ (◀) – нагрев (охлаждение) под давлением P = 9 kbar при 
изобарическом изменении поля B0 = 0–9 T (теория) 

 
В условиях промежуточного давления (P = 7 kbar) теория предсказывает 

еще более нетривиальное поведение зависимости  , ,mS T P B  . При нагре-

вании в этой зависимости (рис. 9) можно четко выделить две составляющие. 
Согласно теоретической P–Т-диаграмме на рис. 2 плоская площадка в пре-
делах температурного диапазона 375–383 K соответствует изоструктурному 
перемагничиванию, которое сопровождается изоструктурным переходом       

1-го рода    PM FMPM 0,  orth FM 0,  orth     . За пределами данного 
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диапазона температур спонтанное существование ромбического состояния 
невозможно, поэтому размагничивание сопровождается магнитоструктур-

ным переходом 1-го рода    FM PMFM 0,  orth PM 0,  hex     . Отчет-

ливо видно, что магнитоструктурная составляющая почти на 10 J/(K·kg) боль-
ше изоструктурной. Здесь в отличие от первого случая (см. рис. 7, 8) сравне-
ние изоструктурного и магнитоструктурного вкладов является более адек-
ватным, поскольку оба процесса перемагничивания сопровождаются пере-
ходом 1-го рода. Эти результаты качественно подтверждаются исследова-

ниями магнитокалорических свойств сплава Mn0.82Cr0.18NiGe, проведенны-

ми в [12] при атмосферном давлении (рис. 10). Можно предположить, что 
при этом свойства данного сплава в какой-то степени дублируют свойства 

сплава Mn0.89Cr0.11NiGe под давлением, поскольку увеличение содержания хро-

ма приводит к сжатию решетки. Легко видеть, что для обоих случаев (рис. 7–10) 
наблюдается прежде всего качественное согласие между структурными особен-

ностями теоретических  , ,mS T P B   и экспериментальных  , ,S T P B   за-

висимостей. Это свидетельствует об адекватности рассматриваемого теорети-
ческого подхода и достоверности последующих выводов. 

    

Рис. 9. Возникновение разделения изоструктурного и магнитоструктурного вкладов 
в 0 0( , , )m mS S T P B     под давлением в условиях нагрева (1, 2) и охлаждения (3); 

штрихпунктирные линии выделяют изоструктурный вклад (2) в Sm при нагрева-

нии; расчеты проведены для давления P0 = 7 kbar при изменении магнитного поля 
B0 = 0–9 T 
 
Рис. 10. Разделение изоструктурного и магнитоструктурного вкладов в 0( , )S T B   

в Mn0.89Cr0.11NiGe при атмосферном давлении [12]; ––– – нагрев, – – – – охлажде-
ние при изменении магнитного поля B0 = 0–9 T. Участки 1, 2, 3 соответствуют 
теоретическим позициям 1, 2, 3 на рис. 9  

Выводы 

На основе теоретического анализа систем с сильным взаимодействием 
параметров магнитного и структурного порядков можно сделать следующие 
выводы. 
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1.   Для усиления магнитокалорических свойств пниктидов на основе MnAs 
целесообразно ослабить влияние структурной составляющей в процессах пере-
магничивания данных материалов. Этому может способствовать легирование 
Ti, которое моделирует воздействие отрицательного давления на образец и по-
давляет ромбическую фазу во всем диапазоне температур. 

2. Усиление магнитокалорических свойств германидов системы         

Mn1–xCrxNiGe, напротив, связано с барическим совмещением структурно-сим-

метрийного и магнитного переходов. В этом случае сжатие образца путем ле-
гирования, закалки или прямого воздействия гидростатического давления при-
водит к вовлечению гексагональной и ортогональной фаз в формирование мак-
симальной величины магнитоактивной составляющей энтропийного вклада. 
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V.I. Valkov, A.V. Golovchan 

BARIC PECULIARITIES OF GIANT MAGNETOCALORIC EFFECT  
IN THE SYSTEM CHARACTERIZED BY STRONG INTERACTION  
OF MAGNETIC AND STRUCTURAL ORDER PARAMETERS 

A theoretical analysis of magnetocaloric properties is carried out in the case of the sys-
tems characterized by the first-order magnetostructural phase transitions of paramagnet-
ism–ferromagnetism type, where the magnetically ordered phase and the disordered one 
are associated with different types of the symmetry of the crystal lattice. It is shown that, 
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depending on the nature of the combination of the low-symmetry orthorhombic Pnma 
phase and the hexagonal P63/mmc phase of higher symmetry with the ferromagnetic or-
der, the interaction between the magnetic and structural order parameters can result in an 
increase or a reduction of magnetocaloric characteristics of the system. Being able to 
stimulate or suppress the isostructural or magnetostructural transition, hydrostatic pres-
sure becomes a tool for controlling the magnitude of the magnetocaloric effect (MCE) in 
this case. 

Keywords: magnetocaloric effect, pnictides, half-Heusler alloys, magnetic phase transi-
tions 

Fig. 1. Generalized P–T (а) and combined x–T (б) phase diagrams of MnAs [9,10]: ○ (■) 
– the  temperature of appearance (disappearance) of the FM(B81) phase at the first-order 

transitions FM(B81)PM(B31) (Tt > T > TN), FM(B81)–AF(B31) (TN > T); ▲ – the tem-

peratures Tt of the second-order paramagnetic structural transition PM(B81)PM(B31); 

△ – the temperatures of appearance of the FM(B81) phase calculated by extrapolation of the 

critical fields of induction of the transitions PM(B31)FM(B81), AF(B31)FM(B81) to 
zero field;  – Neel temperatures TN; □ – paramagnetic Curie temperature ( = hex) 

Fig. 2. Combined experimental (symbols) and theoretical (lines) P–T-diagrams for 
Mn0.89Cr0.11NiGe [14]: □ (■) – the temperatures of appearance (disappearance) of the 

rhombic phase of FM(TiNiSi); △ (▲) – the temperatures of appearance (disappearance) 
of the paramagnetic rhombic PM(TiNiSi) phase 

1t
T  (

2t
T ) at the first-order paramagnetic 

structural transition PM(Ni2In)PM(TiNiSi); the lines are the values calculated within 
the frameworks of the theory of interacting magnetic and structural order parameters 

Fig. 3. Temperature dependences of magnetization  (curve 1) and reverse magnetic sus-
ceptibility 

–1
 (curve 2) in MnAs (а) [9] and in annealed Mn0.89Cr0.11NiGe (б) [11] that 

were measured in magnetic fields B = 1 T (а) and B = 0.86 T (б). Open and black sym-
bols are associated with heating and cooling of the samples, respectively; in Fig. 3,а, the 
area between the dot-and-dash lines is related to the paramagnetic rhombic phase 

PM(B31); in Fig. 3,б 1
orth
 , 1

hex
  are the rhombic (TiNiSi) and hexagonal (Ni2In) 

branches of the reverse susceptibility –1, respectively; hex , orth are the paramagnetic 
value of Curie temperature  in the hexagonal and rhombic phase, respectively 

Fig. 4. Theoretical calculated temperature dependences of the structural order parameter 
 (а), reverse susceptibility –1 (б) and magnetization  (в) in MnAs in the magnetic field 
B = 0.01 T. The values of 

–1
(T), (T) are in dimensionless units; dot-and dash lines are 

related to isostructural magnetic phase transition PM( = 0)FM( = 0). The arrows up 
(down) mark the temperatures of appearance T1 (disappearance T2) of the hexagonal phase 
FM( = 0) at the first-order magnetic and structural phase transitions   PM(  0)FM( = 0) 

Fig. 5. Experimental (а) [11] and theoretical (б) temperature dependences of the reverse 
magnetic susceptibility 

–1
 measured in the course of heating (▲) and cooling (▼) of the an-

nealed sample of Mn0.89Cr0.11NiGe in magnetic field B = 0.86 T at atmospheric pressure 

Fig. 6. Increase in the basic magnetocalorical characteristics of MnAs under baric sup-
pression of the structural transition PM(  0)PM( = 0). Black (open) symbols corre-
spond to isobaric variations of the related characteristics when the temperature rises 
(drops down) in the model of interacting magnetic and structural order parameters; ■, □ – 

P = 0; ▲, △ – P = –2.8 kbar; dashed line marks calculations within the isostructural 
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model ((T)  0) at atmospheric pressure. The calculations were carried out with the field 
increment B = 10 T 

Fig. 7. Experimental dependences ( , 0) ( , 9 T)S S T B S T B      in Mn0.89Cr0.11NiGe: 

△, ▲ – quenched sample, an increment of the magnetic field (B = 9 T) is accompanied 
by the first-order phase transition PM(hex, B = 0)FM(orth, B = 9 T) [14]; ○ – annealed 
sample, the field increment is accompanied by the second-order transition without a 
change in the symmetry of the crystal structure PM(hex, B = 0)FM(orth, B = 9 T) 

Fig. 8. Increase in 0 0( , , )m mS S T P B     under baric stimulation of magneto-structural 

transitions PM(hex)FM(orth) in Mn0.89Cr0.11NiGe: ○ – heating (cooling) at P = 0;       

▲ (◀) – heating (cooling) under pressure of P = 9 kbar and isobaric increment of the field 
B0 = 0–9 T (theory) 

Fig. 9. Appearance of separation of the isostructural and magnetostructural contributions 
to 0 0( , , )m mS S T P B     under pressure in the course of heating (1, 2) and cooling (3); 

dot-and-dash lines single out the isostructural term (2) in Sm under heating; the calcula-
tions were carried out at the pressure of P0 = 7 kbar and the increment of the magnetic 
field B0 = 0–9 T 

Fig. 10. Experimental separation of the isostructural and magnetostructural contributions 

to 0( , )S T B   in Mn0.89Cr0.11NiGe at atmospheric pressure [12]; ––– – heating, – – –  – 

cooling at the increment of the magnetic field B0 = 0–9 T. Areas 1, 2, 3 correspond to the 

theoretical positions 1, 2, 3 in Fig. 9 
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УПРАВЛЕНИЕ ДЕФОРМАЦИОННО-СИЛОВЫМИ СВОЙСТВАМИ 
«МЕТАЛЛИЧЕСКИХ МЫШЦ» ИЗ СПЛАВА TiNi 
 
1
ООО «ОПТИМИКСТ ЛТД», Санкт-Петербург, РФ 

2
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого, РФ 

3
Институт проблем машиноведения РАН, Санкт-Петербург, РФ 

Статья поступила в редакцию 18 октября 2017 года 

Исследованы деформационно-силовые характеристики кольцевых силовых пучко-
вых элементов (КСПЭ) из сплавов TiNi при развитии эффекта памяти формы в 
процессе термоциклирования. Показана возможность регулирования этих харак-
теристик путем варьирования температурных интервалов работы и изменения 
химического состава КСПЭ. Установлено, что одинаковое механическое воздей-
ствие на «металлические мышцы» при разных температурах приводит к значи-
тельным изменениям их силовых возможностей. 

Ключевые слова: эффект памяти формы, кольцевые силовые пучковые элементы, 
деформационно-силовые свойства, температурные режимы работы, никелид титана 

 

Работа КСПЭ в установках «ШеР» показала перспективность использова-
ния «металлических мышц» в технологических процессах [1]. Однако во 
время наблюдения за поведением силовых элементов в технологических 
операциях были отмечены особенности в развитии деформационных явлений 
в области температур мартенситных превращений, претерпеваемых материа-
лом КСПЭ. В условиях силового взаимодействия «металлических мышц» с 
пакетом обрабатываемых изделий при нагреве наблюдается формоизменение, 
направленное противоположно эффекту памяти формы [2]. Это явление зави-
сит от уровня силового контакта [2] и скорости изменения температуры [3]. 
Кроме того, на деформационно-силовые характеристики «металлических мышц» 
оказывают влияние их химический состав [4] и режимы термомеханической 
обработки КСПЭ [5]. Перечисленные факторы могут быть использованы при 
разработке способов управления поведением силовых элементов. 

В работах [6,7] представлены результаты исследования деформационных 
свойств образцов из никелида титана при частичном переходе материала из 
мартенситного состояния в аустенитное или в обратном направлении. Авто-
ры указанных работ добивались этого остановкой нагрева (или охлаждения) 
при различных температурах внутри интервала превращения, что приводило 
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к изменению деформационных эффектов. Следствием анализа указанных дан-
ных стала гипотеза о возможности использования частичного мартенситного 
превращения в качестве фактора, управляющего работой «металлических 
мышц». Для проверки такого предположения была проведена серия опытов 
по определению деформационно-силовых характеристик КСПЭ при разви-
тии эффекта памяти формы во время термоциклирования с различной степе-
нью перевода материала силовых элементов в мартенситное состояние. 

Конструкция «металлических мышц» в виде КСПЭ представляет собой 
бухту различной формы, состоящую из нескольких витков проволоки. Дефор-
мационно-силовые характеристики КСПЭ исследовали с помощью дина-
мометра ЛИНД (рис. 1). Поскольку в технологических устройствах типа 
«ШеР» используется пара «металлических мышц», проводили испытания 
одновременно двух силовых элементов 1, расположенных в параллельных 
плоскостях симметрично относительно контртела 2. 

 

 
 
Силовое воздействие на «металлические мышцы» регулировали сжатием 

контртела, которое определялось изменением расстояния между подвижны-
ми пластинами 3 и 4. Необходимо отметить, что после достижения требуе-
мого уровня сопротивления контртела нижнюю пластину 4 жестко фиксиро-
вали. Температурную зависимость деформационно-силовых параметров оп-
ределяли, нагревая ЛИНД в термостате от 293 до 403 K. Охлаждение до 279 
и 271 K проводили в холодильных камерах. 

Исследованные силовые элементы изготовлены из проволоки диаметром 
2 mm. Материалы проволоки – сплавы никелида титана с содержанием Ni 
50.45 и 50.35 at.%. Конструкция КСПЭ состояла из пяти круговых витков. 
Их внутренний диаметр равен 63 mm. Предварительно силовые элементы 
отработали в технологических операциях не менее 30 раз с целью стабили-
зации температурных интервалов прямого и обратного превращений [8,9]. 

«Металлические мышцы» устанавливали в ЛИНД при комнатной темпе-
ратуре после нагрева в свободном состоянии до 403 K и охлаждения до 271 K. 
В динамометре КСПЭ и контртело приводили в состояние силового взаимо-

Рис. 1. Схема нагружения КСПЭ в дина-

мометре ЛИНД: 1 – КСПЭ, 2 – контрте-

ло (спиральная пружина), 3 – подвижная 

пластина, 4 – регулирующая подвижная 

пластина, 5 – измерительная система; 

d(t) – характеристический размер КСПЭ 
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действия. При этом происходило изменение формы силовых элементов (рис. 2) 
от исходной формы круга (a). Во всех экспериментах условия нагрева и ох-
лаждения сохранялись постоянными. Зависимость температуры от времени 
приведена на рис. 3. 

          

                           а                                    б                                          в 

Рис. 2. Формы КСПЭ на различных стадиях эксперимента: а – круговая (исходная), 

б – эллиптическая (после начального деформирования), в – эллиптическая (в про-

цессе восстановления формы) 

 
Охлаждение силовых элементов вместе с ЛИНДом проводили в изотер-

мических условиях холодильных камер. При минимальной температуре 
«металлические мышцы» выдерживали не менее 10 h. В этих температурных 
условиях наращивали силовое воздействие на КСПЭ и выполняли следую-
щий термоцикл. Во время нагрева следили за изменением величины 

1 ( )d d t    (см. рис. 2), что позволило оценивать формовосстановление, 

обусловленное эффектом памяти формы, и генерацию усилий «металлически-
ми мышцами». При повышении силового воздействия на КСПЭ перед нагре-

вом увеличивается значение d1. Вторая стадия возрастания этой величины от-

мечена в термоцикле во время охлаждения. После реализации эффекта памяти 
формы при нагреве в процессе понижения температуры до интервала прямого 
превращения материал силовых элементов оказывается в состоянии, свойст-
вом которого является пластич-
ность превращения. Это позво-
ляет контртелу не только восста-

новить значение d1, но и, как пра-

вило, заметно его увеличить. 
Графики на рис. 4 иллюстри-

руют развитие деформационных 
процессов при силовом взаимо-
действии КСПЭ с контртелом на 
уровнях 250 N (I) и 430 N (II). 
Для сплава с содержанием Ni 
50.45 at.% (рис. 4,I,II,a) формоиз-
менение КСПЭ начинается прак-
тически сразу с повышением тем-

Рис. 3. Временная зависимость температуры 

КСПЭ в процессе нагревания в термостате 
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пературы. При понижении температуры деформационной подготовки «ме-
таллических мышц» к работе происходит возрастание максимального значе-
ния ∆ при T = 403 K. Лишь при начальном силовом взаимодействии с контр-

телом F0 = 430 N разница в конечной величине ∆ на кривых 1 и 2 (рис. 4,II,a) 

существенно меньше, чем при F0 = 250 N (рис. 4,I,a). Обращает на себя вни-

мание и тот факт, что при обоих значениях F0 при минимальной температу-

ре термоциклов Tmin = 279 и 271 K различия в деформационных характерис-

тиках КСПЭ (TiNi50.45 at.%) в результате действия эффекта памяти формы 
незначительны в сравнении с разницей в величинах ∆ при Tmin = 299 K.  

Кривые 1 на рис. 4,I,II,б показывают изменение во времени параметра ∆ 

при Tmin = 299 K для сплава TiNi50.35 at.%. В отличие от двух других темпе-

ратурных интервалов термоциклирования в данном случае деформационные   

                                                             I 

          
                                 а                                                                   б 

                                                                       II 

          
                                  а                                                                  б 

Рис. 4. Развитие эффекта памяти формы КСПЭ из сплавов TiNi50.45 at.% (а) и 

TiNi50.35 at.% (б) в течение времени t при нагрузке F ~ 250 N (I) и F ~ 430 N (II) 

при различных температурах T, K: кривые 1 (◆) – 299, кривые 2 (■) – 279, кривые 3 

(▲) – 271 
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процессы начинаются одновременно с нагревом установки ЛИНД в термо-
стате при силе противодействия F = 250 и 430 N. Различие в изменении па-
раметра ∆ при нагреве для этих опытов невелико. Деформационные эффек-
ты формовосстановления КСПЭ на этапе повышения температуры от 279 K 
(кривые 2 на рис. 4,I,II,б) и от 271 K (кривые 3, там же) существенно больше. 
Процесс интенсивного деформирования начинается через 20–30 min после 
начала нагрева. При силовом взаимодействии с контртелом F ~ 250 N на 
этапе роста температуры от 271 K в результате эффекта памяти формы пара-
метра ∆ = 2.3 mm (кривая 3, рис. 4,I,б). В аналогичной ситуации после дефор-
мирования КСПЭ при 279 K ∆ = 3.5 mm (кривая 2, рис. 4,I,б). 

Иное соотношение параметров формовосстановления наблюдается при си-
ловом контакте «металлических мышц» и контртела F ~ 430 N. При нагреве 

силовых элементов от 279 K максимальное значение ∆max = 4 mm (кривая 2, 

рис. 4,II,б), а после деформирования КСПЭ при 271 K нагрев приводит к росту 
∆ до 5 mm (кривая 3, рис. 4,II,б). Таким образом, при меньшем усилии про-
тиводействия развитию эффекта памяти формы нагрев от 279 K дает боль-
шую степень восстановления формы по сравнению с термоциклом, имею-

щим Tmin = 271 K (рис. 4,I,б). При усилии F ~ 430 N соотношение значений 

∆ противоположное. 
В отличие от исследований, проводимых на традиционных образцах, де-

формирование «металлических мышц» описываемой конструкции вызывает 
индивидуальное распределение полей напряжений и деформаций почти в 
каждом проволочном сечении. Видимо, и соотношение аустенитной и мар-
тенситной фаз во всех трех случаях различно. По данным, приведенным в 
[10], при 299 K материал обеих химических композиций КСПЭ может нахо-
диться полностью в аустенитном состоянии. В пользу этого можно привести 

зависимости d1 от приложенной силы F, полученные в изотермических усло-

виях (рис. 5). Кривые 1 на рис. 5,a и б показывают почти линейную взаимо- 

      

                             а                                                                   б 

Рис. 5. Взаимозависимость размера d1 и растягивающего усилия F для КСПЭ из 
сплавов TiNi50.45 at.% (а) и TiNi50.35 at.% (б) при различных температурах T, K: 

кривые 1 (▼) – 403, кривые 2 (◆) – 299, кривые 3 (■) – 279, кривые 4 (▲) – 271 
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зависимость F и d1 при 403 K. Близким к линейному является и соотноше-

ние этих параметров при 299 K. Однако при такой температуре коэффициент 

пропорциональности линейной зависимости F(d1) в 2 раза меньше для сплава 

TiNi50.35 at.%. Для сплава TiNi50.45 at.% изменение этого коэффициента 
равно приблизительно 2.5. Это может быть результатом «дефекта» модуля уп-
ругости, отмечаемого в никелиде титана вблизи температур превращения [11]. 

В отличие от первых двух кривых на рис. 5, указывающих на высокотем-

пературное состояние материала, графики, отражающие соотношение F и d1 

при температурах 279 K (кривые 3) и 271 K (кривые 4), оказались намного 

сложнее. Участки взаимосогласованного роста d1 и F чередуются с наличи-

ем «площадок текучести», когда d1 увеличивается при почти постоянном 

значении F. Их можно наблюдать при F ~ 250 N на кривой 3, рис. 5,a и б и 
при F ~ 590 N на кривой 3, рис. 5,б. На кривой 4, рис. 5,a такой участок от-
мечается при F ~ 470 N, а на кривой 4, рис. 5,б аналогичную площадку мож-
но наблюдать при F ~ 440 N. По-видимому, наличие такой «площадки теку-
чести» при F ~ 250 N привело к тому, что в аналогичном силовом взаимо-
действии КСПЭ с контртелом формовосстановление после деформирования 
при 279 K оказывается значительней эффекта, полученного после нагруже-
ния силовых элементов из TiNi50.35 at.% при 271 K. 

Такое соотношение деформационных эффектов сохраняется до уровня 

начального силового воздействия на КСПЭ F0 = 330 N (кривая 2, рис. 6,б). 

Дальнейший рост начальной нагрузки на «металлические мышцы» приводит 
к тому, что формовосстановление при нагреве от 271 K становится больше 
(кривая 3, рис. 6,б). Кривая 1 на рис. 6,б показывает, что при нагружении 
КСПЭ при 299 K деформационный эффект варьируется от 1 до 1.8 mm. Та-
ким образом, генерация дополнительного усилия варьируется от 100 до 175 N. 
Это может быть использовано в технологических процессах, требующих 
строгого ограничения силового воздействия на обрабатываемые объекты. 

        

                           а                                                                   б 

Рис. 6. Зависимость максимального значения параметра ∆ от начального усилия F0 при 

различных температурах T, K: кривые 1 (◆) – 299, кривые 2 (■) – 279, кривые 3 (▲) – 271 
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Для сплава TiNi50.45 at.% «площадка текучести» при F0 = 250 N может 

обеспечивать значительный прирост величины ∆ при минимальной темпера-

туре цикла Tmin = 279 K (см. рис. 4,I,a, кривая 2). Для этого сплава характер-

на также близость к постоянству величины прироста силового взаимодейст-

вия с контретелом при F0 > 200 N как при Tmin = 271 K, так и при Tmin = 279 K 

(рис. 6,а). А при 299 K обнаружен максимум деформационного эффекта 

вблизи значения F0 = 450 N. Превышение этого уровня F0 приводит к воз-

никновению силового воздействия на КСПЭ со стороны контртела F ~ 950 N, 
препятствующего нарастанию деформаций эффекта памяти формы. 

Таким образом, полученные данные показывают эффективность управле-
ния деформационно-силовыми параметрами «металлических мышц» по-
средством задания условий подготовки их к работе в области температур 
прямого мартенситного перехода. 

Приведенные результаты также свидетельствуют о возможности разра-
ботки приводов и силовых конструкций, использующих «дефект» модулей 
упругости.     
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Yu.N. V’yunenko, E.A. Khlopkov, G.A. Volkov 

THE CONTROL OF DEFORMATION-POWER PROPERTIES 
OF THE TiNi «METAL MUSCLES» 

The deformation-power characteristics of ring-shaped bundle force elements (RBFE) 
made of the TiNi alloys are tested under progressing shape memory effect in the course of 
thermal cycling. The possibility of the control of these parameters by variation of the 
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temperature ranges of operation and chemical composition of is RBFE demonstrated. It is 
found that the same mechanical impact on the “metal muscles” at varied temperature re-
sults in substantial difference in the power abilities. 

Keywords: shape memory effect, ring-shaped bundle force elements, deformation-power 
properties, temperature modes, titanium nickelide 

Fig. 1. RBFE’s strain scheme in dynamometer LIND: 1 – RBFE, 2 – counter-body (coil 
spring), 3 – movable plate, 4 – regulating movable plate, 5 – measuring system, d(t) – 
characteristic size of RBFE 

Fig. 2. RBFE shape at different stages of the experiment: a – round shape (the initial 
one), б – elliptic shape (after the initial deformation), в – elliptic shape (in the course of 
the shape recovery) 

Fig. 3. Time dependence of the RBFE temperature in the course of heating within the 
thermostat 

Fig. 4. Evolution of the shape memory effect in the RBFE made of the alloys of 
TiNi50.45 at.% (а) and TiNi50.35 at.% (б) during the time t under the strain F ~ 250 N 

(I) and F ~ 430 N (II) at the varied temperature T, K: curves 1 (◆) – 299, curves 2 (■) – 

279, curves 3 (▲) – 271 

Fig. 5. Interrelation of the size d1 and tension force F effect in the RBFE made of the al-
loys of TiNi50.45 at.% (а) and TiNi50.35 at.% (б) at varied temperature T, K: curves 1 

(▼) – 403, curves 2 (◆) – 299, curves 3 (■) – 279, curves 4 (▲) – 271 

Fig. 6. The maximum of the parameter ∆ vs the initial force F0 at varied temperature T, K: 

curves 1 (◆) – 299, curves 2 (■) – 279, curves 3 (▲) – 271 
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УПРУГИЕ СВОЙСТВА КЕРАМИКИ ИЗ ВЫСОКО-  
И НИЗКОПРОВОДЯЩЕГО НАНОПОРОШКОВ ДИОКСИДА  
ЦИРКОНИЯ, СТАБИЛИЗИРОВАННОГО ИТТРИЕМ 
 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 10 июля 2017 года 

Определены модули Юнга в керамических образцах, спеченных из нанопорошков 
ZrO2 + 3 mol% Y2O3 (Z3Y), имеющих высокую и низкую ионную проводимость. При 
упругом подходе в линейном приближении предложена теоретическая модель для 
описания влияния анионной примеси замещения на равномерное всестороннее рас-
тяжение (давление) зерен поликристалла. В нелинейном приближении этого под-
хода рассчитаны перенормированные модули. Показано, что полученные теорети-
ческие и экспериментальные результаты находятся в качественном согласии. 

Ключевые слова: керамика, нанопорошки диоксида циркония, высокие давления, 
теория упругости, компоненты гибридных материалов, анионная примесь 

Введение 

В связи с применением нанотехнологий при производстве стабилизиро-
ванного диоксида циркония и использованием его в качестве электролита в 
топливных элементах стала актуальной проблема увеличения ионной прово-
димости этого материала. Авторы [1] наблюдали эффект увеличения на 2–3 

порядка ионной проводимости компактов из хлорсодержащих нанопорош-
ков диоксида циркония, стабилизированного иттрием, по сравнению с об-
разцами без хлора. В нашей работе [2] начато рассмотрение в рамках упру-
гого подхода влияния анионных примесей хлора на упругие свойства (модуль 
Юнга) высокопроводящей компоненты гибрида на основе диоксида циркония. 
Там же приведен краткий обзор публикаций [3,4], посвященных этой проблеме. 

Цель настоящей работы – рассмотрение в рамках упругого подхода влия-
ния анионных примесей хлора и азота на модуль Юнга высоко- и низкопро-
водящей компонент гибрида на основе диоксида циркония. 

1. Материалы и метод эксперимента 

Используемый нами технологический процесс получения керамики из 
нанопорошка диоксида циркония описан в [5]. Как объект исследования мы 
использовали керамику, спеченную при температуре 1500C из нанопорош-

ков ZrO2 + 3 mol% Y2O3 (в дальнейшем используем сокращение Z3Y), полу-
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ченных методом соосаждения [5] с применением хлор- и азотсодержащего 
сырья [1], прокаленных при температуре 1000C и обжатых при P = 500 MPa. 

Измерения модуля Юнга осуществляли резонансным методом составного 
пьезоэлектрического вибратора [6,7]. Резонатор состоял из двух частей: пьезо-
кварца, служащего для возбуждения и приема механических колебаний, и 
исследуемого образца. Пьезокварц представлял собой монокристаллический 
брусок размером 3  3  34 mm, вырезанный таким образом, что в нем под 
действием переменного электрического напряжения возбуждались продольные 
механические колебания на частоте ~ 91 kHz. Измерения проводили при ком-
натной температуре. Погрешность измерения модуля упругости не более 1%. 

2. Упругая модель примеси замещения аниона в зерне поликристалла 

Для простоты рассмотрим сферическую мо-
дель зерна поликристалла, в центре которого 
помещен примесный анион (рис. 1). Определим 
деформацию полого шара, наружный и внут-

ренний радиусы которого равны соответственно 

D/2 и RO. Внутрь шара вставлен сферический 

анион (примесь) радиуса Rimp (давлением сна-

ружи пренебрегаем). Вводим сферические ко-
ординаты с началом в центре шара. Деформа-
ция u направлена везде по радиусу и является 
функцией только от r. Поэтому rotu = 0, и урав-
нение равновесия (7.5) [8] приобретает вид 
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Радиальное напряжение можно представить в виде компонент 
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Постоянные A и B определяем из граничных условий 

Рис. 1. Сферическая модель 

зерна поликристалла с при-
месью азота 
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                  0rr   при /2r D ,   imp Ou R R   при Or R .          (6) 

Отсюда для зерна размера OD R  находим 
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O imp OB R R R  .                      (7) 

Используя выражения (7) для A и B, получаем следующее распределение 
упругих напряжений по толщине шарового слоя вокруг примеси: 
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Отсюда следует, что примесь замещения аниона создает в кристаллите ок-
сида однородное растяжение 
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С учетом формулы (19) [4] для примесных катионов (в количестве nY) в зер-

не оксида Z3Y размера ZrD R  

                                               
Y

2
Zr

Y Zr Y3

32μ
n

R
p R R n

D
  .                                (11) 

Примесные катионы nY и анионы nCl и nN в зерне размера ZrD R  создадут 

растяжение 
– в высокопроводящей компоненте: 

                           
22
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3232 RR
p R R n R R n

D D


    ,        (12) 

– в низкопроводящей: 

                            
22
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YN Y Zr Y N O N3 3

3232 RR
p R R n R R n

D D


    .        (13) 

Для гибридной системы Z3Y, содержащей одновременно высоко- и низко-

проводящую компоненты в зерне размера ZrD R , выражение для одно-

родного растяжения примет вид 
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3. Перенормированный модуль Юнга поликристалла  

диоксида циркония с примесями аниона в рамках упругого подхода 

В изотропной модели, в первом приближении пренебрегая модулями уп-
ругости третьего порядка, получаем перенормированные модули Ляме [9]: 

                                                 λ κλ p 


,   p   


.                                (15) 

Зависимость параметра  от p находим из соотношения 

                                                   22 1 2 3p       .                                (16) 

При не очень высоких давлениях (растяжениях), когда Ω 1 , в линейном 

по p приближении получаем 
                                                           κ 1 Ω  ,                                           (17) 
где 

Ω
2 3 3

p p

K
 

  
. 

Следовательно, перенормированные модули Ляме будут 

                λ λ p Ωλ  
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pμ μ p Ωμ   ,                            (18) 

а модуль Юнга 
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Для сравнения с экспериментально наблюдаемыми значениями, используя 
выражения для растяжений (12)–(14), получаем модули Юнга соответствен-
но для высоко- и низкопроводящей компонент гибрида: 
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4. Результаты исследований и обсуждение 

На рис. 2 приведены результаты измерений амплитудных зависимостей 
модуля Юнга в керамических образцах, полученных спеканием высоко- и 
низкопроводящих компактов, приготовленных из нанопорошков на основе 

диоксида циркония, стабилизированного 3 mol% Y2O3. Измерения проводи-

ли при комнатной температуре в широком (10
–8

–10
–4

) диапазоне амплитуд 

относительной циклической деформации ε. За истинное принимали значение 
динамического модуля упругости, измеренного резонансным методом со-
ставного вибратора при наименьшей возможной в условиях конкретного 
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эксперимента амплитуде дефор-
мации. В нашем случае модули 
Юнга определены при амплитуде 

ε = 10
–8

 и составили 205.9 и 

212.25 GPа соответственно для 
высоко- и низкопроводящей ком-
понент керамики. Из рис. 2 видно, 
что для исследуемых образцов за-
висимости E(ε) не являются ли-
нейными. На каждой из кривых 
можно выделить два участка:      
1) область так называемого ам-
плитудно-независимого модуля 
упругости в диапазоне амплитуд         

10
–8

–4·10
–7

, в которой модуль Е 

не изменяется с ростом амплитуды деформации; 2) область амплитудно-за-
висимого модуля упругости, где Е уменьшается с ростом деформации ε. 

Анализ литературных данных [10] показывает, что RCl > RN > RO, откуда 

следует, что YCl YNE E
 

. Это подтверждается результатами нашего экспе-

римента, согласно которому модуль Юнга в керамике, полученной из высо-
копроводящего нанопорошка, оказывается меньше, чем из низкопроводяще-
го (рис. 2). Это, в свою очередь, свидетельствует о правильности предло-
женной теоретической модели, что позволит в дальнейшем, с учетом при-
влечения новых экспериментальных методов (рентгеноструктурный анализ, 
электронная и растровая микроскопия), значительно расширить исследова-
ния в данном направлении. В частности, используя полученные эксперимен-
тальные данные из основных уравнений предложенной модели, можно осу-
ществить оценку содержания анионов примеси в образцах, приготовленных из 
различного сырья, что позволит продвинуться в понимании механизмов, контро-
лирующих электрофизические свойства керамик на основе диоксида циркония. 

Заключение 

При упругом подходе в линейном приближении предложена теоретичес-
кая модель для описания влияния анионной примеси замещения на равно-
мерное всестороннее растяжение (давление) зерен поликристалла. В нелинейном 
приближении этого подхода рассчитаны перенормированные модули упругости. 

В результате проведенных экспериментальных исследований установле-
но, что модуль Юнга в керамиках, спеченных из хлорсодержащих нанопо-
рошков, которые в компактах в виде таблеток обнаруживают высокую ион-
ную проводимость, меньше, чем в образцах из компактов с низкой ионной 
проводимостью, не содержащих хлор. Это указывает на возможность при-
менения предложенной теоретической модели для установления механизма 
наблюдаемого явления. 

Рис. 2. Зависимость модуля Юнга Е от ам-

плитуды деформации  в низко- (○) и высоко-

проводящей (●) компонентах керамики 
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На экспериментальных зависимостях E(ε) выявлено два характерных уча-
стка: линейный, в котором модуль Юнга не изменяется с увеличением ам-
плитуды деформации ε, и нелинейный, где Е уменьшается с ростом ε. Для 
получения дальнейшей информации о влиянии анионных примесей на высо-
ко- и низкопроводящую компоненты Z3Y представляется целесообразным 
проведение измерений амплитудных зависимостей внутреннего трения. 
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I.K. Nosolev, N.V. Tokiy, V.V. Tokiy 

ELASTIC PROPERTIES OF THE CERAMICS MADE OF HIGH-  
AND LOW-CONDUCTIVITY NANOPOWDERS OF ZIRCONIA 
STABILIZED BY YTTRIUM 

Young’s modules are evaluated in ceramic samples sintered of the ZrO2 + 3 mol% Y2O3 
(Z3Y) nanopowders characterized by high and low ionic conductivity. Within the frame-
work of the linear approximation of the elastic approach, a theoretical model is proposed 
for description of the effect of an anionic substitutional impurity on the uniform omnira-
dial stretching (pressure) of polycrystalline grains. In the nonlinear approximation of this 
approach, renormalized modules are calculated. It is shown that the obtained theoretical 
and experimental results are in qualitative agreement. 

Keywords: ceramics, zirconia nanopowders, high pressure, elasticity theory, components 
of hybrid materials, anionic impurity 

Fig. 1. Spherical model of a polycrystal grain with an admixture of nitrogen 

Fig. 2. Strain dependence of the Young’s modulus E(ε) in low- (○) and high-conductivity 
(●) ceramic components 
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ЭФФЕКТИВНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ДИФФУЗИИ И СТРУКТУРА  
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ПРИ ТЕМПЕРАТУРАХ НАЧАЛА КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
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ГОУ ВПО «Донбасская национальная академия строительства и архитектуры» 

Статья поступила в редакцию 28 сентября 2017 года 

Методами рентгенографического анализа и измерения электросопротивления 
изучены изменения структуры и кинетика нанокристаллизации металлических 
стекол Al90Y10 и Al87Ni8La5 в изотермических условиях и при нагреве со скоростью 
0.167 K/s. По результатам анализа экспериментальных данных в рамках опубли-
кованных ранее моделей определены параметры аррениусовских температурных 
зависимостей эффективных коэффициентов диффузии, контролирующей нано-
кристаллизацию. Установлено, что «пороговые» (при температурах начала крис-
таллизации) значения эффективных коэффициентов диффузии для сплавов Al90Y10 
и Al87Ni8La5 составляют 2.6·10

–19
 и 3.1·10

–19
 m2

/s соответственно. Данные зна-

чения лежат в границах диапазона 10–18–10–20 m2/s, установленного ранее для ряда 
металлических стекол, и свидетельствуют о существенной роли зарождения в 
процессе нанокристаллизации. Это предположение подтверждено более низкими 
расчетными значениями плотности нанокристаллов Al при температурах начала 
кристаллизации по сравнению с экспериментально определенной плотностью в 
конце нанокристаллизации. 

Ключевые слова: металлические стекла, нанокристаллизация, структурные пара-
метры, аналитические модели, эффективные коэффициенты диффузии, пороговые 
значения, зарождение и рост 

1. Введение 

Термическая устойчивость аморфного состояния в металлических стеклах 
определяется скоростью процесса кристаллизации, связанной со скоростями 
зарождения и роста кристаллов. В качестве количественной характеристики 
термической устойчивости стекол в условиях непрерывного нагрева широко 

используется температура начала кристаллизации Tons. Этот эксперимен-

тально измеряемый параметр имеет важное практическое значение как 
верхняя граница температурного интервала сохранения структуры и, следо-
вательно, комплекса физических свойств, присущих аморфной фазе. С дру-
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гой стороны, процессы зарождения и роста кристаллов имеют диффузион-

ную природу, что подразумевает наличие связи между Tons и значениями ко-

эффициента диффузии при этой температуре. Следует иметь в виду, что 
применительно к процессу кристаллизации речь идет о потоках атомов через 
границу раздела фаз и соответственно коэффициенты, характеризующие 
данный процесс, отличаются от коэффициентов диффузии, описывающих 
случайные блуждания атомов. 

Экспериментальные измерения коэффициентов диффузии на межфазной 
границе невозможны, а разработанные до настоящего времени теоретичес-
кие модели не позволяют описать этот процесс количественно даже для чис-
тых металлов [1]. Однако логично предположить, что для анализа термичес-
кой устойчивости металлических стекол могут быть использованы величины 

эффективных коэффициентов диффузии Deff, определяющей скорости за-

рождения и роста кристаллов в аморфных фазах. Численные значения этих 
коэффициентов находят из анализа экспериментальных оценок скоростей 
зарождения и роста кристаллов или кинетики кристаллизации в рамках со-
ответствующих теоретических моделей [2–9]. 

Анализ температурных зависимостей Deff для ряда металлических стекол 

на основе Fe и Al с различной термической устойчивостью [8,9] показал [10], 
что их значения при температурах начала кристаллизации («пороговые» 

значения) лежат в относительно узком диапазоне: 10
–18

–10
–20

 m
2
/s. В работе 

[10] также было установлено, что объемные плотности кристаллов Nons 

(сформированных в процессе нагрева до Tons) в стеклах с минимальными по-

роговыми коэффициентами Deff(Tons) составляют 10
23

–10
24

 m
–3

, а в стеклах с 

максимальными Deff(Tons) значения Nons существенно ниже: 10
20

 m
–3

 (в слу-

чае первичной кристаллизации) и 10
17

 m
–3

 (в случае эвтектической кристал-

лизации). На основании полученных результатов было выдвинуто предпо-
ложение [10], что термическая устойчивость стекол с высокими значениями 

Deff(Tons) лимитируется процессом зарождения кристаллов, а с низкими 

значениями – процессом роста. 

Результаты работы [10] базируются на анализе зависимостей Deff(T) для 

девяти стекол (5 на основе Al и 4 на основе Fe), кристаллизующихся по пер-
вичному механизму, и трех стекол на основе Fe, кристаллизующихся по эв-
тектическому механизму. Для проверки корректности этих результатов и 
сделанных на их основе выводов представляется целесообразным расширить 
круг анализируемых стекол. С этой целью в настоящей работе проведены 
экспериментальные исследования процесса первичной нанокристаллизации 

двух стекол на основе Al (Al90Y10 и Al87Ni8La5) и установлены температур-

ные зависимости Deff(Tons), с использованием которых оценены плотности 

кристаллов, сформированных при Tons. 

Следует отметить, что процесс нанокристаллизации стекла Al90Y10 изу-

чался в работх [11,12], в то время как для стекла Al87Ni8La5, обладающего 
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высокой склонностью к аморфизации [13], результаты таких исследований в 
литературе отсутствуют. 

2. Материалы и методы исследования 

Быстроохлажденные образцы лент сплавов Al90Y10 и Al87Ni8La5 (шири-

ной 10 mm и толщиной 38 и 50 µm соответственно) получены методом 
спиннингования расплава в атмосфере He. Более подробно методика приго-
товления сплавов алюминия с редкоземельными и переходными металлами 
и параметры процесса спиннингования расплавов описаны в более ранних 
работах [8,12]. Структуру аморфных и частично закристаллизованных об-
разцов изучали рентгенографически в Co K-излучении на стандартном ав-
томатизированном дифрактометре ДРОН-3M. Средние размеры кристаллов 
L частично закристаллизованных образцов рассчитывали по ширине линии 
(111) по формуле Селякова–Шеррера с учетом геометрического вклада [14], 
а долю закристаллизованного объема – по отношению площадей остаточной 

аморфной матрицы Aa и нанокристаллов Acr: X = Acr/(Acr + Aa) [15]. 

Термическую устойчивость аморфных структур лент Al90Y10 и Al87Ni8La5 

устанавливали по термограммам дифференциальной сканирующей калори-
метрии (ДСК), полученным на аппарате NETZSCH DSC 404 при линейной 
скорости нагрева 0.167 K/s. Температуры начала кристаллизации аморфных 
фаз определяли по стандартной методике как точки пересечения касатель-
ных в точке перегиба максимумов скорости тепловыделения на термограм-
мах ДСК с линией фона [16]. О кинетике изотермической нанокристаллиза-
ции судили по изменениям электросопротивления R (стандартный четырех-
зондовый потенциометрический метод на постоянном токе) с автоматичес-
кой регистрацией в компьютере значений падения напряжения, измеренных 
при двух направлениях тока. Кинетическую кривую X(T) строили путем 
нормирования значений R(T) на измеренную рентгенографически долю на-
нокристаллов в образце, нагретом до температуры завершения процесса 
нанокристаллизации. 

3. Экспериментальные результаты и их обсуждение 

Рентгенографические исследования быстроохлажденных лент сплавов 

Al90Y10 и Al87Ni8La5 показали (рис. 1), что они имеют аморфную структуру 

без видимых признаков кристалличности. Термограммы ДСК ленточных 
образцов содержат два максимума тепловыделения (рис. 2), что свиде-
тельствует о двухстадийном характере перехода аморфной фазы в кристал-
лическое состояние, типичном для подавляющего большинства металличес-
ких стекол на основе Al. 

Для анализа процессов, происходящих в аморфных сплавах Al90Y10 и 

Al87Ni8La5 на первой стадии кристаллизации, свежеприготовленные образцы 

подвергали нагреву со скоростью 0.167 K/s до температур окончания первой 
стадии кристаллизации с последующим быстрым охлаждением на  воздухе.  
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Рис. 1. Дифракционные картины свежеприготовленных быстроохлажденных лент 
сплавов Al90Y10 (1) и Al87Ni8La5 (2) 
 
Рис. 2. Термограммы ДСК аморфных лент сплавов Al90Y10 (1) и Al87Ni8La5 (2), по-

лученные при скорости нагрева 0.167 K/s 

 
Дифрактограммы термообработанных образцов представляли собой супер-
позицию аморфного гало, соответствующего остаточной аморфной матри-
це, и широких рефлексов (111) и (200) Al (рис. 3). Анализ этих картин по-
казал, что доля закристаллизованного объема, средние размеры нанокрис-

таллов алюминия и их объемная плотность N в образце ленты Al90Y10, нагретом 

до температуры 502 K, составили соответственно 0.33, 20 ± 1.5 nm и 7.9·10
22

 m
–3

, 

а в ленте Al87Ni8La5 после нагрева до температуры 580 K – соответственно 0.29, 

19.8 ± 1.5 nm и 7.3·10
22

 m
–3

. Отметим, что параметры нанокомпозитных струк-

тур, сформированных в исследованных стеклах, лежат в диапазоне значений, 
типичном для аморфных сплавов на основе Al (см., напр., [4,5,7–9,11]). 

Как указано выше, значения Tons определяли по стандартной методике 

анализа термограмм ДСК, пример которой для стекла Al90Y10 показан на 

рис. 4. Из рисунка видно, что найденная таким образом температура Tons ле-

жит несколько выше температуры, при которой скорость тепловыделения 

отклоняется от линии фона. Это означает, что при Tons в объеме образца 

формируется некоторое количество кристаллической фазы Xons. Кроме того, 

из рис. 4 следует, что значение Xons может быть определено путем сопостав-

ления термограммы ДСК (dX/dT) с кинетической кривой X(T), полученной 
интегрированием термографической кривой и нормированной на долю 
объема, закристаллизованного на первой стадии. Анализ, проведенный для 

стекол Al90Y10 и Al87Ni8La5, показал, что при нагреве со скоростью 0.167 K/s   

до температур Tons, составляющих соответственно 467 ± 1 K (рис. 4) и 492 ± 1 K, 

в них образуется практически одинаковая доля нанокристаллов Al, равная 

0.006. Оцененные таким образом значения Xons для стекол Al90Y10 и 

Al87Ni8La5 практически совпадают с аналогичными оценками для ряда сте-
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кол на основе Al [10], и, как показано в этой работе, наличие 0.6% нано-
кристаллов Al в аморфной матрице не проявляется визуально на дифрак-
ционных картинах. 

             

Рис. 3. Дифрактограммы лент после нагрева до температур завершения первичной 

кристаллизации: 1 – Al90Y10 (502 K); 2 – Al87Ni8La5 (580 K) 
 

Рис. 4. Схема определения доли закристаллизованного объема при температуре на-
чала кристаллизации по термограмме ДСК ленты сплава Al90Y10, показанной на 

рис. 2 (Tons = 467 K, Xons = 0.006) 

 
Для определения значений эффективных коэффициентов диффузии, 

контролирующей рост нанокристаллов в аморфных сплавах Al90Y10 и 

Al87Ni8La5, были проведены изотермические отжиги быстроохлажденных 

лент и установлены изменения средних размеров нанокристаллов Al и доли 
кристаллической фазы в зависимости от времени изотермических выдержек. 
Как видно из результатов, представленных на рис. 5, средние размеры нано-
кристаллов алюминия L(t) изменяются по кривым с насыщением. В то же 
время быстрое возрастание доли закристаллизованного объема X(t) на на-
чальных стадиях нанокристаллизации сменяется слабым, практически ли-
нейным ростом в зависимости от длительности выдержки (рис. 6). Из рис. 5,а 
следует, что средние размеры нанокристаллов Al, формирующихся в аморф-

ном сплаве Al90Y10 при температурах 447–487 K, в пределах погрешности 

практически не зависят от температуры отжига и составляют 14.5 ± 1 nm. Эти 
значения несколько выше, чем приведенные в работе [11] средние размеры 

нанокристаллов (10–11 nm) в образцах стекла Al90Y10, отожженных при су-

щественно более низких (383–403 K) температурах. Нанокристаллы Al, кото-

рые формируются в аморфном сплаве Al87Ni8La5 при температуре 486 K, не-

сколько крупнее (23.4 ± 1 nm) (рис. 5,б), а их относительная доля возрастает 
от 0.22 до 0.36 при увеличении температуры отжига от 486 до 525 K (рис. 6). 

Аналогичный характер изменений L(t) и X(t) наблюдался в целом ряде 
стекол на основе Al и Fe [8,9], и, как показано в этих работах, экспери-
ментальные  данные  могут  быть  удовлетворительно аппроксимированы в  
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                            а                                                                   б 

Рис. 5. Изменения средних размеров нанокристаллов алюминия L в процессе отжи-

га ленты Al90Y10 (a) при температурах 447 (○), 459 (■), 487 K (△) и ленты 

Al87Ni8La5 (б) при 486 K (●). Сплошные линии – расчет L(t) по уравнению (1) 

 
рамках приближенного решения [6,17] модели Хэма [18], описывающей 
рост массива кристаллов, состав которых отличен от состава матрицы. В 
рамках этой модели снижение скорости роста кристаллов до нуля обуслов-
лено столкновением диффузионных зон (оболочек, обогащенных атомами 
легирующих элементов, выталкиваемых растущими кристалллами). 

 
Строгое решение задачи Хэма имеет достаточно сложную форму, вклю-

чающую трансцендентные уравнения [4,18], что затрудняет его использо-
вание для анализа экспериментальных данных. Для этой цели более удоб-
ным является полученное в работе [6] приближенное соотношение 

                    
1/ 2

2
H H H eff( ) ( ) / 2 2 / 3 1 exp 3λ /s sR t L t R D t R     

 
,              (1) 

где 2Rs – расстояние между растущими кристаллами; Deff – эффектив-       

ный коэффициент диффузии, контролирующей рост нанокристаллов; 

   
1/3

H 0i i pC C C C    
 

 – множитель, зависящий от концентрации при-

Рис. 6. Изменения доли нанокристаллов 

алюминия X, образующихся в сплаве 
Al87Ni8La5 в процессе изотермического 

отжига при температурах 487 (□), 506 (○) и 

525 K (△). Сплошные линии – расчет X(t) 

по уравнению (2) 
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месей в кристалле Cp, в исходной аморфной матрице C0 и на границе рас-

тущего кристалла Ci. В предположении, что концентрация легирующих 

элементов на границе нанокристалла составляет 02i pC C C   [8], и с уче-

том того, что концентрация редкоземельных и переходных металлов Cp в на-

нокристаллах Al близка к нулю, значение параметра λН для сплавов на 

основе Al составляет 0.794. 
Ввиду того, что уравнение (1) было выведено для завершающих этапов 

процесса нанокристаллизации, когда столкновение диффузионных зон имеет 

существенное значение, величину 2Rs можно оценить как  
1/3

6 / fN , где 

Nf  – объемная плотность кристаллов в конце первой стадии кристаллизации. В 

свою очередь, величина Nf  может быть рассчитана из рентгеноструктурных 

данных: 36f f fN X L  (где Lf – конечный средний размер нанокристалла), 

откуда 1/32 s f fR L X . С другой стороны, из уравнения (1) следует, что ко-

нечные (предельные) размеры нанокристаллов непосредственно связаны с 

величиной Rs соотношением 1/ 2
H( ) (8 / 3) sL t R   , т.е. среднее расстоя-

ние между нанокристаллами в 1.54 раза больше среднего диаметра. 

Однако подгонка расчетных кривых 2RH(t) к экспериментально оценен-

ным зависимостям L(t), приведенным на рис. 5, показала, что наилучшее 
согласие достигается при небольшой корректировке значений в пределах 

(1.5–1.6)Lf. Расчеты свидетельствуют, что уравнение (1) корректно описывает 

характер изменений средних размеров нанокристаллов, а сплошные линии, 

представленные на рис. 5, были рассчитаны для значений Deff = 4.0·10
–19

, 

1.48·10
–18

 и 5.8·10
–18

 m2/s для сплава Al90Y10 при температурах соответ-

ственно 447, 459 и 487 K и для Deff = 3.8·10
–19

 m
2
/s для Al87Ni8La5 при 486 K. 

В отличие от кривых L(t) объемная доля нанокристаллов X(t) в стекле 

Al87Ni8La5 на завершающей стадии нанокристаллизации непрерывно возрас-

тает (рис. 6), что свидетельствует о наличии процесса зарождения. Как было 
показано в работах [8,9,17], наблюдаемые изменения могут быть описаны 
уравнением 

                                  3 3
H H1 exp 4π/3 fX t NR t J R t t    

 
,                      (2) 

где N – объемная плотность нанокристаллов, сформированных из зароды-

шей, имеющихся в системе к началу кристаллизации; Jf – скорость зарож-

дения на конечных стадиях кристаллизации. Отметим, что кинетическое 
уравнение (2) базируется на предположении, что основной вклад в долю 
превращенного объема обусловлен диффузионно-контролируемым ростом 
центров, образовавшихся или в процессе закалки расплава и/или при нагреве 
до температуры отжига. В то же время вклад от нанокристаллов, заро-
дившихся в процессе изотермической выдержки, относительно невелик, что 
характерно для процесса нанокристаллизации стекол на основе Al [19]. 
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Анализ дифрактограмм лент сплава Al87Ni8La5, отожженных при тем-

пературах 487, 506 и 525 K в течение 18000 s (рис. 6), показал, что объем-
ные плотности нанокристаллов в них составляют соответственно (1.1, 1.2 и 

1.33)·10
23

 m
–3

. Расчеты с использованием этих значений и величин Deff и Jf 

как подгоночных параметров свидетельствуют, что уравнение (2) корректно 
описывает форму экспериментальных зависимостей X(t). 

Полученные в результате подгонки значения Deff лежат в диапазоне 

4.0·10
–19

–5.8·10
–18

 m
2
/s (рис. 7). Примечательно, что значение Deff, опре-

деленное для стекла Al87Ni8La5 по изменениям L(t) при 486 K, практически 

совпадает со значением, оцененным по аппроксимации кинетической кри- 
вой, что подтверждает возможность использования менее трудоемкого мето-
да оценки эффективных коэффициентов диффузии по кривым X(t). Полу-
ченные подгонкой кривых X(t) значения скоростей зарождения нанокрис-

таллов Al в стекле Al87Ni8La5 на завершающих стадиях нанокристаллизации при 

температурах 487, 506 и 525 K составляют соответственно (2, 9 и 6)·10
17

 m
–3

s
–1. 

Оценки объемной плотности кристаллов, зародившихся в процессе всей 

изотермической выдержки (Nn = Jftann), дают значения ~ 10
22

 m
–3

, которые на 

порядок величины ниже значений Nf, оцененных по данным рентгенострук-

турного анализа, что подтверждает корректность предположений, лежащих 
в основе уравнения (2). 

 

                       
 
Рис. 7. Эффективные коэффициенты диффузии, контролирующей нанокристалли-
зацию сплавов на основе алюминия: Al90Y10, оцененные по изменениям L(t) (□), и 

Al87Ni8La5, оцененные по L(t) (○) и по X(t) (●). Штриховые линии – линейные ап-

проксимации по методу наименьших квадратов с корреляционным фактором  0.85. 

Сплошные линии 1 и 2 – коэффициенты соответственно самодиффузии кристалли-

ческого алюминия [21] и диффузии, контролирующей нанокристаллизацию сплава 

Al92Sm8 [7]; 3, 4 – эффективные коэффициенты диффузии сплавов соответственно 

Al86Ni6Co2Gd3Y2Tb1 и Al87Ni4Fe4Gd5 [8] 
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Как видно из результатов, представленных на рис. 7, значения эффектив-
ных коэффициентов диффузии, контролирующей рост нанокристаллов в 

стеклах Al90Y10 и Al87Ni8La5 при различных температурах, удовлетвори-

тельно аппроксимируются зависимостями типа Аррениуса, что типично для 
коэффициентов само- и гетеродиффузии [20]. Определенные методом наи-

меньших квадратов значения предэкспоненциальных множителей D0 и 

энергий активации Q составляют соответственно 574  470 m
2
/s и 22960        

 2285 K для сплава Al90Y10 и (1.0  0.8)·10
–2

 m
2
/s и 19825  640 K – для 

Al87Ni8La5 (таблица). Из сравнения с литературными данными (рис. 6) сле-

дует, что абсолютные значения эффективных коэффициентов диффузии 
для обоих сплавов практически совпадают с коэффициентом самодиффузии 

кристаллического Al [21], лежат несколько ниже значений Deff для бинар-

ного стекла Al92Sm8, определенных по кинетике нанокристаллизации [7], 

но несколько выше, чем Deff для стекол Al86Ni6Co2Gd3Y2Tb1 и 

Al87Ni4Fe4Gd5 [8]. Из результатов, приведенных в таблице, обращают на 

себя внимание существенные (~ 13 порядков) различия предэкспоненциаль-

ных множителей D0 в уравнениях, описывающих температурные зависи-

мости Deff. Следует отметить, что эта особенность характерна и для темпера-

турных зависимостей коэффициентов гетеродиффузии в металлических стек-

лах, величина D0 которых лежит в еще более широком диапазоне значений 

от 10
–15

 до 10
15

 m
2
/s, в то время как в кристаллических сплавах этот диапа-

зон намного уже (10
–6

–10
2
 m

2
/s) [20]. Причина столь существенных разли-

чий величины D0 до настоящего времени не установлена и, вероятно, обу-

словлена неупорядоченным характером структуры стекол. 

Подстановка экспериментально определенных значений Tons для стекол 

Al90Y10 и Al87Ni8La5 в соответствующие аррениусовские зависимости Deff(T) 

показала, что нанокристаллизация этих стекол при скорости нагрева 0.167 K/s 

начинается при значениях Deff, составляющих соответственно (2.6 и 

3.1)·10
–19

 m
2
/s. Отметим, что расчет порогового значения Deff для стекла 

Al92Sm8 по данным, приведенным в [7], дал величину 4.9·10
–19

 m
2
/s, близ-

кую к оценкам Deff(Tons) для исследованных нами стекол. 

Сравнение сделанных в данной работе оценок с пороговыми значениями 

Deff кристаллизующихся по аналогичному механизму стекол, приведен-

ными в [8] и [9], показывает, что значения Deff(Tons) для стекол Al90Y10 и 

Al87Ni8La5 лежат между величинами 2.9·10
–18

 m
2
/s для стекла Fe80B14Si6 и 

(2–6)·10
–20

 m
2
/s для группы стекол на основе Al и Fe (таблица). 

Ввиду промежуточного положения значений Deff(Tons) для исследованных 

в работе стекол представлялось интересным оценить факторы, лимити-
рующие их термическую устойчивость. Для этой цели было выполнено 
сравнение приведенных выше значений объемной плотности нанокрис-

таллов в стеклах Al90Y10 и Al87Ni8La5 на завершающих стадиях нанокрис-
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таллизации Nf с плотностью нанокристаллов при Tons. Так как доля закрис-

таллизованного объема Xons (0.006) мала и не обнаруживается рентгено-

графически, объемную плотность нанокристаллов, сформированных при на-

греве стекол до Tons, оценивали расчетным путем [10] из соотношения 

                                                 3
ons ons ons6 πN X L ,                                  (3) 

где Xons и Lons – соответственно объемная доля и средний диаметр на-

нокристаллов Al при Tons. 

Поскольку на начальных стадиях кристаллизации столкновение диффу-
зионных зон отсутствует, для расчета среднего размера нанокристалла, 
растущего в процессе нагрева с постоянной скоростью q, использовали 
соотношение [22]: 

                                      2/1
onseffonseffZons )()(2 TtTDL  ,                               (4) 

где λZ – параметр, аналогичный λH, который для случая диффузион-       

но-контролируемого роста свободного кристалла имеет вид [21,22]: 

   
1/ 2

Z 02 i i pC C C C      ; 2
eff /t T qQ . Отметим, что если параметр 

teff рассматривать как некоторое эффективное время термически акти-

вированного процесса при нагреве с постоянной скоростью, то уравнение (4) 
формально совпадает с классическим уравнением параболического роста      
в изотермических условиях [23]. Отметим, что применимость параметра     

teff для описания роста нанокристаллов в неизотермических условиях была 

показана в работе [17]. 

Расчеты L(Tons) и Nons дали значения соответственно 8.4 nm и 2·10
22

 m
–3

 

для стекла Al90Y10 и 9.3 nm и 1.4·10
22

 m
–3

 – для Al87Ni8La5. Как видно из 

данных таблицы, значения Nons для исследованных в работе стекол также 

занимают промежуточное положение между значениями соответствующих 

параметров стекол Fe80B14Si6 и Al87Ni4Fe4Gd5 и хорошо укладываются на 

общую зависимость Nons от Deff(Tons) (рис. 8). Физическая природа при-

веденной на рис. 7 корреляции заключается в том, что, как следует из соот-
ношения (4), размеры нанокристаллов при температурах начала кристал-

лизации пропорциональны (Deff)
1/2

, в то время как значения доли кристал-

лических фаз первично кристаллизующихся стекол при Tons лежат в отно-

сительно узком (0.006–0.017) диапазоне (таблица). Следовательно, величина 

Nons должна быть убывающей функцией порогового значения эффективного 

коэффициента диффузии. 

Из приведенных выше соотношений следует, что значения Nons для каж-

дого сплава описываются уравнением 
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ons

ons 3 3/2 3/ 2
Z eff ons eff ons

3

4π λ

X
N

D T t T
 ,                                  (5) 

согласно которому объемная плотность кристаллов при Tons пропорцио-

нальна Deff(Tons)
–3/2

. Однако рассчитанный методом наименьших квадратов 

наклон эмпирической линейной зависимости на рис. 8, построенной для 
различных сплавов, заметно ниже и составляет –1.22 ± 0.11. Это означает, 

что на корреляцию между Nons и Deff(Tons) оказывает влияние эффективное 

время (T
2
/qQ), значения которого, представленные в таблице, лежат в диапа-

зоне от 221 s (для Fe73.5Si13.5B9Cu1Nb3) до 57 s (для Al90Y10). 

 

                      
 
Рис. 8. Связь между объемной плотностью кристаллов, формирующихся при Tons в 

сплавах на основе Fe (○) и Al (●), и пороговыми значениями эффективных коэффи-

циентов диффузии. Номера точек на графике соответствуют номерам составов 

сплавов, приведенным в таблице. Штриховая линия – аппроксимация по методу 

наименьших квадратов 

 
Из сопоставления приведенных в таблице расчетных значений объемной 

плотности нанокристаллов при Tons и плотности нанокристаллов на завер-

шающей стадии нанокристаллизации Nf, определенной по рентгенографи-

ческим данным, следует, что по мере уменьшения пороговых значений эф-
фективного коэффициента диффузии различие между указанными параметра-
ми снижается. Это означает, что вклад зарождения в процесс нанокристал-

лизации уменьшается и термическая устойчивость стекол с Deff(Tons)  10
–19

 m
2
/s 

определяется скоростью диффузионно-контролируемого роста нанокристал-
лов. Лимитирующее влияние скорости роста на термическую устойчивость 
характерно для металлических стекол, обладающих высокими скоростями 
зарождения кристаллов, что обусловлено прежде всего их химическим соста-
вом и особенностями аморфной структуры, в частности наличием кластеров, 
снижающих работу образования критических зародышей [19]. 
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Полученные в работе результаты анализа процесса нанокристаллизации 

металлических стекол Al90Y10 и Al87Ni8La5, которые согласуются с данными 

аналогичных исследований и дополняют их, показывают, что эффективные 
коэффициенты диффузии, контролирующей процесс роста кристаллов, поз-
воляют не только установить факторы, определяющие термическую устой-
чивость аморфной структуры, но и рассчитать структурные параметры сте-
кол на начальных стадиях превращения, что открывает новые возможности 
для анализа механизмов кристаллизации. 

4. Выводы 

1. Экспериментально установлено, что кристаллизация металлических 

стекол Al90Y10 и Al87Ni8La5 при нагреве со скоростью 0.167 K/s начинается 

при температурах соответственно 467 и 492 K, происходит в две стадии, на 
первой из которых формируются нанофазные композиты, состоящие из 
аморфной фазы нанокристаллов Al c размерами соответственно 20 и 19.8 nm, 
относительная доля которых составляет 0.33 и 0.29. 

2. Проведены исследования изменений размеров нанокристаллов и кине-

тики их формирования в стеклах Al90Y10 и Al87Ni8La5 в изотермических ус-

ловиях в диапазонах температур соответственно 447–487 K и 486–525 K. 
Путем анализа экспериментальных данных в рамках приближенных ана-
литических моделей нанокристаллизации оценены значения эффективных 
коэффициентов диффузии, контролирующей рост нанокристаллов. Показа-

но, что значения Deff(T) хорошо описываются уравнениями типа Аррениуса 

и согласуются с результатами, опубликованными в литературе. 

3. Рассчитанные по полученным данным значения Deff при температурах 

начала кристаллизации стекол Al90Y10 и Al87Ni8La5 составляют соответ-

ственно 2.6·10
–19

 и 3.1·10
–19

 m
2
/s и лежат в диапазоне пороговых значений Deff 

(10
–18

–10
–20

 m
2
/s), установленном ранее для группы металлических стекол на 

основе Al и Fe, кристаллизующихся по аналогичному (первичному) механизму. 
4. Расчеты объемной плотности нанокристаллов Al, сформированных в 

стеклах Al90Y10 и Al87Ni8La5 в процессе нагрева со скоростью 10 K/min до 

температур начала кристаллизации, дали значения соответственно 2·10
22

 и 

1.4·10
22

 m
–3

, которые хорошо коррелируют с ранее установленной эмпи-

рической зависимостью Nons от пороговых значений эффективных коэф-

фициентов диффузии для серии аморфных сплавов. Расчетные значения Nons 

оказались примерно в 4–5 раз меньше определенных по рентгенографическим 
данным объемных плотностей нанокристаллов Al на завершающих стадиях 

нанокристаллизации исследованных стекол (7.9·10
22

 и 7.3·10
22

 m
–3

 соот-

ветственно), что указывает на заметный вклад зарождения в процесс нано-
кристаллизации. Последний результат согласуется с концепцией изменения 
фактора, лимитирующего термическую устойчивость аморфной структуры, 
от процесса зарождения к процессу роста при снижении пороговых значе-

ний эффективных коэффициентов диффузии от 10
–18

 до 10
–20

 m
2
/s. 
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O.V. Kovalenko. K.A. Svyrydova, S.V. Vasiliev, V.V. Burkhovetskii, V.I. Tkatch 

EFFECTIVE DIFFUSION COEFFICIENTS AND THE STRUCTURE  

OF THE Al90Y10 AND Al87Ni8La5 METALLIC GLASSES AT THE ONSET 

CRYSTALLIZATION TEMPERATURES 

The studies of the structural changes and nanocrystallization kinetics of the Al90Y10 and 
Al87Ni8La5 metallic glasses at isothermal conditions and continuous heating at the rate of 
0.167 K/s have been carried out by X-ray diffraction and electrical resistance measurements 
techniques. The analysis of the experimental data within the relevant analytical models has 
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been performed and the parameters of Arrhenius-type temperature dependencies of the 
effective diffusion coefficients governing nanocrystallization have been estimated. It has 
been established that the «threshold» (at the onset crystallization temperatures) values of 
the effective diffusivity are 2.6·10–19 and 3.1·10–19 m2/s for the Al90Y10 and Al87Ni8La5 
alloys, respectively. These values are in the range of the limiting values of 10

–18
 and 

10–20 m2/s established earlier for a number of metallic glasses. This fact indicates that 
nucleation plays a significant role in the nanocrystallization process. The assumption has 
been supported by essentially lower values of the calculated volume densities of the Al 
nanocrystals at the onset crystallization temperatures as compared to those experimentally 
found in the glasses at the end of nanocrystallization. 

Keywords: metallic glasses, nanocrystallization, structural parameters, analytical models, 
effective diffusion coefficients, threshold values, nucleation and growth 

Fig. 1. X-ray diffraction patterns of the as-prepared rapidly quenched ribbons of Al90Y10 
(1) and Al87Ni8La5 (2) 

Fig. 2. DSC thermograms of the amorphous Al90Y10 (1) и Al87Ni8La5 (2) alloys meas-
ured during continuous heating at 0.167 K/s 

Fig. 3. X-ray diffraction patterns of the amorphous Al90Y10 (1) и Al87Ni8La5 (2) ribbons 
heated up to the temperatures corresponding to the end of primary crystallization (502 
and 580 K, respectively) 

Fig. 4. Scheme of determination of the volume fraction crystallized at the onset crystalli-
zation temperature for the DSC thermogram for the amorphous Al90Y10 ribbon shown in 

Fig. 2 (Tons = 467 K, Xons = 0.006) 

Fig. 5. Annealing time dependence of the average size of Al nanocrystals L in the Al90Y10 

amorphous alloy (a) at the temperatures of 447 (○), 459 (■), 487 K (△) and in Al87Ni8La5 
(б) at 486 K (●). The lines are the results of fitting of L(t) curves by Eq. (1) 

Fig. 6. Fraction of Al nanocrystals X formed in the Al87Ni8La5 amorphous alloy during 

isothermal annealing at the temperatures of 487 (□), 506 (○) and 525 K (△). The lines are 
the results of fitting of X(t) curves by Eq. (2) 

Fig. 7. The effective diffusion coefficients governing nanocrystallization of amorphous 
Al-based alloys: Al90Y10 estimated from the L(t) (□) changes and Al87Ni8La5 estimated 
from L(t) (○) and from X(t) (●). The dashed lines are the linear approximations by the 
least square method with correlation factor  0.85. The solid lines 1 and 2 represent the 
self-diffusion coefficient of crystalline Al [21] and the diffusivity governing nanocrystal-
lization of amorphous Al92Sm8 [7]; 3 and 4 show the effective diffusion coefficients of 
the Al86Ni6Co2Gd3Y2Tb1 and Al87Ni4Fe4Gd5 glasses, respectively [8] 

Fig. 8. Relation between the volume density of crystals formed at Tons in amorphous Fe- 
(○) и Al-based (●) alloys and the threshold values of the effective diffusivity. Numbers in 
the plot correspond to the alloy compositions in the Table. The dashed line is the least 
square linear approximation 
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Статья поступила в редакцию 30 августа 2017 года 

Экспериментально исследовано влияние фазового состава на электропроводность 
образцов керамики на основе диоксида циркония, стабилизированного оксидом 
скандия в концентрации 8, 9.5 и 20 mol%, при их нагреве. Показано, что для образ-
цов керамики с однородным фазовым составом на зависимости электропровод-
ности от температуры гистерезисных и аномальных изменений не происходит. 
Обнаружен рост величины скачка электропроводности в области низких (600–630 K) 
температур для двухфазных образцов керамики как следствие увеличения в них 
количества β-ромбоэдрической фазы при комнатной температуре. Сделан вывод, 
что особенности электропроводности образцов в окрестности полиморфных фа-
зовых переходов связаны с эффектом упорядочения кристаллической структуры 
зерен с ромбоэдрической фазой под действием механической нагрузки. 

Ключевые слова: диоксид циркония, электропроводность, фазовый состав, струк-
турное упорядочение, низкотемпературная аномалия 

Введение 

Вследствие экстремально высокой электропроводности керамика на ос-
нове диоксида циркония, стабилизированного оксидом скандия, достаточно 
широко используется в настоящее время в качестве электролита в топлив-
ных элементах, датчиках концентрации кислорода, электролизерах и других 
аналогичных устройствах. 

Известно, что для диоксида циркония, стабилизированного оксидом скан-

дия, в интервале концентраций 10–13.5 mol% Sc2O3 при комнатной темпера-

туре стабильной является β-ромбоэдрическая фаза, переход в которую из ку-

бической фазы ZrO2 при охлаждении образца сопровождается резким умень-

шением электропроводности материала [1]. Ромбоэдрическая фаза ZrO2 обра-

зуется по существу в результате наследования структурных свойств примес-
ных кластеров Sc–O–Sc [2]. 

Как известно, в твердых растворах объединение (или упорядочение) кла-
стеров обычно сопровождается формированием структур [3,4] c уникальны-
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ми топологическими свойствами – они обладают достаточными степенями 
свободы в своей структуре, чтобы подстроиться под любые (в частности, 
«идеальную») длину и угол связи. Причина этого состоит в том, что опреде-
ленные упорядоченные трехмерные (3D) атомные конфигурации минимизи-
руют энергию механических напряжений, возникающих из-за несоответст-
вия параметров решеток между составляющими твердый раствор соедине-
ниями, тогда как случайное расположение атомов не дает такой минимиза-
ции. Очевидно, что в напряженных системах различные атомные конфигу-
рации могут иметь совсем разные энтальпии при одном и том же атомном 

составе. Например, в твердых растворах AlxGa1−xAs и Gax In1−xP образование 

фаз структурного упорядочения можно наблюдать при концентрациях в ме-
таллической подрешетке x  0.50 [5]. Следствием этого является изменение 
не только кристаллической симметрии нового соединения с кубической на 
тетрагональную, но и оптических свойств по отношению к неупорядочен-
ному твердому раствору подобного состава. Аналогичные эффекты наблю-
дались также и для других материалов [6,7]. 

Несложно пересчитать, что примесные кластеры Sc–O–Sc занимают 1/3 от 

общего объема диоксида циркония, стабилизированного Sc2O3 (при концен-

трациях выше 9.3 mol%). Можно предположить, что под внешним воздействи-
ем (температура, давление, электрическое поле) становится возможным струк-
турное упорядочение этих кластеров в зернах ромбоэдрической фазы керамики 

на основе диоксида циркония при концентрациях Sc2O3 выше 9.3 mol%. 

Ранее [8] авторами настоящей работы было впервые экспериментально 
обнаружено аномальное скачкообразное изменение электропроводности в 

керамике состава ZrO2 + 10 mol% Sc2O3 + 1 mol% CeO2 в интервале темпе-

ратур 600–630 K (рис. 1). Как показали  рентгеновские  исследования, низко- 

                

Рис. 1. Аррениусовские зависимости электропроводности керамики состава ZrO2 + 

+ 10 mol% Sc2O3 + 1 mol% CeO2 в 1-м (○, ●) и 2-м (△, ▲) циклах измерений: зачер-
ненные значки – нагрев, незачерненные – охлаждение [8] 
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температурная аномалия электропроводности при нагреве материала связана 
с полиморфным переходом из кубической фазы в β-ромбоэдрическую (рис. 2). 

В дальнейшем [9] для керамики состава ZrO2 + 9.5 mol% Sc2O3 + 0.5 mol% 

La2O3 было экспериментально подтверждено, что такого рода эффект является 

следствием структурного упорядочения ее зерен ромбоэдрической фазы. 
 

            

            
                          
Рис. 2. Рентгеновский спектр образца состава ZrO2 + 10 mol% Sc2O3 + 1 mol% CeO2 

[8], полученный при температурах T, K: 1 – 293, 2 – 563, 3 – 763, 4 – 963 

С учетом вышеупомянутых публикаций, а также исследований изменения 
фазового состава керамики из диоксида циркония, стабилизированного ок-
сидом скандия, с изменением температуры, выполненных S. Lukich [10], бы-
ла сформулирована цель настоящей работы: рассмотреть влияние фазового 
состава на электропроводность образцов этой керамики при их нагреве. 
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Материалы и методики 

В экспериментах исследовали образцы керамики диоксида циркония, ста-

билизированного 8, 9.5 и 20 mol% Sc2O3. Для керамических образцов исполь-

зовали порошки, приготовленные методом обратного совместного осаж-
дения. Компактирование порошков проводили холодным изостатическим 
прессованием (ХИП) при давлении 1 GPa. Подготовленные порошковые 
компакты спекали при температуре 1550○C в электрической печи в течение 
2 h. Полученные образцы спеченной керамики всех изученных составов 
имели плотность, определенную по общепринятой методике, – примерно 
85% от теоретической. 

Измерения электропроводности исследуемых образцов керамики прово-
дили двухконтактным методом. В качестве электрического контакта исполь-
зовали серебро, которое наносили вжиганием на подготовленные поверх-
ности образцов при температуре  723 K. 

Результаты и их обсуждение 

На рис. 3 приведены зависимости удельной электропроводности иссле-
дуемых образцов керамики от обратной температуры lg–1/Т в режимах 
медленного нагрева и охлаждения со скоростью  2 K/min. 
 

 
                                     а                                                                       б  

Рис. 3. Зависимости ионной проводимости керамики составов ZrO2 + 8 mol% Sc2O3 

(а, кривые 1), ZrO2 + 20 mol% Sc2O3 (а, кривые 2) и ZrO2 + 9.5 mol% Sc2O3 (б): за-

черненные значки – нагрев, незачерненные – охлаждение 
 

Из рис. 3,а видно, что исследуемые образцы керамики диоксида цирко-

ния, стабилизированного 8 и 20 mol% Sc2O3, при их нагреве не проявляют 

гистерезисных и аномальных изменений. Отсутствие последних в низкотем-
пературной области на зависимостях lg–1/Т связано с тем, что в процессе 
нагрева образцы не испытывали полиморфных переходов. Это является пря-
мым следствием однородности их фазового состава [1]. Для образца керами-

ки с содержанием 8 mol% Sc2O3 преимущественной фазой являлась кубичес-

кая, а с содержанием 20 mol% – γ-ромбоэдрическая фаза. 
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Образец керамики диоксида циркония, стабилизированного 9.5 mol% Sc2O3, 

в области высоких (750–900 K) температур при нагреве демонстрирует скачко-
образное изменение гистерезисного характера удельной электропроводности 
на кривых lgσ–1/T (рис. 3,б), что обусловлено полиморфным переходом 
материала из β-ромбоэдрической фазы в кубическую. При последующем ох-
лаждении образца происходит обратный фазовый переход из кубической фа-
зы в β-ромбоэдрическую, носящий гистерезисный характер. Особенностью 
данного перехода является формирование упорядоченной кристаллической 
структуры в зернах образца под действием механической нагрузки [11], о 
чем говорит изменение относительной величины пиков интенсивности на 
рентгеновских спектрах (рис. 4) (аналогом данного явления может служить 
эффект текстурирования). Вследствие такого упорядочения растет электро-
проводность образца. 
 

               
 
Рис. 4. Рентгеновские спектры образца ZrO2 + 9.5 mol% Sc2O3: исходного (●) и по-

сле проведения серии измерений ионной проводимости (○) 

 
В области низких (600–630 K) температур обнаруживается небольшой ска-

чок удельной электропроводности, связанный с переходом из кубической фазы 
в β-ромбоэдрическую (низкотемпературная аномалия электропроводности). 

Сравнение с результатами ранее проведенных исследований показывает, 
что величина скачка электропроводности в области низкотемпературной 

аномалии определяется концентрацией стабилизирующей примеси (Sc2O3) и 

размерами зерен исследуемых образцов. С увеличением концентрации Sc2O3 и 

уменьшением размера зерна исследуемых образцов величина скачка электро-
проводности в данной области будет выше. 
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Выводы 

Исследовано влияние фазового состава на электропроводность образцов 
керамики на основе диоксида циркония, стабилизированного оксидом скан-
дия в концентрации 8, 9.5 и 20 mol%, при их нагреве. Экспериментально по-
казано, что в случае однородного фазового состава образцов керамики и от-
сутствия в процессе их нагрева полиморфных переходов в исследуемом ин-
тервале температур гистерезисных и аномальных изменений электропровод-
ности на кривых lgσ–1/T не наблюдается. В случае двухфазных образцов ке-

рамики с увеличением концентрации стабилизирующей примеси (Sc2O3) и 

уменьшением размера зерна исследуемых образцов происходит увеличение 
количества β-ромбоэдрической фазы при комнатной температуре, что сопро-
вождается ростом величины скачка электропроводности в области низких 
(600–630 K) температур на кривых lgσ–1/T. Показано, что данный эффект 
связан с упорядочением кристаллической структуры зерен образца с ромбо-
эдрической фазой под действием механической нагрузки. 
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V.I. Barbashov, E.V. Nesova 

EFFECT OF PHASE COMPOSITION ON THE ELECTRICAL  
CONDUCTIVITY OF THE ScSZr CERAMICS 

The effect of phase composition on the electrical conductivity of the ScSZr ceramics with 
scandia content of 8, 9.5 and 20 mol% was studied experimentally under heating. It is 
shown that in the samples of ceramics characterized by homogeneous phase composition, 
hysteresis loops and anomalous behavior of the temperature dependence of electrical 
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conductivity are not observed. In two-phase ceramic samples, a significant increase in the 
jump of electric conductivity is found at low (600–630 K) temperatures. This is due to 
increasing amount of the β-rhombohedral phase in these samples at room temperature. A 
conclusion is made that the specific features of the electrical conductivity of the samples 
in the vicinity of the polymorphic phase transitions are associated with ordering the crys-
tal structure of grains in rhombohedral phase under mechanical load. 

Keywords: zirconia, electric conductivity, phase composition, structural ordering, low-
temperature anomaly 

Fig. 1. Arrhenius dependences of electric conductivity in the ZrO2 + 10 mol% Sc2O3 + 1 mol% 

CeO2 ceramics at the 1st (○, ●) and 2nd (△, ▲) cycles of testing: black signs – heating, 
open signs – cooling [8] 

Fig. 2. X-ray spectrum of the ZrO2 + 10 mol% Sc2O3 + 1 mol% CeO2 sample [8] regis-
tered at the temperature of T, K: 1 – 293, 2 – 563, 3 – 763, 4 – 963 

Fig. 3. Dependences of ionic conductivity of the ceramics ZrO2 + 8 mol% Sc2O3 (а, 
curves 1), ZrO2 + 20 mol% Sc2O3 (а, curves 2) and ZrO2 + 9.5 mol% Sc2O3 (б): black 
signs – heating, open signs – cooling 

Fig. 4. X-ray spectra of the ZrO2 + 9.5 mol% Sc2O3 sample: the original one (●) and that 
after the series of measurements of ionic conductivity (○) 
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ВЛИЯНИЕ ПОЛЯ ПОДМАГНИЧИВАНИЯ НА ХАРАКТЕРИСТИКИ 
МАГНИТНОГО СЕНСОРА НА ОСНОВЕ ПЛЕНОК 
ЖЕЛЕЗОИТТРИЕВОГО ГРАНАТА 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 2 октября 2017 года 

Экспериментально изучен ряд физических закономерностей, необходимых для оп-
тимизации характеристик магнитных сенсоров, построенных по схеме автодина 
с преобразованием величины внешнего магнитного поля (МП) в частоту измери-
тельного сигнала. Установлено, что конфигурация полей, обеспечивающая макси-
мальный частотный отклик сенсора на вариацию внешнего поля, соответствует 
коллинеарной ориентации вектора возбуждающего высокочастотного (ВЧ) поля с 
вектором поля подмагничивания и с проекцией оси «тяжелого» намагничивания 
железоиттриевого граната (ЖИГ) на кристаллографическую плоскость [111]. 
Зависимость амплитуды частотного отклика сенсора от величины поля подмаг-
ничивания, управляющего структурой магнитных доменов, является немонотон-
ной и представляет собой набор широких пиков. Максимальная разрешающая спо-
собность сенсора достигается при двух значениях поля подмагничивания, соот-
ветствующих примерно середине интервалов МП, в которых с ростом поля вид 
доменной структуры изменяется от «паркетной» к «полосовой» и от «полосовой» 
к монодоменной. При фиксированной величине поля подмагничивания для отно-
сительно малых значений внешнего поля сенсор демонстрирует практически ли-
нейную характеристику преобразования величины МП в частоту измерительного 
сигнала. 

Ключевые слова: сенсор магнитного поля, пленки железоиттриевого граната, 
феррозонд, магнитометр 

Введение 

К настоящему времени существенно расширился перечень задач, для ре-
шения которых необходимы измерения слабых и сверхслабых магнитных 
полей. Развитие систем аэрокосмической навигации, систем магнитного по-
зиционирования и локации, медицинской диагностики, сейсмологических 
исследований, охранных и мониторинговых систем требует создания срав-
нительно недорогих и высокочувствительных магнитных сенсоров с улуч-
шенными техническими характеристиками. Для удовлетворения актуальных 
потребностей разработчики предлагают различные типы сенсоров на основе 
как традиционных, так и новых материалов, в том числе с использованием 
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новых физических принципов [1,2]. Интерес к магнитным сенсорам на базе 
эпитаксиальных пленок ЖИГ обусловлен возможностью создания недоро-
гих и удобных для различных применений магнитометрических устройств. 

В настоящее время предложено несколько вариантов построения высоко-
чувствительных сенсоров МП на основе пленок ЖИГ. Наиболее изученным 
и готовым к практическому применению является феррозонд, в котором в 
качестве магнитоактивной среды используется намагниченная до насыще-
ния пленка в форме диска [3,4]. При возбуждении пленки переменным МП, 
вращающимся в ее плоскости, в сигнале отклика можно выделить три ком-
поненты измеряемого поля. Магнитометр, созданный на этом принципе, на-

дежно контролирует сверхслабые магнитные поля с напряженностью 10
–8

 Ое 

[5,6], что является рекордом для неквантовых магнитометров. 
Альтернативный подход к созданию магнитных сенсоров основан на вы-

сокой чувствительности микроскопической структуры доменов пленки ЖИГ 
к воздействию внешнего МП. Такой режим работы реализуется при исполь-
зовании возбуждающего ВЧ-поля с относительно малой амплитудой, когда 
пленка находится в далеком от насыщения состоянии. Направление, колли-
неарное к вектору возбуждающего МП, имеет постоянную ориентацию по 
отношению к кристаллографическим осям пленки и к вектору поля подмаг-
ничивания. В простейшем случае такой сенсор может быть реализован по 
схеме автогенератора (автодина), в котором пленка ЖИГ является сердечни-
ком катушки индуктивности резонансного контура. В зависимости от вели-
чины внешнего МП пленка изменяет резонансную частоту и добротность 
контура, что позволяет регистрировать изменения поля по изменению ам-
плитуды колебаний или рабочей частоты сенсора. 

Экспериментальный образец магнитометра, созданного на основе автоге-
нератора, продемонстрировал высокие значения динамического и частотно-

го диапазонов МП (10
–6

–5 Oe и 0–2 GHz соответственно) [7]. Этот принцип 

построения сенсоров был успешно применен при разработке многоканаль-
ного магнитометра, предназначенного для мониторинга малых изменений 
МП в выделенной области пространства [8]. Тем не менее оптимизация ха-
рактеристик сенсора в отношении обеспечения максимальной разрешающей 
способности, снижения уровня флуктуационных шумов, формирования диа-
граммы направленности и др. является многофакторной задачей, для реше-
ния которой требуются дополнительные, прежде всего экспериментальные, 
исследования. Среди наиболее важных факторов, влияющих на основные 
характеристики сенсора, следует отметить необходимость оптимизации раз-
меров и формы пленки, конфигурации измерительных полей, рабочих час-
тот, оптимальных величин возбуждающего поля и поля подмагничивания. 

Кроме того, важно соблюсти определенную ориентацию кристаллогра-
фических осей пленки по отношению к вектору возбуждающего МП. Дейст-
вительно, как нами было показано ранее [9], в зависимости от этой ориента-
ции разрешающая способность (чувствительность) сенсора может изменять-
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ся в несколько раз. Учет данного обстоятельства важен при производстве 
серии датчиков МП для обеспечения идентичных характеристик. Отметим 
также, что в работе [9] была обнаружена возможность формирования отно-
сительно узкой диаграммы направленности сенсора, на которую влияют 
форма пленки и условия ее взаимодействия с измерительными полями. 

В отношении выбора размера реальных ЖИГ-пленок для оптимизации 
характеристик сенсоров следует иметь в виду еще одну особенность. Пленки 
в нулевом внешнем поле обладают семейством ориентационных состояний 
намагниченности, что приводит к сложному поведению магнитного момента 
при намагничивании пленки [10]. Фактически в ней образуются макроско-
пические блоки с отличающимся видом доменной структуры, что, в конеч-
ном счете, существенно влияет на характеристики сенсоров. Наличие таких 
блоков, по-видимому, вызвано не только большим макроскопическим раз-
мером пленки, но и наличием в ней структурных дефектов. Этот вопрос изу-
чен пока недостаточно, хотя ясно, что производство высококачественных 
пленок и приготовление образцов с минимальным количеством структурных 

дефектов, играющих роль центров пиннинга доменных границ, представля-
ют собой отдельную задачу. 

В настоящей работе мы исследуем влияние условий взаимодействия эпи-
таксиальных пленок ЖИГ с «внутренними» полями сенсора (полями возбу-
ждения и подмагничивания) на разрешающую способность сенсора, постро-
енного по схеме автодина с преобразованием величины внешнего МП в час-
тоту измерительного сигнала. 

Результаты исследований и обсуждение 

Схематически сенсор МП представляет собой автогенератор. В качестве 
активного элемента использована генераторная часть промышленно выпус-
каемого прибора Ш1-1 или миниатюрный генератор, собранный на одном 
транзисторе КТ-3130А и конструктивно размещенный вместе с резонансным 
контуром в отрезке металлического волновода 8-миллиметрового СВЧ-диа-
пазона. Двусторонние ЖИГ-пленки в форме дисков диаметром 3 и 6.5 mm 
на монокристаллических подложках гадолиний-галлиевого граната толщи-
ной 0.5 mm применяли в качестве сердечника катушек индуктивности, вхо-
дящих в состав резонансного контура. Относительно большие величины МП 
контролировали магнитометром Ш1-8, а малые вариации поля рассчитывали 
по величине тока в модуляционных обмотках электромагнита. Рабочую час-
тоту сенсора контролировали цифровым частотомером Ч3-57. 

С точки зрения экспериментальной методики изменения частоты резо-
нансного контура обусловлены изменением индуктивности катушки вслед-
ствие изменения магнитной проницаемости пленки, которую будем характе-

ризовать эффективным значением eff = L/L0. Поскольку катушка с пленкой 

представляет собой достаточно высокодобротную систему, резонансная час-

тота контура может быть оценена по формуле Томсона 0 = (LC)
–2

. Тогда 
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измеряемая частота будет характеризовать эффективную магнитную прони-

цаемость: eff(H) = F0/F(H), где F0 = 0/2 – резонансная частота контура с 

катушкой без сердечника. 
В литературе рассматривается несколько механизмов взаимодействия 

ЖИГ-пленок с возбуждающим ВЧ-полем при наличии доменной структуры 
[11]. Это взаимодействие ВЧ-поля с внутренними магнитными моментами 
доменов (прецессия магнитных моментов и вариация полей «размагничива-
ния» на границах доменов), возбуждение колебаний в доменных стенках и 
движение доменных границ. 

Для практического использования пленок в качестве чувствительного 
элемента важно знать, какая конфигурация полей является наиболее эффек-
тивной. Сразу следует отметить, что при нулевой величине поля подмагни-

чивания Hin частотный отклик сенсора на малые вариации МП относительно 

мал, и, как будет показано ниже, он немонотонно повышается с ростом Hin. 

При постоянной величине Hin максимальная амплитуда отклика соответ-

ствует параллельной его ориентации с направлением, коллинеарным вектору 
ВЧ-поля, причем при нарушении этой конфигурации величина отклика убы-
вает. Представленные ниже ре-
зультаты измерений соответству-
ют именно такой геометрии полей.  

На рис. 1 показана зависи-
мость рабочей частоты сенсора 
на основе ЖИГ-пленки в форме 
диска диаметром ~ 3 mm от внеш-
него МП в больших пределах (от   
–200 до 200 Oe), достаточных для 
полного перемагничивания плен-
ки. Как видим, по мере возраста-
ния величины поля значительное 
уменьшение частоты (рост маг-
нитной проницаемости) происхо-
дит на участке от 0 до ~ 30 Oe. При 
дальнейшем росте поля производ-
ная dF/dH изменяет знак, и наблюдается повышение частоты (уменьшение 
магнитной проницаемости) вплоть до величины поля 80–100 Oe. При боль-
ших значениях МП зависимость становится слабой, что свидетельствует о 
переходе пленки в состояние насыщения намагниченности. Таким образом, 
процесс перемагничивания пленки до насыщения происходит в пределах      
поля –100 < H < 100 Oe, а внутри этой области, в окрестности поля H  30        

и –30 Oe есть особые точки, где достигаются максимальная величина eff и 

минимум добротности. Для выяснения связи наблюдаемой зависимости с 
процессом изменения вида доменной структуры мы провели дополнитель-
ное исследование. 

Рис. 1. Зависимость рабочей частоты 

сенсора от величины поля подмагни-

чивания 
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На рис. 2 представлены изображения доменной структуры пленки при 
двух значениях постоянного МП. Для получения изображений был исполь-
зован оптический поляризационный микроскоп (Axioscop 40 Pol Carl Zeiss), 
принцип действия которого основан на эффекте Фарадея. Контрастное изо-
бражение доменов в таком микроскопе можно получить только при наличии 
компонентов намагниченности доменов в нормальном к плоскости пленки 
направлении. То есть светлые и темные области на рис. 2 соответствуют до-
менам, имеющим в этом направлении компоненты намагниченности с 
противоположным направлением. При этом векторы намагниченности лежат 
в основном в плоскости пленки. Данный вопрос ранее рассматривался, 
например, автором работы [12]. 

 

           

                а                                                                       б 

Рис. 2. Вид доменной структуры на участке пленки ЖИГ при величине внешнего 

магнитного поля H = 0 (а) и H = 18 Ое (б) 
 

При нулевом поле подмагничивания наблюдается преимущественная ори-
ентация полос доменов вдоль трех направлений в плоскости пленки (рис. 2,а), 
которые образуют между собой угол в 120 («паркетная» доменная структу-
ра). Ранее в работе [9] нами было установлено, что эти направления принад-

лежат семейству кристаллографических осей 112. При Hin = 18 Oe картина 

доменной структуры соответствует «полосовой» структуре (рис. 2,б). Направ-

ление полос близко к направлению внешнего МП. В полях Hin > 30 Oe кон-

траст изображения ослабляется вследствие радикального уменьшения нор-
мальных к плоскости пленки компонент намагниченности доменов, и при 
больших значениях поля наблюдение картины доменной структуры стано-
вится невозможным. Тем не менее, исходя из вида кривой, приведенной на 
рис. 1, следует заключить, что монодоменная структура формируется при 
возрастании полей до значений 80–100 Oe. 

Отметим, что при Hin = 0 в пленке одновременно наблюдается набор мак-

роскопических областей (блоков), в которых вид доменной структуры в 
большей или меньшей степени отличается. То есть оптимизация доменной 
структуры по принципу минимума энергии взаимодействия в реальной мак-
роскопической пленке происходит как внутри блоков, так и между блоками. 
Исходя из практических наблюдений, модификация вида доменной структу-
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ры с ростом МП происходит в такой последовательности: от «лабиринтной» 
и «паркетной» к «полосовой». Хотя в отдельных блоках эта последователь-
ность может нарушаться. Подобный факт ранее отмечен в работе [12]. Даль-
нейший переход от «полосовой» к монодоменной структуре связан с подав-
лением (уменьшением доли) энергетически невыгодных доменов. Автор [12] 
выделяет два механизма, обусловленных смещением границ. В первом слу-
чае последовательно изменяется ширина светлых и темных полос, во втором 
– уменьшается длина отдельных энергетически невыгодных доменов. 

Таким образом, в отношении зависимости, приведенной на рис. 1, следует 
выделить две области: 0 < H < 30 Oe и 30 Oe < H < 100 Oe. В первой с рос-
том МП происходит сложное преобразование вида доменной структуры 
(внутри блоков и между ними), а во второй работает в основном механизм 
подавления энергетически невыгодных доменов в процессе перехода от 
«полосовой» к монодоменной структуре. 

Далее рассмотрим полевые зависимости частотного отклика сенсора на 
основе пленки большего размера. В эксперименте использована двусторон-

няя пленка ЖИГ толщиной ~ 10 m в форме диска диаметром 6.5 mm. Кроме 
того, пленка является более дефектной, чем первая, она имеет ряд повреждений 
в виде царапин, полученных при механической обработке образца. 

На рис. 3,I,а приведена зависимость частоты автогенератора от величины 
поля подмагничивания в интервале 0–25 Ое, а на рис. 3,I,б – зависимость 
частотного отклика ∆F от величины малых вариаций МП. Частотный отклик 
формируется в результате воздействия на пленку зондирующего сигнала, 
представляющего собой прямоугольные магнитные импульсы в форме ме-
андра амплитудой 0.5 Ое и периодом 20 s. Как видно, зависимость F(H) при 
большем разрешении нелинейна. Кроме того, в малых полях (H < 6 Oe) эта 
зависимость проявляет явный гистерезис. С точки зрения физики гистерезис 
отражает возможность многочисленных вариантов формирования доменной 
структуры в зависимости от конкретных условий и предыстории. 

С ростом МП (H > 6 Oe) гистерезис становится менее выраженным. При 
этом зависимость частотного отклика сенсора –F(H) является очень немо-
нотонной – в виде трех последовательных пиков с разной амплитудой. Естес-
твенно предположить, что такой сложный вид зависимости –F(H) вызван 
процессом модификации доменной структуры. Это возможно, если сущест-
венный вклад в величину магнитной проницаемости пленки дает механизм, 
связанный с движением (смещением) доменных границ. В таком случае 
природа нелинейности F(H) и немонотонной зависимости F(H) естествен-
но объясняется наличием в пленке барьеров (центров пиннинга), препят-
ствующих смещению доменных границ. 

На рис. 3,II представлены зависимости, аналогичные приведенным на 
рис. 3,I, в более широком интервале полей. Измерения проведены на той же 
пленке, но на более высоких частотах. Как видно, в интервале полей H > 30 Oe 
форма кривой F(H) по сравнению с аналогичной зависимостью, приведен-



Физика и техника высоких давлений 2017, том 27, № 4 

 107 

ной на рис. 1, является менее гладкой. Наличие явных искажений кривой в 
виде дополнительных перегибов естественно связать с дефектностью пленки 
большего размера и с наличием в ней центров пиннинга для смещения 
доменных границ. В результате в интервале полей 30  H  80 Oe зависи-
мость отклика F(H) (рис. 3,II,б) имеет более сложный вид. Если участки 
зависимости F(H) аппроксимировать двумя отрезками прямой линии (см.     
рис. 3,II,а), то с учетом их наклона расчетная величина частотного отклика 
получается в два-три раза меньше по амплитуде, чем максимальные экс-  
периментально измеренные значения F (рис. 3,II,б). Следовательно, нали-
чие дефектов может повысить разрешающую способность сенсора при ис-
пользовании оптимальной величины поля подмагничивания. 

I 

         
                                   а                                                                 б         

II 

            
                       а                                                                 б 

Рис. 3. Зависимость от величины магнитного поля рабочей частоты сенсора (а) и 

частотного отклика сенсора на малые вариации поля в различных интервалах полей 

(б): I – Н = 0–25 Ое, II – Н = 0–120 Ое 
 

Отметим тот факт, что нелинейность зависимости F(H) не является боль-
шим препятствием для контроля величины МП в интервале 30–80 Oe. В то 
же время эта возможность не представляет какого-либо практического инте-
реса, поскольку в данной области хорошо работают другие сенсоры, на-
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пример датчики Холла. Более интересной 
является область малых полей (H <         
< 1 Oe). Для контроля малых значений 
внешнего магнитного поля поле под-
магничивания устанавливается фикси-
рованным, а сенсор по изменению ра-
бочей частоты контролирует отклоне-
ние МП от этого значения. Для при-
мера на рис. 4 приведена зависимость 
изменения частоты автодина от вели-
чины измеряемого поля при значении 

Hin = 38 Ое. Как видно, в этом режиме 

сенсор демонстрирует линейную ха-
рактеристику преобразования относи-
тельно малых значений МП в частоту сенсора при достаточно высоком ко-

эффициенте преобразования (F/Н ~ 10
5
 Hz/Oe).  

Выводы 

1. Оптимальная конфигурация полей для работы сенсора соответствует 
коллинеарной ориентации вектора возбуждающего ВЧ-поля с вектором поля 
подмагничивания, причем максимальная разрешающая способность сенсора 
достигается при совпадении этой ориентации с проекцией оси «тяжелого» 
намагничивания ЖИГ на кристаллографическую плоскость [111]. 

2. Зависимость амплитуды частотного отклика сенсора от величины поля 
подмагничивания, управляющего структурой магнитных доменов, является 
немонотонной и представляет собой набор широких пиков. Максимальная 
разрешающая способность сенсора МП достигается при двух значениях по-
ля подмагничивания, соответствующих примерно середине интервалов МП, 
в которых с ростом поля вид доменной структуры изменяется преимущест-
венно от «паркетной» к «полосовой» и от «полосовой» к монодоменной. 

3. При фиксированной величине поля подмагничивания для относительно 
малых значений внешнего МП сенсор демонстрирует практически линей-
ную характеристику преобразования величины поля в частоту измеритель-

ного сигнала и высокий коэффициент преобразования (F/Н ~ 10
5
 Hz/Oe). 

4. Из анализа экспериментальных данных сделан вывод о том, что важ-
ный вклад в эффективность преобразования величины МП в рабочую часто-
ту сенсора обеспечивает физический механизм, связанный с движением (пе-
ремещением) доменных границ. 
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Yu.M. Nikolaenko, N.I. Mezin, V.V. Kononenko, N.B. Efros 

EFFECT OF MAGNETIC BIAS FIELD ON THE CHARACTERISTICS OF 
THE MAGNETIC SENSOR BASED ON YTTRIUM IRON GARNET FILMS 

We have experimentally studied a number of physical laws that are necessary for 
optimizing the characteristics of magnetic sensors constructed with using the autodyne 
scheme with the conversion of the magnitude of the external magnetic field (MF) into the 
frequency of the measuring signal. It is shown that the field configuration providing the 
maximum frequency response of the sensor to a small variation of the external field is 
related to the collinear orientation of the vector of exciting high frequency (HF) field with 
the bias field vector as well as the projection of the «heavy» magnetization axis of yttrium 
iron garnet (YIG) on the crystallographic plane [111]. The bias field dependence of the 
frequency response amplitude of the sensor is a nonmonotonic function in the form of a 
set of wide peaks. The maximum resolving power of the sensor is achieved at two values 
of the bias field corresponding approximately to the middle of the MF intervals, in which 
the form of the domain structure changes from «parquet-like» to «strip-like» and from 
«strip-like» to «single domain» as the field increases. At a fixed value of the bias field and 
relatively small values of the external field, the sensor demonstrates almost linear 
characteristics of the conversion of the MP value to the frequency of the measurement signal. 

Keywords: magnetic field sensor, iron yttrium garnet films, ferroprobe, magnetometer 

Fig. 1. Bias magnetic field dependence of the sensor frequency 

Fig. 2. Form of the domain structure at the YIG film region at the MF values H = 0 (а) 
and H = 18 Ое (б) 

Fig. 3. Magnetic field dependence of the sensor frequency (a) and the frequency response 
of the sensor to small variation of MF (б): I – Н = 0–25 Ое, II – Н = 0–120 Ое 

Fig. 4. External magnetic field dependence of the sensor frequency variation 
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Изучены спонтанные фазовые переходы в доменной структуре феррит-гранатовой 
пленки в температурном интервале от точки компенсации до температуры Не-
еля. При изменении температуры фазовые переходы в доменной границе вызыва-
ют фазовые переходы в решетке цилиндрических магнитных доменов (ЦМД). По-
казано, что температурный интервал устойчивости решетки ЦМД зависит от 
структуры доменных границ. 

Ключевые слова: феррит-гранатовая пленка, решетка ЦМД, фазовый переход, 
вертикальная блоховская линия 

1. Введение 

Неоднородные структуры ферритов-гранатов, т.е. магнитные доменные 
структуры, представляют собой периодически чередующиеся области с анти-
параллельным направлением намагниченности, разделенные доменными 
границами. Последние, в свою очередь, являются неоднородными структу-
рами, в которых происходят изменения ориентации спинов от их направле-

ния в одном домене к их направлению в соседнем домене. Структура до-
менных границ зависит от выбранного кристаллографического направления 
пленки, ее толщины, температуры и действия магнитных полей. При рас-
смотрении распределения спинов в доменной границе предполагается, что 
при переходе через нее нормальная составляющая спинового магнитного 
момента не испытывает изменений, поскольку в данном случае полная маг-
нитостатическая энергия минимальна. Намагниченность в доменной границе 
лежит в плоскости стенки, и на ее поверхности не возникают магнитные за-
ряды. Это означает, что поворот спинов по толщине доменной границы 
можно уподобить винтовому вращению. Такие доменные стенки называют-
ся доменными границами Блоха и представляют собой наиболее общий тип 
доменных границ в ЦМД-материалах, поскольку они минимизируют энер-
гию размагничивания. Симметрия допускает два возможных направления 
поворота намагниченности в доменной границе – право- и левовинтовое. В 
доменной границе Нееля спины распределяются с нарушением правила      
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непрерывности нормальной составляющей. При этом оказывается более         
выгодным поворот в плоскости, параллельной плоскости пленки. 

В эпитаксиальных пленках с осью легкого намагничивания, перпендику-
лярной развитой поверхности пленки, доменная граница Блоха наблюдается 
в широком температурном интервале вплоть до температуры Нееля. И толь-
ко при приближении к точке компенсации, где растут величины константы 
кубической анизотропии и характеристическая длина пленки, доменная гра-
ница Блоха переходит в доменную границу Нееля. Если в пленке формиро-
вать решетку ЦМД импульсным магнитным полем, перпендикулярным плос-
кости пленки, то создается доменная граница ЦМД, имеющая сложную 
структуру. В этой границе образуется большое число поворотов спинов ле-
во- и правовинтовых направлений (полярностей). Линия, разделяющая два 
участка стенки Блоха с различными полярностями, проходит вертикально 
через пленку, и такую структуру назвали вертикальной блоховской линией 
(ВБЛ). Число линий Блоха в ЦМД должно быть четным, т.е. в стенке домена 
могут находиться только пары линий Блоха. Длина окружности ЦМД пред-

ставляет собой граничное условие, которое заставляет линии Блоха сбли-
жаться до интервала s = d/2N, где d – диаметр ЦМД, N – число оборотов 
спинов, s – расстояние между ВБЛ [1]. 

Для ЦМД с диаметром 4–13 m получено максимальное значение N = 90, 
что соответствует 180 блоховским линиям. 

При изменении температуры T изменяются магнитные характеристики 

феррита-граната: намагниченность насыщения 4Ms, характеристическая дли-

на l, поверхностная плотность энергии доменных границ 2σ = 4π sM l . Это 

сказывается на особенностях доменной структуры: ее виде, фазовых перехо-
дах в ней, структуре доменных границ. 

Определение механизма фазовых переходов в доменной структуре акту-
ально как для фундаментальной физики, так и в прикладном плане, напри-

мер в микроэлектронике и спинтронике. И в других твердых телах происхо-
дят процессы, подобные тем, что имеют место в феррит-гранатовых плен-
ках: упорядочение и разупорядочение, фазовые переходы и т.д., но, к сожа-
лению, они недоступны для непосредственного наблюдения и изучаются 
косвенными методами. Преимущества феррит-гранатовых пленок состоят в 
том, что в них возможна визуализация происходящих процессов благодаря 
эффекту Фарадея. Эпитаксиальные пленки ферритов-гранатов – это пре-
красный модельный объект для изучения механизма фазовых переходов        
в твердых телах. 

Экспериментально было обнаружено, что изменение температуры пленки 
вызывает не только изменение доменных фаз, но и структурные преобразо-
вания в доменных границах, которые можно рассматривать как фазовые пе-
реходы. Таким образом, фазовые переходы в доменной структуре состоят из 
фазовых переходов в доменной границе и в самих доменах. 
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В работе исследованы равновесные и неравновесные решетки ЦМД. По-
ставлена цель – показать, что температурный интервал устойчивости нерав-
новесной решетки ЦМД определяется структурой доменной границы. 

Для исследования выбрана пленка с развитой поверхностью 111, выра-
щенная методом жидкофазной эпитаксии на гадолиний-галлиевой подложке 

состава (TmBi)3(FeGa)5O12, при температуре Нееля ТN = 437 K и температу-

ре магнитной компенсации Tc = 120 K. В условиях комнатной температуры 

пленка имеет фактор качества Q > 5. При такой величине Q в доменной гра-
нице действием импульсного магнитного поля создавали ВБЛ [1]. Домен-
ную структуру наблюдали благодаря эффекту Фарадея. 

2. Результаты и их обсуждение 

Пленка имеет сильную одноосную анизотропию, вследствие чего в широ-

ком температурном интервале при T > Tc наблюдается осевая фаза, т.е. соз-

даются ЦМД. В отсутствие поля смещения гексагональная решетка ЦМД 
формируется импульсным магнитным полем, перпендикулярным плоскости 

пленки. Затем импульсное поле выключается. Такая решетка является рав-
новесной при температуре формирования. При эксперименте в качестве 
критериев равновесности применяются два условия: 1) решетка сохраняется 
неограниченное время при температуре формирования; 2) ее можно вновь 
создать с теми же параметрами (диаметром ЦМД и периодом решетки а). На 
рис. 1 приведены температурные зависимости магнитных характеристик пленки. 
Под действием импульсного магнитного поля формируются жесткие домен-
ные границы с большим количеством ВБЛ. В жестких доменах имеются две 
силы (сила отталкивания ВБЛ и магнитостатическая сила), которые уравно-
вешиваются сжимающими силами поверхностного натяжения стенки Блоха. 

 

 

Рис. 1. Температурные зависимости намагниченности насыщения 4Мs (), харак-
теристической длины l () и плотности энергии доменной границы  (○) 
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Рис. 2. Виды доменных структур пленки: а – решетка ЦДМ при T = 300 K; б, в – 
фазовые переходы в решетке при нагревании соответственно при Т1 и Т3 

 
При T = 300 K образуется решетка ЦМД (рис. 2,а). Это равновесная ре-

шетка при температуре формирования Tf [2]. Температурные зависимости 

периода решетки a(T) и диаметра ЦМД d(T) подобны зависимости l(T). Со-
гласно [1] в границе ЦМД создаются ВБЛ. В решетке ЦМД, как в любой 
термодинамической системе, происходит перераспределение сил таким об-
разом, чтобы был минимум энергии. Поэтому в доменных границах ЦМД, 
составляющих решетку, импульсным магнитным полем формируется хотя и 
большое число блоховских линий, но, тем не менее, их количество меньше, 
чем в одиночных доменах. Благодаря силам, действующим на доменную 
границу и температурным зависимостям характеристик пленки (см. рис. 1), 
при T = 300 K создавали максимальное число блоховских линий в доменной 
границе (точка A на рис. 3). Для равновесной решетки ЦМД температурная 
зависимость числа ВБЛ изображена кривой 1 на рис. 3.   

Если решетку ЦМД сформировать при 300 K, а затем изменять темпера-
туру пленки, то решетка сохраняется (хотя является уже неравновесной) в 

температурном интервале T1–T3, на обеих температурных границах которого  

 

           

Рис. 3. Температурные зависимости параметров решеток ЦМД: 1, 2 – N/N0 ВБЛ в 

доменной границе соответственно равновесной и неравновесной решетки; 3 – пе-

риод неравновесной решетки 
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происходят фазовые переходы. При T1 в решетке ЦМД наблюдается фазо-

вый переход первого рода в двухфазную структуру с сохранением числа до-
менов (см. рис. 2,б), вызванный фазовым переходом в доменной границе. 
При этом число ВБЛ в доменной границе уменьшается путем аннигиляции 

(точка С1 на рис. 3). При Т3 в решетке происходит фазовый переход первого 

рода в новую решетку ЦМД с уменьшением числа доменов (рис. 2,в) [3]. 
При этом в доменной границе происходит фазовый переход с уменьшением 

числа ВБЛ путем раскручивания (точка С2 на рис. 3). В исследуемом темпе-

ратурном интервале наблюдается несколько таких фазовых переходов в до-
менной границе и в решетке ЦМД [2]. Полученные экспериментальные дан-
ные приведены в таблице. 

Таблица 

Механизм фазовых переходов первого рода в доменной границе 

Температурный 
интервал 

Изменение магнитных характеристик  
пленки с изменением температуры 

Механизм фазового  
перехода  

1fT T  T , Ms , l ,    d , a , N  Путем аннигиляции 

3fT T  T , Ms , l ,    d , a , N  Путем раскручивания 

 
Из рис. 3 видно, что температурные интервалы устойчивости ∆T неравно-

весных решеток ЦМД зависят от числа ВБЛ в доменной границе. Так, при 
максимальном числе ВБЛ (точка A на рис. 3) температурный интервал устой-

чивости равен В1–В2, при меньшем числе ВБЛ (точка С1) этот интервал уве-

личивается (С2–D). При простой блоховской стенке, которая создается при  

T = 0.98TN [3], температурный интервал устойчивости максимален (K1–K2). 

Выводы 

Структура доменной границы ЦМД очень чувствительна к температур-
ному изменению параметров пленки. В ней происходят спонтанные фазовые 
переходы первого рода, которые вызывают фазовые переходы в решетке 
ЦМД. Механизм фазовых переходов в доменной границе при нагревании и 
охлаждении пленки имеет существенные отличия. Число ВБЛ в доменной 
границе при нагревании уменьшается путем аннигиляции, а при охлаждении 
– путем раскручивания. Температурный интервал устойчивости ЦМД зави-
сит от структуры доменной границы. С уменьшением числа ВБЛ в доменной 
границе температурный интервал устойчивости решетки ЦМД увеличивает-
ся. Решетка ЦМД с простой блоховской стенкой наиболее устойчива и со-
храняется в широком температурном интервале. 
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Ju.A. Siryuk, A.V. Bezus, E.D. Bondar, V.V. Smirnov 

THERMAL STABILITY OF BUBBLE LATTICES IN AN UNIAXIAL  

FERRITE-GARNET FILM 

Spontaneous phase transitions in the domain structure of a ferrite-garnet film in the tem-
perature range from the point of magnetic compensation to the Neel temperature have 
been studied. The phase transitions in the domain wall cause phase transitions in the bub-
ble lattice at the temperature change. It is shown that the temperature range of stability of 
the bubble lattice depends on the structure of domain walls. 

Keywords: ferrite-garnet film, bubble lattice, phase transition, vertical Bloch line 

Fig. 1. Temperature dependences of saturation magnetization 4Мs (), characteristic 
length l (●) and the energy density of a domain boundary  (○) 

Fig. 2. Types of domain structures in a film: а – bubble lattice at T = 300 K; б, в – phase 
transition in a lattice under heating at Т1 and Т3, respectively 

Fig. 3. Temperature dependences of the parameters of bubble lattices: 1, 2 – N/N0 vertical 

Bloch lines in the domain boundary of an equilibrium and nonequilibrium lattice; 3 – pe-

riod of a nonequilibrium lattice 
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ОСОБЕННОСТИ МЕТОДОВ КОНТРОЛЯ ТОЛЩИНЫ ТОНКИХ  
ЭПИТАКСИАЛЬНЫХ LSMO-ПЛЕНОК 
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Статья поступила в редакцию 21 августа 2017 года 

Экспериментально изучены особенности контроля наноразмерной толщины пле-
нок La0.7Sr0.3MnO3 (LSMO) с помощью гравиметрического метода и SEM-изобра-
жений бокового скола пленки. Предложен косвенный метод контроля толщины 
пленок, основанный на анализе данных по относительному содержанию атомов в 
пленочных структурах, которое регистрируется энергодисперсионным спектро-
метром со стороны пленки. Для оценки малых толщин d < 100 nm теоретически 
рассмотрена возможность контроля толщины пленок по величине коэффициента 
пропускания оптического излучения с длиной волны 633 nm. 

Ключевые слова: эпитаксиальные пленки, легированные манганиты, сканирую-
щий электронный микроскоп, гравиметрический метод, энергодисперсионный спек-
трометр, наноразмерная толщина 

Тонкие эпитаксиальные пленки и многослойные пленочные структуры 
широко используются в промышленном производстве целого ряда устройств 
электронной техники. В частности, пленочные технологии применяются для 
изготовления элементов СВЧ- и ИК-техники, полупроводниковых микро-
схем, элементов устройств энергонезависимой цифровой памяти, а также 
дисков магнитной памяти, работающих в персональных компьютерах [1–3]. 
Кроме того, в настоящее время технология выращивания эпитаксиальных 
пленочных структур магнетронным методом является важным инструмен-
том научных исследований новых перспективных материалов, в том числе 
многослойных и на основе многокомпонентных химических соединений [4–7]. 
Технология изготовления тонких пленок постоянно совершенствуется бла-
годаря развитию методов контроля наиболее важных характеристик, опре-
деляющих полезные свойства с точки зрения практических применений. 

Структура материала пленки обычно характеризуется рентгеновскими 
методами и методами электронной микроскопии высокого разрешения. 
Элементный состав контролируют методами энергетического дисперсион-
ного анализа, которыми снабжены некоторые электронные микроскопы, на-
пример JSM-6490LV фирмы Jeol, Япония. Контроль количественных ха-
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рактеристик в отношении магнитных, электропроводящих и оптических 
свойств зависит от точности определения толщины пленок. Тем не менее 
надежный контроль толщины тонких пленок, как свидетельствует наш 
опыт, не является простым, поскольку существующие возможности каждого 
метода ограничены. 

Во многих научных публикациях отмечается, что толщина тонких пле-
нок, изготовленных магнетронным методом, оценивается исходя из дли-
тельности процесса ее нанесения. Действительно, если поток нейтральных 
частиц от мишени к подложке остается во времени неизменным, то и следу-
ет ожидать, что толщина пленки будет расти линейно в зависимости от вре-
мени экспозиции. При этом подразумевается, что скорость роста пленки по-
стоянна, и она калибрована по результатам прямых измерений хотя бы для 
одного значения толщины. 

При неизменной геометрии расположения подложки в рабочей камере 
скорость роста пленки зависит от давления газовой среды, мощности пита-
ния магнетрона и качества керамической мишени. Твердые, хорошо спечен-

ные керамические мишени LSMO выходят на режим стабильного массопе-
реноса в течение 4–6 h, т.е. изначально мишень распыляется слабее. В даль-
нейшем в масштабе десятков часов работы установки скорость роста пленок 
периодически следует уточнять. Как это реализовать практически? Отметим, 
что в данной работе мы не рассматриваем оптические методы контроля на 
основе эллипсометрии [8,9] и интерференционной микроскопии [10,11], ко-
торые требуют специализированного оборудования. 

Для контроля толщины тонких эпитаксиальных LSMO-пленок нами рас-
смотрены четыре возможности, связанные с измерением прямых и косвен-
ных характеристик. К прямым методам контроля следует отнести оценку 
толщины пленки по SEM-изображению торца пленочной структуры и вы-
числение усредненной толщины на основе измерений массы пленки. В каче-
стве косвенных методов мы рассматриваем возможность оценки толщины 
исходя из атомного состава, который формально регистрирует SEM на по-
верхности пленки, а также оценку по величине коэффициента пропускания 
оптического излучения через пленочную структуру. 

Для тестирования этих возможностей была изготовлена серия пленочных 
структур магнетронным методом. Технология выращивания эпитаксиальных 
пленок подробно описана в работах [4,5]. Каждая пленка получена путем 

распыления керамической мишени La0.7Sr0.3MnO3 на нагретую до T  600C 

монокристаллическую подложку SrTiO3. Давление газовой смеси в рабочей 

камере магнетрона поддерживалось на уровне 10
–2

–510
–3

 Torr. 

Наиболее надежным способом оценки представляется измерение толщи-
ны пленки по SEM-изображению торца пленочной структуры. Поскольку 
диаметр сфокусированного электронного пучка в SEM JSM-6490LV состав-
ляет примерно 10 nm, толщину пленки в ~ 100 nm и более можно надежно 
контролировать. Это, в свою очередь, должно гарантировать отсутствие гру-
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бой ошибки. Для получения надежного результата пленочную структуру не-
обходимо разделить в поперечном направлении. Для этого на подложке с 
тыльной стороны предварительно делается пропил примерно на половину 
толщины подложки, а после выращивания пленки пленочная структура в 
этом месте механически разламывается. Эта процедура дает лучший резуль-
тат при охлаждении пленочной структуры до температуры жидкого азота, 
хотя нет гарантии того, что скол пленки по всей толщине будет плоским 
в масштабе нескольких нанометров. 

На рис. 1,а приведено изображение поперечного скола пленочной струк-
туры с относительно толстой (~ 600 nm) пленкой, которое является недоста-
точно четким. Причиной размытости изображения могут быть неудачный 
пространственный рельеф поперечного скола пленочной структуры, а также 
низкая электропроводность материала подложки. Тем не менее изображение 
пленки и подложки характеризуется достаточным контрастом. В случае 
пленок меньшей толщины получение контрастного изображения является 
отдельной задачей. 

 

          

                                а                                                                б 

Рис. 1. SEM-изображение поперечного скола пленочной структуры (а) и повреж-

денного участка пленки на поверхности пленочной структуры (б) 

 
Альтернативную возможность демонстрирует рис. 1,б, на котором приве-

дено SEM-изображение механически поврежденного участка пленки. По-
вреждение в виде царапины сделано острым металлическим щупом, при 
этом часть пленки сколота и удалена. Изображение актуального края пленки 
на рис. 1,б получено путем наклона плоскости пленки на угол 30. Наличие 
нескольких изображений пленки гарантирует отсутствие грубой ошибки, 
тем не менее нечеткое изображение на рис. 1,а не может претендовать на 
получение высокой точности. 

Рассмотрим возможность практической оценки толщины пленки исходя 
из ее массы. Процедура измерения предполагает взвешивание подложки без 
пленки, а затем – с пленкой. Далее, используя массу пленки m, можно вы-
числить среднюю толщину d пленки в соответствии с выражением 

d m S   , 
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где  и S – соответственно плотность материала пленки и площадь поверх-
ности пленки (подложки). 

Надежность оценки зависит в основном от точности контроля массы, ко-
торая, в свою очередь, определяется площадью подложки и толщиной плен-
ки. Современные весы с цифровым дисплеем, например «Ohaus Analytical 

plus» (Швейцария), позволяют контролировать пять знаков (10
–5

 g). Учиты-

вая наши возможности получения равнотолщинных пленок размером 1  1 cm 

с точностью не хуже ~ 5–10% [6], массу пленки площадью 1 cm
2
 и толщиной 

100 nm нетрудно оценить величиной 5.6·10
–5

 g. При этом плотность LSMO 

принята равной 5.6 g/cm
3
. То есть оценка толщины такой пленки возможна. 

На практике мы использовали подложки значительно меньшего размера:      
d  = 1 mm и S ~ 3  7 mm (точность измерения площади использованных под-
ложек была не хуже 2%). В результате для двух пленок со временем экспо-
зиции 120 и 60 min масса пленок оценена величинами m, равными соответ-

ственно 9·10
–5

 и 5·10
–5

 g, что соответствует толщине пленок 608 и 340 nm. 

Результат оценки толщины пленок описанными методами приведен на 
рис. 2. Значительный разброс данных свидетельствует о невысокой точности 
оценок. Отметим, что оценка толщины исходя из массы пленки может быть 
завышена из-за осаждения материала пленки, в том числе и на боковые по-
верхности подложки. Повысить точность оценки толщины пленки с разме-
ром 100 nm и меньше на основе результатов измерения ее массы при ис-
пользовании указанного оборудования невозможно. Более оптимистичным 
представляется развитие способа получения четкого изображения пленки на 
торце пленочной структуры. 

     

Рис.  2.  Результат оценки толщины пленок по их массе (+) и по SEM-изображению 

торца пленочной структуры () в зависимости от времени их нанесения 
 

Рис. 3. Изменение относительного атомного содержания пленочной структуры 
LSMO-пленок на SrTiO3-подложках, измеренного методом энергетического дис-

персионного анализа со стороны пленки, в зависимости от длительности нанесения 

пленок магнетронным методом 
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Теперь рассмотрим возможность контроля толщины пленок доступными 
косвенными методами. На рис. 3 приведены результаты измерений атомного 
содержания в исследуемых пленочных структурах с помощью энергодис-
персионного спектрометра (model INCA Energy-350), входящего в состав 
электронного микроскопа JSM-6490LV. Принцип контроля заключается в 
дисперсионном анализе рентгеновского излучения от участка поверхностно-
го слоя образца, подвергнутого воздействию электронного пучка. 

Область с возбужденным состоянием вещества характеризуется микро-
скопическим размером – до 5 m по глубине. Поэтому при наличии пленки 
детектор регистрирует наличие атомов, содержащихся и в пленке, и в под-
ложке. По мере роста толщины пленки регистрируемое анализатором со-
держание атомов изменяется: в подложке – убывает, а в пленке – увеличива-
ется. В принципе этот факт можно использовать для оценки толщины. До-
стоинство такой оценки – удобство измерений, поскольку они являются штат-
ными, количественными и не требуют какой-либо доработки прибора и 
программного обеспечения. 

В то же время зависимость относительной концентрации Mn (см. рис. 3) 
нелинейна. Поэтому калибровочная кривая должна быть достаточно под-
робной. Отметим также, что при толщинах в десятки нанометров контроль 
становится практически невозможным, что, по-видимому, связано с шумо-
вым порогом чувствительности детектора. Отметим, что в обычной экспе-
риментальной работе описанный метод является полезным, поскольку при 
наличии архивных данных по относительному содержанию атомов в пле-
ночных структурах можно уточнить толщину исследованных ранее пленок. 

В заключение рассмотрим принципиальную возможность оценки толщи-

ны пленок исходя из коэффициента пропускания topt оптического излучения 

через пленочную структуру. Такой метод может быть эффективным для 
оценки толщин d < 100 nm. На   
рис. 4 представлены расчетные зна-

чения коэффициента topt для излу-

чения длиной волны 633 nm в    
зависимости от толщины пленки. 
Расчеты выполнены с учетом ин-
терференции в пленке для двух 
характерных случаев: 1) показа-
тель преломления пленки n =       
= 2.3–2.5, коэффициент экстинк-
ции α = 0.15; 2) n = 1.8–2, α = 0.5. 
Такие величины параметров, исхо-
дя из нашего опыта, соответст-
вуют LSMO-пленкам до и после 
термообработки в кислородсодер-
жащей атмосфере при T = 900C. 

Рис. 4. Зависимость коэффициента про-

пускания оптического излучения с дли-

ной волны 633 nm от толщины пленок до 

(кривые 1) и после (2) термообработки 
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Как видно на рис. 4, для пленок, подвергнутых термообработке (кривые 2), 
коэффициент пропускания монотонно изменяется по мере изменения тол-
щины пленки в интервале 10 < d < 150 nm, что демонстрирует принципиаль-
ную возможность косвенного контроля толщины. Тем не менее такая же за-
висимость коэффициента пропускания для пленок без термообработки (кри-
вые 1) является немонотонной. Следовательно, метод перспективен для оценки 
малых (< 100 nm) толщин, однако при работе со слабопоглощающими пле-
ночными слоями его возможности ограничены. 
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THE FEATURES OF METHODS FOR THE THICKNESS CONTROL  
OF THIN EPITAXIAL LSMO FILMS 

The features of measurement of nanoscale thickness of the La0.7Sr0.3MnO3 (LSMO) films 
by the gravimetric method as well as with the help of the SEM images of film cross-
section were investigated experimentally. We proposed a new indirect method of the film 
thickness control using analysis of the relative content of atoms in the film structure, 
which is registered by the energy dispersive spectrometer from the film side. For the es-
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timation of small thickness d < 100 nm, we considered theoretically the possibility of the 
film thickness control the using values of transmission coefficient of optic radiation with 
the wavelength of 633 nm. 

Keywords: epitaxial films, doped manganites, scanning electron microscope, gravimetric 
method, energy dispersive spectrometer, nanoscale thickness 

Fig. 1. SEM image of the cross-section of the film structure (a) and a damaged region of 
film at the surface of film structure (б) 

Fig. 2. The result of estimation of the film thickness on the basis of the film mass (+) and 
with using SEM image of the film cross-section () with respect to the deposition time 

Fig. 3. Variation of the relative atom content of the LSMO film structure on the SrTiO3 
substrate measured by the energy dispersive spectrometer with respect to the time of 
deposition by magnetron method 

Fig. 4. Film thickness dependence of the transmission coefficient of optic radiation of 
633 nm in wavelength before (curve 1) and after heat treatment (2) 
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СВЕРХПРОВОДНИКОВЫЕ МАГНИТНЫЕ СИСТЕМЫ ГИРОТРОНОВ 

 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

Статья поступила в редакцию 21 сентября 2017 года 

Представлены результаты разработки и исследований трех конструкций сверх-
проводниковых магнитных систем (СМС) гиротронов с заданным распределением 
поля вдоль оси на расстоянии до 400 mm и длиной зоны однородности от 50 до 
200 mm. Первая СМС с диаметром внутреннего отверстия 180 mm обеспечивает 
зону однородного магнитного поля длиной 160 mm. Вторая СМС с диаметром от-
верстия 200 mm состоит из основного соленоида и сверхпроводниковой катодной 
обмотки, которая установлена под соленоидом и служит для коррекции магнит-
ного поля в области расположения катода гиротрона. Исследовано магнитное 
взаимодействие индуктивно связанных короткозамкнутых основной и катодной 
обмоток, определено влияние поля последней на величину и однородность магнит-
ного поля в центральной зоне соленоида. Третья СМС обеспечивает возможность 
получения двух и более зон однородного магнитного поля различной длины. Это 
достигается за счет выполнения системы из нескольких основных секций и допол-
нительных компенсирующих обмоток благодаря применению различных способов 
их подключения. 

Ключевые слова: сверхпроводниковая магнитная система, обмотки соленоида, 
однородность и распределение магнитного поля, длина зоны однородности, обмот-
ка защиты, индуктивность и взаимная индуктивность, сверхпроводниковый ключ, 
гиротрон 

Введение 

Успешное освоение миллиметрового диапазона длин волн с помощью ма-
зеров на циклотронном резонансе, в частности гиротронов, связано с разра-
боткой в 60-х гг. ХХ ст. сверхпроводников с высокими критическими пара-
метрами, применяемых для изготовления СМС. Для работы гиротронов не-
обходимы сильные магнитные поля, индукция которых в миллиметровом 
диапазоне длин волн составляет несколько тесла, а объем – сотни и тысячи 
кубических сантиметров [1–3]. СМС предназначены для создания в рабочей 
зоне вдоль оси гиротрона магнитного поля, которое обеспечивает формиро-
вание винтовых потоков электронов в области катода, генерацию СВЧ-излу-
чения в области резонатора и вывод пучка электронов на коллектор гиро-
трона. К таким системам предъявляются следующие требования. 
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1. Неоднородность магнитного поля на цилиндрической поверхности, по 
которой движется пучок электронов внутри резонатора гиротрона, должна 
быть не более 0.5–1.0%, а распределение поля вдоль оси СМС (особенно в 
области катода и коллектора гиротрона) должно соответствовать конструк-
тивным особенностям последнего [1]. «Провалы» в кривой распределения 
поля в центральной зоне более 0.1% недопустимы ввиду угрозы возникно-
вения магнитных пробок. 

2. Возможность изменения длины однородного участка магнитного поля 
в центральной зоне СМС (области расположения резонатора гиротрона в зави-
симости о того, в каком режиме работает прибор – режиме генератора или уси-
лителя), а также возможность работы СМС при пониженном уровне жидкого 
гелия, вызванном конструктивными особенностями криостатов для гиротронов. 

Ниже приведены конструкции нескольких СМС, которые используются в 
комплексе аппаратуры для гиротронов. 

В расчетах однородных магнитных полей в малых объемах при a  R (где 
a – характерный размер зоны однородности поля, R – внутренний радиус 

обмотки СМС) используется известный метод разложения поля в ряд по по-
линомам Лежандра [4]. Намного сложнее удовлетворить требованиям к рас-
пределению поля за границами центральной зоны, особенно за пределами 
СМС, например в областях пространства, где располагается катод и коллек-
тор гиротрона, т.е. при a   R. Обычно в этих областях отклонение магнит-
ного поля от заданного не должно превышать 2–3%. Для расчета СМС гиро-
тронов разработано программное обеспечение, позволяющее вычислять рас-
пределение поля вдоль оси системы соосных обмоток и сравнивать его с за-
данным, рассчитывать коэффициенты внутренних и внешних рядов системы 
таких обмоток, компоненты магнитного поля в любой точке пространства, в 
том числе внутри обмоток с произвольным расположением осей, а также 
вычислять индуктивность и взаимную индуктивность системы обмоток. 

1. Сверхпроводниковая магнитная система № 1 

Данная СМС предназначена для создания в отверстии диаметром 180 mm 
магнитного поля с индукцией не менее 3 Т, длиной однородного участка по-
ля 160 mm и строго заданным распределением вдоль оси на длине 400 mm 
за пределами центральной зоны. При диаметре внутреннего отверстия 
180 mm наружный диаметр обмотки составляет 208 mm, а длина – 370 mm. 
Высокая однородность магнитного поля на длине 160 mm достигается за счет 
выполненного в обмотке СМС наружного корректирующего паза, а требуемое 
распределение поля за пределами центральной зоны – путем выбора размера 
наружного диаметра и длины обмотки при заданном внутреннем диаметре. 

Обмотка СМС выполнена сверхпроводниковым проводом диаметром 0.7 mm 
из сплава НТ-50, намотанным на каркас из алюминиевого сплава Д16Т, и 
содержит 12 сплошных слоев до уровня наружного паза и 4 неполных слоя, 
образующих паз. Для стабилизации температуры обмотки при неполном ее 
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погружении в жидкий гелий между слоями на всю длину проложены медные 
прокладки каждая толщиной 0.05 mm и шириной 30 mm с зазором 5 mm в 
количестве 270 штук. Также для стабилизации температуры обмотка поме-
щена в медный цилиндр.  

Для защиты системы от повреждений в момент перехода ее из сверхпро-
водникового в нормальное состояние используется схема защиты обмотки 
[5], приведенная на рис. 1. В обмотке соленоида 1, закороченной сверхпро-
водниковым ключом 2, элемент защиты выполняется в виде однослойной 
обмотки 3 и через переключатель 4 соединен с ключом 2. Обмотка 3 намо-
тана латунным проводом диаметром 0.72 mm с высокой электро- и тепло-
проводностью и расположена внутри обмотки 1 под наружным пазом. 

               
 
Рис. 1. Электрическая схема защиты СМС № 1: 1 – обмотка соленоида; 2 – сверх-

проводниковый ключ; 3 – обмотка защиты; 4 – переключатель; 5, 6 – блоки питания 
соответственно ключа и соленоида; Is – сверхпроводящий ток, Ip – ток защиты 

 
При запитке обмотки 1 током от источника питания 6 сначала размыкают 

сверхпроводниковый ключ 2 подачей тока в его нагреватель от источника 
питания 5. Чтобы исключить тепловыделение в обмотке 3 (за счет индук-
тивной связи с обмоткой 1), ее во время запитки размыкают переключателем 
4. По достижении заданного значения тока в обмотке 1 ключ 2 «заморажи-
вают», переключатель замыкают, а источники питания 5 и 6 выключают. 
При повышении температуры обмотки 1 выше критической (например, за счет 
скачков магнитного потока, понижения уровня жидкого гелия в криостате ниже 
допустимого) часть ее переходит в нормальное состояние. В индуктивно свя-
занной короткозамкнутой обмотке 3 наводится ток, направленный встречно 
направлению тока в обмотке 1, в результате чего общий ток через ключ 2 
уменьшается, а в предельном случае может быть равен нулю. Это исключает 
возможность повреждения или перегорания сверхпроводящего ключа 2. 

С другой стороны, в обмотке 3 при протекании тока выделяется тепловая 
мощность. Поскольку эта обмотка расположена в обмотке 1, последняя на-
гревается выше критической температуры и остальная ее часть переходит в 
нормальное состояние. Таким образом, происходит лавинообразный процесс 
перехода в нормальное состояние всей обмотки 1. Высокая скорость распро-
странения тепла из обмотки 3 в обмотку 1 обеспечивается медными про-
кладками, установленными между слоями последней. 
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В случае, когда обмотка 1 состоит из нескольких секций, обмотка 3 выпол-
няется в виде нескольких обмоток, расположенных в каждой секции обмот-
ки 1 и подключенных параллельно сверхпроводниковому ключу 2. 

Распределение магнитного поля вдоль оси СМС в центральной однород-
ной зоне измеряли автодинным ЯМР-магнитометром [6], а за пределами 
этой зоны на длине 400 mm – датчиком Холла типа ПХЭ 2602118А, кото-
рый предварительно был откалиброван в магнитном поле с индукцией до 5 Т 
по ЯМР-магнитометру. 

Магнитная постоянная СМС составила 0.0196 Т/А, критический ток – 153 A, 
магнитная индукция – 3 Т, а запасенная энергия магнитного поля – 52 kJ. 
Неоднородность магнитного поля на длине 160 mm в центральной зоне СМС со-
ставила 0.8%, максимальное отклонение поля от заданного на длине 400 mm 

не превышало 2%, а в области магнитного поля с индукцией 0.1B0, где рас-

полагаются катод и коллектор гиротрона, – не более 0.9%. 
Изучена работа СМС при частичном ее погружении в жидкий гелий. Сис-

тема установлена в рабочем гелиевом криостате со сквозным вертикальным 
каналом диаметром 140 mm [7]. При общей высоте СМС около 400 mm ге-
лиевая емкость криостата имеет высоту 500 mm, поэтому по истечении оп-
ределенного промежутка времени верхняя часть обмотки соленоида оголя-
ется. Экспериментально установлено, что при токе в обмотке 84.1 A обеспе-
чивается надежная безаварийная работа СМС до уровня, при котором об-
мотка погружена в жидкий гелий всего лишь на 25–30 mm, а остальная часть 
(примерно 350 mm) находится в парах гелия. С этого уровня жидкого гелия 
производили дозаправку криостата гелием, при этом ток из СМС не выводили. 

2. Сверхпроводниковая магнитная система № 2 

Отличительной особенностью конструкции СМС № 2 является то, что, 
кроме основной обмотки для возбуждения необходимого значения однород-
ного магнитного поля, она дополнительно содержит сверхпроводниковую 
катодную обмотку для коррекции распределения магнитного поля в области 
катода гиротрона. 

С целью уменьшения длины СМС при сохранении величины, однородно-
сти и пространственного распределения магнитного поля вдоль оси системы 
обмотка соленоида выполнена с двумя внутренними и двумя наружными 
корректирующими пазами. Кроме того, так как систему устанавливали в ра-
бочем криостате со сквозным вертикальным каналом диаметром 160 mm, 
внутренний диаметр обмотки увеличили до 200 mm. Наружный диаметр при 
этом составил 233 mm, а длина – 336 mm. Глубина внутренних пазов соста-
вила 4.5 mm, наружных – 9 mm, что соответствовало высоте 6 и 12 слоев 
обмотки из провода диаметром 0.7 mm. Длина внутренних пазов 39 mm, 
расстояние между ними 22 mm; длина наружных пазов 53 mm, расстояние 
между ними 66 mm. Число витков обмотки соленоида 7290, а его магнитная 
постоянная 0.0212 Т/А. 
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Катодная обмотка изготовлена из сверхпроводникового провода диамет-
ром 0.5 mm, размещена под обмоткой соленоида и имеет внутренний диа-
метр 265 mm, наружный – 290 mm, длину – 30 mm. При общем числе витков 
1225 магнитная постоянная обмотки составляет 0.0050 Т/А. 

Конструктивно соленоид и катодная обмотка расположены на одном кар-
касе с расстоянием между центрами 325 mm и электрически закорочены 
сверхпроводниковыми ключами. Внешний вид СМС представлен на рис. 2. 

В процессе испытаний соленоид не переводи-
ли в нормальное состояние и критический ток не 
определяли. При токе 160 A обеспечивалась ус-
тойчивая работа соленоида в магнитном поле с 
индукцией 3.4 Т. Неоднородность магнитного 
поля в центральной зоне на длине 160 mm соста-
вила не более 0.6%, а отклонение поля от задан-
ного в области расположения катода и коллекто-
ра гиротрона не превышало 0.5%, в остальной 

области – не более 0.9%. В катодную обмотку 
вводили ток 15 А и производили коррекцию по-
ля соленоида в области катода гиротрона. 

Исследованы также электродинамические про-
цессы в СМС, состоящей из двух индуктивно 
связанных короткозамкнутых сверхпроводнико-
вых обмоток. В работе с такой системой сначала 
вводят ток в обмотку соленоида и возбуждают 
заданное значение магнитного поля, после чего 
ее замыкают ключом. Затем вводят ток в катод-
ную обмотку и производят коррекцию магнитно-
го поля в области расположения катода гиротрона, после чего ее также за-
мыкают ключом. Следует отметить, что магнитное поле катодной обмотки 
проявляется в области расположения не только катода гиротрона, но и соле-
ноида (поле рассеяния). Воздействие магнитного поля катодной обмотки на 
поле соленоида двоякое. Во-первых, вследствие наложения поля катодной 
обмотки поле соленоида изменяется. Во-вторых, за счет индуктивной связи при 
воздействии поля катодной обмотки в короткозамкнутой обмотке соленоида 
наводится ток, который создает дополнительное магнитное поле. 

При вводе в катодную обмотку тока величиной 15 A в ее центре создается 
магнитное поле с индукцией 0.075 Т. Магнитное поле рассеяния катодной об-
мотки в центре соленоида (на расстоянии 325 mm от центра катодной обмотки) 
равно 0.0045 Т [4]. С другой стороны, при вводе тока в катодную обмотку в ко-

роткозамкнутой обмотке соленоида индуцируется дополнительный ток Is. 

Из закона сохранения потокосцепления для замкнутой цепи с нулевым 
сопротивлением следует, что 

                                               c.c 0s sL I MI   ,                                             (1) 

Рис. 2. Внешний вид  

соленоида 
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где Ls – индуктивность соленоида, M – взаимная индуктивность соленоида с 

катодной обмоткой, Ic.c – ток в катодной обмотке. 

Тогда из выражения (1) имеем 

                                                       c.c
s

s

MI
I

L
   .                                             (2) 

Согласно [8] взаимная индуктивность между основной и катодной обмот-

ками M = 0.14 H. Подставляя в выражение (2) значения Ic.c = 15 A, Is = 100 A 

и Ls = 5 Н, находим, что изменение тока в соленоиде Is = 0.4 A. Это соот-

ветствует изменению магнитного поля соленоида на –0.0085 Т. Тогда сум-
марное абсолютное изменение магнитного поля в центре соленоида равно 

–0.004 Т, а относительное – около 2·10
–3

 при индукции поля соленоида 2.0 Т. 

Однородность поля в центральной зоне соленоида на длине 160 mm изменя-

ется на уровне 4·10
–3

. 

Силу магнитного взаимодействия соленоида и катодной обмотки опреде-
ляли из выражения [4]: 

                                           c.cgrad /sF U I I M z      ,                                  (3) 

где U – энергия взаимодействия обмоток, M – изменение взаимной индук-
тивности при изменении расстояния между обмотками на z. 

При максимальном токе в соленоиде 160 A и токе в катодной обмотке 15 A 
сила магнитного взаимодействия равна ~ 1000 N. 

3. Сверхпроводниковая магнитная система № 3 с изменяемой длиной 
однородного участка магнитного поля 

Для работы гиротрона с заданными характеристиками используется СМС, 
которая обеспечивает заданную длину однородного участка магнитного по-
ля в центральной зоне и строго заданное распределение поля вне этой зоны 

на длине 400 mm. С экономической точки зрения выгодно использовать 
всего лишь одну СМС (и соответственно один криостат), которая дает воз-
можность изменять длину однородного участка магнитного поля при на-
стройке и испытаниях гиротронов с отличающимися характеристиками. 

Сверхпроводниковая магнитная система, позволяющая реализовать такую 
возможность и получать три разных по длине зоны однородного магнитного 
поля, представлена на рис. 3,а. Кривые распределения поля вдоль оси Z при-
ведены на рис. 3,б. 

Система содержит три основные секции 1–3 и четыре компенсирующие 
обмотки 4–7 [10]. Секции выполнены с одинаковыми внутренними и наруж-
ными диаметрами; обмотки имеют одинаковые размеры и установлены во 
внутренних отверстиях на торцах основных секций. Каждая секция, начиная 
со второй, подключена своим началом к концу предыдущей секции, а кон-
цом – к своей компенсирующей обмотке. Так, секция 2 началом подключена 
к концу секции 1, а концом – к компенсирующей обмотке 6. Секция 3 на-
чалом соединена с концом секции 2, а концом – со своей  компенсирующей  
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Рис. 3. СМС № 3: а – схема системы в разрезе: 1–3 – основные секции, 4–7 – ком-

пенсирующие обмотки; б – распределение магнитного поля вдоль оси Z: 1 – при 
длине зоны однородности L0, 2 – при L0 + L1, 3 – L0 + L1 + L2 

 
обмоткой 7. При таком соединении основных секций и компенсирующих 
обмоток образуются три соленоида с внутренними корректирующими пазами. 

Электрическая схема соединения обмоток СМС представлена на рис. 4. 
Данная СМС работает следующим образом. Если необходимо возбудить 

магнитное поле с длиной зоны однородности участка L0 (см. рис. 3,б, кривая 1), 

размыкают все три ключа СПК1–СПК3 и с помощью клемм С1 и С2 вводят 
ток в секцию 1 и компенсирующие обмотки 4 и 5. Затем сначала замыкают 
ключ СПК1, а через 3–5 s – СПК2 и СПК3. Магнитное поле вдоль оси Z на 

длине L0 будет однородным, так как оно создается соленоидом с внутренним 

корректирующим пазом, образованным секцией 1 и обмотками 4 и 5, уста-
новленными на торцах секции 1, размеры которых предварительно рассчи-
таны из условия получения однородного магнитного поля. 

Если требуется увеличить длину зоны однородного магнитного поля 

вдоль оси Z с L0 до L0 + ΔL1 (см. рис. 3,б, кривая 2), ток вводят в секции 1 и 

2 и компенсирующие обмотки 4 и 6 через клеммы С1 и С3, предварительно 
разомкнув все три  СПК. После окончания ввода тока сначала замыкают ключ  

 

 
 

Рис. 4. Электрическая схема соединений обмоток СМС № 3: 1–3 – секции соленои-

да; 4–7 – компенсирующие обмотки; СПК1–СПК3 – сверхпроводниковые ключи 
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СПК2, а затем – СПК1 и СПК3. При этом компенсирующую обмотку 5 от 
источника питания отключают. 

Аналогично возбуждают магнитное поле с длиной зоны однородности 

L0 + L1 + L2. В этом случае ток вводят в секции 1–3 и компенсирующие 

обмотки 4 и 7. При этом компенсирующие обмотки 5 и 6 отключены от ис-
точника питания. Распределение магнитного поля характеризуется кривой 3 
на рис. 3,б. Необходимо отметить, что при изменении длины соленоида на 
заданную величину на столько же изменяется и длина внутреннего паза, более 
того, на столько же изменяется и длина зоны однородности магнитного поля. 

По предложенной разработке были изготовлены две СМС с изменяемой 
длиной зоны однородного магнитного поля: 1) с длиной зоны однородности 
50 и 70 mm, 2) 140 и 200 mm. Параметры СМС приведены в таблице. 

 
Таблица 

Размеры соленоида, mm 
Размеры  

внутреннего  
паза, mm 

диаметр    СМС 

Длина зоны 
однородности 

магнитного 
поля, mm 

внутренний  наружный 
длина диаметр  длина 

Индукция 
магнитного 

поля, T 

50 134 66 5.0 
1 

70 
90 146 

154 
109.5 

86 5.3 

140 260 192 
2 

200 
140 170 

320 
155 

252 
3.2 

 
Обмотка первой СМС изготовлена из сверхпроводникового провода диа-

метром 0.5 mm, обмотка второй – из провода диаметром 0.38 mm. Однород-
ность магнитного поля в центральной зоне первой СМС на длине 50 и 70 mm 

равна 5·10
–3

 Ое, а максимальное отклонение измеренного распределения по-

ля от расчетного на длине 300 mm от центра не превышает 0.6%. 
Однородность магнитного поля в центральной зоне второй СМС состави-

ла 5.5·10
–3

 на длине 140 mm и 6·10
–3

 Ое – на длине 200 mm. Система уста-

новлена в гелиевом криостате [9] с «теплым» горизонтальным каналом диа-
метром 90 mm и входит в состав комплекса аппаратуры гиротрона. 

Выводы 

1. Проведены разработка и исследование нескольких конструкций СМС 
для гиротронов, которые создают сильное магнитное поле в больших объе-

мах с однородностью на уровне 10
–3

 Ое на длине от 50 до 200 mm и задан-

ным распределением вдоль оси на длине 400 mm. 
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2. Исследована работа СМС при пониженном уровне жидкого гелия в ра-
бочем криостате со сквозным «теплым» вертикальным каналом диаметром 
140 mm, в котором устанавливается гиротрон. Экспериментально определе-
но, что при погружении СМС всего лишь на 25–30 mm в жидкий гелий 
(остальная часть обмотки высотой около 350 mm находится в парах гелия) 
она обеспечивает безаварийную работу. 

3. На второй СМС, состоящей из двух короткозамкнутых индуктивно свя-
занных основной и катодной обмоток, исследовано их магнитное взаимо-
действие и влияние магнитного поля катодной обмотки на величину и одно-
родность поля в центральной зоне и на распределение поля за пределами 
этой зоны на длине 400 mm. Определена сила магнитного взаимодействия 
этих обмоток, которая составила 2000 N при токе в соленоиде 160 A и в 
катодной обмотке 15 А. 

4. Разработана и изучена конструкция СМС, позволяющая с помощью 
одного соленоида реализовать возможность получения нескольких зон од-
нородного магнитного поля различной длины. Это достигается за счет вы-

полнения СМС из нескольких основных секций и дополнительных компен-
сирующих обмоток путем различных способов их подключения. На одной 
СМС реализована возможность получения двух зон однородного магнитно-
го поля длиной 50 и 70 mm, на второй – двух зон однородного поля длиной 
140 и 200 mm. 
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D.V. Varyukhin, N.V. Taryanik, D.O. Fedyuk 

SUPERCONDUCTING MAGNETIC SYSTEMS OF GYROTRONS 

The results of development and testing of three designs of superconducting magnetic sys-
tems (SMS) of gyrotrons with controlled field distribution along the axis at the distance 
up to 400 mm and within the zone of uniformity ranging from 50 to 200 mm in length 
are presented. The first SMS characterized by internal opening of 180 mm in diameter 
provides the zone of magnetic field uniformity 160 mm long. The second SMS (the di-
ameter is 200 mm) is composed by the basic solenoid and superconducting cathode coil 
mounted below the solenoid and aimed at correction of the magnetic field in the area of 
location of gyrotron cathode. Magnetic interaction of inductively coupled short-circuit 
primary and cathode windings is studied; the effect of the field of cathode winding on the 
magnitude and uniformity of magnetic field in the central zone of the solenoid is estab-
lished. The third SMS provides possibility of realization of two and more zones of uni-
form magnetic field of varied length. This configuration is achieved due to design of the 
system composed by a number of basic sections and additional compensating windings 
due to different methods of hooking up applied. 

Keywords: superconducting magnetic system, solenoid windings, uniformity and distri-
bution of magnetic field, length of uniformity zone, protective turns, inductance and mu-
tual inductance, superconducting key, gyrotron 

Fig. 1. Electrical scheme of protection of SMS No.1: 1 – solenoid winding; 2 – supercon-
ducting key; 3 – protective turns; 4 – switch; 5, 6 – power units of the solenoid and the 
superconducting key, respectively; Is – superconducting current, Ip – protection current 

Fig. 2. Exterior of the solenoid 

Fig. 3. SMS No. 3: a – scheme of the system in section: 1–3 – basic sections, 4–7 – com-
pensating windings; б – magnetic field distribution along Z axis: 1 – the length of the uni-
formity zone is L0, 2 – the length is L0 + L1, 3 – L0 + L1 + L2 

Fig. 4. Electrical scheme of connections of the windings of SMS No. 3: 1–3 – sections of 
the solenoid; 4–7 – compensating windings; SCK1–SCK3 – superconducting keys 
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