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От автора 
    

  Феноменологическое моделирование физической системы произволь-
ной природы связано с отсутствием надежных экспериментальных данных о 
строении, структуре, составе, внутренних процессах и реакциях системы на 
внешнее воздействие. Недостаток информации компенсируется принятием 
ряда обоснованных гипотез об устройстве системы, на основе которых стро-
ится ее модель. Чем ближе предположения к реальности, тем более широкий 
круг явлений и процессов охватывает теория. Однако интеллектуальная цен-
ность модели определяется не только ее приложениями к известным фактам, 
но и прогностическими возможностями теоретического подхода. Предсказа-
ние существования новых свойств вещества, явлений или процессов стиму-
лирует дальнейшее развитие физической теории и расширяет наше понима-
ние внешнего мира. 

Развитие физических представлений об окружающем мире приводит к 
появлению все более сложных теоретических моделей. Изучение их эволю-
ции представляет как научный, так и практический интерес. Динамика изме-
нений предпосылок выявляет те существенные признаки, которые не были 
использованы предшественниками современных теорий, а также позволяет 
на основе новых экспериментальных результатов переосмыслить гипотезы, 
которые были заложены в фундамент той или иной теоретической модели.  

Современные модели материального мира многообразны и используют 
разные подходы к изучению явлений и процессов физического мира. Однако 
существуют общие принципы, которые используются при построении фено-
менологических моделей. К ним относятся: простота и красота гипотез, сим-
метрия и тождественность, инвариантность и универсальность, относитель-
ность и запреты на реализацию некоторых состояний системы, существова-
ние неизменных констант, непрерывность и дискретность, преемственность 
и самосогласованность модели. Например, о преемственности говорят в том 
случае, когда модель приводит не только к ранее известным результатам, но 
и позволяет спрогнозировать поведение физической системы в новых усло-
виях. При этом значимость модели возрастает, если она объединяет в единое 
целое противоположные взгляды на поведение реальной системы. В частно-
сти, в данной монографии рассматриваются континуальный (непрерывный) 
и дискретный (решеточный) подходы к изучению тепловых и кинетических 
свойств веществ и многокомпонентных систем.  

Автор выражает свою искреннюю признательность докторам физико-
математических наук Бажину А.И., Смирнову Л.И. и Юрченко В.М., взяв-
шим на себя нелегкий труд по прочтению и рецензированию данной моно-
графии. 

                         Терехов С.В. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Разработка газовых смесей, жидких растворов и твердых сплавов, по-

иск новых технологических приемов их получения, применение различных 
технических способов соединения материалов, исследование тепловых и ки-
нетических свойств веществ требуют предварительного термодинамическо-
го и кинетического анализа многокомпонентных систем с целью уменьше-
ния временных и материальных затрат. Прогнозирование свойств таких сис-
тем осложняется тем, что вычисление статистической суммы (или термоди-
намической функции состояния) по последовательной схеме Гиббса ослож-
няется отсутствием надежных экспериментальных данных по межатомным 
потенциалам. Но даже в случае известных потенциалов (например, Леннар-
да-Джонса или Юкавы) этот метод наталкивается на значительные матема-
тические трудности, связанные с вычислением многомерных интегралов, 
описывающих взаимодействие частиц и определяющих конфигурационную 
часть статистической суммы. В связи с этим важную роль играют феноме-
нологические модели реальных веществ, которые основаны на очевидных 
физических допущениях о строении системы, потенциалах взаимодействия 
частиц и индивидуальных характеристиках молекул при игнорировании их 
внутреннего строения. 
 В настоящее время существует довольно много моделей вещества, ко-
торые можно разделить на континуальные (непрерывные) и решеточные мо-
дели. В моделях первого вида изолированная система представляется в виде 
непрерывной среды, частицы которой хаотически перемещаются по объему 
системы (например, газ). В таких системах равновесие является следствием 
броуновского движения взаимодействующих неточечных частиц, которое не 
нарушает условий, определяющих термодинамическое равновесие (динами-
ческое равновесие). В моделях второго типа квазичастицы (атомы и вакан-
сии) располагаются вблизи узлов некоторой геометрической решетки (крис-
талл), т.е. они размещаются в ячейках, каждая из которых занята или части-
цей какого-либо компонента, или вакансией (пустая ячейка). Равновесию си-
стемы соответствуют колебания частиц в окрестности своих узлов (статиче-
ское равновесие). В связи с этим возникает проблема построения такой тео-
ретической модели, которая в предельных случаях приводит к результатам, 
полученным в континуальных и решеточных моделях. При феноменологи-
ческом моделировании веществ и многокомпонентных систем возникает не-
обходимость введения физических гипотез, которые обосновываются мето-
дами статистической физики и термодинамики равновесных и неравновес-
ных состояний. Например, “свободный” объем, незанятый частицами и обу-
словленный  их  взаимодействием, можно описать как совокупность идеаль- 
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ных вакансий. В этой связи возникает проблема последовательного учета ва-
кансий при физико-эмпирическом моделировании. Кроме того, уравнения 
состояния чистого вещества в моделях указанных типов в предельном слу-
чае переходят в уравнение Ван дер Ваальса. Следовательно, необходимо до-
казать, что будет один и тот же структурный вид уравнения состояния чис-
того вещества в континуальных и решеточных моделях вне зависимости от 
выбранных допущений.  

Первая молекулярная теория смесей была построена в 1908 г. Ван дер 
Ваальсом, который использовал известное уравнение состояния не только 
для описания свойств чистых веществ, но и их смесей, предполагая зависи-
мость параметров модели от состава раствора. Это позволило Ван дер Ва-
альсу предсказать “ретроградную” конденсацию и испарение, которые впо-
следствии были экспериментально открыты Кюпеном. Если пренебречь в 
уравнении Ван дер Ваальса для раствора членом, ответственным за взаимо-
действие частиц, то уравнение состояния описывает идеальный ([1] или со-
вершенный [2]) раствор. Для такого раствора все термодинамические функ-
ции смешения, за исключением энтропии, равны нулю. Это означает, что от-
сутствуют такие эффекты, как изменения объема и теплосодержания при об-
разовании раствора, а парциальные давления компонентов описываются за-
коном Рауля [1] (для растворов закон Рауля сводится к тому, что коэффици-
енты активностей компонентов равны единице, а их активности равны кон-
центрациям соответствующего компонента). Идеальные растворы играют в 
теории растворов ту же роль, что и идеальный газ в теории чистых веществ: 
они необходимы для сравнения их свойств со свойствами реальных раство-
ров.  

Успех теории Ван дер Ваальса при описании непрерывного перехода 
от полностью неупорядоченной фазы (газ) к частично упорядоченной фазе 
(жидкости) вплоть до границы появления фазы с дальним порядком (твер-
дое состояние) привел к возникновению целого ряда бесструктурных моде-
лей, в которых жидкость рассматривалась как плотный газ. Рентгенографи-
ческие исследования жидкостей показали наличие ближнего порядка, т.е. в 
малой окрестности фиксированной точки жидкости наблюдается кристалло-
подобное распределение атомов. Экспериментально было установлено, что 
в окрестности точки плавления близки плотности твердого тела и его жид-
кого расплава, а также практически одинаковы их термодинамические свой-
ства (например, изохорная теплоемкость). Эти данные позволили Френкелю 
[3] и Дебаю [4] высказать идею о подобии жидкости и твердого тела, что, в 
свою очередь, породило новое направление в понимании вещества, которое 
обладает элементами решеточной (квазикристаллической) структуры. Идея 
“кристаллоподобности” была подвергнута резкой критике со стороны Гиль- 
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дебранда, который указал, что веществу присущи и свойства газа (“газопо-
добность”).  

В современной интерпретации модель Ван дер Ваальса получила наз-
вание “теории среднего поля” (или “теории свободного объема”), развитая в 
работах Гуггенгейма, Кирквуда, Гильдебранда, Пригожина, Беллеманса, Эн-
глерта-Квола и других (см., например, [1]). В решеточных моделях на каж-
дую молекулу, находящуюся в выделенной ячейке, действует “среднее по-
ле” со сферической симметрией, обусловленной быстрыми флуктуациями и 
эффективным усреднением поля, порождаемого другими молекулами раст-
вора. Ячеечная (вакансионная) модель рассматривается как частный случай 
решеточной модели, так как любая ячейка раствора может быть либо заня-
той, либо свободной. Отметим, что под ячейками понимаются выделенные 
части континуальной системы, которые периодически расположены по объ-
ему системы, при этом каждая частица или вакансия занимает модифициро-
ванную ячейку Вигнера-Зейтца, окруженную полиэдром Вороного [5].  

Для расчета функций смешения и диаграмм состояния применяют ряд 
моделей реальных систем, имеющих ограниченную область применимости в 
виду наличия подгоночных параметров, получаемых из опыта, что не сни-
жает их ценности для понимания природы жидкого и твердого состояний 
вещества:  
– модель регулярного раствора или “классическая” модель (Портер, Ван Ла-
ар, Лоренц, Гайтлер, Гильдебранд, Гуггенгейм, Кирквуд и др. [2]). Данная 
теория построена на следующих гипотезах: 

а) движения частиц раствора сводятся к малым колебаниям около по-
ложений равновесия (узлов решетки) внутри ячеек, образующих решетку (в 
окрестности критической точки расстояния между ближайшими соседями в 
жидких растворах резко возрастает, что приводит к неприменимости сущес-
твующей решеточной модели);  

б) рассматриваются только такие системы, для которых возможно про-
ведение факторизации суммы по состояниям, при этом свободная энергия 
смешения зависит только от конфигурационной части суммы по состояни-
ям;  

в) энергия взаимодействия разбивается на два независимых члена, из 
которых только первый член зависит от концентрации компонентов и пред-
ставляет собой энергию системы; второй член учитывает вклад в энергию 
движений частиц вблизи положений равновесия; 

г) решетка считается жесткой, что соответствует пренебрежению изме-
нениями в межмолекулярных расстояниях или отсутствию термических рас-
ширений решетки (или ее сжатий); 

д) каждая частица занимает свое положение равновесия в решетке, что  
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приводит к отсутствию процессов перестройки растворов. 

Частным случаем теории регулярных растворов является  
– квазихимическая теория. Эта теория построена на следующих гипотезах:  

а) учитываются лишь взаимодействия выделенного атома (молекулы) с 
ближайшими соседями, а дальнодействующими взаимодействиями пренеб-
регают;  

б) энергия взаимодействия атомов (молекул) не зависит от концентра-
ции частиц (возможно в случае компонентов с близкими молярными объе-
мами);  

в) предполагается неограниченная растворимость компонентов друг в 
друге (приводит к необходимости одинаковой структуры компонентов в раз-
личных агрегатных состояниях).  
Модель носит больше познавательный характер, нежели пригодна для прак-
тических расчетов реальных систем. Например, расчет парциальных харак-
теристик смешения проводится методом графического дифференцирования, 
что является существенным недостатком квазихимической модели. В целом, 
модель регулярных растворов описывает положительные и отрицательные 
отклонения активностей компонентов от закона Рауля для бинарных систем 
с симметричной энтальпией смешения. Однако подавляющее число реаль-
ных бинарных растворов характеризуются несимметричной кривой энталь-
пии смешения, а для некоторых растворов она даже меняет свой знак при 
определенном составе системы. Кроме того, асимметричными кривыми яв-
ляются линии равновесия (бинодали) и абсолютной неустойчивости раство-
ров (спинодали). Для исправления указанных недостатков были введены мо-
лекулы различных размеров, при этом основная проблема возникла с расче-
том комбинационного фактора (приближенные методы расчета были разра-
ботаны Чангом, Флори, Хиггинсом, Миллером, Гуггенгеймом). Однако та-
кое усовершенствование модели для растворов мономеров (каждая частица 
отвечает одному мономеру) и полимеров (совокупность из нескольких час-
тиц – ассоциированные растворы) не позволило устранить значительные от-
рицательные отклонения от закона Рауля, а также практически нулевое зна-
чение теплоты смешения. В связи с этим была предложена модель конфор-
мальных растворов: 
– конформальные растворы (Лонге и Хиггинс). Основные допущения этой 
модели такие же, как и для регулярных растворов. Дополнительное предпо-
ложение состоит в том, что силы межмолекулярного взаимодействия при-
близительно одинаковы по порядку величины для всех пар компонентов ра-
створа, а молекулы (атомы) представляются в виде жестких сфер. Экспери-
ментальная проверка этой теории показала ее неадекватность свойствам ре-
альных растворов [2]. 
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– “дырочные” модели (модель “свободного объема” Леннарда-Джонса, Оно, 
Девоншайр, Пик, Эйринг, Хилл и др. [6]). Во всех вариантах таких моделей 
предполагается, что в отличие от теории регулярных растворов часть ячеек 
остается свободной. Однако и эти теоретические построения не выдержали 
экспериментальной проверки. 
 Для получения зависимости термодинамических функций смешения от 
концентрации используются также методы квантовой механики: 
– квантовомеханическая модель (метод псевдопотенциала [1, 6, 7]). Эта мо-
дель используется для вычисления термодинамических свойств металлов и 
основана на следующих физических допущениях: 

а) создаваемый ионами потенциал меняется значительно медленнее, 
чем вызываемая этим изменением перестройка волновых функций электро-
нов проводимости; 

б) взаимодействие между электронами определяется усредненным по-
тенциалом, который зависит от возможных состояний электронов; 

в) электронные состояния разделяются на локализованные (оболочка 
иона) и нелокализованные (валентные электроны); 

г) применяется теория возмущений для описания состояний электро-
нов проводимости. 
Использование аппарата квантовой механики для установления концентра-
ционных зависимостей термодинамических функций наталкивается как на 
недостоверную информацию о потенциалах взаимодействия (используется 
псевдопотенциал), так и на математические трудности, связанные с решени-
ем задачи об отыскании энергетического спектра и, тем более, его зависи-
мости от концентрации компонентов. Построение псевдопотенциала прово-
дится либо решением задачи об отдельном атоме (затем записывается кри-
сталлический потенциал), либо заменой реального потенциала взаимодейст-
вия другим, геометрически более простым по виду потенциалом. Параметры 
потенциала взаимодействия определяются по экспериментальным данным о 
равновесном объеме, упругим постоянным или по фононному спектру. Вы-
бор того или иного вида псевдопотенциала обусловлен условиями конкрет-
ной задачи. Данная модель позволила установить качественное (иногда и ко-
личественное) совпадение энергии связи с теплотой испарения чистого ве-
щества, позволила рассчитать такие характеристики, как изобарная и изо-
хорная теплоемкости, коэффициенты изотермической сжимаемости и объ-
емного расширения. При описании термодинамических функций смешения 
эта модель допускает значительные расхождения между теоретическими и 
экспериментальными данными. 

Физико-эмпирическое моделирование реальных систем, базирующееся 
на применении  методов  статистической физики, квантовой механики и тер- 
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модинамики (с использованием (или без использования) конкретного вида 
межчастичного потенциала взаимодействия [6-13]), приводит к необходи-
мости учета следующих факторов: 

– внутреннего устройства системы (наличие или отсутствие решетки, 
пустых ячеек (вакансий), геометрии решетки, ассоциатов и т.п.); 

– короткодействующей и дальнодействующей частей потенциала меж-
молекулярного (межатомного) взаимодействия; 

– конфигурации расположения квазичастиц (атомов, их ассоциаций и 
вакансий) внутри исследуемого объема; 

– стремление квазичастиц к смешению или разделению; 
– наличие ближнего и дальнего порядков. 
Короткодействующей части потенциала соответствует наличие объема 

у квазичастиц (неточечность), а дальнодействующая часть потенциала отве-
чает за наличие “свободного” и “исключенного” объемов, смешение компо-
нентов системы, разделение гомогенного раствора на фазы и непрерывность 
среды. Стремление частиц занять равновесные положения обеспечивает ус-
ловия “локального” равновесия, которые впоследствии приводят к установ-
лению термодинамического равновесия.  

Кроме того, важным аспектом теории многокомпонентных систем яв-
ляется описание кинетических свойств и поведения системы в неравновес-
ных условиях с позиций единой феноменологической модели. Смещение 
системы из положения термодинамического равновесия вызывает протека-
ние необратимых, диссипативных процессов (диффузия, теплопроводность 
и др.), стремящихся вернуть систему в положение равновесия. Одним из та-
ких процессов является диффузия. Диффузионное перемещение частиц яв-
ляется самым медленным из необратимых процессов, который и обеспечи-
вает окончательный переход системы в равновесное состояние.  

Начало исследованию диффузии было положено в работах Фика (см., 
например, [14]), который сформулировал два закона, которые связывали по-
ток вещества с градиентом концентрации, а скорость изменения концентра-
ции с дивергенцией потока. Экспериментальное изучение взаимной диффу-
зии золота и свинца впервые было проведено Робертсом-Аустином (1896). 
Открытие радиоактивных изотопов дало возможность разработать для ис-
следования диффузии метод “меченых атомов” (Хевеши, Загрубский и др.), 
который позволил изучить не только объемную диффузию, но и диффузию 
по поверхности кристалла, по границам зерен, фаз и дислокационным труб-
кам. К исследованию диффузии были применены также резонансные мето-
ды: ядерный магнитный резонанс, эффект Мессбауэра и рассеяние тепловых 
нейтронов.  
        Параллельно с развитием экспериментальной техники изучения диффу- 
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зии изменялись и теоретические представления о механизмах диффузии. В 
начале ХХ века Эйнштейн (1905) впервые применил к процессу диффузии 
модель случайных блужданий. В модели Эйнштейна радиус-вектор движу-
щейся частицы принимал непрерывный ряд значений и менялся произволь-
ным образом (континуальная модель). В дальнейшем были рассмотрены те-
ории, в которых диффузия представлялась в виде последовательности скач-
ков определенной длины, причем вероятность каждого последующего скач-
ка и его направление не зависели от предыдущего перемещения (решеточ-
ная модель). Учет корреляции между предыдущим и последующим скачка-
ми привело исследователей диффузии к необходимости введения фактора 
корреляции (Бардин, Херринг и др.). Развитие молекулярно-кинетических 
представлений о природе вещества привело к необходимости определения 
физических механизмов диффузионного процесса (междоузельный без или с 
вытеснением атома из узла, вакансионный, механизм скоплений, кольцевой 
и др.) и выявления связи диффузии со случайными блужданиями атомов. В 
результате было установлено, что коэффициент диффузии определяется гео-
метрией решетки, ее постоянной и вероятностью перескока из одного поло-
жения в другое (количеством атомов, способных к перемещению).  

В этой связи Больцманом было получено уравнение для функции рас-
пределения атомов [15-17]. Это уравнение было получено при следующих 
допущениях:  

а) существенными являются только парные столкновения; соударения 
трех и более частиц происходит значительно реже, чем рассеивание одной 
частицы на другой; 

б) вероятность того, что в произвольный момент времени произойдет 
столкновение выделенной частицы с другой частицей, пренебрежимо мала; 
в некоторый момент времени вероятность возрастает, но вероятности столк-
новения с двумя и более частицами в этот момент времени пренебрежимо 
малы; 

в) на функции распределения накладывается ряд ограничений, которые 
обеспечивают отсутствие сильной корреляции в состояниях движения час-
тиц.  
Изучение эволюционных процессов в неоднородных многокомпонентных 
системах с использованием уравнения Больцмана осложняется “перепутыва-
нием” функций распределения. С макроскопической точки зрения примене-
ние кинетического уравнения Больцмана позволяет вывести уравнения сох-
ранения массы, количества движения и энергии. Основной трудностью при 
использовании этого уравнения является отсутствие надежных сведений о 
типе столкновений (упругое или неупругое), о сечениях столкновений час-
тиц, их геометрической форме и силах взаимодействия [18].  
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Значительный прогресс при теоретическом исследовании диффузион-

ной эволюции был достигнут при учете роли дефектов решетки (особенно 
вакансий) в процессе диффузионной перестройки системы (Френкель). Идеи 
Френкеля позволили понять наиболее распространенный механизм диффу-
зионного перемещения, состоящий в обмене местами частицы и вакансии, и 
установить связь между параметрами диффузии и характеристиками вакан-
сий. Вакансионные модели, экспериментальной базой которых являются эф-
фекты Киркендалла-Смигельскаса (пластическое течение вещества в диффу-
зионной зоне) и Френкеля 1 и 2 родов (образование и исчезновение макро-
скопических пор), поставили вопрос об учете распределения равновесных и 
неравновесных вакансий, о связи между скоростью диффузионного переме-
щения атомов и характеристиками дефектов.  

В настоящее время при изучении диффузионной эволюции системы за-
частую используют принцип “локального” равновесия. Например, используя 
приближение “локального” равновесия авторы работы [19] получили выра-
жения для коэффициентов взаимной диффузии и других кинетических коэф-
фициентов для случая парных столкновений. Однако такой подход не позво-
ляет установить связь между потоками различной термодинамической при-
роды, а также зависимость этих потоков от концентрации частиц в растворе 
и температуры.  

Попытка решения этой проблемы была предпринята Онсагером [20] в 
его линейной теории необратимых процессов, которая была обоснована ва-
риационным принципом Дярматы (Дьярмати) [21, 22]. В теории Онсагера 
движущей силой диффузии является градиент отношения химического по-
тенциала компонента к температуре системы. При достижении равновесия 
температура, давление и химический потенциал компонента становятся по-
стоянными величинами, поэтому при стремлении к равновесию движущая 
сила приближается к нулю. Линейная теория Онсагера позволила наиболее 
полно описать диффузию в многокомпонентных растворах, несмотря на то, 
что физический смысл коэффициентов Онсагера оставался невыясненным. 
При учете вакансий выделяют два случая [23]: равновесные (движущая сила 
перемещения вакансий равна нулю) или неравновесные (вакансии являются 
равноправным и идеальным компонентом системы, причем их химический 
потенциал является функцией времени и местоположения) вакансии. В слу-
чае неравновесных вакансий их поток исключается из рассмотрения с по-
мощью условия отсутствия потоков всех компонентов на границе объема, 
занимаемого системой. В рамках формализма Онсагера получены уравнения 
для диффузии и исследованы различные эффекты, возникающие при взаим-
ном влиянии потоков, вызванных различными термодинамическими силами. 
Теория  Онсагера оказалась чрезвычайно плодотворной при изучении перек- 
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рестных необратимых процессов, связанных с наличием градиентов различ-
ных термодинамических величин (температуры, концентрации, давления и 
др.), что дало возможность установить связь между кинетическими коэффи-
циентами различных процессов. Для применения теории Онсагера необхо-
димо знать зависимости интенсивных характеристик системы от концентра-
ции частиц в приближении “локального” равновесия, а это требует модель-
ного (или точного) выражения для термодинамической функции состояния 
системы. 

Обобщение метода статистических ансамблей Гиббса на неравновес-
ные термодинамические системы проведено Зубаревым [24-29]. Для обосно-
вания уравнений химической кинетики Бахарева, используя дискретные це-
пи Маркова, предложила нелинейный вариант неравновесной термодинами-
ки [30-35]. Однако данные теоретические построения не выявляют зависи-
мости равновесных термодинамических функций от состава раствора и мик-
роскопических параметров молекул (атомов), что затрудняет их применение 
для расчета свойств реальных растворов. 

В данной работе предлагается новая модель, на основе которой иссле-
дуются термодинамические свойства чистых веществ, многокомпонентных 
растворов, а также перестроечные процессы, переводящие указанные объек-
ты в равновесное состояние. Частными случаями предложенной модели яв-
ляются газы Ван дер Ваальса, Дитеричи, решеточный газ, модель Данилова-
Каменецкой (описание возможных типов диаграмм состояния систем), тео-
рия регулярных и субрегулярных растворов, результаты работ Кана и Хача-
туряна, теория диффузии Гурова-Назарова и другие модели.  
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Глава 1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛОВЫХ ЯВЛЕНИЙ И ПРОЦЕССОВ  

 ПЕРЕСТРОЙКИ В ЧИСТЫХ ВЕЩЕСТВАХ И МНОГОКОМПО- 
 НЕНТНЫХ СИСТЕМАХ 

 
 Всестороннее экспериментальное и теоретическое исследование мно-
гокомпонентных систем связано с созданием технологических процессов и 
приемов получения материалов с заданными свойствами. При эксперимен-
тальном решении поставленных задач многокомпонентность системы значи-
тельно увеличивает временные и материальные затраты. В связи с этим воз-
растает роль теоретического моделирования многокомпонентных объектов с 
целью прогнозирования их теплофизических, физико-механических и дру-
гих свойств в зависимости от состава, температуры и других параметров си-
стемы. Кроме того, модельные представления о многокомпонентной систе-
ме дают возможность управления процессами, возникающими в процессе 
эксплуатации технического объекта. Например, обычным способом улучше-
ния характеристик сплавов является добавление в систему новых компонен-
тов (легирование). Легирующие элементы регулируют интенсивность меж-
частичных взаимодействий в жидких (твердых) металлах, удаляют из раст-
вора (рафинирование) или вытесняют на границы зерен вредные примеси (в 
основном, газовые компоненты), изменяют подвижность тех или иных ком-
понентов, замедляя “старение” сплава. Отметим, что вариантов легирования 
достаточно много и изучение всех случаев экспериментальным путем прак-
тически невозможно [36]. Поэтому возрастает роль расчетных методов при 
выборе оптимальных количеств легирующих элементов, которые обеспечи-
вают совместимость основы и вводимого компонента. 
 Большую помощь при изучении гетерогенных систем оказывают диа-
граммы состояния растворов (сплавов), построенные на основе опытных 
данных или рассчитанные на основе модельных представлений о чистых ве-
ществах и процессе их смешения [37-51]. Это связано с тем, что диаграммы 
состояния являются наглядным геометрическим отображением равновесных 
фазовых состояний системы. Использование диаграмм дает возможность оп-
ределить различные параметры растворов: температуры ликвидуса и соли-
дуса; кривые абсолютной неустойчивости раствора (спинодали); раствори-
мость компонентов друг в друге; концентрацию, при которой наблюдается 
механическая смесь компонентов (эвтектика) и другие величины, необходи-
мые для расчета термодинамических функций смешения и параметров тех-
нологического процесса. Эти характеристики системы указывают область 
технического использования той или иной системы (газовой смеси, жидкого 
раствора, сплава). В таких технологических процессах, как дистилляция, эк-
стракция, вакуумно-дуговой, электроннолучевой  или  электрошлаковый пе- 
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реплав металлов, сварка или плавка при низких температурах и давлениях и 
других процессах происходят сложные физико-химические изменения, ка-
чественное понимание которых может быть осуществлено при наличии диа-
грамм состояния. Это связано с тем, что диаграммы состояния отражают во-
зникающие химические соединения, показывают области их существования 
и определяют равновесную концентрацию компонентов. 
        При создании технических аппаратов важную роль играют кинетичес-
кие процессы (см., например, [52]). Термодинамический и кинетический ме-
тоды исследования газовых смесей, жидких растворов и твердых сплавов 
определяют равновесные и неравновесные свойства указанных систем. Тер-
модинамические свойства системы определяют оптимальные условия техно-
логического процесса. Кинетические параметры определяют границы мета-
стабильности многокомпонентной системы и задают эксплуатационные ха-
рактеристики объектов исследования. Разработка технологического процес-
са и аппаратуры для его реализации возможна при наличии информации о 
фазовых равновесиях, теплофизических свойствах и кинетических характе-
ристиках чистых компонентов. Зачастую на практике используют экспери-
ментальные данные, однако их определение в широких интервалах характе-
ристик состояния и составов весьма затруднительно [53-65]. В связи с этим 
предпочтительным является теоретический подход: используют методы тер-
модинамики и статистической физики (например, вероятностный метод 
ячеек Больцмана или способ механических ансамблей Гиббса), позволяющие 
установить взаимосвязь макроскопических свойств раствора с микроскопи-
ческими параметрами атомов (молекул). Микроскопические параметры час-
тиц отдельного компонента системы находят либо с использованием кван-
товомеханических расчетов, либо определяют из сравнения модели с опыт-
ными данными.  
 Кристаллизация металлов, их зонная очистка, электрошлаковый пере-
плав и другие технологические процессы неразрывно связаны как с гидро-
динамическими явлениями, так и с эволюционными перестройками в систе-
ме. В частности, транспортные характеристики частиц совместно с теплофи-
зическими свойствами чистых компонентов являются основой при создании 
рациональной теории жидкости [66]. Диффузионный процесс является од-
ним из важных кинетических процессов, особенно взаимная диффузия в би-
нарных растворах [23, 37, 67-81]. Диффузионное перемещение атомов (мо-
лекул) происходит при росте кристаллов из расплавов, при фазовых превра-
щениях, распаде твердых растворов, рекристаллизации и подобных процес-
сах. Диффузионный процесс наблюдается в системах с нейтральными и за-
ряженными частицами при наличии (отсутствии) равновесных и неравнове-
сных вакансий, в растворах электролитов и полимеров. 
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Уравнения диффузии могут быть получены тремя способами: при ис-

пользовании вероятностного изучения случайных блужданий атомов (ионов, 
молекул) [82, 83]; из кинетического уравнения Больцмана [15-17, 62, 84-86] 
(или из аналогичных уравнений); согласно линейной теории Онсагера [6, 21, 
22, 62, 63, 87-92]. В первом способе используется вероятность элементарных 
актов перехода атома в близлежащие узлы. При втором подходе получают 
уравнение для функции распределения частиц, знание которой позволяет 
рассчитать коэффициент диффузии и плотность отдельного компонента. Ре-
ализация третьего метода связана с отысканием зависимости химического 
потенциала компонента от состава раствора и температуры. Знание зависи-
мости коэффициента взаимной диффузии от концентрации в бинарных сис-
темах дает возможность управления процессами перестройки в таких рас-
творах (сплавах). Кроме того, решения систем диффузионных уравнений оп-
ределяют границы метастабильности многокомпонентной системы. Иссле-
дование диффузии ионов в растворах электролитов приводит к концентра-
ционной зависимости коэффициента электропроводности, выяснение кото-
рой важно для получения материалов с высокой электропроводностью при 
комнатных температурах. Термодинамический и кинетический аспекты изу-
чения многокомпонентных систем показывают, что данная тема представля-
ет несомненный научный и практический интерес для исследователей. 
 

§ 1. Уравнения состояния чистых веществ и их растворов 
 

 Современная теория чистых веществ и их смесей, растворов и сплавов 
базируется на использовании термодинамики, статистической механики и 
физико-эмпирического моделирования реальных систем. Огромное количе-
ство литературных источников, посвященных этой проблеме, можно услов-
но разделить на три направления: I. Статистико-термодинамические иссле-
дования общих свойств веществ, находящихся в различных агрегатных сос-
тояниях [2, 5-7, 9, 12, 13, 87, 92-125]; II. Термодинамическое исследование 
определенных систем (например, металлов); III. Приложения общих поло-
жений термодинамики и статистики в различных областях, использующих 
физические результаты (например, в химии). В этом пункте проведем крат-
кий критический обзор существующих моделей чистых веществ и их раст-
воров, разработанных в рамках статистической термодинамики. 

Статистический подход, разработанный в работах Гиббса, Больцмана, 
Эйнштейна, Смолуховского и др., основан на использовании закона боль-
ших чисел, согласно которому (даже при неизвестном законе распределения 
отдельных компонентов) система подчиняется нормальному закону распре-
деления. Это связано с тем, что невозможно указать в данный момент време- 
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ни положение, направление и скорость движения каждой отдельно взятой 
частицы. Можно только указать вероятность того, что частица будет нахо-
диться в выбранной точке системы, и иметь скорость в заданных пределах, 
причем о направлении движения судят по интервалам, в которые попадают 
проекции скорости. Это говорит о неопределенности направления движения 
частицы при таком подходе.  

Статистический метод позволяет вычислить макроскопические ха-
рактеристики системы, исходя из известных микроскопических параметров 
частиц, составляющих эту систему. Возможна и обратная постановка зада-
чи: нахождение параметров частиц по известным макроскопическим свой-
ствам системы. Установив связь между макроскопическими состояниями ве-
щества и параметрами микрочастиц, образующими эту систему, статистиче-
ская физика дала возможность вычислять термодинамические функции раз-
личных по своей природе систем. Она также объяснила такие понятия, как 
температура, давление, энтропия, свободная энергия и др.  
 В силу усреднения свойств частиц, образующих систему, она характе-
ризуется макроскопическими параметрами: температурой, объемом, давле-
нием, концентрацией и другими величинами. Обычно для определения мак-
роскопических параметров используют экспериментальные данные. Однако 
это не мешает на основе этих знаний строить новые физические модели, ко-
торые являются физико-эмпирическими и имеют иногда более широкую об-
ласть применения, нежели последовательные теории. В частности, к таким 
теориям относятся термодинамика (вернее, термостатика) и электродинами-
ка.  

Развитие молекулярно-кинетических представлений о природе вещест-
ва позволило получить уравнение состояния реальных газов и жидкостей. 
Первоначально частица представлялась в виде упругого шара, что оказалось 
достаточным для вывода уравнения разреженного газа. Для объяснения по-
ведения плотных газов и жидкостей Ван дер Ваальсом были введены силы 
притяжения и отталкивания. Для описания теплоемкости газа атомам (моле-
кулам) были приписаны степени свободы: поступательные, вращательные и 
колебательные. Таким образом, молекулярно-кинетическая теория наглядно 
продемонстрировала необходимость учета микроскопических свойств моле-
кул и атомов при изучении термодинамических и кинетических свойств раз-
личных систем. 
 Идеализация формы атома (молекулы) в виде упругого шара привела к 
первому уравнению состояния разреженного (идеального) газа, которое на-
зывается уравнением Клапейрона-Менделеева. Это уравнение связывает дав-
ление P  с объемом системы V  и температурой T : MTRmVP /= , где m  – мас-
са газа, M – его молекулярная масса, 314.8=R )/( мольКДж ⋅ – универсальная га- 
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зовая постоянная. С увеличением плотности и давления, или с уменьшени-
ем температуры свойства реальных газов начинают существенно отклонять-
ся от уравнения состояния Клапейрона-Менделеева. В связи с этим Ван дер 
Ваальс ввел в рассмотрение силы отталкивания (собственный объем части-
цы) и силы притяжения частиц, что привело его к уравнению:  

( )( ) VTknbnaP
Б

/12 =−+  
( VNn /=  – плотность газа, градДжk

Б
/1038.1 23−⋅=  – константа Больцмана). В 

этом уравнении постоянная b  учитывает силы отталкивания и равна учетве-
ренному объему молекулы, а константа a  характеризует притяжение моле-
кул в системе, содержащей N  частиц. Это уравнение позволило объяснить 
непрерывность фазового перехода пар-жидкость и наличие критической то-
чки.  

Однако дальнейшие эксперименты с газами показали, что большинст-
во газов не подчиняются закону Ван дер Ваальса. Например, по уравнению 
Ван дер Ваальса критическая сжимаемость равна 0.375, в то время, как для 
многих реальных газов эта величина лежит в пределах от 0.21 до 0.31 [126, 
127]. Существует огромное число попыток улучшить уравнение Ван дер Ва-
альса (см., например, [128]), но наиболее удачными являются уравнения, ко-
торые в настоящее время наиболее часто используются при практических 
расчетах. Это уравнения (для одного моля вещества): 
– Бертло: ( )( ) VTRnbTngP /1)/( 2 =−+ ;  – Дитеричи: ( ) ( )TnqTRNbVP /exp=− ; 
– Битти-Бриджмена: 2/)1()1( naVbncRTP −−−= ;  – Камерлинга-Оннеса (или 
вириальное разложение): ++++= )/()/()/( 32 VCVBVATRVP …  

Классическая теория Ван дер Ваальса позволила объяснить ряд аспек-
тов жидкого состояния вещества, что послужило толчком к развитию непре-
рывных бесструктурных моделей жидкого состояния. В моделях такого ти-
па жидкость представляется в виде сильно сжатого газа, при этом игнориру-
ется корреляция в состояниях движения и расположения атомов (молекул). 
Заметим, что теория Ван дер Ваальса ничего не говорит о такой “газоподоб-
ности” жидкости. Современные модели жидкости учитывают поправки на 
конечность объема частиц и дополнительного взаимодействия, связанного с 
возникновением ближнего и дальнего порядков в расположении атомов (мо-
лекул). В простых моделях жидкости [129] игнорируется потенциал притя-
жения атомов, а потенциал отталкивания имеет сингулярный характер (мо-
дель твердых сфер). Это приводит к отсутствию в таких моделях явлений 
упорядочения и фазовых переходов. В более сложных моделях потенциаль-
ная часть внутренней энергии представляется в виде суммы парных потен-
циалов взаимодействия (типа Леннарда-Джонса), которые не зависят от тем-
пературы и плотности жидкости. В работах  [130-135]  усовершенствованная  
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теория Ван дер Ваальса применяется к жидким системам, а в работе [136] 
предлагается в бесструктурном приближении полуэмпирическое уравнение 
состояния (в уравнение входит мало параметров, величины которых содер-
жатся в справочниках), которое используется для исследования фазовых пе-
реходов и сжимаемости твердых тел. Отметим, что уравнение Ван дер Ва-
альса можно получить и по методу Гиббса при использовании корреляцион-
ных функций Майера (см., например [106]).  
 Очевидно, что нельзя построить последовательную механическую тео-
рию перемещения многих частиц. Это связано с огромным числом уравне-
ний движения ( 2310≈ ) и таким же количеством начальных условий. В связи с 
этим Гиббсом был преложен метод статистических ансамблей. Метод Гиб-
бса основан на том, что в равновесии средние значения любых параметров 
не зависят от времени, следовательно, функция распределения будет зави-
сеть только от интегралов движения системы. Если система содержит N  то-
ждественных частиц, то их перестановки не должны приводить к новому 
микросостоянию системы, хотя они и изображаются на фазовой плоскости 
разными точками. Исключение таких состояний осуществляется путем деле-
ния функции распределения частиц на число их перестановок !NpN = . Ос-
новной проблемой в методе Гиббса является вычисление конфигурационной 
части свободной энергии взаимодействующих частиц: 

( ) ( ) N

ki
ki

q

N
конф dxrrUVZ 3

)(

. exp ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−= ∑∫

<Γ

− β , 

здесь ( )ki rrU −  – энергия взаимодействия частиц (расположенных в точках 

ir  и kr ), зависящая только от расстояния между этими точками kiik rrr −= , 
1−=θβ , TkБ=θ  – температура в энергетических единицах измерения.  
Для разреженных газов потенциальная энергия взаимодействия частиц 

стремится к нулю, поэтому экспонента под знаком интеграла стремится к 
единице. В связи с этим Майер ввел функцию ( ) ( )( ) 1exp −−= ikik rUrf β , заменил 
подынтегральное выражение произведением экспонент, подставив вместо 
экспонент выражение ( ) 1+ikrf . При вычислении конфигурационного интег-
рала Майер пренебрег взаимодействиями трех и более молекул, учел тожде-
ственность частиц и получил следующее выражение для статистической 
суммы ( ) kiik

q

конф dVdVrfnZ ∫
Γ

+=
)(

2
. 5.01 . Выбирая положение молекулы i  за начало 

сферических координат и вводя обозначение ∫= drrrfa 2)(4π , он получил вы-

ражение для конфигурационного интеграла naNZконф 5.01. += . В результате та-
ких действий Майер нашел выражение для свободной энергии.  
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Дифференцирование полученного выражения по объему системы при-

водит к уравнению Ван дер Ваальса. Используя модельный вид потенциаль-
ной энергии для упругого шара можно вычислить параметры уравнения Ван 
дер Ваальса, об ограниченной области применимости которого было сказано 
выше. Использование диаграммной техники позволило Майеру также полу-
чить вириальное уравнение состояния Камерлинга-Оннеса. Ранее полагали, 
что с помощью этого уравнения можно описать критические явления и фа-
зовые переходы. Однако это оказалось неосуществимым, так как при боль-
ших плотностях реальных систем, когда “свободный” объем (объем, не заня-
тый частицами) становится малой величиной, происходит нарушение иерар-
хии членов вириального ряда. Отметим, что более или менее удачной по-
пыткой вычисления конфигурационного интеграла для случая парного по-
тенциала центральных сил была предпринята в работе Захарова [137]. Ис-
пользование получаемого уравнения состояния для описания свойств реаль-
ных веществ показывает неудовлетворительное согласие с эксперименталь-
ными данными, хотя модель приводит к правильным значениям критичес-
ких индексов. 
 Помимо подхода Гиббса применяют также метод ячеек Больцмана. Он 
состоит в том, что все фазовое пространство, занимаемое системой из N  
тождественных частиц, объемом V  и полной энергией E , разбивается на ко-
нечное число ячеек m  с различными энергиями iε . Частицы произвольным 
образом размещаются по этим ячейкам (числа заполнения in ). Любые перес-

тановки частиц внутри ячеек не должны изменять микросостояние системы. 
Полное число микросостояний (или способов размещения N  частиц по всем 
ячейкам m , или вероятность реализации данного распределения) определя-

ется формулой 
1

1

!!

−

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∏

m

i
inNW . Вычисляя натуральный логарифм и исполь-

зуя формулу Стирлинга ( )N
eNN 1! −≈ , получим i

m

i
i nnNNW lnlnln

1
∑
=

−= . Числа за-

полнения in  удовлетворяют условиям постоянства числа частиц ==∑
=

m

i
inN

1

 

const=  в системе и ее энергии constnE i

m

i
i ==∑

=1

ε . Применение метода неопре-

деленных множителей Лагранжа позволяет путем вариации Wln  найти за-
кон распределения частиц. Больцман ввел также условие, связывающее эн-
тропию системы с экстремумом функции Wln : maxlnWkS Б= . В результате та-
ких действий было найдено распределение ( )ii constn βε−= exp  частиц с энерги-
ей iε  по ячейкам. Каждому  значению  энергии iε  может отвечать различное  
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число возможных микросостояний, определяемое статистическим весом ра-
спределения i . Зная дискретный спектр энергии и статистический вес можно 
вычислить вероятность того, что частица имеет любое значение из спектра 
энергий. 
 На основе экспериментальных данных термодинамика определяет ха-
рактеристические функции, которые определяют макросостояние системы, 
игнорируя ее микроскопическое механическое содержание. В частности, та-
кой функцией состояния является свободная энергия TSUF −= , где U  – 
внутренняя энергия системы, обусловленная перемещением и взаимодейст-
вием атомов (молекул), S  – энтропия, являющаяся мерой хаоса, возникаю-
щего из-за стремления частиц к смешению или разделению, T  – темпера-
тура, определяемая усредненной по объему скоростью движения частиц. 
При таком подходе выделяют экстенсивные величины, которые являются 
однородными функциями первого порядка относительно числа частиц, и 
интенсивные величины, которые определяются неоднородными функциями. 
Экстенсивными величинами являются внутренняя энергия системы, энтро-
пия, объем; интенсивными – химические потенциалы частиц, давление, тем-
пература. Взаимосвязь между экстенсивными и интенсивными параметрами 
определяет состояние изолированной системы. 

Непрерывность термодинамических функций приводит к целому ряду 
полезных соотношений, связывающих между собой макропараметры систе-
мы. Например [111],  
1) следствие из законов термодинамики: ( ) ( )VT TPTPVU ∂∂=+∂∂ // , которое по-
зволяет установить взаимосвязь между изобарной PC  и изохорной VC  тепло-

емкостями системы ( )
( ) T

P

T

V
VP VT

VP

TP
TCC

β
α 22

/

/
=

∂∂
∂∂

−=− , где =Pα ( )PTVV ∂∂− /1  – ко-

эффициент объемного расширения, =Tβ ( )TPVV ∂∂− − /1  – сжимаемость при по-
стоянной температуре; 
2) условия равновесия фаз 1 и 2: )2()1( TT =  – тепловое  равновесие; )2()1( PP =  – 
механическое равновесие; )2()1(

ii µµ =  – равенство химических потенциалов 
компонентов определяет отсутствие диффузии частиц из одной фазы в дру-
гую; 
3) наличие критической точки: ( ) ( ) 0// 22 =∂∂=∂∂ TT VPVP  (или тождественные  

уравнения ( ) ( ) 0// 22 =∂∂=∂∂ TT nPnP , где VNn /=  – объемная плотность частиц); 

4) при бесконечно малом смещении системы из положения термодинамиче-
ского равновесия выполняется уравнение Дюгема-Гиббса: 

0=+− ∑
i

ii dNdPVdTS µ , 
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где iµ  – химический потенциал компонента i . При достижении термодина-

мического равновесия уравнение Дюгема-Гиббса является тождеством (со-
ответствует определенной связи между дифференциалами dT , dP  и idµ ).  

5) закон действующих масс: ( )TPKa
s

k
k
k ,

1

=∏
=

ν ,  где ( )TPK ,  – константа равно-

весия, которая определяется стандартными значениями химических потен-

циалов компонентов 0kµ  и температурой ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

s

k
kk vTPK

1
0exp, µβ , kν – стехио-

метрические коэффициенты химической реакции ∑
=

=
s

k
kk A

1

0ν . Температурная 

зависимость константы реакции задается уравнением )/(/ln 2RTHTK ∆=∂∂ , где 
H∆  – теплота, которая выделяется (поглощается) в процессе протекания хи-

мической реакции.  
В работе [112] отмечены два важных момента термодинамической тео-

рии: 1) в термодинамическом пределе ( ∞→N , ∞→V ) плотность вещества 
остается неизменной, т.е. constn = ; 2) среднее расстояние между частицами 

.срr  ∼( ) 3/1−n .   

Первый момент позволяет выдвинуть гипотезу о неизменности веро-
ятности нахождения системы в состоянии равновесия при бесконечном уве-
личении числа частиц в увеличивающемся объеме системы. Второй момент 
подчеркивает необходимость введения эффективных объемов частиц вместо 
их реальных объемов:  

а) действительно, если представлять частицу в виде сферы с радиусом 

0r , то ее объем будет пропорционален кубу этого радиуса ( 0ν ∼ 3
0r );  

б) при учете сил отталкивания объем частицы необходимо заменить на 
эффективный объем, пропорциональный кубу половины среднего расстоя-
ния между частицами ( .эфν ∼( )3

.5.0
ср

r );  
в) если не учитывать наличия вакантных мест в объеме системы, то 

объем частицы надо еще раз увеличить до величины удельного парциально-
го объема, который пропорционален кубу длины свободного пробега части-
цы l  ( pν ∼ 3l ).  

Отсюда следует иерархия линейных размеров: lrr
ср
<< .0 . Если среднее 

расстояние между частицами вещества гораздо меньше длины их свободно-
го пробега (выполняется неравенство lr

ср
<<. ), то система находится в газо-

образном состоянии. При выполнении других соотношений между указан-
ными величинами система находится либо в жидком ( lr

ср
<. ), либо в твердом 

( ≈.ср
r l ) состоянии. Атомы (молекулы) можно считать точечными частицами,  
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если их размеры пренебрежимо малы по сравнению со средним расстоянием 
между частицами ( .0 срrr << ). 

При исследовании смесей и растворов вводят парциальные характери-
стики компонентов. В силу взаимодействия частиц не весь объем системы 
занят частицами, т.е. ∑ Ω≠

i
iiNV , здесь iΩ  – удельный объем, приходящийся 

на одну молекулу чистого компонента i . Однако, воспользовавшись теоре-
мой Эйлера об однородных функциях, можно записать, что ∑=

i
ii vNV , где iv  

– парциальный объем, отнесенный к одной молекуле чистого компонента i  
(аналогичными формулами отображаются и другие экстенсивные величи-
ны). Для чистого вещества термодинамика утверждает совпадение удельно-
го и парциального объемов, что кажется сомнительным из-за наличия “сво-
бодного объема”, который можно интерпретировать как совокупность ва-
кансий. В связи с этим Френкелем и Дебаем была предложена “квазикрис-
таллическая” модель жидкости, которая занимает промежуточное состояние 
между газом, который характеризуется хаотическим размещением частиц по 
объему системы, и кристаллом, имеющим упорядоченное распределение мо-
лекул (атомов) по периодической решетке (см., например, [67]). Основанием 
для такой гипотезы послужили следующие факты: вблизи точки плавления 
плотности твердого тела и расплава практически равны между собой; бли-
зость межатомных расстояний в обеих фазах; сильные межатомные взаимо-
действия в жидкости. Согласно Френкелю, в жидкости движение молекулы 
(атома) представляется в виде нерегулярного колебания с частотой, близкой 
к частоте колебания атома в кристалле, и амплитудой, определяемой разме-
рами “свободного” объема. Величину этого объема определяют ближайшие 
соседи атома. Центр колебаний смещается вместе с частицей и ее окружени-
ем, в каждый момент времени наблюдается неустойчивое положение равно-
весия. В силу неустойчивости равновесия существует характерное время, в 
течение которого центр колебаний смещается на величину межатомных рас-
стояний, что позволяет ввести в рассмотрение динамическую геометричес-
кую решетку с ячейками Вигнера-Зейтца, окруженных полиэдрами Вороно-
го [5]. Кроме того, некоторые ячейки при таком подходе могут оказаться не-
занятыми, что приводит к необходимости введения вакансий. Например, в 
работе [110] отмечается, что в простых металлах и кристаллах затвердевших 
инертных газов основным дефектом являются вакансии. Они участвуют в 
кинетических процессах, дают вклад в электрическое и тепловое сопротив-
ление системы, оказывают влияние на рост и залечивание пор в твердых об-
разцах. Идея “квазикристалличности” жидкого состояния среды подверглась 
резкой  критике  со стороны Гильдебранда (1953), который указал на сходст- 
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во свойств жидкости не только со свойствами кристалла, но и газа.  

Современные теории жидкости [106, 108, 110, 138] базируются на ме-
тодах статистической физики и интегральных уравнениях, которые устанав-
ливают связь межчастичного потенциала с функциями распределения, обус-
ловленные расположением групп частиц [103, 116, 117, 139] (теория Борна-
Боголюбова-Грина-Кирквуда-Ивона (теория ББГКИ)). Существенной проб-
лемой при таком подходе остается необходимость обоснованного расщеп-
ления цепочки уравнений Боголюбова. Кроме сложности формул, получае-
мых в схеме Боголюбова, отмечают большие математические сложности, с 
которыми сталкивается теория в тех случаях, когда молекулы (атомы) не об-
ладают сферической симметрией, закон их взаимодействия отличается от за-
кона “6-12” (потенциал Леннарда-Джонса) и в случае высоко плотных сис-
тем. В этой связи были разработаны стохастические методы расчета свойств 
конденсированных систем: методы Монте-Карло и молекулярной динамики 
(см., например, [140]). Однако они обладают недостатками, связанными с 
корректностью получения функций распределения при статистических вы-
борках; длительностью генерации случайных траекторий перемещения час-
тиц; неэффективностью применения для сильно разреженных газов и плот-
ных твердых тел; существует проблема замыкания интегральных уравнений 
на атомно-молекулярном уровне для сильно неоднородных систем [141] и 
другие. Поэтому развитие физико-эмпирического моделирования с целью 
получения приемлемых для практических целей выражений для термодина-
мических функций смешения одно- и многокомпонентных систем представ-
ляется целесообразным и не вызывающим сомнений. В частности, была раз-
работана модель “решеточного” газа. Отличие этой модели от вышерассмо-
тренных теорий состоит в дискретном распределении частиц по объему сис-
темы, разбитой на ячейки. Такое огрубление пространственного распределе-
ния частиц позволяет получить аналитические выражения для концентраци-
онных зависимостей термодинамических функций смешения. Вопрос о ста-
тистической обоснованности и точности таких расчетов остается открытым 
[141]. Измельчение ячеек, на которые разбивается объем системы, приводит 
к континуальному варианту решеточной модели. Появление решеточной мо-
дели вызвало модифицирование метода Монте-Карло, так как оказалось го-
раздо проще реализовать этот метод на дискретном множестве решеточных 
узлов. Решеточный подход к веществу поставил следующие вопросы: “ис-
ключенный” объем [141, 142]; “мягкость” решетки, “связанные” состояния 
(колебания частиц в окрестности узла). Несмотря на это модель “решеточ-
ного” газа по точности расчетов не уступает теории ББГКИ и стохастичес-
ким моделям. Такой подход применяется не только в теории молекулярных 
растворов, но  и  в  других теоретических построениях, например, в моделях  
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

 

27 

 
сильных электролитов [143]. Кроме того, открытие в металлических сплавах 
квазикристаллических фаз (1984), существование которых считалось невоз-
можным, показало наличие некристаллографически и кристаллографически 
симметричных апериодических структур [144]. Квазикристаллы отличаются 
низкой теплопроводностью, незначительной адгезией по отношению к поли-
мерам и пищевым продуктам, высоким омическим сопротивлением, отрица-
тельным температурным коэффициентом электросопротивления и относи-
тельно малым значением коэффициента трения в паре с твердым материа-
лом. Существование апериодических структур в сплавах указывает на суще-
ствование хаоса в системах с дальним порядком.  

Следовательно, идеи Гильдебранда о “газообразности” и Дебая-Френ-
келя о “квазикристалличности” реальных систем имеют под собой экспери-
ментальную базу. Идея Френкеля о кристаллической структуре конденсиро-
ванных систем получила развитие и в теории растворов в виде решеточных 
моделей, которые подробно будут рассмотрены в § 3 глав 1 и 3. Следова-
тельно, разработка непрерывно-дискретной модели вещества является акту-
альной задачей современной теории многокомпонентных систем. 
 Смешивание чистых веществ изменяет теплосодержание и другие тер-
модинамические функции, которые зависят от температуры и состава сис-
темы. В качестве исходной модели выбирается модель идеального (совер-
шенного) раствора, которая в теории растворов играет ту же роль, что и иде-
альный газ в теории реальных газов: модель служит для сравнения свойств 
реальных растворов с их идеальным представлением.  

Под совершенным раствором понимается раствор, для которого [6]: 
– внутренняя энергия компонента i  не зависит от концентрации ком-

понентов; 
– парциальный молярный объем любого компонента при смешении не 

меняется; 
– парциальная молярная энтропия смешения увеличивается при сме-

шении на величину ii xRs ln−=∆  ( ix  – концентрация компонента i ). 
Совершенные системы являются простейшей теоретической моделью, кото-
рая не отражает всех свойств реальных смесей и растворов, но служит в ка-
честве модели сравнения для других теоретических построений.  
 Раствор, для которого избыточная энтальпия смешения отлична от ну-
ля, а энтропия смешения равна конфигурационной энтропии, называется ре-
гулярным.  

Модель регулярного раствора или “классическая” модель (Портер, Ван 
Лаар, Лоренц и др. [2, 6, 8-10, 90]) построена на следующих гипотезах: 

а) движения частиц сводятся к малым колебаниям вблизи положений 
равновесия внутри ячеек, образующих решетку; 
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б) рассматриваются только такие системы, для которых возможно про-

ведение факторизации суммы по состояниям; свободная энергия смешения 
зависит только от конфигурационной суммы по состояниям;  

в) энергия взаимодействия разбивается на два независимых члена, из 
них только первый зависит от состава системы и представляет собой энер-
гию системы в равновесии; второй член учитывает вклад в энергию системы 
за счет движения частиц вблизи положения равновесия; 

г) решетка считается жесткой, что соответствует пренебрежению изме-
нениями в межатомных расстояниях (отсутствуют термические расширения 
решетки (или ее сжатия)); 

д) каждой молекуле (атому) соответствует свое положение равновесия 
в решетке, что приводит к отсутствию кинетических процессов перестройки 
растворов. 

На макроуровне эти допущения сводятся к тому, что 
– отсутствует объемный эффект, связанный с изменением суммарного 

объема системы при смешении компонентов; 
– энтропия смешения совпадает с энтропией идеального раствора; 
– кривая избыточной энтальпии компонентов бинарного раствора сим-

метрична относительно прямой равных концентраций. 
В случае двойного раствора для избыточного потенциала Гиббса G∆ , 

энтальпии образования раствора H∆  и активностей компонентов ia  получе-
ны следующие выражения: ( )xxxxTRxxQG ln)1(ln)1(12 −++−=∆ ; )1(12 xxQH −=∆ ; 

2
121 )1(lnln xWxa −+= ; 2

122 )1(lnln xWxa +−= , где x  – концентрация первого компо-
нента )/(1212 RTQW = . В поздних модификациях модели Гильдебранда пара-
метр )(5.0 22111212 UUUQ +−= , названный энергией взаимообмена и связанный с 
параметрами парных взаимодействий ijU  частиц одного и разных сортов, 
приобрел возможность быть не только положительным, но и отрицатель-
ным. Если параметр 012 >Q , то частица выделенного сорта стремится окру-
жить себя частицами того же сорта, что приводит к распаду раствора. В про-
тивоположном случае ближайшими соседями выделенной частицы являют-
ся частицы другого сорта. Таким образом, при отрицательных отклонениях 
от закона Рауля ( =iP ii Px 0 , iP  – парциальное давление паров компонента i  

над раствором, ix  – концентрация этого компонента в растворе, iP0  – парци-

альное давление паров компонента i  над его жидкостью) раствор будет ус-
тойчивым во всей области изменения концентраций. 

Позитивными моментами теории регулярных растворов являются: вве-
дение энергии смешения компонентов, определяемая взаимодействиями не-
точечных частиц; симметричная кривая концентрационной зависимости эн-
тальпии смешения. К  недостаткам  модели можно отнести: учет только кон- 
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фигурационной части энтропии; пренебрежение многочастичными взаимо-
действиями и размерами частиц. 

Частным случаем теории регулярных растворов является квазихимиче-
ская теория (строгорегулярные растворы). Модель построена на таких гипо-
тезах:  

а) учитывается взаимодействие выделенного атома (молекулы) лишь с 
ближайшими соседями (дальнодействующими взаимодействиями пренебре-
гают);  

б) энергия взаимодействия между атомами (молекулами) не зависит от 
концентрации частиц;  

в) предполагается неограниченная растворимость компонентов друг в 
друге (компоненты имеют одинаковую структуру в твердом состоянии). 

Это теоретическое построение носит больше познавательный характер, 
чем пригодно для расчетов реальных систем. Практическая область приме-
нения нулевого приближения квазихимической теории довольно узка, а пер-
вое приближении описывает свойства очень ограниченного круга растворов. 
В качестве примера применения этой теории приведем работу [145], в кото-
рой приведены расчеты систем AuiN −  и CuiN − , для которых кривая зави-
симости энтальпии смешения от концентрации является почти симметрич-
ной кривой. Однако подавляющее число реальных бинарных растворов ха-
рактеризуются асимметричной концентрационной кривой энтальпии смеше-
ния относительно прямой равных составов. Кроме того, асимметричны так-
же кривые равновесия и абсолютной неустойчивости растворов (бинодали и 
спинодали). Это связано с тем, что в теории строгорегулярных систем при-
нята гипотеза о равных парциальных объемах частиц, образующих раствор. 
Такая гипотеза расходится с экспериментальными данными, которые ярко 
демонстрируют различие формы и размеров молекул различных веществ. К 
недостаткам квазихимической модели относится положение о неограничен-
ной растворимости компонентов в твердом состоянии, которое значительно 
сужает число возможных типов диаграмм состояния бинарных растворов. 
Достоинством модели является тот факт, что она указывает на возможность 
образования ассоциатов (скореллированного движения двух и более час-
тиц) даже в чистом веществе. 

Для исправления указанных недостатков были введены частицы раз-
личных размеров, но возникла проблема с  расчетом  комбинационного фак-
тора (приближенные методы расчета разработаны Чангом, Флори, Хиггин-
сом, Миллером, Гуггенгеймом). Такое усовершенствование модели для рас-
творов мономеров и полимеров не позволило устранить значительные отри-
цательные отклонения от закона Рауля, а также практически нулевое значе-
ние теплоты смешения. Степень несоответствия квазихимической модели (и  
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ее аналога в теории кристаллов – метода кластерных компонентов [146-149]) 
реальным растворам определяется сведением всех взаимных влияний ком-
понентов друг на друга к конфигурационным взаимодействиям. Неадекват-
ность теории не устраняется ни учетом большего числа координационных 
сфер, ни учетом более сложных структурных единиц, используемых в моде-
ли конформальных растворов.  

Модель конформальных растворов (Лонге, Хиггинс) основана на тех 
же допущениях, что и модель регулярных растворов. Дополнительное пред-
положение состоит в том, что силы межмолекулярного взаимодействия оди-
наковы по порядку величины для всех пар компонентов раствора, а молеку-
лы представляются в виде жестких сфер. Экспериментальная проверка этой 
теории показала ее несоответствие реальным растворам [2]. 

Квантовомеханическая модель (метод псевдопотенциала [1, 7, 8]) ис-
пользуется для вычисления термодинамических свойств металлов и основа-
на на следующих физических допущениях: 

а) создаваемый ионами пространственный потенциал меняется значи-
тельно медленнее, чем вызываемая этим изменением перестройка волновых 
функций электронов проводимости; 

б) взаимодействие между электронами описывается некоторым усред-
ненным потенциалом, зависящим от возможных состояний электронов; 

в) состояния электронов разделяются на локализованные (электронная 
оболочка иона) и нелокализованные (валентные электроны); 

г) возможность применения теории возмущений для описания состоя-
ний электронов проводимости. 
Использование аппарата квантовой механики для установления концентра-
ционных зависимостей термодинамических функций наталкивается как на 
недостоверную информацию о потенциалах взаимодействия (используется 
псевдопотенциал), так и на математические трудности, связанные с решени-
ем задачи об отыскании энергетического спектра и его зависимости от кон-
центрации компонентов. Построение псевдопотенциала проводится либо ре-
шением задачи об отдельном атоме (затем задается кристаллический потен-
циал), либо заменой реального потенциала взаимодействия частиц другим, 
геометрически простым по виду потенциалом. Этот потенциал определяет-
ся из экспериментальных данных по равновесному объему, упругим посто-
янным или фононному спектру. Модель позволила установить качественное 
совпадение энергии связи с теплотой испарения чистого вещества, позволи-
ла рассчитать такие характеристики, как изобарная и изохорная теплоемко-
сти, коэффициенты изотермической сжимаемости и объемного расширения. 
При описании избыточных термодинамических функций модель допускает 
значительные  расхождения  между  теоретическими и экспериментальными  
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данными. Квантовомеханическая модель показала необходимость замены 
реальных потенциалов подобными, но более простыми по виду потенциала-
ми взаимодействиями, которые приводят к тем же эффектам, что и реальные 
потенциалы. 
 Одним из формальных способов получения концентрационных и тем-
пературных зависимостей функций состояния состоит в представление этих 
функций в виде рядов, которые также возникают при учете многочастичных 
взаимодействий [150-160]. Математическое моделирование термодинамиче-
ских свойств основано на использовании сплайн-полиномов, причем их ко-
эффициенты лишены физического смысла (см., работы [159, 160]). Аппрок-
симирующий многочлен при этом обычно имеет специфический вид [145]: 

∑
=

−−=∆
p

k

k
k xgxxTRG

0

)12()1( , здесь kg  являются подгоночными параметрами, 

определяемыми по экспериментальным данным. Такой подход является не-
удовлетворительным как с теоретической, так и с практической точек зре-
ния, в силу подгоночного характера при вычислении коэффициентов актив-
ности. В качестве примера приведем работу [158], в которой показано изме-
нение вида концентрационных кривых активностей компонентов в зависи-
мости от вида приближающих функций.  

Другой подход к модифицированию модели состоит в изменении зави-
симости энтальпии смешения от концентрации. В теории субрегулярных рас-
творов [7, 150] вводится следующий закон изменения концентрационной за-
висимости теплоты смешения [ ] )1()1(21 xxxAxAH −−+=∆ , где iA  – подгоноч-

ные параметры, определяемые по экспериментальным данным. Это соотно-
шение удовлетворительно описывает асимметричные кривые концентраци-
онных зависимостей термодинамических функций (солей ClNa ClK− , метал-
лических сплавов CuAg − , PtAg − , ZnAl −  и др. [9]). Теория субрегулярных 
растворов не описывает сплавы металлов переходной группы, что указывает 
на ограниченную область применимости этой модели. Преимуществом мо-
дели является учет трехчастичных взаимодействий, которые приводят к то-
му, что концентрационная зависимость энтальпии смешения может изме-
нять свой знак при определенном составе системы.  

Существуют и другие феноменологические модели, применяемые для 
расчета термодинамических функций смешения (разложение Вагнера [11], 
модель Дебая-Грюнайзена [67], ассоциированные растворы [161-165]). Так в 
работе [162] модель идеальных ассоциированных растворов (модель указы-
вает на существование комплексов из нескольких частиц, которые присутс-
твуют в системе и оказывают влияние на ее свойства) применяется к вычис-
лению  термодинамических  функций смешения в системе AlSi −  в предполо- 
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жении существования ассоциатов SiAl  и 3SiAl .  

Отметим, что расчет избыточных термодинамических функций требу-
ет выбора стандартного состояния раствора,  под которым в дальнейшем по-
нимается состояние чистых компонентов при температуре раствора (станда-
ртное состояние по Гильдебранду). В основе выбора лежит представление о 
том, что смешение идеальных веществ (невзаимодействующие частицы) не 
сопровождается изменением объема, тепловыми эффектами и сохраняется 
аддитивность энтропии. 

Физико-эмпирическое моделирование реальных систем приводит к не-
обходимости учета коротко- и дальнодействующей частей потенциала меж-
молекулярного (межатомного) взаимодействия, его многочастичного харак-
тера, конфигураций расположения взаимодействующих частиц, их стремле-
ния к смешению или разделению, различий молекулярных (атомарных) объ-
емов [2, 6], наличия ближнего и дальнего порядков, которые оказывают су-
щественное влияние на свойства растворов. Этот учет осуществляется двумя 
способами: либо учетом энтропии взаимодействующих неточечных частиц, 
либо введением нелокальности взаимодействия частиц. Наиболее широко в 
научной литературе представлен первый способ и мало внимания уделяется 
второму подходу. Короткодействующая часть потенциала учитывается на-
личием объема у частиц. Дальнодействующая часть потенциала взаимодей-
ствия определяет: “свободный” и “исключенный” объемы; смешение (разде-
ление) компонентов системы; разделение гомогенного раствора на фазы; на-
личие ближнего и дальнего порядков; непрерывность системы. Стремление 
молекул (атомов) занять равновесные положения, регулярно расположенные 
по объему системы, обеспечивает условия “локального” равновесия.  

Изложенный материал демонстрирует необходимость изучения термо-
динамических свойств чистых веществ и многокомпонентных систем: сме-
сей, растворов и сплавов, которые в дальнейшем будем именовать для крат-
кости системой, находящейся в том или ином агрегатном состоянии. 

 
§ 2. Расчет диаграмм фазовых равновесий и кривых устойчивости  

 
 Статистическое описание фазовых равновесий при известном законе 
взаимодействия частиц опирается на использовании методов статистической 
механики, с помощью которых находят функции состояния системы и пар-
циальные характеристики компонентов. При этом необходимо дать объясне-
ние факту скачкообразного изменения некоторых свойств системы при оп-
ределенных (критических) внешних условиях. Как было показано выше, по-
строение строгой физико-математической теории агрегатных состояний ве-
щества является достаточно непростой и актуальной задачей.  
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В настоящее время существуют разные приближенные подходы, свя-

занные с  поиском  малого параметра: например, ωρ  ( ρ  – плотность систе-
мы,  ω  – объем частицы) или отношение энергии взаимодействия (парциаль-
ной энергии частиц) к тепловой энергии θ  для построения рядов, представ-
ляющих термодинамические функции состояния. С помощью этих функций 
изучают фазовые переходы I и II родов. Отметим, что точка фазового пере-
хода I не является особой точкой термодинамических потенциалов разных 
фаз, т.е. она является точкой пересечения графиков термодинамических по-
тенциалов, которые определяют фазовое равновесие. В этой связи каждая из 
фаз по обе стороны от критической точки может находиться в метастабиль-
ном состоянии. Возникновение новой фазы происходит в локальных облас-
тях одновременно по всему объему системы. Точка фазового перехода II ро-
да является особой точкой термодинамического потенциала, поэтому невоз-
можно мгновенное скачкообразное изменение свойств системы и появление 
границы раздела фаз. Таким образом, при достижении определенных крити-
ческих термодинамических параметров (концентрации, давления, темпера-
туры, объема), происходит выделение новой фазы с формированием или без 
образования границы раздела фаз.  

Выделение новой фазы может лимитироваться кинетическими процес-
сами, например, диффузией. Подтверждением этого тезиса является взаим-
нооднозначное соответствие между равновесными диаграммами состояния 
системы и диффузионными характеристиками. 

Механизмы формирования равновесной фазы разделяют на бездиффу-
зионные и диффузионные [81]. Бездиффузионные (структурные) превраще-
ния характеризуются большими скоростями роста новой фазы и определя-
ются следующими термодинамическими причинами:  

– новая фаза имеет меньшую свободную энергию по сравнению с ис-
ходной фазой; 

– избыточна энергия атомов, находящихся на границе раздела фаз; 
– происходит понижение свободной энергии, затрачиваемой на созда-

ние поля значительных структурных напряжений; 
– огромная интенсивность межчастичного взаимодействия, отличаю-

щегося нелокальностью и дальнодействием; 
– метастабильность системы при условиях фазового превращения; 
– ограниченное число центров зарождения новой фазы; 
– скорость роста фазы не зависит от температуры;  
– выделение новой фазы происходит одновременно по всему объему 

системы (например, спинодальный распад). 
Отметим тот факт, что нелокальный и дальнодействующий характер взаимо-
действия  атомов  при изменении структуры системы приводит к коллектив- 
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ным движениям атомов и упорядочению новой фазы. Для второго механиз-
ма формирования новой фазы характерно лимитирование скорости роста но-
вой фазы диффузионным процессом.  

Вне зависимости от механизма реализации фазового перехода, система 
после достижения равновесия характеризуется диаграммой состояния. Ме-
тоды построения и анализа диаграмм состояния приведены в работах [39-41, 
43-45, 47, 48, 166-173]. Диаграммой фазовых равновесий является геометри-
ческое место точек, определяющих в заданных координатах значения вели-
чин равновесных фаз (например, температура-состав). Геометрический ме-
тод отображения термодинамического равновесия системы отличается боль-
шой информативностью и относительной простотой практического приме-
нения [40]. Этот способ исследования диаграмм фазовых равновесий являет-
ся самостоятельной частью физико-химического анализа [166] и применяет-
ся для построения диаграмм состояния по экспериментальным кривым ох-
лаждения. Огромное число диаграмм, построенных таким образом, содер-
жится в справочниках [37, 38, 46, 47, 174-176]. Диаграммы фазовых состоя-
ний дают наглядную и быстро доступную картину для практического при-
менения. Теоретическое исследование диаграмм равновесных систем позво-
ляет применять параметры, найденные из расчета фазовых равновесий би-
нарных систем, для расчета и построения диаграмм фазовых равновесий си-
стем с большим числом компонентов. Расчет диаграмм состояния по кало-
риметрическим данным является прямой, а нахождение термодинамических 
функций смешения по фазовой диаграмме – обратной задачами физико-хи-
мического анализа. Прямая задача, например, решается в работах [171-173], 
а обратная – в [43-45, 47, 177-179]. Наиболее подробно вопрос о расчете тер-
модинамических свойств по фазовой диаграмме состояния изложен в работе 
[64]. Используя условия термодинамического равновесия [111], находят оп-
ределяющее уравнение для расчета диаграммы фазовых состояний.  

В работах Данилова и Каменецкой исследовано уравнение, полученное 
в рамках регулярных растворов [171-173] 

( ) ( ))1/()1(ln/ln

)1()1(

2

22
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yxq
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−−−
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−′−−+= , 

где iq  – параметры, которые определяют фазовый переход в чистых вещест-
вах,  iT  – температура агрегатного превращения для чистого компонента i , 
Q  и Q′  – энергии смешения в соответствующих фазах, x  и y  – концентрация 
первого компонента в фазах 1 и 2. В зависимости от знака и величины энер-
гий смешения Q  и Q′ , определяющее уравнение описывает разные виды ди-
аграмм состояния: 

1) при 0>′= QQ  и 021 == qq  – уравнение  задает  кривую  распада Бекке- 
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ра. Максимальным значением этой кривой является критическая температу-
ра cT . Выше температуры  cT   наблюдается полная растворимость компонен-
тов друг в друге,  а ниже критической температуры наблюдается механичес-
кая смесь компонентов в результате распада (расслоения) системы; 

2) при 0=′=QQ  и 21 TT =  происходит вырождение линии фазовых равно-
весий в прямую параллельную концентрационной оси: диаграмма описыва-
ет смесь левых и правых оптических изомеров; 

3) при QQ ′=  и 21 TT ≠  уравнение определяет диаграмму состояния типа 
“сигара”;  

                                        T                                 1T         
                                                        
                                                        
                                                 2T                                               
                                                                                    x ( y )     
 
4) если энергии смешения Q  и Q′  положительны и выполняются неравенст-
ва QQ ′< и 21 TT ≠ , то наблюдается диаграмма с минимумом, в противном слу-
чае – с максимумом (“бабочка”); 
 
                       T                            1T      T                        
                                                                                 1T  
                         2T                                                                                         
                                                                       2T    
                                                               x ( y )                                   x ( y ) 
 
5) если растворимость компонентов в одной фазе неограниченна, а во вто-
рой фазе – отсутствует, то наблюдается эвтектическая диаграмма [180]. 
 
                                         T   

 2T  
                                           1T   
                       

э
T              

                            
э
х        x ( y ) 

       
Особый интерес представляет расчет кривых растворимости одних веществ 
в других. Эти кривые называются линиями ограниченной растворимости 
или сольвуса. 

Сочетание солидуса и сольвуса осуществляется в точке максимальной  
протяженности твердых растворов двух компонентов,  т.е. в точках предель- 
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ного насыщения. Максимум растворимости компонентов может наблюдать-
ся как выше эвтектической температуры, так и ниже этой температуры. Наи-
более распространен случай максимальной растворимости выше эвтектичес- 
       T                                                  кой  температуры,  получивший  название  
      2T                    ретроградного солидуса.  

                                         Если концентрация первого компонен- 
                                       1T        та системы меньше  mx ,  то  при  охлажде- 

      
э

T            нии из жидкости вначале происходит пол- 
           

э
х         ное  затвердевание  раствора. Дальнейшее 

  охлаждение раствора сопровождается пла- 
 x ( y )  влением твердого сплава при достижении 

  кривой  сольвуса  при  температуре  ниже 
                                                 температуры mT . В  этой  связи системы с 

      T                                                   ретроградным  солидусом  представляют 
      2T        определенный  интерес  для  технических 

  наук. 
     mT                 Аналогично рассматриваются геомет- 
     

э
T                                         1T    рической термодинамикой  и другие типы  

                      диаграмм состояния. Отметим,  что проте- 
  кание  химических  реакций  значительно 

                                           x ( y )  усложняет геометрию  диаграммы состоя-  
                       mx         

э
х             ния, т.е. она  изменяет  свой вид при нали- 

  чии химических соединений. В этой связи  
важно выяснить влияние взаимодействия частиц и их размеров на протека-
ние химических реакций. На диаграмму состояний также возможно наложе-
ние кривых нестабильности и метастабильности. 
 Кривые относительной (бинодаль) и абсолютной (спинодаль) неустой-
чивости раствора дают возможность прогнозировать поведение вещества в 
критической области [181-186]. Бинодаль ограничивает область устойчивых 
состояний вещества относительно конечных флуктуаций, а спинодаль – от-
носительно бесконечно малых флуктуаций. Область метастабильных состо-
яний (перегретая жидкость, переохлажденный пар и т.п.) лежит между спи-
нодалью и бинодалью. Под спинодалью находится область абсолютной не-
устойчивости раствора, при этом компоненты стремятся к созданию раство-
ра с таким составом, который находится вне области абсолютной неустой-
чивости. Замкнутые кривые сосуществования фаз [184] и спинодали указы-
вают на наличие областей ограниченной смешиваемости, в которых проис-
ходит расслоение газовых смесей (жидких растворов) или распад твердых 
сплавов [187-190], изменение плотности и других характеристик вещества.  
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Выяснение границ абсолютной неустойчивости и влияние на их форму 

различных кинетических процессов представляет практический и теорети-
ческий интерес.  Например, работа электронных устройств может сопровож-
даться распадом твердого раствора, в результате чего в нем уменьшается со-
держание одного из компонентов и происходит относительное обогащение 
другим компонентом, что приводит к выходу из строя аппаратуры. Остано-
вимся более подробно на этом явлении. Распадающиеся сплавы можно раз-
делить на три типа:  

– сплавы, в которых образующиеся фазы имеют одинаковую кристал-
лическую структуру, но отличаются составом; 

– неупорядоченные твердые растворы: выделяется одна или несколько 
упорядоченных фаз, отличающихся составом; 

– системы, распад которых сопровождается выделением промежуточ-
ных фаз.  

В первом случае атомы раствора перераспределяются на больших рас-
стояниях, а во втором – на межатомных. В третьем случае кристаллическая 
структура промежуточных фаз существенно отличается от структуры исход-
ной решетки, что сопровождается возникновением значительных напряже-
ний внутри сплава и возможным его механическим разрушением. Поэтому 
возникает необходимость выявления связи температуры распада с составом 
сплава с целью получения материалов без остаточных напряжений.  

Распад раствора, происходящий сразу по всему объему системы, назы-
вается спинодальным. Аналитическим условием спинодального распада би-
нарной системы является обращение в нуль второй производной по концен-
трации от энергии Гельмгольца F  (энергии Гиббса G ). В модели Кана-Хача-
туряна [189] температура распада T  связана с концентрацией первого ком-
понента x  формулой )1( xxQT −−=  (Q  – энергия взаимообмена). В этой моде-
ли спинодаль описывается кривой, которая симметрична относительно пря-
мой равных концентраций, что является редким практическим случаем. 
 Большую роль при критических явлениях играют флуктуации. В тео-
рии бинарных систем вводится функция флуктуаций (термодинамический 
фактор) ϕ  согласно формуле [191] ( ) TPxGxx ,

221 /)1( ∂∂−=− βϕ . Эта функция ха-

рактеризует отклонение растворов от идеальности ( 1=ϕ  для идеального рас-
твора). Если отклонение от закона Рауля положительно, то 1>ϕ , в против-
ном случае – 1<ϕ . Используя  соотношение Дюгема-Гиббса  (см., например, 
[107]), легко получить для функции флуктуаций бинарного раствора выра-
жение вида ( )

TP
xx

,1
1 /∂∂=− µβϕ ( )

TP
xx

,2 /)1( ∂∂−= µβ . Экспериментально термоди-

намический фактор определяется по концентрационной кривой упругости 
пара. Если  по  своим  свойствам  пар близок к идеальному газу, то химичес- 
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кий потенциал iµ  компонента i  равен iµ ( )iii PP 00 /lnθµ += , где iP  – парциаль-

ное давление компонента i  над раствором, iP0  – парциальное давление над 
чистым компонентом i . Следовательно, функция флуктуаций определяется 
формулой ( ) 1,1

1 // PxPx
TP

∂∂=−ϕ ( ) 2,2 //)1( PxPx
TP

∂∂−= . Из последних формул вид-

но, что идеальный раствор описывается функцией флуктуаций равной еди-
нице. Если строить зависимости термодинамического фактора от концен-
трации, то при переходе от одной исследуемой системы с общим компонен-
том к другой экстремум функции флуктуаций будет наблюдаться при раз-
ных значениях концентрации. Это указывает на то, что разные вещества вза-
имодействуют с выбранным компонентом с различной интенсивностью. От-
метим тот факт, что аномальное поглощение звука и ультразвука в этих сис-
темах наблюдается именно при концентрациях экстремума функции флук-
туаций. Таким образом, акустические исследования систем могут служить 
дополнительной проверкой феноменологического построения, по крайней 
мере, для бинарных растворов. 

 
§ 3. Решеточные модели вещества 

  
Под общим названием “решеточные” модели понимают  

а) решеточные модели: весь объем системы разбивается на ячейки, перио-
дически распределенных по пространству системы; в ячейках располагают-
ся одна или несколько частиц (модели регулярных растворов, квазихимиче-
ская модель);  
б) ячеечные (вакансионные) модели: часть ячеек остается вакантными (мо-
дель “свободного объема”, обобщенная решеточная модель). Во всех вари-
антах “дырочных” моделей (Леннард-Джонс, Девоншайр, Эйринг, Оно, Пик,  
Хилл [6]) в отличие от теории регулярных систем предполагается, что часть 
ячеек остается свободной.  

Ниже будет показано, что непрерывно-решеточная модель при учете 
парных взаимодействий приводит к формулам теории регулярных раство-
ров, а при учете тройных взаимодействий – к формулам модели субрегуляр-
ных растворов. Кроме того, будет продемонстрирована ее широкая область 
применимости к расчету термодинамических свойств реальных двойных и 
тройных растворов. Отметим, что в работах Большова [151-155] указывается 
на необходимость учета не только парных, но и тройных межчастичных вза-
имодействий. В этой связи в работах Гурикова [156, 157] предлагается диа-
граммная техника их учета. Однако эти авторы, как и большинство других 
исследователей не учитывают нелокальный характер взаимодействия моле-
кул (атомов), на что было указано Власовым в его работах (см. монографию  
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

 

39 

 
[115]). Он отмечает, что введение решетки обосновано следующими физи-
ческими допущениями:  

а) локализация атома в окрестности узла для любого момента времени 
(отказ от перемещения атомов по кристаллу); 

б) целочисленность атомов в кристалле (не подтверждено эксперимен-
том); 

в) непротиворечивость и эквивалентность механического и вероятно-
стного описаний многочастичной системы. 
Отказ от гипотезы а) приводит автора к следующему выражению для коор-
динационной плотности вероятности ( )( )∫ ′′′−−= rdrrrKconstr )(exp)( ρβρ  ( =β  

1−=θ ), при этом потенциальная энергия коллективного взаимодействия ато-
мов в кристаллическом состоянии определяется формулой 

( ) rdrdrrrrK ′′′−= ∫∫ )()(
2

1 ρρε . 

Модель Власова указывает на необходимость учета нелокальности взаимо-
действия частиц и использования квантовомеханических представлений при 
изучении тепловых свойств реальных растворов.  

В решеточных моделях частицы размещаются по ячейкам геометриче-
ски правильной решетки. Это означает, что центры тяжести молекул зани-
мают не произвольные положения в пространстве, а только строго опреде-
ленные места в выбранном типе решетки [2, 12, 13]. Эти модели позволяют 
качественно и количественно описать поведение реальных смесей, раство-
ров и сплавов. При теоретическом построении учитывается размер и форма 
молекулы. Силы притяжения зависят от расположения молекул и их ориен-
тации, что определяется центральностью или нецентральностью сил. Учет 
указанных факторов позволяет развить формализм, связанный с геометрией 
решетки, координационным числом и расстоянием от выделенной молекулы 
до ближайших соседних частиц. Такой “квазикристаллический” подход при-
меняется совместно с термодинамикой для вывода уравнения состояния, ис-
следования фазовых переходов и нахождения концентрационных зависимо-
стей избыточных термодинамических функций (энтальпии, энтропии, коэф-
фициентов активностей компонентов и других). 

Вакансионные модели являются более гибкими, чем решеточные. Во-
первых, эти модели сохраняют возможность диффузионного или теплового 
перемещения частиц по раствору. Во-вторых, наличие вакансий в решетке 
позволяет учесть локальную неоднородность раствора и ее влияние на дос-
тижение системой состояния равновесия. В-третьих, вакансии изменяют ин-
тенсивность межчастичного взаимодействия атома (молекулы) в выделен-
ной ячейке, при этом истинное поле замещается на эффективное поле, соз-
даваемое окружающими ячейку другими частицами. В результате потенциал  
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среднего поля зависит только от координат атомов (или их группы) в выде-
ленной ячейке, но не от координат частиц ближайшего окружения. Однако 
нелокальность взаимодействия приводит к необходимости учета взаимодей-
ствий между ячейками. В-четвертых, вакансионные модели в отличие от мо-
делей типа Ван дер Ваальса определяют дискретный набор состояний мно-
гокомпонентной системы. 
 В ячеечных моделях для расчета статистической суммы используется 
метод корреляционных функций [106]. Учет парных центральных взаимо-
действий и конфигурационной составляющей энтропии позволяет найти 
выражение для свободной энергии системы. Из общих соотношений термо-
динамики находят уравнение состояния системы и термодинамические фун-
кции смешения (см., например, [100]).  

В работе [192] изложенная методика применяется при изучении при-
месных центров в твердом растворе, приведено выражение для свободной 
энергии неравновесной системы. В работах [193-196] изучаются ячеечные и 
решеточные модели в применении к проблемам уравнений состояния, фазо-
вых равновесий и переходов, замкнутых спинодалей. Работа [197] посвяще-
на применению вакансионной модели к простой жидкости. Большое внима-
ние уделяется изучению энергетических и объемных параметров вакансий 
[198]. В работе [199] был введен даже специальный термин – “фаза пусто-
ты”, основным компонентом которой являются вакансии. При пересыщении 
псевдораствора “частицы+вакансии” происходит распад системы с выделе-
нием вакансионной фазы, в результате чего выпадают макроскопические по-
ры. При таком рассмотрении, например, испарение кристалла осуществляет-
ся не только на его поверхности, но и внутри – на границах пор, т.е. проис-
ходит “объемное” испарение кристалла [200]. В работе [201] исследуется 
модель, которая учитывает различие размеров молекул, при этом взаимо-
действие частиц описывается с помощью усредненных по поверхности час-
тицы энергетическими параметрами без учета поляризационных эффектов. 
Последние были учтены в работе [202], в которой поверхность молекулы 
неоднородна, каждому участку поверхности молекулы (атома) приписыва-
ются свои геометрические и энергетические параметры. Вклад взаимодейст-
вия групп вычисляется в квазихимическом приближении.  

В заключение отметим тот факт, что решеточный подход к исследова-
нию различных систем является наиболее перспективным методом для вы-
числения термодинамических функций смешения. 

 
§ 4. Феноменологические модели диффузии в растворах 

 
 Диффузионное  перемещение  частиц является самым медленным про- 
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цессом, который окончательно формирует равновесное состояние системы. 
Диффузия позволяет: 

– выяснить транспортные свойства неоднородной термодинамической 
системы;  

– понять причины изменений состояния системы при наличии равно-
весных и неравновесных вакансий, внутренних напряжений и превращений;  

– определить границы метастабильности многокомпонентных раство-
ров;  

– исследовать эффекты, возникающие в диффузионной зоне [210] (эф-
фект пластического течения вещества Киркендалла-Смигельскаса; образова-
ние и залечивание макроскопических пор (эффекты Френкеля 1 и 2 родов) и 
другие); 

– установить взаимосвязь между диффузионными характеристиками и 
параметрами других транспортных процессов при протекании перекрестных 
явлений.  
         Важность теоретических моделей диффузии состоит в следующем: вза-
имный контроль теоретических и экспериментальных исследований; оценка 
параметров диффузии; прогнозирование границ метастабильности для экс-
периментально неисследованных систем; изучение диффузионного переме-
щения заряженных частиц выявляет концентрационную зависимость элект-
ропроводности и ее связь с диффузионными параметрами системы. 
 Феноменологическая теория диффузии и других кинетических процес-
сов изложена в работах [20, 67-71, 74-76, 79-81, 88, 91, 204, 205]. Согласно 
линейной теории Онсагера термодинамические силы jX , вызывающие необ-

ратимый процесс j , связаны с потоком iJ  вида i  соотношением ∑
=

=
p

j
jiji XLJ

1

, 

где p  – число необратимых процессов, ijL  – кинетические коэффициенты 
пропорциональности. Для большинства эволюционных процессов кинетиче-
ские коэффициенты удовлетворяют соотношениям взаимности jiij LL = . В ра-

боте [206] показано, что ijL ∼ ττ dtutu ji∫
∞

−
0

)()( , здесь угловые скобки означают 

усреднение произведения скоростей частиц различных типов по локально 
равновесному ансамблю. Следовательно, коэффициенты Онсагера учитыва-
ют корреляцию в состояниях движения частиц различных сортов [207]. 

Пренебрежение корреляциями в состояниях движения атомов (моле-
кул) приводит к диагональному виду матрицы коэффициентов ijiij LL δ= , где 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji

ji
ij ,0

,1
δ  –  символ Кронекера (изотропная система). Данное соотношение  
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имеет место для большинства практически важных случаев [202]. Явное вы-
ражение для коэффициентов iL  находят двумя способами: либо при исполь-

зовании статистических теорий, либо в рамках модельных представлений об 
эволюционной кинетике [84, 115, 208-211].  
 Теория Онсагера неразрывно связана с понятием “локального” равно-
весия (см., например, [19, 24-29]). При наличии неоднородностей в макро-
скопической системе с ростом ее объема время релаксации в равновесное 
состояние также увеличивается. В этой связи возможна ситуация перехода 
макроскопически малых областей системы в равновесное положение с по-
следующим установлением равновесия между этими областями. В локально 
равновесных макроскопически малых областях справедливы все термодина-
мические соотношения, но термодинамические функции зависят от прост-
ранственных координат r  и времени t . Это связано с тем, что термодинами-
ческое равновесие должно установиться по всему объему системы. Для реа-
лизации теории Онсагера отклонение системы от положения термодинами-
ческого положения должно быть малой величиной, в противном случае надо 
вводить нелинейные поправки [30-35]. Ответ на вопрос, какие отклонения 
считать малыми величинами, можно найти только в рамках статистической 
теории [103, 106, 108, 110, 116, 117, 138], которая определяет границы при-
менимости модели Онсагера. Например, рассмотрим рамки этой теории для 
газа, в котором частица свободно пробегает расстояние l  за время пробега 
τ . Если изменения термодинамической функции L  удовлетворяют условиям 

LlrL <<∂∂ /  и LtL <<∂∂ τ/ , то линейная теория кинетических процессов при-
менима. Оценки приведенных неравенств для различных газов показывают, 
что теория Онсагера имеет достаточно широкие пределы применимости. От-
метим здесь, что условия локального равновесия нуждаются в термодинами-
ческой детализации, т.е. необходимо выяснить те термодинамические усло-
вия, при которых локальная область в объеме системы может считаться на-
ходящейся в равновесии.  
 Движущая сила диффузии равна ( )θµ /jjX ∇−= , где ∇  – оператор гради-
ента (оператор “набла”), jµ  – химический потенциал компонента j , θ – тем-

пература в энергетических единицах. Например, для идеального газа хими-
ческий потенциал частиц ( ) ( )stst nnTP /ln, θµµ += , здесь ( )TPst ,µ  – стандартное 
значение газа при внешнем давлении P , температуре T  и плотности газа stn , 
n  – плотность газа. Тогда диффузионный поток по теории Онсагера равен 

( ) ( )nnLLJ // ∇−=∇−= θµ . 
Сравнивая полученное соотношение с первым законом Фика [15] nDJ ∇−=  
( D  – коэффициент диффузии), установим связь кинетического коэффициен- 
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та с коэффициентом диффузии: nDL = . Аналогичные соотношения справед-
ливы и для многокомпонентных систем [79, 204]. Отметим, что эксперимен-
тальным путем была установлена зависимость коэффициента самодиффузии 
от температуры, которая имеет вид закона Аррениуса ( )QGD β−= exp , где G  и 
Q  являются константами для каждого вещества. Используя различные мето-
ды, Зинер, Виньярд, Райс, Глайд, Франклин обосновали применимость при-
веденной формулы [71]. Экспериментальные методы определения коэффи-
циента самодиффузии приведены в работах [71, 73, 78, 110].  

Одним из интересных диффузионных явлений является “восходящая” 
диффузия. При реализации этого процесса атомы диффундируют не в сто-
рону меньших концентраций (как это должно происходить по законам Фи-
ка), а в области с повышенной концентрацией атомов того же сорта [68]. Та-
кие явления наблюдаются при распаде твердых растворов, когда выделяется 
фаза с повышенной концентрацией атомов определенного типа, и в неодно-
родном поле упругих напряжений, которое возникает при зародышеобразо-
вании. Эти явления явно указывают на неточечность и взаимодействие час-
тиц, а также на тот факт, что движущей силой диффузии является не гради-
ент концентрации, а градиент химического потенциала частиц (вернее, гра-
диент отношения химического потенциала компонента к его тепловой энер-
гии Tk

Б
=θ ). 
Применение теории Онсагера к исследованию диффузии (вне зависи-

мости от механизмов диффузионного перемещения частиц системы) позво-
ляет исследовать различные эффекты в диффузионной зоне [23, 70, 205, 211-
213]. Эффект Киркендалла-Смигельскаса состоит в смещении инертных ме-
ток, размещенных на первоначальной границе контакта взаимно диффунди-
рующих друг в друга компонентов (в опыте контактировали медь и латунь). 
В опыте инертные метки, выполненные из вольфрамовой проволоки, пере-
мещались в направлении от меди к латуни. Первоначальное объяснение это-
го эффекта состояло в том, что диффузия атомов цинка в медь превалирует 
над диффузией атомов меди в латунь. Согласно теории Даркена, при усло-
вии квазиравновесности вакансий смещение меток происходит в результате 
пластического течения вещества в диффузионной зоне. Оно вызвано конвек-
тивным потоком частиц сорта i  ( )truxJ i

конв

i ,.)( = , где ix  – концентрация ком-
понента i , ( )tru ,  – скорость смещения кристаллических слоев как целого 
(пластическое течение вещества). Даркен показал, что скорость пластичес-
кого течения вещества определяется формулой ( ) =tru , ( ) 121 xDD ∇− , а коэф-

фициент взаимной диффузии задается выражением ( ) 1211 1 xDxDD +−= , где 1D  

и 2D  – коэффициенты самодиффузии чистых компонент. В настоящее вре-
мя, помимо  модели  Даркена, существует  достаточно  феноменологических  
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

 

44 

 
теорий диффузии, в которых предлагается иной механизм, объясняющий 
смещение меток [211]: теория Даркена с учетом вакансионного “ветра” (мо-
дель Маннинга); диффузия с учетом осмотического давления (модель Бокш-
тейна-Жуховицкого); модели с неравновесными вакансиями и др. В работах 
Назарова и Гурова [214-219] был предложен механизм смещения меток, свя-
занный с накоплением вакансий с одной из сторон метки (нескомпенсиро-
ванный поток вакансий), что и вызывает ее движение. В реальных кристал-
лах существуют различные нарушения кристаллической структуры, которые 
могут служить как стоками, так и источниками неравновесных вакансий. В 
реальном поликристаллическом теле каждое зерно отделяется от соседнего 
зерна пустотной прослойкой определенной толщины при равновесных усло-
виях. Инертная метка, являясь инородным телом, отделено от кристалличес-
ких слоев прослойкой того же типа. При нескомпенсированном потоке ва-
кансий в одну сторону, а частиц в другую сторону происходит утолщение 
прослойки с одной стороны и ее сужение с другой стороны метки. Для вос-
становления равновесия метка смещается, что проявляется как эффект Кир-
кендала-Смигельскаса. Вопрос о термодинамическом равновесии вакансий, 
по-видимому, связан с эффективностью источников и стоков вакансий, в ка-
честве которых выступают межзеренные границы, дефекты решетки и по-
верхность кристалла, а также с подвижностью вакансий, на которую оказы-
вают влияние другие компоненты системы. Экспериментальные исследова-
ния показывают, что наиболее существенным фактором является величина 
поверхности раствора. В модели Назарова и Гурова коэффициент взаимной 
диффузии зависит от концентрации компонентов, коэффициентов самодиф-
фузии и термодинамического фактора ( ) ( )( ) 12111 //ln11 xDDxxg ∂∂−+= . Он опре-

деляется формулой ( ))1(/ 121121 xDxDgDDD −+=  (аналогичное выражение для 
коэффициента взаимной диффузии получено и в модели Бокштейна-Жухо-
вицкого).  
 Явления диффузионного разбухания и спекания вещества исследуются 
с использованием теории Фика-Онсагера при учете эффектов Френкеля 1 и 
2 родов [205]. Эффект Френкеля 1 рода состоит в образовании макроскопи-
ческих пор в твердом растворе, а эффект Френкеля 2 рода – в их “залечива-
нии”. Выпадение пор из перенасыщенного раствора всегда происходит на 
участке того компонента, который обладает большим парциальным коэффи-
циентом гетеродиффузии. Для металлов с одинаковыми кристаллическими 
решетками таковым компонентом является составляющая с меньшей скры-
той теплотой испарения. При наличии в растворе избыточных вакансий об-
разование пор приводит к внутренним напряжениям, которые при заданных 
внешних условиях тормозят развитие пористости и могут привести к меха-
ническому разрушению образца.  Разрушение сплавов при наличии внутрен- 
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них напряжений связано с подвижностью дислокаций и других дефектов, 
которые сами возникают в результате диффузии [71]. Этот эффект наблюда-
ется в том случае, когда объем растворенного атома меньше объема основ-
ного атома.  Краевые дислокации возникают в противоположном случае, их 
восхождение к поверхности кристалла сопровождается захватом вакансий, 
что тормозит весь процесс диффузии. Было показано, что при малом гради-
енте концентраций растворенного компонента, он может производить дис-
локационные петли и дефекты упаковки. В связи с этим для ответственных 
изделий необходимо знать условия реализации эффекта Френкеля 2 рода и 
учитывать влияние диффузии на перемещение дислокаций и других дефек-
тов. Эффекты Киркендалла-Смигельскаса и Френкеля являются конкуриру-
ющими. Если изменение объема системы, соответствующее разности пото-
ков компонентов, происходит в форме образования пор, то смещения метки 
не происходит. Противоположное утверждение, принятое авторами работ 
[214-219], приводит к невозможности возникновения диффузионной порис-
тости вещества или отсутствию эффекта Френкеля 1 рода.  
 В [190, 220, 221] построена нелокальная модель диффузии взаимодей-
ствующих частиц. Диффузия описывается на основе закона сохранения ло-
кального числа частиц ( ) 0,/),( =+∂∂ trJdivttrn ii , где плотность in  компонента 

i  связана со своим потоком iJ  равенством 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) VdtrnrrKtrntrutrntrnDtrJ j

m

j
ijiiiiii ′′−∇−+∇−= ∫ ∑

=
,,,,,,

1

ν , 

где первое слагаемое связано с первым законом Фика, второе слагаемое учи-
тывает пластическое течение Даркена, третье слагаемое соответствует вли-
янию взаимодействия частиц на диффузию. Подвижность iν  частиц сорта i  
связана с коэффициентом самодиффузии iD  известным соотношением Эйн-
штейна ii D=θν . Достоинством этих работ является учет нелокальности вза-
имодействия компонентов с помощью потенциалов ( )rrKij ′−  центральных 

сил. В этих работах короткодействующая часть потенциалов взаимодейст-
вия была учтена путем введения парциальных объемов частиц iω , при этом 

использовалось условие “плотной упаковки”: 1
1

=∑
=

i

m

i
i nω . Решение системы 

нелокальных интегро-дифференциальных уравнений диффузии, полученное 
методом линеаризации исходных уравнений вблизи состояния равновесия и 
использованием Фурье-трансформант, позволяет установить границу мета-
стабильности раствора ( )( ) ( ) 0,min)1(1/1 11

1
1112 =−+−+ − TkQxxxDD

k
ωβ , где параметр 

( )TkQ ,  – Фурье-образ потенциала ( )( )21221212122111 )/(/)/( KKDDKKK −+−= ωωωω . 
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При равенстве коэффициентов самодиффузии  12 DD =  уравнение для грани-
цы метастабильности бинарного раствора совпадает с известным соотноше-
нием модели фазовых превращений Кана-Хачатуряна [189]. Учет эффектив-
ных размеров частиц и вакансий, нелокальности дальнодействующей части 
потенциала взаимодействия существенно влияет как на процесс диффузион-
ной перестройки системы, так и на возможное описание фазовых превраще-
ний в многокомпонентных системах. 
 Исследование диффузии в полупроводниках показало, что появление 
локальных градиентов концентрации (при условии локальной электроней-
тральности) ведет к появлению внутреннего электрического поля [71], кото-
рое препятствует дальнейшему разделению зарядов. В полярных кристаллах 
существует однозначная связь между электропроводностью кристалла и ко-
эффициентом взаимной диффузии. Связь между коэффициентами электро-
проводности σ  и самодиффузии D  ( βσ NqD 2/ = , N  – число частиц с зарядом 
q  в кристалле) впервые была получена Нернстом, а затем обоснована Эйн-
штейном. Он показал, что это соотношение справедливо для любой системы  
частиц, в которой диффузия и электропроводность осуществляется одними 
и теми же частицами. Невыполнение соотношения Нернста-Эйнштейна воз-
можно в следующих случаях: при наличии в системе нейтральных частиц, 
участвующих в диффузионном процессе и не дающих вклада в электропро-
водность кристалла; в случае обменного или кольцевого механизмов диффу-
зии, так как при обмене местами зарядов разного знака не происходит пере-
носа электрического заряда. Кроме того, отмечается, что некоторые примес-
ные атомы (молекулы) в разбавленных твердых растворах находятся в иони-
зованном состоянии, причем с ростом температуры количество таких при-
месей возрастает и убывает число нейтральных примесей. Аналогичная кар-
тина наблюдается для ионных веществ (солей) в водных растворах. Следо-
вательно, возникает необходимость установления связи электропроводности 
с концентрацией носителей заряда и их подвижностями в m -компонентных 
растворах в присутствии нейтральных частиц вне зависимости от механиз-
мов диффузии, что важно при создании электропроводных материалов. 
 Изложенный в этой главе материал позволяет сделать следующие вы-
воды: не существует феноменологических моделей, которые одновременно 
бы учитывали “газоподобность” (модель Ван дер Вальса и ей подобные мо-
дели “свободного объема”) и “квазикристалличность” (модель Френкеля, ре-
шеточные и ячеечные модели) чистых веществ и их растворов. Это означа-
ет, что до сих пор не предложено ни одной модели, которая бы осуществля-
ла непрерывный переход по какому-либо из своих параметров от одних мо-
делей к другим. Понятие “локального” равновесия определено в общих чер-
тах и поэтому требует термодинамической детализации.  Практически игно- 
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рируется роль эффективных многочастичных взаимодействий, не учитыва-
ется нелокальный характер взаимодействий и влияние геометрических раз-
меров частиц на формировании термодинамических и кинетических свойств 
растворов. Присутствие вакансий в системе или не учитывается, или только 
декларируется их влияние на те или иные свойства многокомпонентной сис-
темы. Отсутствует термодинамическое обоснование необходимости введе-
ния этих квазичастиц. Единый феноменологический подход к изучению тер-
модинамически равновесных и неравновесных состояний m -компонентной 
системы недостаточно развит. Слабо изучены термодинамические и кинети-
ческие свойства многокомпонентных растворов, особенно: границы метас-
табильности; роль микроскопических параметров частиц и диффузионного 
процесса в их формировании; электрические свойства ионных растворов; за-
висимость электропроводности материала от состава системы. Прогности-
ческие возможности существующих моделей ограничены узкой областью их 
применимости.  
 В этой связи автором предпринята попытка построения новой модели, 
которая получила название непрерывно-решеточная модель вещества. 
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Глава 2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕРМОДИНАМИКИ И СТАТИСТИЧЕСКОЙ  

    ФИЗИКИ  
 
 Термодинамика возникла в результате обобщения экспериментальных 
данных, полученных при исследовании тепловых свойств веществ, их сме-
сей, растворов и сплавов. Экспериментальное изучение транспортных про-
цессов привело к созданию термодинамики необратимых процессов. Уста-
новленные таким образом законы называются феноменологическими (эмпи-
рическими). Вне зависимости от того, из каких компонентов состоит иссле-
дуемый объект, феноменологические законы отображают наиболее общие 
соотношения между макроскопическими величинами, определяющими сос-
тояние системы. Влияние составляющих системы на ее тепловые и кинети-
ческие свойства выясняется с использованием статистической и теоретиче-
ской физики. Феноменологические законы являются опорными соотноше-
ниями, которые используются при моделировании термодинамических сис-
тем. Создание теоретической модели реальной системы базируется на при-
нятии физических гипотез, связанных с внутренним устройством системы. 
Непротиворечивость принятых предположений проверяется сопоставлением 
получаемых результатов с экспериментальными данными.  
  

§ 1. Термодинамическая система 
 
 Под экспериментом понимается реализация оговоренного комплекса 
условий: исследуемый объект, возобновляемое и контролированное воздей-
ствие на него со стороны внешней среды и регистрирующий отклик систе-
мы прибор (рис. 1). Отличительной  чертой  эксперимента  является его пов- 

 
 

 
          Воздействие                       Объект                      Измерительный прибор 
 
 

 
Рис. 1. Схематичное изображение эксперимента 

 
торяемость в любой точке пространства-времени при идентичности приня-
тых внешних условий, объекта и измерительной аппаратуры. A priori (до 
проведения эксперимента) невозможно предугадать реакцию системы на то 
или иное внешнее влияние, если неизвестен закон отклика объекта на изме-
нение выбранного  фактора  внешней  среды. Именно с целью выяснения за- 
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кона реагирования объекта на возобновляемое и контролированное воздей-
ствие извне и проводится опыт. A posteriori (после проведения эксперимен-
та) можно утверждать, что при создании идентичных условий эксперимента 
ожидается ранее установленная реакция системы. Следовательно, выявле-
ние связи между внешними воздействиями и адаптацией к ним исследуемой 
системы является основной целью эксперимента. 

Экспериментальные исследования реальных систем позволили устано-
вить зависимость реакции объекта от вида и диапазона внешнего сигнала, от 
точности и надежности измерительной аппаратуры. Точность и надежность 
измерительной аппаратуры обеспечивают достоверность получаемых дан-
ных. Чем выше класс точности прибора, тем меньше ошибка измерения. На-
дежность прибора обеспечивает его устойчивость по отношению к случай-
ным процессам, возникающим при измерении. Таким образом, степень не-
достоверности получаемых экспериментальных данных определяется систе-
матическими и случайными ошибками, возникающими при измерении той 
или иной величины. Систематические ошибки устраняются использованием 
более точного прибора. Случайные ошибки не поддаются контролю, но их 
вклад в измеряемый параметр может быть снижено путем создания весьма 
жестких ограничений на вид и возможность изменения внешнего воздейст-
вия.  

При исследовании тепловых и кинетических свойств реальной систе-
мы объектом исследования выступает термодинамическая система. Тепло-
вые свойства системы изучаются термодинамикой, а кинетические – термо-
динамикой необратимых процессов. Термодинамическая система – это мак-
роскопический объект, время существования которого достаточно для про-
ведения нормального процесса измерения и являющегося динамической си-
стемой с большим числом степеней свободы. Под степенями свободы по-
нимается ряд ограничений (например, расположение в пространстве), накла-
дываемых на свойства составляющих системы, называемых ее компонента-
ми. Компонентами системы являются множества идентичных частиц веще-
ства и квантов различных полей (атомы, молекулы, квазичастицы: вакансии, 
фононы и другие), количество которых достаточно велико ( 2310≈ ). Термоди-
намические системы разделяют на изолированные (не взаимодействует с ок-
ружающей средой), закрытые (обменивается со средой энергией, но не час-
тицами) и открытые (внешняя среда и термодинамическая система обме-
ниваются веществом и энергией). 

Схематизация эксперимента (рис. 1) выделяет два типа величин: внеш-
ние и внутренние. Внешние параметры определяют распределение внешних 
тел и их влияние (воздействие) на исследуемый объект. При теоретическом 
изучении изолированной системы внешняя среда заменяется термостатом,  
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который определяет окружающую внешнюю среду в виде ряда условий, на-
лагаемых на систему (постоянство внешних и некоторых внутренних пара-
метров). Взаимодействие частиц, их подвижность, стремление к смешению 
(или разделению) определяют внутренние параметры системы. Внутренние 
характеристики связаны с микроскопическим устройством объекта и опре-
деляют его состояние и реакцию на изменения окружающей среды. Среди 
внешних и внутренних параметров выделяют экстенсивные и интенсивные 
величины. Экстенсивные характеристики являются однородными функция-
ми (функция ),( yxf  называется однородной порядка k , если для любого ве-
щественного числа λ  выполняется равенство ),( yxf λλ ),( yxfkλ= ) числа час-
тиц в системе и выступают характеристиками системы в целом (например, 
объем системы V ). Интенсивные величины не зависят от числа частиц и мо-
гут принимать в каждой точке системы определенное значение (например, 
давление P ). 

Под состоянием системы понимается набор значений внутренних ха-
рактеристик при неизменных внешних параметрах. Среди возможных сос-
тояний системы выделяют:  

– стационарные (макроскопические характеристики термодинамичес-
кой системы не меняются с течением времени) и нестационарные;  

– однородные (внутренние параметры не зависят от выбора пространс-
твенной координаты) и неоднородные;  

– равновесные (выполняется комплекс условий, налагаемых на внеш-
ние и внутренние функции состояния) и неравновесные. Изолированная тер-
модинамическая система независимо от начального состояния переходит в 
конечное состояние, которое не изменяется с течением времени. Это состо-
яние называется тепловым равновесием. Если термодинамическая система 
состоит из подсистемы, каждая из которых находится в своем тепловом рав-
новесии, то говорят о локально равновесном состоянии системы. В этом слу-
чае изолированная система стремится установить (протекают кинетические 
и другие процессы) единое тепловое равновесие по всей системе, которое 
называется термодинамическим равновесием. Неравновесные состояния си-
стемы возникают при отклонении объекта от термодинамического равнове-
сия и сопровождаются стремлением системы к положению термодинамиче-
ского равновесия. 

– агрегатные (в данной работе исследуются следующие агрегатные со-
стояния: газ, жидкость, твердое тело); 

– гомогенные (система имеет границу только с внешней средой), гете-
рофазные (система состоит из подсистем, различающихся внутренними ха-
рактеристиками и разделенных границами) и другие.  
  Разделение характеристик эксперимента  на  внутренние и внешние па- 
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раметры подразумевает наличие границы, отделяющей систему от термоста-
та. Граница определяет переходную область от внешней среды к исследуе-
мому объекту. Воздействие извне (возмущение) передается границей внут-
ренней части системы, стремящейся снивелировать возникшее возмущение 
состояния следующими способами (или их различными комбинациями): из-
менение микроскопических параметров, внутренняя перестройка, движение 
объекта как целого и саморазрушение (самоорганизация). В дальнейшем бу-
дут рассматриваться только такие возмущения, которые вызывают либо из-
менение микроскопических параметров компонентов, либо внутреннюю пе-
рестройку системы. 

Реакция объекта на изменения состояния термостата определяет связь 
между изменениями внешних и внутренних величин и зависит от величины 
возмущения. Возмущения называются малыми, если после снятия внешнего 
воздействия система возвращается в состояние, в котором она находилась 
до проведения эксперимента (обратимость внесенных изменений или ре-
лаксация). Малые возмущения вызывают изменения только микроскопичес-
ких характеристик компонентов. Увеличение внешнего воздействия до оп-
ределенного уровня приводит к возникновению новых структур в системе и 
(или) границ. После снятия внешнего воздействия система переходит либо в 
состояние достаточно близкое к исходному или остается в достигнутом со-
стоянии (необратимые изменения). Данный уровень определяет предельные 
или критические значения внешних и внутренних параметров, при которых 
происходит существенное изменение состояния системы. Возмущения, при-
водящие к движению объекта как целого или саморазрушению (самооргани-
зации), не рассматриваются.  

Реакция системы связана с протеканием внутренних и граничных про-
цессов. Экспериментальное изучение эволюционных процессов выявило ряд 
закономерностей их реализации, показало разнообразие и взаимное влияние 
процессов друг на друга. Теоретическое исследование эволюции внутренне-
го состояния термодинамической системы основано на общих положениях 
молекулярно-кинетической теории вещества, равновесной и неравновесной 
термодинамики и статистической физики. В данной работе исследуются ки-
нетические уравнения, которые в дифференциальной форме отображают за-
коны сохранения импульса, энергии и обобщенный закон возрастания энт-
ропии. 
  

§ 2. Распределения ансамблей  
 

 Молекулярно-кинетическая теория вещества, используя идею дискрет-
ности, представила термодинамическую систему в виде множества огромно- 
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го числа частиц. Взаимодействия частиц и их подвижность определяют гра-
ницы системы и ее непрерывность. Состояние системы определяется расп-
ределением частиц по ее объему V . Эволюция состояний однозначно опи-
сывается механикой Ньютона, но для этого надо решить систему дифферен-
циальных уравнений, состоящую из более чем 2010  уравнений. Если на ре-
шение каждого уравнения потратить одну секунду, то все равно нахождение 
траекторий движения всех частиц займет время, превышающее время суще-
ствования Вселенной. В связи с этим была развита статистическая физика, 
в которой вместо решения механической задачи решается проблема нахож-
дения средних по времени величин, характеризующих стационарное состоя-
ние изолированной термодинамической системы. В качестве таких величин 
выступают: средняя квадратичная скорость частиц, давление на стенки со-
суда, средняя концентрация частиц на разной высоте и др. Знание средних 
по времени величин является достаточным при экспериментальном иссле-
довании, так как процесс измерения происходит в течение определенного 
промежутка времени. За этот промежуток времени частицы перемещаются в 
новое положение, но эти перераспределения не сказываются на средних ве-
личинах. При измерении, например давления газа, измерительный прибор 
показывает постоянную величину при неизменных внешних условиях. По-
казание прибора зависит от количества ударяющихся частиц, от направле-
ния их движения и величины скорости. Однако ввиду огромного числа час-
тиц их суммарное действие на мембрану прибора оказывается постоянным. 
Описанный эксперимент долгое время использовался как аргумент против 
молекулярно-кинетической теории. Но, когда был поставлен эксперимент с 
“малым” числом частиц, то давление стало колеблющейся величиной при 
неизменных внешних условиях. Данный эксперимент иллюстрирует вероят-
ностный “закон больших чисел” [222-225], обосновывающий устойчивость 
средних значений случайных величин и выявляющий условия, выполнение 
которых приводит к их устойчивости. Отсюда следует два важных вывода: 

1) значение средней по времени величины обеспечивается различными 
механическими состояниями частиц; 

2) механическое и вероятностное описания термодинамического состо-
яния системы идентичны. 
Первое положение указывает на существование механических систем, пове-
дение которых после усреднения по времени приводит к тождественному 
результату. Совокупность тождественных механических систем определяет 
ансамбль. Второе положение указывает на возможность использования ме-
тодов и теорем теории вероятностей для исследования состояний термоди-
намической системы. Для статистического описания системы вводят в рас-
смотрение функцию распределения. 

 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

 

53 

 
2.1. Функция распределения 

 
Наличие случайных ошибок при измерении приводит к тому, что изме-

ряемая величина X  принимает ряд значений 1x , 2x , 3x ,…, nx , причем в серии 

из M  независимых испытаний значение 1x  появилось 1M  раз, 2x – 2M  раз, ..., 

nx  – nM  раз. Для получения достоверных результатов число испытаний дол-
жно быть достаточно большим ( ∞→M ). Это связано со стабилизацией зна-
чений измеряемой величины X  вблизи ее истинного значения 0X . Появле-
ние того или иного значения измеряемой величины X  определяется его ве-
роятностью: 

                                          ( )MMxP i
N

i /lim)(
∞→

= .                                             (2.1) 

Согласно определению вероятности, 1)(0 ≤≤ ixP . Следовательно, чем ближе 

вероятность )( ixP  к нулю, тем меньше возможность реализации события, со-

стоящего в том, что измеряемая величина X  примет значение ix . Если веро-

ятность )( ixP  стремится к единице, то более достоверным становится собы-

тие, что ix  является истинным значением величины X . Следовательно, ве-

роятности )( ixP  могут быть использованы для описания и характеристики 
величины X  с помощью функции распределения: 
                     )()( xXPx <=Ψ ,        (2.2) 
где )( xXP <  – вероятность того, что величина X  примет значение меньше за-
данного значения x .  
 Большинство термодинамических величин (например, давление и тем-
пература) принимают непрерывный ряд значений, что позволяет описывать 
их поведение дифференциальной функцией распределения (плотностью ве-
роятности), задаваемой первой производной от функции распределения: 

          )()( ' xxf Ψ= ,          (2.3) 
которая подчиняется условию нормировки 

          1)( =∫
∞

∞−

dxxf .          (2.4) 

Если плотность вероятности отлична от нуля лишь на интервале от a  до b , 
то соотношение (2.4) перепишется в виде: 

           1)( =∫
b

a

dxxf .          (2.5) 

Среднее значение величины X  определяется математическим ожиданием 

      ∫=
b

a

dxxfxX )( ,         (2.6) 
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а среднее значение любой функции γ  от величины X  формулой 

    ∫=
b

a

dxxfxX )()(γγ .         (2.7) 

Аналогичными формулами можно ввести функцию распределения для 
двух и более случайных величин. При независимости двух случайных неп-
рерывных величин X  и Y  их плотность вероятности представляется в виде 
произведения двух функций, каждая из которых зависит только от одной пе-
ременной: 

     )()(),( 21 yfxfyxf = .          (2.8) 
Используем соотношение (2.8) при выводе распределения частиц по скорос-
тям, полученного Максвеллом. 

 
2.2. Распределение Максвелла 

 
 Подвижность частиц определяет их распределение по скоростям. Для 
получения распределения Максвелла воспользуемся принципом детального 
равновесия: вероятности протекания прямого и обратного процессов в тер-
модинамической системе равны между собой. При выводе распределения 
частиц по скоростям Максвелл ввел следующие допущения [101]: 
 1) движение частицы с одной и той же скоростью в направлении выде-
ленной оси и в противоположном направлении равновероятны; 
 2) составляющие скорости движения вдоль координатных осей незави-
симы; 

Первая гипотеза определяет симметрию функции распределения отно-
сительно замены скорости v  на v− . Это означает, что функция распределе-
ния является четной функцией скорости частицы )()( vfvf −= . Следователь-
но, дифференциальная функция распределения зависит от квадрата скорости 

)( 2vf . Вторая гипотеза позволяет записать выражение для плотности вероят-
ности в виде ( 2222

zyx vvvv ++= ): 

        )()()()( 2
3

2
2

2
1

2
zyx vvvvf ϕϕϕ= .       (2.9) 

Логарифмируя это выражение и учитывая равенства 

        =
)(

)(ln
2

2
1

x

x

vd

vd ϕ
=

)(

)(ln
2

2
2

y

y

vd

vd ϕ
α

ϕ
−=

)(

)(ln
2

2
3

z

z

vd

vd
,           (2.10) 

приходим к следующему виду распределения 
                 

2

)( 2 veAvf α−= .                         (2.11) 
Коэффициент A  находится из условия (2.4): ( ) 2/3/πα=A . Константа α  поло-
жительна, так как с увеличением скорости плотность вероятности обнаруже-
ния такой частицы должна стремиться к нулю.  Этот параметр находится пу- 
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тем вычисления “давления”, которое оказывают подвижные частицы на вы-
деленную площадку, и приравниванием его значения давлению, вычислен-
ному по закону Менделеева-Клапейрона θnP =  ( VNn /=  – плотность частиц, 
N  – число частиц в системе с объемом V , Tk

Б
=θ , постоянная Больцмана 

градДжk
Б

/1038.1 23−⋅= , T  – температура по шкале Кельвина), в результате по-
лучим θα /5.0 m=  ( m – масса частицы).  

Относительное число частиц, приходящихся на единичный интервал 
скорости вблизи этого значения, задается формулой 

( ) 222/3/4)( vevv απαπ −=Φ .                          (2.12) 
Распределение (2.12) позволяет вычислить наиболее вероятную  

              mv /2max θ= ,                      (2.13) 
среднюю 

)/(8 mv πθ=              (2.14)  
и среднюю квадратичную  
          mvv

кв
/32

. θ==              (2.15)  

скорости движения молекул (атомов) и наиболее вероятное значение кине-
тической энергии поступательного перемещения частиц: 2/3θε = . 

Итак, в рамках модели Максвелла установлен вид возможного распре-
деления частиц по скоростям; найдены величины физически значимых ско-
ростей движения частиц; выявлена связь микроскопических параметров час-
тиц с температурой T ; получено выражение для наиболее вероятного значе-
ния кинетической энергии поступательного перемещения частиц.  

Однако на распределение частиц по скоростям должны оказывать вли-
яние следующие факторы: связь параметра α  с температурой и массой час-
тиц определена из уравнения идеального газа (формула Менделеева-Клапей-
рона), что указывает на то, что не учтены взаимодействия частиц и их нето-
чечность. Кроме того, вторая гипотеза Максвелла игнорирует корреляции в 
состояниях движения частиц. 
 

2.3. Барометрическая формула Больцмана 
 

 Для нахождения пространственного распределения частиц рассмотрим 
достаточно малую окрестность произвольной точки системы ),,( zyx , в кото-
рой число частиц равно ),,( zyxN . Плотность вероятности равна 

            0/),,(),,( NzyxNzyxf = ,                        (2.16) 
где 0N  – общее число частиц в системе. При отсутствии внешнего воздейст-
вия  и  взаимодействия  между  частицами  система однородна и в каждой ее  
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точке число частиц постоянно constzyxN =),,(  (распределение с равномерной 
плотностью вероятности). Если равновесную систему поместить во внешнее 
поле (например, гравитационное), то конфигурация распределения частиц в 
пространстве будет отличаться от равномерного распределения. В этом слу-
чае она зависит от пространственных координат, при этом термодинамичес-
кое равновесие системы не нарушается.  
 Пусть термодинамическая система помещена в однородное гравитаци-
онное поле, а распределение частиц происходит вдоль оси zO . Тогда число 
частиц в произвольной точке системы является функцией координаты z , т.е. 

)(),,( zNzyxN = . При переходе от z  к бесконечно близкой точке dzz +  давле-
ние изменяется от величины )(zP  до значения )( dzzP + )()( zdPzP += . На эле-
ментарный объем dzdSdV = , ограниченный площадкой dS , действует сила 
тяжести dVggdmdM ρ==  ( md  – масса элементарного объема, ρ  – плотность 
системы, 2./81.9 секмg =  – ускорение свободного падения). Сила гравитации 
уравновешивается разностью сил dSP  и P( dSdP)+ , действующих на плоский 
слой от значения z  до z dz+  (рис. 2). Механическому равновесию соответст-
вует выполнение равенства  

dSdPPdSPdM )( +−= .             (2.17) 
      Z   )()( zdPzP +   dS                           Из  равенства  (2.17)  находим,  что 

   dzz +                                                                    dzgdP ρ−= .          (2.18) 
                                                               Заменяя плотность системы  по уравне- 

                                                        нию Менделеева-Клапейрона, получим 

  z                                                                        dz
Pgm

dP
θ

−= .                 (2.19) 

               )(zP dM                                     Разделяя переменные и интегрируя  
                                         Y              (2.19) от  0  до  z  при условии 0)0( PP = ,   
                получим следующую формулу для из- 
            X                                           менения давления от координаты z  

                                      { }zgmPP β−= exp0 .         (2.20) 
    Рис. 2. Механическое равновесие        Эта  формула  называется  барометри- 
    элементарного объема                        ческой  формулой  Больцмана. Подста-  
                        новка  в  формулу (2.20) уравнения со- 
стояния Менделеева-Клапейрона приводит к формуле 

{ }zgmNzN β−= exp)( 0 .            (2.21) 
Величина zgm  определяет потенциальную энергию частиц )(zП  на высоте z . 
Поэтому перепишем формулу (2.21) в виде 

{ })(exp)( 0 zПNzN β−= .             (2.22) 
Формула (2.22) называется распределением Больцмана.  
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Отметим, что при выводе формулы (2.20) использовано условие меха-

нического равновесия плоского слоя газа, что позволило найти вид распре-
деления частиц по высоте и его зависимость от потенциальной энергии. По-
лученная барометрическая формула позволяет по известным значениям тем-
пературы и давления вычислить высоту, на которой находится любой объ-
ект. Формула (2.20) используется для вычисления константы Больцмана, а 
формула (2.22) справедлива для любого потенциального поля.  

Слабыми местами модели Больцмана являются: отсутствие учета под-
вижности частиц, что может приводить к случайным колебаниям давления 
на высотах z  и z dz+ ; использовано уравнение состояния Менделеева-Кла-
пейрона, что может привести к погрешностям измерений по формуле (2.20) 
в плотных слоях атмосферы; проигнорированы силы взаимодействия частиц 
между собой (определяют причины перераспределения частиц в пространст-
ве).  
  

2.4. Ансамбли и их распределения (метод Гиббса) 
 

Распределения Максвелла и Больцмана показывают, что распределе-
ние частиц в термодинамической системе зависит как от распределения час-
тиц по скоростям, так и от их распределения в пространстве. Это означает, 
что распределение частиц зависит от полной механической энергии системы 
(гамильтониана) 

   )(
2

),(
1

2

i

N

i i

i
ii qП

m

p
qpГ +=∑

=

,             (2.23) 

где iii vmp =  – импульс частицы i . Формула (2.23) показывает, что одно и то-
же значение гамильтониана может быть получено при различных значениях 
кинетической и потенциальной энергии системы. Другими словами, одно и 
тоже состояние термодинамической системы реализуется различными меха-
ническими системами, которые называются ансамблями. 

Микроканонический ансамбль механических систем формирует равно-
весное состояние изолированной термодинамической системе. Так как изо-
лированная система характеризуется неизменными объемом, числом частиц, 
температурой и не обменивается энергией с внешней средой, то полная ме-
ханическая энергия постоянна и равна 0ГГ = . Величина 0Г  зависит только от 
температуры θ , при которой установилось тепловое равновесие. Простран-
ство, декартова сетка которого задается импульсами и координатами, назы-
вается фазовым пространством. В этом пространстве уравнение 0ГГ =  опре-
деляет фазовую поверхность.  

При изменении местоположений  частиц  и их скоростей фазовая точка  
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движется по поверхности 0ГГ = , образуя фазовую траекторию. При доста-
точно большом промежутке времени фазовая траектория проходит через все 
точки фазовой поверхности (эргодическая теорема). С вероятностной точки 
зрения в этом случае дифференциальная функция распределения отличается 
от нуля только на поверхности 0ГГ = , которая ограничивает объем )(ГW  фа-
зового пространства. С математической точки зрения плотность вероятности  
представляется в виде функции Дирака  

    )()( 0ГГCГf −= δ ,             (2.24) 

которая определяется формулами 
⎩
⎨
⎧

=∞
≠

=
0,

0,0
)(

x

x
xδ , при этом ∫

∞

∞−

=1)( dxxδ  [100], а 

интеграл ∫
∞

∞−

=− )()()( 00 xdxxxx ϕϕδ . Постоянную величину C  найдем из условия 

нормировки (2.4), предварительно введя величину 
      dГГdWГ /)()( =Ω .             (2.25) 

Следовательно, 

           ∫
∞

∞−

=Ω− 1)()( 0 dГГГГC δ .             (2.26) 

Отсюда находим, что )( 0
1
ГC −Ω= , а плотность вероятности 

   )(/)()( 00 ГГГГf Ω−=δ .            (2.27) 
Основной трудностью при применении формулы (2.27) является вычисление 
объема фазового пространства, ограниченного поверхностью 0ГГ = , что уда-
ется в крайне редких случаях. Однако с помощью микроканонического рас-
пределения (является основой статистической физики) Гиббсу удалось най-
ти функцию распределения канонического ансамбля.  

Канонический механический ансамбль формирует состояние равновесия  
закрытой подсистемы изолированной системы, которая находится в термос-
тате. Выделим подсистему (емкость), отделенную от системы (резервуара) 
теплопроводящими, неподвижными и непроницаемыми для частиц стенка-
ми. Теплопроводность стенок позволяет подсистеме обмениваться энергией 
с резервуаром, при неизменности ее объема и числа частиц. Влияние повер-
хностных процессов на состояние емкости будем считать незначительным и 
поэтому будем им пренебрегать. Наличие ограничительных стенок не пре-
пятствует установлению термодинамического равновесия. Обозначим через 

eГ  гамильтониан емкости, а через pГ – гамильтониан резервуара. Полная ме-

ханическая энергия изолированной системы равна 0ГГГГ pe =+= . Выберем 
размер емкости так, чтобы ее полная механическая энергия была значитель-
но меньше гамильтониана резервуара ( 0ГГГ pe ≅<< ).  
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Обмен энергией между закрытой емкостью и резервуаром приводит к 

изменению фазовых объемов (но не их реальных размеров), занимаемых ем-
костью )( ee ГdW  и резервуаром )( pp ГdW . Таким образом, изменение фазового 
объема системы 

)()()( ppee ГdWГdWГdW = .            (2.28) 
Изменение функции распределения, которая определяет состояние изолиро-
ванной системы имеет вид 
    )(),( 0ГГГCГГd pepe −+=Ψ δ )()()()()( 0 ppeepppee ГdWГdWГГCГdWГdW −≅ δ .   (2.29) 
Формула  (2.29)  показывает независимость состояний емкости и резервуара. 
Проинтегрируем (2.29) по переменным резервуара и введем обозначение  

  ∫ −=∆
pW

ppp dWГГW )( 0δ .             (2.30)    

Следуя Гиббсу, определим безразмерную энтропию резервуара равенством 
       )

~
ln()( ppp WГ ∆=σ ,             (2.31) 

здесь pW
~∆  нормированный объем фазового пространства pW∆ . Так как эн-

тропия резервуара зависит от гамильтониана емкости, то разложим ее в ряд 
Маклорена по eГ  ( ГГe << ) и ограничимся линейным членом 

         
еpeеpeppp ГГГГГГГГ βσσσσσ −=∂∂−=−= )(/)()()( .          (2.32) 

С учетом (1.32) плотность вероятности для емкости равна 
   ( )ee ГAГf β−= exp)( ,             (2.33) 

где постоянная )(ГpeCA
σ= , параметр 1−=θβ . Опуская индекс “ e ”, получим 

окончательное выражение для канонического распределения Гиббса: 
    ( )ГAГf β−= exp)( .             (2.34) 

Подстановка (2.34) в условие нормировки (2.4) дает для константы A  следу-
ющее выражение 

         ( ) 1

1

~
exp −

−

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∫ ZWdГA

W

β .            (2.35) 

Изучение канонического распределения показывает, что закрытая сис-
тема находится в состоянии с определенным средним значением энергии и 
вероятность отклонения от этого состояния чрезвычайно мала. Аналогичная 
картина наблюдается и для других физических величин, которые характери-
зуют состояние закрытой системы и имеют значения близкие к средним ве-
личинам. 
 Переход от микроканонического распределения к каноническому рас-
пределению соответствует разному выбору зависимых и независимых пере-
менных. Для изолированной системы ее энергия является независимой пере-
менной,  а температура – зависимой. Для закрытой системы эти характерис- 
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тики меняются местами: температура определяется состоянием резервуара, 
а энергия является функцией температуры. Для обоих случаев объем систе-
мы и число частиц оставались постоянными величинами. Однако при гете-
рогенных равновесиях каждая подсистема является открытой фазой, т.е. она 
обменивается с другими фазами не только энергией, но и частицами. В этом 
случае реализуется большое каноническое распределение. 
 Большой канонический ансамбль помимо энергии и температуры ха-
рактеризуется химическими потенциалами iµ  частиц сорта i . Перераспре-
деление частиц между фазами происходит до тех пор, пока эти величины не 
станут одинаковыми для всех фаз гетерогенной, изолированной термодина-
мической системы. Выберем в качестве емкости отдельную фазу. Окруже-
ние фазы формирует значения химических потенциалов частиц и температу-
ру, которые выступают в качестве независимых аргументов. Фаза и резерву-
ар, имея постоянные объемы, обмениваются энергией и частицами. Следо-
вательно, помимо закона сохранения полной механической энергии системы 
надо ввести дополнительное условие, состоящее в сохранении полного чис-
ла частиц в системе: 0NNNN pe =+= . Число частиц в фазе значительно мень-

ше их числа в резервуаре ( pe NN << 0N≅ ). Отсюда следует, что энтропия ре-
зервуара (2.31) будет зависеть не только от его энергии, но и от числа час-
тиц, т.е.  

         ),(),( eepppp NNГГNГ −−=σσ .             (2.36) 
Тогда разложение (2.32) будет иметь вид 
     ( ) ( ) ( )eeppVГpVNpеpppp ГNГNNГГNГNГ −+=∂∂−∂∂−= µβσσσσσ )(//),(),(

,,
.  (2.37) 

Отметим, что величины ( ) 1
,/ −=∂∂ TГS VN  и ( ) TNS VГ

// , µ−=∂∂  ( σ
Б

kS =  – энтропия 

системы), как будет показано ниже, определяют обобщенные термодинами-
ческие силы, которые действуют на фазу со стороны ее окружения. Следова-
тельно, для большого канонического ансамбля механических систем распре-
деление Гиббса определяется формулой 

       ( ))(exp),( 1
ГNZNГf B −= − µβ ,            (2.38) 

где ( )∑∫ −=
N W

B NWdГNZ )(
~

)(exp µβ . Так как изолированная система при достиже-

нии термодинамического равновесия переходит в состоянии, которое опре-
деляется величинами близкими к средним значениям, то условие нормиров-
ки перепишем в виде 

( ) 1)(
~

)(exp1 =− ∑∫
−

N W

B NWdГNZ µβ .            (2.39) 

Отметим, что усреднение числа частиц для распределения с плотностью ве-
роятности (2.37) может привести к нецелочисленному значению числа час- 
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тиц. Поэтому гипотеза о целочисленности среднего числа частиц, принятая 
в термодинамике, статистически необоснованна. 

Вводя обозначение ∑∫=∆
N W

NWdW )(
~~ , логарифмируя формулу (2.39), ум-

ножая полученное равенство на температуру θ , получим  
BZSTUN lnθµ =+− ,             (2.40) 

где ГNVSU =),,(  – внутренняя энергия системы, которая является функци-
ей энтропии, объема системы и числа частиц. Термодинамическая функция 
состояния TSUNVTF −=),,(  называется внутренней энергией, независимыми 
переменными которой являются температура, объем и среднее число частиц 
(в дальнейшем угловые скобки, определяющие усреднение, будем опускать, 
т.е. вместо N  будем писать N ). Формула (2.40) принимает вид 

      BZFN lnθµ =− ,             (2.41) 
которая для закрытой системы преобразуется в соотношение 

        ZF lnθ−= ,              (2.42) 
где величина Z  определяется формулой (2.35). Следовательно, статистичес-
кие суммы канонического и большого канонического распределений связа-
ны соотношением  

    ( )NZZ B µ−= exp .              (2.43) 
Если ввести потенциал BZVT ln),,( θµ =Ω , который иногда называют большим 
потенциалом, то формула (2.41) примет вид 

      Ω=− FNµ .              (2.44) 
В зависимости от того, какие переменные величины принимаются в качест-
ве аргументов (указаны в скобках после обозначения функции) в термодина-
мике вводятся и другие характеристические функции состояния: 
– энтропия ),,( NVUS ; 
– энтальпия VPUNPSH +=),,(  ( P  – давление); 
– свободная энергия Гиббса (потенциал Гиббса, термодинамический потен-
циал) VPFNPTG +=),,( ; 
– функция Массье TFNVT /),,( 1 −=Ξ − ; 
– функция Планка TGNPT /),,( 1 −=Θ − ; 
– функция Крамерса TTVTJ /)/,,( 1 Ω−=− µ . 
Демонстрация различных характеристических функций показывает, что вы-
бор той или иной термодинамической функции состояния зависит от реше-
ния конкретной задачи. 

Представление изолированной термодинамической системы в виде фа-
зы и резервуара позволило разделить переменные интегрирования и ввести в  
рассмотрение безразмерную энтропию,  как меру недостоверности в опреде- 
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лении состояния резервуара. Линеаризация энтропии позволила учесть на-
личие обобщенных термодинамических сил, действие которых поддержива-
ет равновесие фазы. При исследованном подходе был установлен вид рас-
пределения для большого канонического ансамбля в зависимости от числа 
частиц и энергии и введены термодинамические функции состояния.  

Недостатки модели состоят в следующем: не учитывается влияние раз-
меров фазы на вид функции распределения; вывод формулы (2.38) осущест-
влен для фазы с бесконечно малым числом частиц и энергией; не исследова-
но влияние поверхностных процессов на устойчивость найденного распре-
деления.  
 

2.5. Мегаканоническая совокупность механических систем 
 
 При смещении системы из положения термодинамического равновесия 
геометрические размеры фаз меняются. При малом смещении из положения 
равновесия изменение объема фазы и резервуара будет незначительным. Фа-
зу с подвижными, теплопроводящими и проницаемыми для вещества грани-
цами назовем мобильной фазой, а совокупность механических систем, фор-
мирующих состояние фазы, – мегаканоническим ансамблем. Равновесие мо-
бильной фазы и резервуара сопровождается не только сохранением энергии 
и числа частиц, но и объема системы. Обозначим объем мобильной фазы 
через eV , а объем резервуара – через pV . Тогда объем изолированной термо-

динамической системы 0VVVV pe =+= , причем будем считать, что 0VVV pe ≅<< . 
В этом случае безразмерная энтропия резервуара является функцией энер-
гии (температуры), числа частиц и объема мобильной фазы. Ее разложение в 
ряд Маклорена по малым величинам eГ , eN  и eV  имеет вид 

)()(),( eeepppp ГVPNГNГ +−+= µβσσ ,           (2.45) 
где ( ) NГ

VP ,/∂∂= σ  – давление. Плотность вероятности для мегаканонического 

распределения принимает вид 
                ( ))(exp),( 1

ГVPNZNГf M −−= − µβ .            (2.46) 
В силу того, что распределение (2.46) (см. также стр. 89 работы [106]) опре-
деляет практически истинное состояние изолированной системы с фиксиро-
ванными значениями энергии, числа частиц и объема, то конфигурационная 
сумма мегаканонического ансамбля незначительно отличается от единицы  

( )( ) 1
~

exp ≅−−=∑∫
N W

M WdГVPNZ µβ .            (2.47) 

Незначительное отличие  MZ  от единицы обуславливается линейной зависи-
мостью энтропии от независимых переменных и протеканием поверхност-
ных процессов.  
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Используя средние величины, перепишем условие нормировки в виде 

     ( )( ) ( ) 1,,
~

exp =∆−− VNГWГVPNµβ .          (2.48) 
Отметим, что механическое воздействие на изолированную термодинамиче-
скую систему определяется термодинамической силой ( ) TPVS NГ

// , =∂∂ . Ло-

гарифмируя равенство (2.48), умножая полученное уравнение на температу-
ру θ , опуская символы усреднения и используя ранее введенные обозначе-
ния, получим равенство 0=−− FVPNµ . Отсюда найдем, что свободная энер-
гия изолированной системы равна 

VPNF −= µ .             (2.49) 
Следовательно, внутренняя энергия системы равна 

TSVPNTSFU +−=+= µ .            (2.50) 
Для −m компонентной системы соотношение (2.49) принимает вид 

       VPNF
m

i
ii −=∑

=1

µ .            (2.51) 

Найденные соотношения являются базовыми эмпирическими законами тер-
модинамики. 
 

§ 3. Условия равновесия  
 
 Второй закон термодинамики (о возрастании энтропии при самопроиз-
вольном процессе) утверждает, что равновесному состоянию изолированной 
термодинамической системы отвечает максимум энтропии, а условием рав-
новесия является неравенство 

     0≥σd .              (2.52) 
Знак равенства соответствует термодинамическому равновесию, а знак 

больше (“>”) – самопроизвольному процессу, под которым понимается эво-
люция системы в направлении достижения термодинамического равновесия. 
Термодинамическое равновесие изолированной системы является ее наибо-
лее вероятным состоянием. Убедимся в том, что соотношение (2.52) опреде-
ляет условия равновесия системы: тепловое равновесие 21 TT = , механическое 
равновесие 21 PP =  и химическое равновесие 21 µµ = . 
 Рассмотрим две изолированные системы, разделенные перегородкой, 
которая не проводит тепло, неподвижна и не пропускает частиц. Пусть сис-
темы имеют различные температуры 1θ  и 2θ . Если перегородка приобретает 
способность пропускать тепло (при сохранении других ее характеристик) и 
состояния систем остаются неизменными, то говорят об установлении теп-
лового равновесия между системами. При тепловом равновесии в системах 1 
и 2 неизменными остаются: числа частиц  ( =1dN 02 =dN )  в каждой из систем,  
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их объемы ( =1Vd 02 =Vd ) и энергия системы в целом ( =Г +1Г constГ =2 ). Энт-

ропия системы равна σ 21 σσ += . При достижении равновесия изменение эн-
тропии равно нулю: 
       ( ) ( ) ( ) 0)/1()/1(// 1212,221,1121 2211

=−=∂∂+∂∂=+= dГdГГdГГddd NVNV θθσσσσσ .  (2.53) 

При выводе равенства (2.53) была использована изолированность сис-
темы, которая проявляется в сохранении энергии всей системы: 12 dГdГ −= . 
Из равенства (2.53) следует условие теплового равновесия: 

    21 θθ = .              (2.54) 
При нарушении условия теплового равновесия (2.54) энергия перетекает от 
более нагретого тела к менее нагретой системе. 
 После установления теплового равновесия при температуре θ  предос-
тавим перегородке возможность перемещаться при сохранении ее непрони-
цаемости для частиц. Если перегородка остается в первоначальном положе-
нии, то системы 1 и 2 находятся в механическом равновесии. Изменение эн-
тропии при бесконечно малом смещении перегородки определяется форму-
лой ( 12 dVdV −= ) 

 ( ) ( ) ( ) 0/// 1212,221,1121 2211
=−=∂∂+∂∂=+= θσσσσσ dVPPdVVdVVddd NГNГ

.     (2.55) 

Отсюда находим условие механического равновесия: 
     21 PP = .              (2.56) 

При нарушении условия (2.56) вещество начинает перемещаться из области 
с высоким давлением в область с меньшим давлением. 

Если подвижная, теплопроводящая перегородка проницаема для моле-
кул (атомов), то помимо теплового и механического равновесий устанавли-
вается химическое равновесие (равновесие по отношению к изменению чис-
ла частиц). После установления теплового и механического равновесий бес-
конечно малое изменение энтропии (при изменении числа частиц в каждой 
из подсистем: 12 dNdN −= ) равно: 
       ( ) ( ) ( ) 0/// 1212,221,1121 2211

=−=∂∂+∂∂=+= θµµσσσσσ dNdNNdNNddd VГVГ
.    (2.57) 

Химическое равновесие наступает при равенстве химических потенциалов 
    21 µµ = .              (2.58) 

Если фазы отличаются химическими потенциалами, то процесс протекает в 
направлении их выравнивания. 

Для m -компонентной системы (2.58) переходит в равенства 
      21 ii µµ =  ( mi ÷=1 ).             (2.59) 

Выполнение равенств (2.54), (2.56) и (2.58) (или (2.59)) соответствуют дос-
тижению системой термодинамического равновесия.  
 С другой стороны, термодинамическое равновесие системы обеспечи-
вается действием на систему обобщенных скалярных сил 
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   θ/11 =f ;    θ/2 Pf = ;   θµ /3 −=f .            (2.60) 

С учетом определения внутренней энергии (2.50) запишем выражение для 
энтропии: 

332211)/()/()/1( qfqfqfNVPUS ++=−++= θµθθ ,          (2.61) 

где Uq =1 , Vq =2 , Nq =3  – обобщенные термодинамические координаты.  
Вводя вектор термодинамической силы ),,( 321 ffff =  и вектор состоя-

ния ),,( 321 qqqq = , запишем энтропию изолированной системы (2.61) в виде 
   qfS ⋅= .                       (2.62) 

Формула (2.62) позволяет интерпретировать энтропию как обобщенную “ра-
боту” термодинамических сил. При бесконечно малом смещении изолиро-
ванной системы из положения термодинамического равновесия изменение 
энтропии qdfdS ⋅= , при этом выполняется равенство 

 0321 =++=⋅ NdfVdfUdffdq ,           (2.63) 
которое преобразуется в уравнение Дюгема-Гиббса (см. § 4). Уравнение (2. 
63) показывает, что бесконечно малое изменение одной из термодинамичес-
ких сил компенсируется изменениями двух других сил. Таким образом, от-
клонение изолированной термодинамической системы от положения равно-
весия характеризуется изменением вектора ее состояния, которое связано с 
бесконечно малыми изменениями обобщенных термодинамических коорди-
нат: внутренней энергии, объема системы и числа частиц.  

 
§ 4. Изменения характеристических функций 

 
 Отклонения состояния изолированной системы от положения термо-
динамического равновесия сопровождаются протеканием процессов, кото-
рые стремятся вернуть изолированную систему в исходное положение. Если 
возврат системы в исходное положение происходит без изменения внешней 
среды, то процесс называется обратимым, в противном случае – необрати-
мым. Любой необратимый процесс является неравновесной перестройкой 
изолированной системы. При обратимых процессах микро- и макропарамет-
ры изолированной системы не зависят от временной и пространственных 
координат. Обратимая перестройка системы определяется изменением той 
или иной характеристической функций в зависимости от того, какие вели-
чины выбраны в качестве аргументов. Например, обратимый процесс, кото-
рый сопровождается изменением внутренней энергией, описывается ее диф-
ференциалом ( ) ( )STNPVdSTFdNVSdU ++−=+= µ),,( : 

−−−−−−−−−−−−−−−−−
+−++−= µµ NdVdPSdTdNVPdTdSdU .           (2.64) 

Так как аргументами  внутренней  энергии являются энтропия S , объем сис- 
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темы V  и число частиц N , то подчеркнутое выражение в (2.64) равно нулю: 

     0=+− µNdVdPSdT .            (2.65) 
Соотношение (2.65) называется уравнением Дюгема-Гиббса и является дру-
гой формой записи равенства (2.63). Из выражения (2.64) следует, что 

 ( ) NVSUT ,/∂∂= ;  ( ) NSVUP ,/∂∂−= ;  ( ) VSNU ,/∂∂=µ .           (2.66) 

Равенства (2.66) являются термодинамическими определениями темпе-
ратуры, давления и химического потенциала частиц. Формула, определяю-
щая давление, называется уравнением состояния. Наличие уравнения сос-
тояния позволяет ввести 3 термических коэффициента. Если изменение сос-
тояния изолированной системы происходит при фиксировании одной из пе-
ременных, то термические коэффициенты равны: 
– коэффициент расширения ( )PP TVV ∂∂= − /1α              (2.67) 

– коэффициент сжатия ( )TT PVV ∂∂−= − /1β               (2.68) 

– коэффициент давления ( )VV TPP ∂∂= − /1γ               (2.69) 

Эти коэффициенты связаны между собой соотношением 
    VTP P γβα = .             (2.70) 

Способность тела накапливать тепло называется теплоемкостью. Теп-
лоемкость, вычисленная при постоянном давлении, называется изобарной и 
определяется формулой 

( )PP TSTC ∂∂= / .             (2.71) 
Теплоемкость, определенная при постоянном объеме системы, задается со-
отношением     

( )VV TSTC ∂∂= /              (2.72) 
и называется изохорной. Изобарная и изохорная теплоемкости связаны меж-
ду собой соотношением 

 ( ) ( )PVVP TVTPTCC ∂∂∂∂=− // .            (2.73) 
 Если в качестве независимых переменных выбрать температуру, объем 
системы и число частиц, то в качестве характеристической функции высту-
пает свободная энергия ),,( NVTF . Ее изменение при протекании обратимого 
процесса определяется дифференциалом 

−−−−−−−−−−−−−−−
+−+−= µµ dNdPVdNVPddF .            (2.74) 

Согласно формуле (2.65), величина dTSdNdPV −=+−
−−−−−−−−−−−−−−−
µ . Следовательно, 

TdSdNVPddF −+−= µ .             (2.75) 
Отсюда находим, что  

 ( ) NVTFS ,/∂∂−= ;  ( ) NTVFP ,/∂∂−= ;  ( ) VTNF ,/∂∂=µ .          (2.76) 

С учетом первого равенства (2.76) соотношение для внутренней энер-
гии (2.50) перепишется в виде 

 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

 

67 

 
( ) NVTFTFU ,/∂∂−= .            (2.77) 

Непрерывность свободной энергии и ее производных позволяет полу-
чить ряд соотношений Максвелла вида 

 TPVS ∂∂=∂∂ // ;  TNS ∂∂=∂∂− // µ ;  VNP ∂∂=∂∂− // µ ,          (2.78) 
которые вытекают из равенства вторых смешанных производных от свобод-
ной энергии. Используя первое равенство (2.78) и соотношение (2.50) полу-
чим термодинамическое уравнение состояния 

   ( ) ( )VT TPTVUP ∂∂+∂∂−= // .           (2.79) 
Внутреннее давление ( )TVUP ∂∂−= /.int  определяется взаимодействием частиц, 
следовательно, оно может быть и положительным, и отрицательным. Кине-
тическое давление ( )Tkin TPTP ∂∂−= /. связано с подвижностью частиц и всегда 
положительно. Нетрудно показать, что ( ) TPVTP βα // −=∂∂ , а термодинамичес-

кое уравнение принимает вид 
   ( ) TPT TVUP βα // +∂∂−= .           (2.80) 

  Если состояние изолированной системы описывается термодинамиче-
ским потенциалом Гиббса ),,( NPTG , то его дифференциал с учетом уравне-
ния (2.65) равен 

      SdTVdPdNNddNdG −+=+=
−−−−−

µµµ .          (2.81) 

Отсюда следует, что  
 ( ) NPTGS ,/∂∂−= ;  ( ) NTPGV ,/∂∂= ;  ( ) PTNG ,/∂∂=µ .          (2.82) 

Следовательно, соотношение Дюгема-Гиббса обеспечивает согласованность 
определений дифференциалов характеристических функций. 
  

§ 5. Уравнения состояния газа 
 
 Идеальным газом называется совокупность тождественных, невзаимо-
действующих частиц. Отсутствие взаимодействия между частицами приво-
дит к тому, что гамильтониан системы равен сумме гамильтонианов частиц 

( ∑
=

=
N

i
iГГ

1

), а изменение фазового объема – произведению изменений фазовых 

объемов частиц ( ∏
=

=
N

i
idWdW

1

). Статистическая сумма канонического ансамб-

ля равна 

   ( ) ( ) ∏∏ ∫∫ ∏∑∫
====

=−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=

N

i
ii

N

i W

i

W

N

i
i

N

i
i

W

zdWГdWГdWГZ
1111

expexpexp βββ .      (2.83) 

Для тождественных частиц статистические интегралы iz  одинаковы, поэто-
му  статистическая  сумма равна NzZ = , 1−=θβ . Для одноатомных частиц ста- 
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тистический интеграл 

  ( ) ( ) 2/332332 )2()/(5.0exp)/(5.0exp θπββ mVpdmpVqpddmpz

pp V

=−=−= ∫∫ ∫
ΩΩ

,    (2.84) 

где pΩ – объем, занимаемый системой в импульсном пространстве, V – нор-
мированный объем системы. При выводе (2.84) использовались следующие 
факты: независимость подынтегральной функции от пространственных ко-
ординат и то, что 
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Свободная энергия по формуле (2.42) равна 
VNTFZF

ид
ln)(ln 0. θθ −=−= .           (2.85) 

Следовательно, уравнение состояния идеального газа 
        ( ) θθ nVNVFP NTид

==∂∂−= // ,. ,           (2.86) 

здесь VNn /=  – плотность газа. Так как MNmN A /=  ( m  – масса газа, M  – мо-
лекулярная масса газа, 1231002.6 −⋅= мольN A ), то формула (2.86) перепишется в 
виде уравнения Клапейрона-Менделеева, являющегося обобщением экспе-
риментальных данных: 

         )/(MVmRTP = ,             (2.87) 
где )/(31.8 мольградДжNkR AБ

⋅==  – универсальная газовая постоянная. 
 Используя формулу (2.77), вычислим внутреннюю энергию одноатом-
ного, идеального газа 

  ( ) θNTFTFU NV 5.1/ , =∂∂−= ,            (2.88) 

и изохорную теплоемкость 
  ( ) RNkTUC

БVV 5.15.1/ ==∂∂= .           (2.89) 

 Увеличение плотности газа или понижение его температуры приво-
дит к проявлению взаимодействия атомов (молекул) и отклонению поведе-
ния изолированной системы от закона (2.86). Системы, описываемые зако-
нами отличными от (2.86), называются реальными.  

Основной проблемой при вычислении статистической суммы для сис-
темы, содержащей N  взаимодействующих частиц, является расчет конфигу-
рационного интеграла (интеграл по импульсам по (2.84) равен 2/3)2( Nmθπ ): 

( )∫ ∏
=

−=
V

N

i
iik rdrПZ

1

3)(exp β .            (2.90) 

Представим потенциальную энергию частиц в виде суммы их попарных вза-
имодействий: ∑= ikuП (суммирование ведется по возможным парам частиц). 

Энергия парного взаимодействия  в  случае центральных сил зависит только 
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от модуля расстояния между частицами ( )( kiik rruu −= ) и отлична от нуля на 
малых расстояниях (радиус действия сил взаимодействия 910−≈ м

1010−÷ ). В 
приведенной формуле для потенциальной энергии не учтена энергия взаи-
модействия частиц со стенками термостата. Это означает, что частицам дос-
тупен только объем внутри сосуда. Вводя обозначение бесконечно малого 
объема iiii dzdydxdV = , перепишем (2.90) в виде 

 ( ) ( )( ) ( )( )∫∫∫∫ −
− ++−+−−=

NV

NNNN

VVV

N
k dVuudVuudVudVVZ 11323132121 ...exp...expexp

321

βββ , (2.91) 

множитель NV −  введен для нормировки с той целью, чтобы конфигурацион-
ный интеграл был безразмерной величиной. 

Для разреженных газов справедливо предположение о том, что на рас-
стоянии, равном радиусу действия сил отталкивания, находится не более 2 
частиц [106]. Эта гипотеза приводит к пренебрежению вкладом в потенци-
альную энергию ситуаций, когда на расстояние радиуса действия сил сбли-
жаются три и более частиц. Для разреженных (идеальных) газов потенци-
альная энергия взаимодействия частиц стремится к нулю, поэтому экспонен-
ты под знаками интегралов стремятся к единице. В связи с этим Майер ввел 
функцию ( ) ( )( ) 1exp −−= ikik rUrf β  и изменил подинтегральные выражения, под-
ставив вместо экспонент выражение ( ) 1+ikrf .  

В силу сделанного допущения всеми произведениями вида ( ) ( )ijik rfrf , 
( ) ( ) ( )inijik rfrfrf , … можно пренебречь. Величины ( )ikrf  зависят только от рас-

стояний между частицами. Поэтому интегрирование в каждом из интегралов  
можно распространить на весь объем системы в связи с быстрым убыванием 
( )ikrf  с увеличением расстояния ikr . Отсюда следует независимость величи-

ны ω=∫
V

kik dVrf )(  от координат частицы i  и 

                           ( )( ) ωβ )1(...exp 11 −−=++−∫ − NVdVuu

NV

NNNN .           (2.92) 

Аналогичные рассуждения для других интегралов приводят к следую-
щему выражению для конфигурационной части статистической суммы 

     ( )∏
−

=

−=
1

1

)/(1
N

k
k VkZ ω .             (2.93) 

Если плотность газа мала, то и величины Vk /ω  невелики ( 1/ <<Vkω ). Следо-
вательно, вклад конфигурационного интеграла в свободную энергию равен  

V

NNN

V
k

VV

k
ZF

N

k

N

k
kk 22

)1(
1lnln

21

0

1

0

θωθωθωωθθ ≅−=≅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−=−= ∑∑
−

=

−

=

.          (2.94) 

Отсюда внутреннее давление обусловлено взаимодействием частиц и равно 
2

int 5.0 nP ωθ= .             (2.95) 
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Сумма давлений  (2.87)  и (2.95) определяет общее давление в системе. Если 
представить частицы в виде упругих твердых шаров, то расстояние между 
ними 0r  при их соприкосновении равно диаметру частицы. Потенциальная 
энергия бесконечно возрастает при стремлении твердых шаров сблизиться 
на расстояние меньшее 0r . Для расстояний 0rr >  потенциальная энергия от-
рицательна, что соответствует притяжению частиц. При увеличении рассто-
яния между частицами энергия взаимодействия уменьшается по абсолютной 
величине и стремится к нулю. Таким образом, для упругих шаров потенци-
альную энергию взаимодействия можно определить выражением 

     
⎩
⎨
⎧

≥<<−
<∞

=
00

0

,)(

,
)(

rrru

rr
ru

θ
,            (2.96) 

причем 0)(lim 2
0 =

∞→
rru

r
. Переходя в полярную систему координат, найдем  

( )( ) drrrurdrrru
r

2
0

3
0

0

2

0

)(4)3/4()(exp14 ∫∫
∞∞

+=−−= βππβπω .          (2.97) 

Для описания свойств реальных газов было предложено немало эмпи-
рических уравнений состояния, но самым удачным является уравнение Ван 
дер Ваальса: 

  ( ) 2)1/( nanbnP −−= θ .             (2.98) 
Раскладывая давление (2.98) в ряд Маклорена по малым плотностям и срав-
нивая полученное выражение с разложением Майера, найдем, что 

 ∫
∞

=
0

2
0 )(2

r

drrrua π ;   prb ωπ 43/2 3
0 == .            (2.99) 

Следовательно, параметр a  связан с парным взаимодействием частиц, а па-
раметр b  равен учетверенному объему частицы pω . Используя изложенную 
методику, Майер получил также вириальное уравнение состояния (уравне-
ние Камерлинга-Оннеса): 

  ++++= )/()/()/( 32 VCVBVATRVP …                 (2.100) 
 Другой подход к выводу уравнения состояния был предложен Дитери-
чи. Он указал на неправомерность предположения о равномерном распреде-
лении частиц в приповерхностном слое. Равнодействующая всех сил, дейст-
вующих на частицу, направлена внутрь газа. Для того чтобы частица, нахо-
дящаяся на расстоянии q  от поверхности, перешла на границу, она должна 
приобрести потенциальную энергию )(qП . Эта величина отлична от нуля в 
поверхностном слое, толщина которого находится из условия 0)( ≠qП . Рас-
пределение частиц в пограничной области определяется формулой Больц-
мана (2.22). Из внутренней области на поверхность переходят только те час-
тицы, кинетическая  энергия  которых достаточна для преодоления потенци- 
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ального барьера. Число частиц, переходящих в поверхностный слой, опреде-
ляется распределением Максвелла (2.11). Одна часть кинетической энергии 
частиц расходуется на работу против сил сцепления, а другая ее часть опре-
деляет тепловое движение поверхностных частиц. Учитывая конечные раз-
меры неточечных частиц, получим уравнение состояния Дитеричи  

       )/()/exp( bNVTnNaRTP −= .                  (2.101) 
При значительном превышении объема системы V  над объемом bN , занятом 
частицами, и выполнении неравенства 1)/(2 <<VTNa  уравнение (2.101) пере-
ходит в уравнение Ван дер Ваальса. Отметим, что при выводе своего урав-
нения Дитеричи исследовал размещение частиц в приповерхностном слое, 
взаимодействие которых с другими частицами отличается от взаимодейст-
вия частиц в объеме системы. Отметим, что используемый метод Гиббса яв-
ляется реализацией континуального подхода. Рассмотрим дискретный под-
ход к изучению изолированных систем. 

 
§ 6. Метод ячеек Больцмана. Распределение Бернулли и его частные случаи 

 
 В § 1-§ 5 был представлен метод механических ансамблей Гиббса, ко-
торый представляет собой реализацию непрерывного подхода к описанию 
равновесного состояния изолированной термодинамической системы. Дис-
кретное рассмотрение указанной проблемы было осуществлено Больцманом 
методом ячеек при использовании “принципа Больцмана”. Согласно Больц-
ману, равновесному состоянию системы соответствует максимальное значе-
ние энтропии. 
 Обобщенными координатами изолированной системы являются внут-
ренняя энергия U , объем системы V  и число частиц N  (см. § 3 главы 2) [92]. 
В фазовом пространстве состоянию изолированной системы отвечает объем 

),,( NVUW . Разобьем этот объем на m  одинаковых ячеек ( Nm ≤ ), в которых 
находятся частицы с различными энергиями mεεε ...,,, 21 . Число различимых 
частиц в ячейке i  обозначим через in . Такое распределение частиц по ячей-
кам определяет макросостояние изолированной системы. Любое другое рас-
пределение различимых частиц задает иное микросостояние системы, кото-
рое может быть получено разными способами. Отметим, что перестановки 
частиц внутри ячеек не изменяет микросостояние ячейки (согласно комби-
наторике, число перестановок равно 123)...2()1(! ⋅⋅−⋅−⋅= nnnn ). Число способов 
(вероятность распределения), которыми N  частиц размещаются по m  ячей-
кам равно 

      ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=Λ ∏

=

m

i
inN

1

!/! .                   (2.102) 
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Логарифмируя (2.102) и используя формулу Стирлинга NNeN )(! 1−≅ , получим 

    ∑
=

−=Λ
m

i
ii nnNN

1

lnlnln .                  (2.103) 

Так как в термодинамическом равновесии сохраняются число частиц N  и 
энергия E , то на числа заполнения накладывается два ограничения 

       constnN
m

i
i ==∑

=1

,                   (2.104) 

       constnU
m

i
ii ==∑

=1

ε .                   (2.105) 

Воспользуемся методом неопределенных множителей Лагранжа для поиска 
экстремума функции UN 00ln βα ++Λ  ( 0α  и 0β  – неопределенные множители 
Лагранжа), для чего вычислим вариационную производную от полученной 
функции по переменной in : 

  0)ln()ln(
1

00 =−−−≅Λ ∑
=

m

i
iii nn δεβαδ .                 (2.106) 

Вариации чисел заполнения независимы, следовательно 
        )(exp 00 iin εβα += .                   (2.107) 

Используя условия (2.104), найдем константу 0α  

 ( )Ζ= /ln0 Nα ,                   (2.108) 

где ∑
=

=Ζ
m

i
i

1
0 )exp( εβ . По формуле (2.105) энергия системы равна 

 ∑
=

Ζ=
m

i
iiNU

1
0 )exp()/( εβε .                  (2.109) 

Для нахождения константы β  воспользуемся “принципом Больцмана”: для 
равновесного состояния энтропия системы максимальна, т.е. 

maxlnΛ=
Б

kS ,                   (2.110) 
где максимальная вероятность определяется формулой 

UNUNNN 000max lnlnln ββα −Ζ=−−=Λ .                 (2.111) 
Малое изменение энтропии равно (использована формула (2.108)) 

     dUdUdNdUdUdNdkSd
Б 00000max lnln/ ββαββ −−−=−−Ζ=Λ= .       (2.112) 

Вычисляя дифференциал от (2.104) с учетом (2.107) при постоянных значе-
ниях N  и iε , найдем связь между изменениями параметров 0α  и 0β : 

        000 =+ βα dUdN ,                   (2.113) 
которая в модели Гиббса соответствует формуле (2.63) при constf =2 . Следо-
вательно, соотношение (2.112) принимает вид 

         dUkdS
Б 0/ β−= .                   (2.114) 
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Согласно экспериментальному закону, внутренняя энергия системы расхо-
дуется на совершение работы и выделение (поглощение) тепла:  

 dQdAdU += ,                   (2.115) 
где dNdVPdA µ+−=  – изменение работы, совершаемой термодинамическими 
силами, dSTdQ =  – выделяемое (поглощаемое) тепло. При сохранении объе-
ма системы и числа частиц изменение внутренней энергии обусловлено из-
менением энтропии системы: 0=dA , dSTdQdU == . Подставляя последнее ра-
венство в (2.114), найдем параметр 0β : βθβ −=−= −1

0 . Таким образом, рас-
пределение частиц по энергиям принимает вид 

 ( )imi gn εβεεε −= exp)...,,( 21 ,                  (2.116) 

здесь ( )∑
=

−=
m

i
img

1
21 exp)...,,( εβεεε  – статистический множитель. 

В методе ячеек Больцмана осуществлена дискретизация фазового про-
странства одинаковыми ячейками и введен энергетический спектр. Исполь-
зование очевидных условий постоянства числа частиц и внутренней энергии 
изолированной системы при термодинамическом равновесии системы по-
зволило достаточно просто получить выражения для вероятности размеще-
ния частиц по ячейкам и установить вид распределения частиц в зависимос-
ти от их энергии. Существенным недостатком этой модели является разли-
чимость частиц, т.е. не учтена их тождественность и возможность сущест-
вования запрета на пребывание двух тождественных частиц в одной ячейке 
(статистики Бозе-Эйнштейна и Ферми-Дирака). В модели также исключена 
возможность перехода частиц между ячейками; не использовано условие по-
стоянства объема изолированной системы; не определена связь статистичес-
кого множителя с параметрами системы. 

Другой подход к подсчету возможных состояний системы определяет-
ся теорией вероятностей. Рассмотрим распределение Бернулли и его част-
ные случаи. Если энергия системы не зависит от того, сколько частиц нахо-
дится в объеме системы V , то вероятность попадания одной частицы в этот 
объем не зависит от присутствия других частиц и их количества. Пусть с ве-
роятностью p  частица попадает в объем v , где находится n  частиц, а с веро-
ятностью pq −=1  она попадает в объем V , содержащий nN −  частиц. Тогда 
число способов, которыми можно выбрать n  тождественных частиц из N , 
равно 

nNnqp
nNn

N
pnN −

−
=Λ

)!(!

!
),,( .                  (2.117) 

Формула (2.117) определяет дискретное распределение Бернулли. Если числа 
n  ( Nn << ) и N  являются достаточно большими числами, то, полагая вероят-
ность Nnp /= , преобразуем формулу (2.117) в распределение Пуассона: 
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en
pnN

nn −

≅Λ .                          (2.118) 

Если n , N  и nN −  являются достаточно большими числами, а вероятность 
Nnp /=  является малой величиной ( 1<<p ), то распределение Бернулли пе-

реходит в распределение Лапласа: 
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.                 (2.119) 

Приведенные распределения демонстрируют дискретный подход к описа-
нию состояния изолированной системы, который в полном объеме был реа-
лизован при исследовании “решеточного” газа (см. § 10 этой главы). 
 

§ 7. Сохранение фазового объема. Цепочка уравнений теории ББГКИ 
 

 Макросостояние изолированной системы определяется местоположе-
нием и мобильностью многих частиц, определяющих механические ансамб-
ли. В фазовом пространстве координат и импульсов частиц ( ii pr , ) положе-
ние точек определяет микросостояние системы. Существование равновесно-
го состояния системы свидетельствует о том, что некоторые ее микрососто-
яния реализуются чаще других. Для характеристики тех или иных микросо-
стояний вводят дифференциальную функцию распределения (плотность ве-
роятности), которая определяет вероятность того, что система пребывает в 
том или ином микросостоянии. Лиувилль сформулировал и доказал теорему 
о сохранении фазового объема, занимаемого системой, что приводит к не-
изменности плотности вероятности вдоль фазовых траекторий.   

Пусть плотность вероятности задается функцией ),,( tpqf  от обобщен-
ных координат q , импульсов p  и времени t . Уравнение Лиувилля имеет вид 

[ ]fГtf ,/ =∂∂ ,                   (2.120) 
где Г  – гамильтониан системы, определяемый формулой (2.23), скобки в 
правой части уравнения (2.120) [ ] )/()/()/()/(, qfpГpfqГfГ ∂∂∂∂−∂∂∂∂=  называ-
ются скобками Пуассона. Поиск решения уравнения (2.120) является не ме-
нее сложной задачей, чем решение исходной механической задачи о движе-
нии N  частиц. Решение задачи можно упростить, если рассматривать дви-
жения группы из s  частиц, как это делается в теоретической модели Бого-
любова (1946), Борна и Грина (1946, 1947), Кирквуда (1946), Ивона (1935) 
(ББГКИ). 
 Введем вектор кинематического состояния частицы i  в виде ),( iii pqx = , 
тогда его бесконечно малое изменение iii pdqddx =  определяет фазовый объем, 
приходящийся на эту частицу. Введем  s -ую  частичную функцию распреде- 
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ления (условную вероятность) согласно формуле 

        s
s

NsN
s

s fVdxdxfVF == ∫ + ...1 ,                  (2.121) 

где sf  определяет вероятность того, что в момент времени t  совокупность s  
частиц находится в фазовом объеме ss dxdxd ...1=Ω  вблизи точек sqq ,...,1 . Под-
становка функции sf  в (2.120) в пределе ∞→N  и при условии constNVv →= /  
приводит к уравнению 

     [ ] ( )∫ ∑
Ω

++
=

+
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−Π+=∂∂ 11

1
1

1 ,,/ ss

s

i
sisss dxFqqvFГtF ,                 (2.122) 

где Ω  – неограниченное фазовое пространство, ( )1+−Π si qq  – потенциальная 
энергия попарных центральных взаимодействий (см. также [116, 117]). Для 
равновесных систем цепочка уравнений ББГКИ принимает вид 

   ( )( ) 0/)/()/( 1111111 ∫
Ω

+++ =∂−Π∂+∂Π∂+∂∂ ssssss dqfqqqfqqf ββ .        (2.123) 

 Введение s -ой частичной функции распределения основывается на не-
явном утверждении о том, что соотношение (2.121) остается в силе вне зави-
симости от значений, принимаемых переменными Ns xx ,...,1+ . Кроме того, при 
известном выражении для функции Nf  можно вычислить функции sF  и без 
уравнений (2.122). Теория ББГКИ также неявно использует понятия локали-
зации частиц и целочисленность их числа. Если игнорировать эти замечания 
и принять за основу статистического описания механических ансамблей со-
отношение (2.122), то оно представляет цепочку зацепляющихся уравнений, 
которая в каждом конкретном случае требует обоснования своего расщеп-
ления. Другой подход к обозначенной проблеме был предложен в нелокаль-
ной статистической механике Власова. 

 
§ 8. Нелокальная статистическая механика Власова 

 
В нелокальной статистической механике [115] положение частицы за-

дается набором ее кинематических характеристик: радиус-вектором место-
положения в некоторой системе координат )(tr  и производными по времени 
t  от радиус-вектора до бесконечного порядка: скорость )(tr& , ускорение )(tr&& , 

)(tr&&& , ... Эти величины независимы в силу независимости дифференциалов от 
радиус-вектора. Основным постулатом модели Власова (1944) является ги-
потеза о том, что внешние и внутренние условия влияют на изменение сос-
тояния системы многих частиц через изменения функций распределения, но 
не их аргументов.  

Для описания состояния системы Власовым была введена последова-
тельность вероятностей { }ndp  ( ∞÷=1n ): 
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         rdtrfdp ),(00 =              
       rdrdtrrfdp && ),,(11 =              
    rdrdrdtrrrfdp &&&&&& ),,,(22 =                   (2.124) 

      rdrdrdrdtrrrrfdp &&&&&&&&&&&& ),,,,(33 =  
     ……………………………., 
плотности вероятностей связаны между собой теоремой сложения вероятно-
стей 

      ∫
∞

++
+=

)(

)1()1(
1 ),,...,,,,( ss

ss rdtrrrrrff &&&&&& ,                 (2.125) 

где )1( +sr  – ( 1+s )-ая производная по времени от радиус-вектора ( rr =)0( ).  
При таком подходе не возникает необходимости в усреднении функ-

ций распределения по времени, пространству или начальным условиям; от-
вергаются также гипотезы о целочисленности числа частиц в системе и их 
пространственной локализации.  
 Следующая гипотеза связана с введением закона сохранения для фун-
кций распределения по аналогии с законом сохранения числа частиц: 

  0)()/(
)(

)1(
1

)1(

1

)(
)()1( =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++∂∂ ∫∑

∞

+
+

+

=
−

s
s

s
r

s

k
s

k
rs rdfrdivfrdivtf sk .        (2.126) 

Интеграл в формуле (2.126) определяет среднее значение величины )1( +sr , 

например, среднее ускорение равно 

( )

∫

∫

∞

∞=

)(

2

)(

2

),,,(

,,,

rdtrrrf

rdtrrrfr

r
&&&&&

&&&&&&&

&& . Бесконечная цепоч-

ка уравнений (2.126) не является замкнутой без учета взаимодействий меж-
ду частицами. Согласно второму закону Ньютона, ускорение частицы опре-
деляется отношением силы ),( trUgradF r−=  к массе частицы m : mFr /=&& . 

Следовательно, необходимо задать потенциальную энергию частиц безотно-
сительно к их локализации и целочисленности: 
    ( ) ( ) ( )∫ ′′′′′′= rdrdtrrftrrrrKtrrU &&&&& ,,,,,,,, ,                 (2.127) 

где ( )trrrrK ,,,, ′′ &&  – функция, определяющая взаимодействие. Эта функция не 
определяется в рамках модели, а находится из сравнения теории с экспери-
ментом.  
 Используя определение среднего ускорения и уравнение (2.126), полу-
чим для функции ),,,(2 trrrf &&&  уравнение самосогласованного вида 

        ( ) 0
),,(

22
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−++
∂
∂

f
m

trrUgrad
divfrdiv

t

f r
rr

&

&

&

.                 (2.128) 

Из курса векторной алгебры известно, что  
       ( ) 222 )( fgradrrdivffrdiv rrr ⋅+= &&& ;   ( ) 0≡Ugraddiv rr .              (2.129) 
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Считая среду несжимаемой ( 0=rdivr

& ) и полагая взаимодействие пары частиц 
центральным ( ( ) ( )rrKtrrrrK ′−=′′ ,,,, && ), преобразуем уравнение (2.128) к виду 
(оператор rgrad=∇ ): 

                       ( ) 0)/()/( 222 =∇−∇⋅+∂∂ fdivmUfrtf r&
& .                           (2.130) 

При учете многочастичных взаимодействий с центральными силами потен-
циальная энергия записывается в виде 

              
( ) ( ) ( )

( ) ...),,(),,(,,

,,,

22123

212

+′′′′′′′′′′′′−′′′′−′′−+

+′′′′′−=

∫∫

∫
rdrdrdrdtrrftrrfrrrrrrK

rdrdtrrfrrKtrU

&&&&

&&

.    (2.131) 

Развитый математический формализм не зависит от общего числа частиц в 
системе; взаимодействие частиц определяется вероятностным местоположе-
нием частиц; интегрирование ведется по всем точкам. Последнее предложе-
ние позволяет естественным образом учесть “самовзаимодействие” частиц, 
так как она взаимодействует с полем в точке r , переместившись в бесконеч-
но близкую точку r ′ , что исключает расходимость потенциальной энергии.  
 Одно из точных решений (2.130) получено для случая стационарного и 
независимого распределения частиц по скоростям и их местоположению. 
Решение уравнения (2.130) ищется методом разделения переменных и запи-
сывается в виде 

      ∏
=

=
3

1

2
2 )()(),,,(

i
irfrtrrrf &

&&& ρ ,                  (2.132) 

где ))(exp()( rUr βρ −= , ))5.0exp()( 2
1

2
1 rmrf && β−= , 1−=θβ , θ  – температура в энергети-

ческих единицах измерения, которая является интегрирующим множителем 

уравнения (2.130) после разделения переменных: βρ −=∂∂=
∂∂
∂∂

mf

rf

rU

r i

i

i &/

/

/ . С уче-

том полученного решения запишем уравнения (2.125) и (2.127) в виде: 
           ( ) ( )∫ ′′−′−= rdrUrrKCrU ))(exp( β ,                 (2.133) 

           ( ) ( )( )∫ ′′′−−= rdrrrKCr )(exp ρβρ ,                         (2.134) 

которые лежат в основе нелокальной теории кристаллов [115]. 
 

§ 9. Интегральные функции распределения (метод интегральных уравнений) 
 
       Рассмотрим изолированную систему объемом V , содержащую N  час-
тиц и не подверженную действию внешних полей. 

Конфигурацию распределения частиц по объему системы будем опре-
делять радиус-векторами  Ni rrrr ...,,,: 21 , связав начало декартовой системы ко-
ординат с одной из вершин куба, а оси направив вдоль ребер куба (рис. 3). 
Энергию  взаимодействия  обозначим посредством )( irΠ . Очевидно, что дви- 
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жение частицы (например, температурные колебания в окрестности узла ре-
шетки) приводит к неопределенности в фиксации положения частицы внут-
ри ячейки. Вероятность такого распределения частиц определяется диффе-
ренциальной функцией распределения, которая зависит от энергии взаимо-
действия частиц, температуры системы и размещения частиц в объеме сис-
темы. Эта величина определяет вероятность того, что каждая частица будет 
                      сидеть  в  своей  ячейке с заданным объемом. 
   z        V    Если  выбрать s  частиц из N , то их размеще- 
                       ● i       ●           ние  не  зависит от распределения других −N  
                      ir       y     ●         s−   частиц. Эта  функция  называется  s -ой  

    ●                функцией распределения. Для  хаотического 
         ●                      ●            распределения )( irΠ 0)( ==∑

< ji
ijru , а s -ая функ-  

      ●           ция  распределения  равна  обратному значе- 
        x         нию объема, занимаемого s  частицами =)(s

хаос
P   

             1−= sV . При числе частиц  2≥s  возникают кор- 
  Рис. 3. Одна из конфигураций     реляции в размещении частиц, зависящие от 
  размещения N  частиц                расстояний между частицами, что изменяет 

              s -ую функцию распределения )(sP . Корреля-        
)( rg            ционная функция задается формулой  

                    ),...,,(),...,,( 21
)(

21 s
s

sss rrrPVrrrF = .     (2. 135) 
            Корреляционная  функция  == 122212 (),( rFrrF  
            )12 rr −=  связана  с  радиальной  функцией 

            распределения  )( 12rg ,  которая  определяет  
            распределение других частиц по отношению 
      r     к выбранной частице (рис. 4). При хаотичес- 

                                   ком распределении частиц радиальная функ- 
Рис. 4. Схематичное изображе-   ция  распределения  равна 1. Зная  вид  ради- 
ние радиальной функции               альной функции распределения можно вычи- 
            слить координационное число (число частиц 
в каждой координационной сфере) по формуле  

                                               drrrg
V

N
z

h

h

2
2

1

)(
4

∫= π .                  (2.136) 

Высота экстремумов радиальной функции зависит от температуры. Пони-
жение температуры приводит к росту пиков, что свидетельствует о возник-
новении упорядоченности в окрестности выбранной точки. 

Средняя энергия молекулярных парных взаимодействий связана с кор-
реляционной функцией соотношением: 
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       ∫∫=Π

V

drdrrFrun 2112212
2 )()(5.0 ,                  (2.137) 

здесь VNn /=  – плотность частиц. Среднее значение полной энергии систе-
мы с учетом связи ( ) drrrgVrF 2

2 )(4π=  равно 

    ∫
∞

+=
0

24)()(5.05.1 drrrgruNnNГ πθ .                 (2.138) 

Уравнение состояния имеет вид 

  ( )∫
∞

−=
0

22 4)(/)()6/( drrrgrdrdunnP πθ ,                 (2.139) 

которое называется уравнением состояния Орнштейна-Цернике.  
Для расчета радиальной функции применяют уравнения Перкуса-Йеви-

ка и гиперцепное уравнение. Данный способ вычисления тепловых свойств 
изолированных систем называется методом интегральных уравнений. Вве-
дем в рассмотрение парную корреляционную функцию 

1)()( −= rgrh                    (2.140) 
и прямую корреляционную функцию )(rc , связанную с функцией )(rh  инте-
гральным соотношением Орнштейна-Цернике 

      ∫+= 212121212 )()()()( drrhrcnrcrh .                  (2.141) 

Уравнение Перкуса-Йевика имеет вид 
       ( )( ))(exp(11)()( rurhrc β−−+= .                  (2.142) 

Совместное решение уравнений (2.141) и (2.142) при известном потенциале 
)(ru  определяет радиальную функцию )(rg .  
Знание радиальной функции распределения позволяет рассчитать тер-

модинамические свойства жидкости и вычислить давление в системе. 
 

§ 10. “Решеточный” газ 
 
 “Решеточным” газом называется система, частицы которой занимают 
в пространстве не произвольные места, а находятся в узлах некоторой ре-
шетки [13]. Под решеткой понимается регулярное периодическое располо-
жение точек в пространстве, которое подразумевает наличие трех векторов 
основных трансляций (перемещений) a , b  и c . При обзоре решетки из про-
извольной точки r  она имеет тот же вид, что и при ее рассмотрении из точ-
ки 'r , причем 

     ckbkakrr 321' +++= ,                   (2.143) 
где 1k , 2k  и 3k  – целые числа. Совокупность пространственных точек, опре-
деляемых равенством (2.143) при различных целых числах 1k , 2k  и 3k , зада-
ют решетку в пространстве. Введение решетки позволяет рассматривать раз- 
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личные агрегатные состояния вещества с позиций физики твердого тела и 
использовать ее методы. Если через середины расстояний между узлами ре-
шетки провести плоскости, то получится фигура, которая ограничивает зам-
кнутый объем. Эта фигура называется ячейкой Вигнера-Зейтца, а ограничи-
вающая ее поверхность полиэдром Вороного [5]. В зависимости от своих 
размеров частица может занимать несколько узлов решетки. Поэтому под 
расположением частицы в узле решетки понимается положение ее центра 
тяжести.  

Наличие у частиц “твердого ядра” обеспечивает невозможность заня-
тия узла другой частицей. Взаимодействие частиц не исчерпывается потен-
циалом отталкивания из-за наличия у них “твердого ядра”. В общем случае 
потенциал взаимодействия имеет также область притяжения и зависит от 
расположения частиц и их ориентации. Наличие взаимодействия частиц оп-
ределяет существование ближнего и дальнего порядков в расположении мо-
лекул (атомов). При малой заполненности узлов какой-либо порядок в их 
размещении отсутствует. С увеличением плотности системы возрастает упо-
рядоченность периодического расположения частиц в окрестности некото-
рых узлов, что отвечает возникновению ближнего порядка. При дальнейшем 
повышении плотности упорядоченность охватывает практически весь объем 
системы. В этом случае говорят о появлении дальнего порядка. Взаимодей-
ствие частиц может привести к возникновению подрешеток, отличающихся 
друг от друга заполненностью частицами. В зависимости от вида потенциа-
ла взаимодействия заполнение частицами одной из подрешеток может ока-
заться энергетически более выгодным, нежели размещение частиц в других 
подрешетках. Введение подрешеток позволяет учесть различия между сос-
тояниями “решеточного” газа даже при отсутствии взаимодействий между 
частицами. Например, для газа, состоящего из двухатомных молекул (диме-
ров), без введения подрешеток невозможно различить плотноупакованную и 
упорядоченную конфигурации размещения частиц (рис. 5). Таким образом, 
решеточный формализм позволяет не только выделить различные агрегат-
ные состояния вещества в зависимости от его плотности, но и учесть возни-
кновение ближнего и дальнего порядков (рис. 6). В отличие от метода Гиб-
бса статистическое рассмотрение ансамблей механических систем произво-
дится при дискретном энергетическом спектре, который зависит от количе-
ства узлов L  и числа частиц в системе N . Рассмотрим закрытую систему с 
объемом 

             LV 0ν= ,                    (2.144) 
где 0v  – объем ячейки Вигнера-Зейтца. Состояние системы в фазовом прост-
ранстве будем характеризовать энергией ( )NLEk ,  в узком и постоянном k -ом 
энергетическом слое толщиной Eδ : 
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      а)              б)                в) 

 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5. Различное размещение димеров: а) – плотноупакованная конфигурация;  

   б) и в) – упорядоченные конфигурации 
 

 
           а)                б)                в) 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 6. Агрегатные состояния одноатомного вещества: а) – газ; б) – жидкость; 
 в) – твердое тело 
 

( ) EkNLEEk k δδ ≤≤− ,)1( .                   (2.145) 
Вероятность того, что закрытая система имеет энергию из слоя, равна 

      ( ) ( )( )NLEZNLp kNk ,exp, 1 β−= − ,                   (2.146) 
где ( )( )∑ −=

k
kN NLEZ ,exp β  – статистическая сумма. От суммирования в фазо-

вом пространстве по состояниям частиц перейдем к суммированию по кон-
фигурациям распределений частиц в реальном пространстве. Реализацию та-
кого перехода осуществим путем замены энергии k -ой подсистемы энерги-
ей взаимодействия частиц 

( ) ( ) N

N

jiji
jik ПrruNLE =−= ∑

≠= ;1,

, .                  (2.147) 

Отметим, что в общем случае энергия взаимодействия зависит не только от 
расстояния между частицами, но и от их взаимной ориентации. С учетом за-
мены по формуле (2.147) и тождественности частиц, вероятность (2.146)  

           ( ) ( )Nk ПZNNLp β−= − exp!,~ 1 ,                          (2.148) 
где статистическая сумма ( )∑ −= NПZ βexp . Внутренняя энергия системы оп-
ределяется формулой 

       ( ) ( ) ( )∑=
k

kk LNELNTpLNTU ,,,~,, .                       (2.149) 
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Формула (2.149) показывает, что внутренняя энергия зависит не только от 
числа молекул (атомов) в системе, но и от числа узлов решетки (и от объема 
системы, см. формулу (2.144)). 
 Рассмотрим идеальный “решеточный” газ, который состоит из невзаи-
модействующих точечных частиц (внутренняя энергия равна нулю), занима-
ющих только один узел решетки. Статистическая сумма равна числу спосо-
бов размещения N  частиц по L  узлам решетки: 

( )!!

!

NLN

L
Z

−
= .                   (2.150) 

Формула (2.150) показывает, что при заполнении всех узлов решетки части-
цами свободная энергия минимальна и равна нулю. Следовательно, свобод-
ная энергия идеального “решеточного” газа определяется формулой 

 ( ))1ln()1(lnln ccccLZF −−+≅−= θθ ,                  (2.151) 
где LNc /=  – концентрация частиц. Уравнение состояния идеального “реше-
точного” газа имеет вид: 

     )1ln(
0,

1
0 c

vL

F
vP

NT

−−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂
∂−= − θ .                  (2.152) 

Если концентрация частиц невелика ( 1<<c , cc −≅− )1ln( ), уравнение решеточ-
ного газа (2.152) вырождается в уравнение состояния идеального газа Кла-
пейрона-Менделеева.  
 Отличительная черта теории “решеточного” газа состоит в замене сум-
мирования по состояниям в фазовом пространстве на суммирование по кон-
фигурациям размещений частиц в реальном пространстве. Хотя данный мо-
мент вызывает сомнение, однако сравнение результатов, полученных в рам-
ках этой модели, с данными других теорий показывает их совпадение. 

 
§ 11. Критическая точка фазового перехода II рода 

 
Различие между неупорядоченным (хаотичным) и упорядоченным со-

стояниями системы обеспечивается изменением структуры системы, ее сим-
метрии и может сопровождаться появлением новой фазы. Под фазой будем 
понимать однородную систему, свойства которой одинаковы в каждой точке 
объема, занимаемого системой. Увеличение упорядоченности в размещении 
частиц обычно сопровождается особенностями в поведении характеристи-
ческих функций. Например, переход от полностью неупорядоченного сос-
тояния системы к частично упорядоченной структуре сопровождается нали-
чием критической точки, ниже которой сосуществуют газовая и жидкая фа-
зы. Сжатие газа при температурах выше критической температуры осущест-
вляет непрерывный переход системы из газообразного состояния в жидкую 
фазу. При достижении  определенных  значений  концентрации и температу- 
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ры происходит преобразованием газа во флюидную структуру, отличающа-
яся по своим свойствам и от газа, и от жидкости (критическая точка). Если 
при температуре ниже критической температуры система переходит из го-
могенного состояния в гетерофазное состояние, то она распадается на две 
подсистемы, различающиеся плотностью. 

График функциональной связи между характеристиками системы при 
постоянной температуре называется изотермой (зависимость давления от 
объема или другая функциональная зависимость). Кривые зависимостей од-
них величин от других характеристик системы, построенные при постоян-
ном давлении (объеме) называются изобарами (изохорами). Переход газовой 
фазы во флюидное состояние происходит в критической точке, которая яв-
ляется точкой экстремума бинодали. Бинодалью (кривой абсолютной устой-
чивости) называется кривая, определяемая условиями равновесия фаз (см. § 
3). При температурах ниже критической температуры эта кривая отделяет 
стабильные состояния системы от ее метастабильных состояний (напри-
мер метастабильными состояниями являются перегретая жидкость и переох-
лажденный пар). Кривая, отделяющая неустойчивые состояния системы от 
ее метастабильных состояний, называется спинодалью. Аналитически спи-
нодаль в термодинамике определяется обращением в нуль второй производ-
ной по концентрации от характеристической функции (например, свободной 
энергии). Область под спинодалью описывает те состояния, в которых сис-
тема не может находиться. Из этих состояний система выходит путем само-
произвольного расслоения на две сосуществующие фазы. Область под спи-
нодалью характеризуется неустойчивостью по отношению к бесконечно ма-
лым изменениям, а область между спинодалью и бинодалью – по отноше-
нию к конечным изменениям состояния системы. 
 Появление критической точки связано с взаимодействием неточечных 
частиц. В силу того, что критические явления не зависят от их физического 
содержания и протекают идентично для всех веществ, то они отображают 
универсальный характер межчастичных сил. Этот универсализм проявляет-
ся через существование соотношений подобия [226], отображающих закон 
соответственных состояний. Например, при рассмотрении различных аг-
регатных состояний системы этот закон приводит к заключению: обобщен-
ное уравнение состояние, записанное в безразмерных величинах, описывает 
поведение любого вещества вне зависимости от индивидуальных характери-
стик и значений критических параметров. Термодинамическое подобие ве-
ществ связано с механическим подобием ансамблей, которое связано с тож-
дественностью микроскопических свойств частиц и их взаимодействий. Та-
ким образом, изучение безразмерного уравнения состояния позволяет выя-
вить закономерности поведения вещества в окрестности точки фазового пе-
рехода. 
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Исследуем поведение газа Ван дер Ваальса 
2

2

V

aN

bNV

N
P −

−
= θ  в критичес-

кой точке [125, с.5-21], которая определяется соотношениями: 
( ) ( ) 0// 22 =∂∂=∂∂ TT VPVP .                  (2.153) 

Решение уравнений (2.153) приводит к следующим выражениям для крити-
ческих значений давления cP , объема cV  и температуры cT : 

     
227b

a
Pc = ;  bNVc 3= ;  

bR

a
Tc 27

8= ,                  (2.154) 

соответственно. Переходя к безразмерным величинам 
cP

P=ξ , 
cV

V
v =  и 

cT

T=τ , 

перепишем уравнение Ван дер Ваальса в виде 

2

3

13

8

vv
−

−
= τξ .                   (2.155) 

Уравнение (2.155) явно не зависит от индивидуальных характеристик 
вещества a  и b , следовательно, (2.155) описывает подобные газы, подчиня-
ющиеся модели Ван дер Ваальса. Уравнение (2.155) записано в универсаль-
ной форме закона соответственных состояний. Для всех газов Ван дер Ва-
альса критическая сжимаемость равна 

        375.0==
cc

c
c n

P
Z

θ
,                   (2.156) 

здесь cc VNn /=  – критическая плотность частиц. 
 Разложим в ряд Тейлора безразмерное давление (2.155) в окрестности 
критической точки по малым величинам ( ϑτ =−1 ) и ( ε=− v1 ), ограничив ряд 
членами третьего порядка малости: 

23 95.1641 ϑεεϑεϑξ −+−−= .                     (2.157) 
Равенство химических потенциалов частиц в насыщенном паре и жидкости, 
находящихся в равновесии, запишем в виде правила Максвелла: 

    0
2

1

=∫ ξε d ,                    (2.158) 

при этом выполняется условие механического равновесия )()( 2211 εξεξ = ; ин-
тегрирование ведется при постоянной температуре ( const=τ ). Из (2.158) сле-
дует, что 12 εε −= , а из равенства )()( 2211 εξεξ =  находим, что  

     ϑε 21 = .                            (2.159) 
Следовательно, в окрестности критической точки бинодаль описывается па-
раболой. Показатель степени ϑ  называется критическим индексом, который 
в модели Ван дер Ваальса равен 0.5 (экспериментальное значение этого па-
раметра 3/1 ). 

Дифференцируя уравнение состояния (2.157) по безразмерному объе-
му v  при  постоянной  температуре ( const=τ ),  получим  для  изотермической  
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сжимаемости выражение (при cVV = ): 

  
)(6

1

TTP

T

P

V

V ccTcc −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂− ,                  (2.160) 

которое при температурах cTT 96.0<  хорошо согласуется с эксперименталь-
ными данными. Подставляя равенство (2.159) в (2.157), получим для безраз-
мерного давления насыщенного пара следующее выражение 
             23641 ϑϑξ −−=s .                              (2.161) 
Отсюда следует, что 

         ( ) 4/ 1 ==ττξ dd s .                   (2.162) 
Эксперимент показывает, что эта величина близка к 7. Кроме того, уравне-
ние состояния Ван дер Ваальса не объясняет возрастание изохорной тепло-
емкости VC  при движении по критической изотерме к точке перехода. 
 Другой метод исследования поведения вещества в окрестности крити-
ческой точки фазового перехода газ-жидкость (отнесена к фазовым перехо-
дам II рода [181]) продемонстрирован в работах Ландау [227, с.234-261]. Со-
гласно Ландау, при фазовом переходе второго рода изменяется внутренняя 
симметрия системы, которая определяется одной из характеристик (параме-
тром порядка) исследуемого физического объекта. Для системы газ-жид-
кость параметр порядка определяет разность удельных объемов фаз (или их 
плотностей 21 ρρη −= ). Симметрия системы при фазовых переходах II рода 
меняется плавным образом, в отличие от ее скачкообразного изменения при 
фазовых переходах I рода. Непрерывность фазового перехода II рода связа-
на с тем, что параметр порядка η  может принимать сколь угодно малые зна-
чения. Отсюда следует возможность разложения любой характеристической 
функции в ряд Маклорена по степеням малой величины η . Так ряд для сво-
бодной энергии имеет вид 

   ...)()()( 3
3

2
210 ++++= ηηη TaTaTaFF                   (2.163) 

Теория Ландау приводит к выражению вида (2.159) с критическим индексом 
2/1 .  

Следовательно, модель Ван дер Ваальса и теория Ландау можно отнес-
ти к приближению самосогласованного, молекулярного поля, которое игно-
рирует влияние флуктуаций на формировании критических явлений. В рам-
ках теории среднего поля флуктуации можно учесть путем введения в разло-
жение (2.163) малой поправки, пропорциональной квадрату градиента пара-
метра порядка 2)( η∇  (модель Орнштейна-Цернике, см., например, [228]). Од-
нако экспериментальные данные показали, что флуктуации в окрестности 
критической точки играют более существенную роль и их влияние не опи-
сывается  малыми  поправками  к  теории  среднего  поля. В этой связи была  
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выдвинута и реализована идея масштабной инвариантности в работах Пата-
шинского, Покровского и Каданова [181, 182]. Эта модель позволила полу-
чить правильные значения критических индексов и установить, что они за-
висят от размерности пространства, в котором протекают критические явле-
ния, и размерности параметра порядка. Это позволило выделить классы уни-
версальности для различных критических явлений. Жидкости, растворы и 
некоторые другие физические системы входят в один класс универсальнос-
ти с моделью Изинга, для которого параметр порядка является скалярной ве-
личиной. Недостатком метода ренорм-группы является использование асим-
птотических рядов, сходимость которых остается невыясненной. В работе 
[228] отмечена близость критического индекса для непроводящих жидкос-
тей и критического индекса, который был получен в модели “решеточного” 
газа. 
 

§ 12. Равновесие химических реакций 
 

 Пребывание изолированной системы в состояние термодинамического 
равновесия не означает, что она находится в покое. Согласно принципу де-
тального равновесия (§ 2, п. 2.2), в системе могут протекать процессы, кото-
рые не нарушают условий равновесия (§ 3). К таким процессам относятся 
переходы частиц из одной фазы в другую (фазовые превращения), а также 
образование и распад химических соединений (химическая реакция). Хими-
ческие реакции не нарушают термодинамического равновесия, так как ал-
гебраическая сумма воздействий на систему при этом равна нулю. Химичес-
кие реакции не приводят также к появлению новых компонентов в системе, 
между химическими потенциалами компонентов существует дополнитель-
ные связи (в случае протекания нескольких химических реакций), которые 
указывают на наличие химической реакции между компонентами. При про-
текании химических реакций (фазовые переходы можно рассматривать как 
частный случай химической реакции) одни компоненты системы преобразу-
ются в другие по формуле 

             ∑
=

l

i
ii X

1

ν        ∑
+=

m

li
iiY

1

ν ,                  (2.164) 

где iv  – стехиометрические коэффициенты; iX  – реагенты, iY  – продукты ре-
акции (для реагентов стехиометрические коэффициенты 0>iv , а для продук-
тов реакции – 0<iv ); стрелки обозначают, что реакция обратима, т.е. реакция 
может протекать как в прямом направлении с образованием продуктов реак-
ции, так и в обратном направлении – с диссоциацией продукта реакции на 
исходные реагенты. В этом случае  говорят об  обратимых  реакциях, в про- 
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тивном случае – реакции необратимы. Необратимость химической реакции 
с предпочтительным направлением ее протекания в одну из сторон (или об-
разования продукта, или его распада) определяется условиями, при которых 
протекает химическая реакция. Протекание химических реакций может со-
провождаться выделением и поглощением тепла. Если изменение энтропии 
системы при реализации химических реакций равно нулю, то реакции не на-
рушают термодинамического равновесия. Кроме того, химическая реакция 
протекает в соответствии с законом сохранения массы (или сохранения чис-
ла частиц). 

Если закрытая система находится в тепловом равновесии с термоста-
том, то изменение числа частиц в ней возможно только при протекании хи-
мических реакций. Протекание химических превращений веществ в m -ком-
понентной системе при изобарно-изотермических условиях описывается из-
менением термодинамического потенциала Гиббса 

∑
=

=
m

i
iidNdG

1

µ ,                   (2.165) 

причем в силу закона сохранения массы выполняются равенства  

ξd
v
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+ ......
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1
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2

1

1 ,                 (2.166) 

где ξd  – изменение полноты протекания (обобщенная координата) реакции 
по де Донде [229]. Если изменение полноты реакции положительно ( 0>ξd ), 
то реакция идет в сторону образования продуктов, а противном случае – ре-
агентов. Используя (2.166), перепишем (2.165) в виде 

     ξξµ AddvdG
m

i
ii ==∑

=1

,                    (2.167) 

здесь ∑
=

=
m

i
iivA

1

µ  – химическое сродство (обобщенная сила). При протекании 

химической реакции (2.164) слева направо сродство положительно ( 0>A ), а 
при отрицательном сродстве ( 0<A ) реакция протекает в обратном направле-
нии. Определим скорость протекания химической реакции как скорость из-
менения полноты реакции: tdd /ξξ =& . Химическая реакция будет находиться 
в метастабильном состоянии при отличном от нуля сродстве и нулевой ско-
рости протекания химической реакции ( 0≠A , 0=ξ& ). Если обобщенная сила 
химической реакции равна нулю ( 0=A ), то химическая реакция находится в 
равновесии. Отсюда следует закон действующих масс Гульдберга-Вааге (от-
крыт в 1867 г.) (см., например, [90]): 

   0
1

=∑
=

m

i
iiνµ .                   (2.168) 

 Для взаимодействующих частиц сорта  i   химический потенциал iµ  за- 
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писывается в виде (см., например, [97]): 

    iisi aTP ln),( θµµ += ,                           (2.169) 

здесь ),( TPisµ  – значение химического потенциала компонента i  при стан-

дартных внешних условиях, iii xa γ=  – активность, ix  – концентрация, iγ  – ко-
эффициент активности компонента i , соответственно. Стандартное состоя-
ние обычно выбирают по Гильдебранду: при стандартном внешнем давле-
нии 25 /10013.11 мНатмP ⋅==  и комнатной температуре KCT 15.293200 ==  акти-
вность чистого компонента равна единице. Активность компонента отража-
ет его способность не только к смешению, но и к его взаимодействию с дру-
гими компонентами (коэффициент активности iγ ).  

Подстановка формулы (2.169) в равенство (2.168) после простых преоб-
разований приводит к выражению закона действующих масс через активно-
сти компонентов и константу реакции: 

( )TPK

a

a

m

li

v
i

l

i

v
i

i

i

,

1

1 =

∏

∏

+=

= ,                  (2.170) 

где ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

m

i
is TPTPK

1

,exp, µβ  – константа реакции, 1−=θβ . Отметим, что в 

формуле для константы равновесия безразлично какие компоненты считать 
реагентами, а какие продуктами химической реакции. Формула (2.170) пока-
зывает, что при фиксированных значениях внешнего давления и температу-
ры константа реакции постоянна и изменение активностей реагентов реак-
ции приводит к изменениям активностей продуктов реакции. Эта формула 
показывает, что химическая реакция никогда не идет до полного исчерпания 
реагентов или продуктов реакции. 
 Знание температурной зависимости константы реакции при фиксиро-
ванном значении внешнего давления позволяет вычислить тепловой эффект 

PH∆  химической реакции по формуле [230]: 
     ( )( )( ) ( )2//,ln RTHTTPK PP ∆=∂∂ .                  (2.171) 

Если энтальпия реакции PH∆  положительна, то в результате протекания хи-
мической реакции происходит поглощение выделяемого тепла (эндотерми-
ческая реакция). В противоположном случае, когда энтальпия реакции от-
рицательна ( 0<∆ PH ), протекание химической реакции сопровождается вы-
делением тепла (экзотермическая реакция). Если 0=∆ PH , то константа хи-
мической реакции зависит только от внешнего давления.  

В общем случае влияние  внешних  факторов на изолированную систе-
му определяется принципом Ле Шателье-Брауна  (см., например, [97]), кото- 
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рый можно переформулировать в виде: реакция системы на внешние воздей-
ствия всегда направлена на уменьшение изменений, вызванных влиянием 
внешних факторов. С развитием компьютерной техники возникли вычисли-
тельные методы, позволяющие не только смоделировать поведение системы 
при внешнем воздействии, но и провести статистические испытания. 

 
§ 13. Метод Монте-Карло (метод статистических испытаний) 

 
 Развитие технических средств ускорения расчетов привело к созданию 
компьютерных методов моделирования стохастических явлений и процес-
сов. В методе Монте-Карло математические вычисления (решение алгебраи-
ческих систем и дифференциальных уравнений, интегрирование функций, и 
т.п.) проводятся над полем случайных чисел. Суть метода Монте-Карло сос-
тоит в получении последовательности случайных чисел с заданным законом 
их распределения (равномерное распределение, нормальное и экспоненци-
альное распределения и др.). Наиболее часто поиск случайных последова-
тельностей базируется на использовании равномерного распределения слу-
чайных чисел на заданном отрезке.  

Пусть случайная величина X  принимает произвольным образом выб-
ранный ряд случайных значений (случайная последовательность) ,...,, 21 xx  

{ }nn xx =  на интервале [ ]1;0  с фиксированным числом знаков у дробной части. 
Рассмотрим любой другой открытый интервал ( )ba;  внутри отрезка [ ]1;0  (ма-
тематическая запись: ( ) ⊂ba; [ ]1;0 ), на котором наблюдается ),( banρ  чисел из 
последовательности { }nx . Если случайная величина X  равномерно распреде-
лена на отрезке [ ]1;0 , то при значительном числе значений ( 1>>n ) последова-
тельности { }nx  случайная величина nban /),(ρ  с точностью до статистической 
ошибки совпадает со значением длины отрезка ( )ba; , равным ab − , независи-
мо от выбора интервала ( )ba; . Независимость распределения случайной ве-
личины X от выбора интервала ( )ba;  определяется разнообразием последо-
вательностей случайных чисел, реализующих равномерное распределение 
случайной величины X . 

Метод статистических испытаний был применен для расчета средних 
величин канонического ансамбля механических систем. Сценарий вычисле-
ния канонических средних величин при учете реализации случайных конфи-
гураций размещения частиц в объеме системы был предложен Метрополи-
сом с сотр. (1953). Авторы ввели гипотезу о пропорциональности частоты 
появления той или иной конфигурации величине ( )iΠ−βexp , которая связана 
с взаимодействием неточечных частиц. Эта схема позволяет исключить из 
рассмотрения  конфигурации, связанные  с  перекрытием твердых сердцевин  
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частиц при равновероятности остальных способов размещения. Переход от 
одной конфигурации к другой осуществляется заданием условных вероят-
ностей перехода, которые определяют зависимость появления нового разме-
щения частиц от предыдущего состояния системы. Такая конструкция слу-
чайного процесса называется цепью Маркова: каждое последующее случай-
ное событие зависит от его предыстории. Использование цепи Маркова при 
статистических испытаниях приводит к важному выводу: среднее значение 
случайной величины по конфигурациям с точностью до статистической по-
грешности совпадает со средним по каноническому ансамблю. 

С развитием компьютерной техники метод статистических испытаний 
получает все более широкое использование как для расчета свойств реаль-
ных систем, так и для проверки моделей, использующих статистический ме-
тод. Этот подход позволил получить результаты, которые хорошо согласу-
ются с экспериментом, например, для систем, частицы которых взаимодей-
ствуют в соответствии с потенциалом Леннарда-Джонса. 

Метод Монте-Карло вызывает ряд возражений: малое число частиц и 
постоянство их числа в каждой ячейке, способ учета поверхностных эффек-
тов, возрастание времени расчета с увеличением числа частиц. В этой связи 
вызывает сомнение правильность полученных результатов. В методе стати-
стических испытаний используют не более 1000 случайных точек, а в реаль-
ных системах число частиц – порядка числа Авогадро. Поверхностные эф-
фекты учитываются заданием периодических граничных условий, которые 
сводятся к следующему:  

– весь объем системы разбивается на равные части, в каждой из кото-
рых находится равное число частиц;  

– одна из ячеек выбирается в качестве основной;  
– смещения частиц в основной ячейке приводит к аналогичным изме-

нениям местоположения частиц в остальных ячейках;  
– учитываются взаимодействия не только между частицами основной 

ячейки, но и их взаимодействия с частицами соседних ячеек.  
Такое исключение поверхностных эффектов не учитывает особый ста-

тус границы системы и отличие состояния частицы на границе от состояния 
частицы в объеме системе. Постоянство частиц в ячейках исключает из рас-
смотрения не только фазовые и химические превращения, но и крупномасш-
табные флуктуации плотности частиц. Компьютерный статистический ме-
тод позволяет вычислять термодинамические и структурные свойства изо-
лированной системы. Однако этот метод не позволяет рассчитать статисти-
ческую сумму, найти выражения для свободной энергии, энтропии и полу-
чить уравнение состояния вещества. 
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§ 14. Метод молекулярной динамики 

 
 В данном методе решается задача о распределении частиц в закрытой 
системе на базе решения системы уравнений Ньютона с N  частицами. Раз-
ностное уравнение для описания движения частицы i  имеет вид: 

( )
m

tF
tqqq

n
in

i
n
i

n
i 2

2
1 ∆+∆+=+

& ,                   (2.172) 

где )( 0 tntqq i
n
i ∆+=  – положение частицы на n -ом итерационном шаге вычис-

лений с длиной шага t∆ , 0t  – начальный момент времени, для которого зада-
ются начальные положения и скорости частиц, n

iq&  – скорость частицы в мо-
мент времени tnt ∆+0 , m  –  масса частицы, ( )∑

≠

−Π∇−=
ij

jii qqF  – сила, действу-

ющая на частицу i  со стороны всех остальных частиц, ( )ji qq −Π  – потенци-

альная энергия взаимодействия, вид которой считается известным. Зная на-
чальное распределение частиц в фазовом пространстве, решают уравнения 
(2.172), налагая на получаемые решения периодические граничные условия. 
Эти условия обеспечивают процесс постоянного пребывания какой-либо мо-
лекулы (атома) в фазовой ячейке, что приводит к неизменности числа час-
тиц и энергии системы. Размер ячейки определяется конкретным видом по-
тенциала взаимодействия. При больших плотностях системы ячейки распо-
лагаются регулярно по пространству системы, симулируя появление крис-
таллической решетки. Выбор начальных и граничных условий позволяет мо-
делировать поведение различных ансамблей механических систем. 
 Методом молекулярной динамики (ММД) было показано, что распре-
деление Максвелла (распределение частиц по скоростям) устанавливается за 
малое время, в течение которого происходит всего несколько столкновений 
между частицами. При изучении изотермических процессов стабильность 
температуры поддерживается путем увеличения и снижения скоростей час-
тиц. Кроме того, было показана возможность возникновения многочастич-
ных взаимодействий и роль больших флуктуаций плотности в формирова-
нии критической точки фазового перехода.  

Применение ММД позволяет при известном потенциале взаимодейст-
вия рассчитать не только термодинамические, но и транспортные свойства 
системы многих частиц. Существовавшее ранее представление о том, что 
диффузию можно рассматривать как скачки на межмолекулярные расстоя-
ния не подтверждается молекулярной динамикой. Наоборот, атом диффун-
дирует из одного положения в другое место, совершая большое число мел-
ких прыжков, при этом он сопровождается некоторой группой ближайших 
соседей, что ранее было  установлено  рентгенографическими исследования- 
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ми. Это означает, что континуальный подход к описанию диффузии отоб-
ражает этот процесс более адекватно, чем дискретная концепция. При опи-
сании вязкости и теплопроводности ММД указывает на существенную роль 
потенциальной энергии частиц в формировании этих свойств. Притяжение 
частиц вызывает образование вакансий и кластеров с их нерегулярным рас-
пределением по объему системы и приводит к соизмеримости времени дви-
жения между очередным столкновением и временем столкновения. Сущест-
вование кластеров было установлено даже при температурах выше темпера-
туры фазового перехода. Методом молекулярной динамики была рассмот-
рена также проблема корреляции в состояниях движения частиц и установ-
лено, что столкновения со слабым изменением импульсов сталкивающихся 
частиц не приводит к снижению корреляции в состояниях движения частиц.   
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Глава 3. ТЕОРИЯ ТЕПЛОВЫХ СВОЙСТВ МНОГОКОМПОНЕНТНЫХ 

  СИСТЕМ  
 

 Многокомпонентная система (число компонентов 2≥m ), образованная 
из различающихся частиц, в зависимости от типа взаимодействия частиц и 
агрегатного состояния системы называется смесью, раствором или сплавом. 
Состав системы можно определить перечислением заданного количества ча-
стиц того или иного сорта, но равновесные свойства изолированной систе-
мы одинаковы во всех ее частях при неизменных внешних условиях. Это 
свидетельствует о том, что состав заданной области системы определяется 
относительным содержанием компонента i  (его концентрацией).  

Мольной концентрацией ix  компонента i  называется отношение числа 

частиц iN  сорта i  к общему числу частиц ∑
=

=
m

i
ip NN

1

 в системе: pii NNx /= . От-

метим, что сумма мольных концентраций компонентов равна единице: 

   1
1

=∑
=

m

i
ix .                (3.1) 

Состав системы может характеризоваться также массовыми или весовыми 
концентрациями, которые определяются аналогичным образом, или объем-
ной долей VVii /=ϕ , где iV – объем, занимаемый компонентом i  в объеме сис-
темы V . 

Каждый компонент системы определяется парциальными величинами: 
парциальной внутренней энергией iε ; парциальной энтропией is ; парциаль-
ным объемом iΩ ; химическим потенциалом iµ . Связь между парциальными 
величинами и характеристиками системы и ее термодинамическими потен-
циалами определяется термодинамикой. Например, внутренняя энергия сис-

темы ∑
=

=
m

i
ii NU

1

ε , энтропия ∑
=

=
m

i
ii NsS

1

, объем ∑
=

Ω=
m

i
ii NV

1

 (закон Амага), потен-

циал Гиббса ∑
=

=
m

i
ii NG

1

µ .  

В соответствии с теоремой Эйлера об однородных функциях измене-
ния экстенсивных величин равны (при constP =  и constT = ) 

                  ∑
=

=
m

i
iidNdU

1

ε   ( 0
1

=∑
=

m

i
iidN ε ),              (3.2) 

                 ∑
=

=
m

i
iidNsdS

1

   ( 0
1

=∑
=

m

i
iidsN ),              (3.3) 

        ∑
=

Ω=
m

i
iidNdV

1

 ( 0
1

=Ω∑
=

m

i
iidN ),                (3.4) 
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     ∑
=

=
m

i
iidNdG

1

µ   ( 0
1

=∑
=

m

i
iidN µ ),              (3.5) 

В формулах (3.2)-(3.5) выражения в скобках равны нулю только при фикси-
рованных значениях давления и температуры (см. уравнение (2.65)). Следо-
вательно, парциальные характеристики определяются при постоянстве неко-
торых внешних параметров и могут варьироваться при их изменении [231]. 
         Химические потенциалы компонентов определяются формулой (2.139), 
однако для реальных газовых смесей вместо активности ia  принято исполь-
зовать летучесть (фугитивность) if  по Льюису, сохраняя структуру записи 
(2.139). Для смеси идеальных или сильно разреженных реальных газов фу-
гитивность равна 

   sii PPf /= ,                (3.6) 
где sP  – внешнее давление при стандартных условиях, парциальное давле-
ние iP  газа i  связано с общим давлением соотношением  

    PxP ii = .                (3.7) 
Суммирование по всем компонентам приводит к закону Дальтона:  

    ∑
=

=
m

i
iPP

1

.                (3.8) 

Отметим, что для смеси плотных реальных газов закон Дальтона не выпол-
няется. 
 При смешении компонентов выделяется (поглощается) тепло, количес-
тво которого определяется изменением энтальпии смешения (одна из функ-
ций смешения или избыточных функций), которая связана с парциальными 
теплотами смешения соотношением  

                 ∑
=

=
m

i
ii HxH

1

.               (3.9) 

Парциальные теплоты связаны с температурной зависимостью коэффициен-
тов активности и определяются по формуле 

  ( )( )
ixPii TRTH

,
2 /ln ∂∂= γ .            (3.10) 

Многокомпонентные системы разделяются на разбавленные, концент-
рированные, регулярные (растворы неэлектролитов), атермальные, ассоци-
ированные растворы и растворы электролитов. В разбавленных растворах 
мольные концентрации всех компонентов, за исключением одного, называ-
емого растворителем, невелики ( 1<<ix , )1(1 −÷= mi , 1≈mx ). При исследовании 
разбавленных бинарных растворов были установлены линейные концентра-
ционные зависимости фугитивности растворенного вещества и растворите-
ля, названные законами Генри и Рауля. В конденсированных бинарных раст-
ворах  и  твердых сплавах под законом Рауля понимается равенство коэффи- 
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циентов активности единице. Отображением закона Рауля являются прямые 
линии xy =  и xy −= 1 . Под концентрированными растворами понимают сис-
темы, в которых концентрации всех компонентов близки друг к другу. Под 
понятием “регулярные растворы” объединены системы, для которых энтро-
пия определяется конфигурациями размещения частиц по объему системы, а 
энтальпия смешения отлична от нуля. Растворы электролитов в каждом от-
дельном случае демонстрируют индивидуальное поведение, которое требует 
для описания привлечения различных моделей. Описание других многоком-
понентных систем будет приводиться при необходимости их исследования. 
 

§ 1. Совершенная (идеальная) система 
 

Совершенным раствором называется m -компонентная система, избы-
точные функции которой равны нулю, за исключением энтропии. Избыточ-
ные функции определяются в виде разности между параметрами (а также ха-
рактеристическими функциями) раствора и чистых веществ до их смешения. 
Например, избыточный объем eV  равен 

 ∑
=

−=
m

i
iie VxVV

1
0 ,             (3.11) 

где V  – объем раствора, 0iV  – объем компонента i  до смешения. Для совер-
шенного раствора 0=eV .  

Статистическая сумма совершенного раствора задается только конфи-
гурациями размещения частиц m  сортов и равно числу способов, которыми 
можно разместить iN  частиц сорта i  по N  местам: 

 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=Λ ∏

=

m

i
iNN

1

!/! .             (3.12) 

Равенство (3.12) показывает количество комбинаций, которые отличаются 
лишь взаимным расположением i  компонентов. Это соответствует вырож-
дению взаимного расположения компонентов в пространстве [232]. Это вы-
рождение связано со слабой различимостью частиц разных сортов. При тож-
дественности частиц невозможно было бы различить разные конфигурации 
их размещения в пространстве. Если же частицы различимы, то вряд ли об-
разуемые ими конфигурации будут одинаковыми. В этом заключена проти-
воречивость модели совершенных растворов. Однако совершенная система 
используется для сравнительного анализа при построении модели реальной 
системы. Исключение из рассмотрения взаимодействия частиц, близость их 
индивидуальных объемов, пренебрежение внутренними степенями свободы 
у молекул должно приводить к слабой различимости частиц и к характерис-
тическим функциям совершенной системы. 
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С учетом формулы Стирлинга (см. § 6 главы 2) и соотношения (3.12) 

свободная энергия смешения совершенного раствора равна 

∑
=

−=Λ−=
m

i
ia xxNF

i

1

lnln θθ .            (3.13) 

Энтропия смешения по определению (см. § 4 главы 2) задается формулой 

        ( ) ∑
=

=∂∂−=
m

i
iiБNVaa xxNkTFS

1
, ln/ ,           (3.14) 

а химические потенциалы компонентов 
             ( ) iTViaia xNF ln/ , θµ =∂∂−= .            (3.15) 

Формула (3.15) показывает, что компоненты совершенной системы имеют 
коэффициенты активности равные единице, следовательно, компоненты та-
кой системы подчиняются закону Рауля. Если эти соотношения справедли-
вы лишь в ограниченном интервале концентраций, то говорят об идеальном 
растворе. Разница между совершенным и идеальным растворами заключает-
ся в разном задании стандартного состояния. 
 

§ 2. Силы и потенциалы межчастичных взаимодействий 
 

 Экспериментально установлено, что частицы притягиваются при опре-
делнных расстояниях между ними и отталкиваются – при малых расстояни-
ях. Притяжение частиц проявляется, например, при конденсации газа с по-
нижением температуры или его сжатии; определяет энергии фазовых пере-
ходов и энергии смешения при образовании раствора; формирует дальний 
порядок и ответственно за ряд других кооперативных явлений и процессов. 
Отталкивание частиц приводит, например, к малой сжимаемости жидкостей 
и твердых тел, что свидетельствует о невозможсти полного сближения час-
тиц и указывает на существование объема у частиц. 
 В изолированной системе, состоящей из огромного числа частиц, ато-
мы (молекулы) взаимодействуют со всеми частицами системы, следователь-
но, взаимодействия частиц носят многочастичный характер. Для простоты 
рассуждений рассмотрим взаимодействие между двумя частицами (парное 
взаимодействие). Если сила, с которой частицы действуют друг на друга, за-
висит только от расстояния r  между атомами (молекулами, ионами), то она 
называется центральной. В общем случае сила взаимодействия зависит не 
только от расстояния между частицами, но и от их взаимного расположения 
(ориентации). Если сила )(rF  определяется частной производной от потен-
циальной энергии )(ru , то она называется потенциальной и определяется вы-
ражением 

rrurF ∂∂−= /)()( .             (3.16) 
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На рис. 7 показаны различные виды потенциальной энергии [138].   
 
        )(ru      а) )(ru               б) )(ru            в) 
 
    
        )(. ru

от
 

 
   r      r           r   

        d                                     d                                    d              
       0d                       0u  
 0u         )(. ru
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   Рис. 7. Потенциальная энергия парного взаимодействия: а) – потенциал  
   Леннард-Джонса; б) – потенциал твердых непритягивающихся шаров;  

   в) – потенциал  
⎩
⎨
⎧

≥
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Наличие “ям” на рис. 7а и 7в отвечает энергетически выгодному расстоянию 
между частицами, определяющее равновесное расположение частиц. Длина 
отрезка от начала координат до точки d , в которой 0)( =du , называется эф-
фективным радиусом частицы. Если расстояние между взаимодействующи-
ми частицами становится меньше 0d  ( 0dr < ), определяющего положение ми-
нимума потенциальной энергии 0u  ( 00 )( udu = ), то сила взаимодействия ато-
мов становится положительной и приводит к их отталкиванию. В противо-
положном случае ( 0dr > ) сила взаимодействия отрицательна и частицы при-
тягиваются. С ростом расстояния между молекулами (атомами) сила взаи-
модействия убывает до нуля. Без учета ориентационных эффектов (нет за-
висимости от углов) общий вид потенциальной энергии показан на рис. 7а. 
На рис. 7а также показано представление реального потенциала в виде сум-
мы потенциалов притяжения )(. ru

пр
 и отталкивания )(. ru

от
: =)(ru +)(. ru

пр
)(. ru

от
. 

 а) потенциал отталкивания. Если частицы сближаются на расстояния 
0dr < , то это приводит к перекрытию электронных оболочек частиц и куло-

новскому отталкиванию ядер. Если перекрываются валентные электронные 
оболочки, то это приводит либо к образованию химического соединения (хи-
мические силы), либо в противном случае – происходит отталкивание частиц 
за счет уменьшения электронной плотности между сближающимися ядрами 
и снижения экранировки ядер электронными оболочками. Поведение потен-
циала отталкивания в зависимости от расстояния между частицами можно 
описать простейшей функцией, которая имеет вид rb

от
earu −=)(.  (параметры a   
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и b – положительные константы). При статистических расчетах потенциал 
отталкивания аппроксимируется зависимостью n

от
raru −=)(. ( n  – целое поло-

жительное число, см. рис. 7в). В самой грубой модели твердых несжимае-

мых шаров потенциал отталкивания задается в виде 
⎩
⎨
⎧

≥
<∞

=
dr

dr
ru

от ,0

,
)(.  (см. рис. 

7б). 
 б) потенциал притяжения. Потенциал притяжения действует между 
частицами на расстояниях 0dr > . Сила, порождаемая этим потенциалом, на-
зывается силой Ван дер Ваальса. Эта сила представляется в виде суммы трех 
составляющих: ориентационной, индукционной и дисперсной. Ориентацион-
ная и индукционная компоненты силы Ван дер Ваальса определяются асим-
метрией электронных оболочек частиц, что позволяет в нулевом приближе-
нии рассматривать неточечные частицы как диполи. Ориентационная часть 
силы Ван дер Ваальса связана с наличием у частиц постоянных электричес-
ких моментов. Ориентационные и индукционные силы присутствуют в сис-
темах, состоящих из полярных частиц с постоянными мультипольными мо-
ментами. Дисперсионные силы наблюдаются во всех системах, и они значи-
тельно преобладают по величине над ориентационными и индукционными 
силами. 
 В качестве потенциалов парных взаимодействий используют: 
 – потенциал (6-12) Леннарда-Джонса ( ) ( )( )6

0
12

00 /2/)( rdrduru −= ; 

 – потенциал Сюзерленда 
⎩
⎨
⎧

≥−

<∞
= − drra

dr
ru

n ,

,
)( ; 

 – потенциал прямоугольной потенциальной ямы 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤≤−

<∞
=

dr

drdu

dr

ru

5.1,0

5.1,

,

)( 0  

и другие потенциалы. Взаимодействия в системе многих частиц нельзя свес-
ти только к парным взаимодействиям и записать потенциальную энергию 
системы ∑

<

=Π
ji

iju  в виде суммы потенциальных энергий парных взаимодей-

ствий )()( ijjiij rurruu =−=  между частицами, расположенными в точках ir  и jr . 

В частности, квантовомеханические расчеты энергии отталкивания для трех 
атомов гелия, которые были расположены в вершинах равностороннего тре-
угольника, показало, что эта энергия на 20 % меньше суммы попарных по-
тенциальных энергий. Следовательно, представление потенциальной энер-
гии системы в виде суммы потенциальных энергий парных взаимодействий 
является приближенным и требует своего уточнения.  
 Помимо химических и Ван дер Ваальсовских сил существуют проме-
жуточные  силы, приводящие  к  образованию  ассоциатов (совокупность из  
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нескольких частиц). Ассоциативные силы характеризуются пространствен-
ной локализацией связи и ее меньшей энергией в сравнении с энергией хи-
мического соединения. Отсюда следует тот факт, что ассоциаты образуются 
при возникновении “слабой” химической связи. Потенциальная энергия вза-
имодействия в ассоциированных растворах неаддитивна и требует учета 
не только парных взаимодействий частиц. 
 

§ 3. Решеточные и конформальные растворы 
 

 Взаимодействие неточечных тождественных (или различимых) частиц 

(например, с потенциалом Леннарда-Джонса 
k
k

l
l

r

C

r

C −=Π , где lC , kC  – конс-

танты потенциала, r  – расстояние между частицами; так потенциал ( 12=l -
6=k ) Леннард-Джонса хорошо описывает взаимодействие неполярных, сфе-

рически симметричных частиц) оказывает влияние на размещение и пере-
распределение молекул (атомов) в объеме системы. В частности, это прояв-
ляется в формировании не равной нулю энергии взаимообмена, которая для 
бинарного (двухкомпонентного) регулярного раствора имеет вид 

      ( )221112 5.0 QQQ +−=ε              (3.17) 
( 0<ijQ – параметры взаимодействия соответствующих компонентов; величи-
на ε−=w  называется энергией смешения), и отличием коэффициентов актив-
ности компонентов от единицы. Выражение (3.17) позволяет рассмотреть 
окружение частицы в зависимости от знака энергии смешения. Если эта ве-
личина отрицательна, то преобладают взаимодействия между (атомами) мо-
лекулами разных сортов. Таким образом, энергетически выгодной конфигу-
рацией является окружение частицы определенного сорта частицами друго-
го типа. В противном случае (энергия смешения положительна) частицы од-
ного сорта пытаются собраться в единое целое, что приводит к расслоению 
газовых смесей, жидких растворов и распаду твердых сплавов. Отличие ак-
тивностей компонентов от концентраций приводит к отклонению свойств 
реальных систем от свойств совершенной системы. 

Учет взаимодействия частиц и ряда дополнительных гипотез приводит 
к построению простых решеточных моделей растворов, использующих сле-
дующие гипотезы [232]: 
 – частицы располагаются в узлах геометрической решетки и их движе-
ния сводятся к колебаниям в окрестности узла. Это предположение справед-
ливо для сплавов, может быть использовано в приложении к жидкостям, где  
наблюдается ближний порядок, и неприменимо к газовым смесям, в кото-
рых наблюдается броуновское движение частиц. Однако появление решетки 
с  понижением  температуры отражает фундаментальное свойство потенциа- 
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ла взаимодействия. В газе атомы (молекулы) обладают тепловой энергией 
достаточной для того, чтобы не локализовываться в потенциальных “ямах”. 
Это означает, что время, которое отвечает пребыванию частицы в окрестно-
сти решеточного узла, бесконечно мало по сравнению со временем ее нахо-
ждения вне “ямы”. Поэтому решеточный подход к газам уместен, но требует 
учета мобильности частиц; 

– решетка считается жесткой (постоянная решетки при смешении оста-
ется неизменной). Выполнение этой гипотезы возможно только при доста-
точно низких температурах; 

– каждая частица занимает только один узел решетки (пренебрежение 
присутствием ассоциатов); 

– возможна факторизация суммы по состояниям, при этом внутренняя 
энергия смешения зависит только от конфигурационной суммы по состоя-
ниям. Эта гипотеза исключает из рассмотрения внутренние степени свободы 
и приводит к неизменности статистической суммы по внутренним степеням 
свободы при смешении компонентов. 

На макроуровне эти допущения сводятся к тому, что энтропия системы 
равна энтропии совершенного раствора; отсутствует объемный эффект сме-
шения; энтальпия смешения компонентов бинарного раствора описывается 
кривой, которая симметрична относительно прямой равных концентраций. 
 а) строгорегулярный раствор (нулевое приближение квазихимической 
модели Гуггенгейма (1935)). Дополнительными гипотезами являются пред-
положения о практически равных объемах частиц и об образовании разноча-
стичных пар по квазихимической реакции в соответствии с законом дейст-
вующих масс (2.145) при полном отсутствии дальнодействующих сил. Ко-
личество пар X  вида 1–2 определяется по квазихимическому уравнению 

      ( )( ) ( )zwXNXNX /2exp21
2 β−−−= ,            (3.18) 

где z  – координационное число, определяющее количество ближайших со-
седей. Отличие от совершенного раствора состоит в том, что энергия сме-
шения (3.16) не равна нулю. Для бинарного раствора внутренняя энергия 
смешения в нулевом приближении (модель строгорегулярных растворов) 
определяется формулой 

            ( ) ( ))1ln()1(ln)1()/( xxxxNxxNdTdwTwFa −−++−−= θ ,          (3.19) 
где x – концентрация первого компонента ( xx −=12  с учетом равенства (3.1)).  
Нулевое приближение квазихимической теории не учитывает влияние бро-
уновского движения на распределение частиц. Объемный эффект смешения 
оказывает существенное влияние на энтропию и энтальпию смешения. Ос-
новной вывод теории строгорегулярных растворов состоит в том, что хаоти-
зация размещения частиц по объему системы не влияет на избыточные фун-
кции раствора [90]. К недостаткам  теории  строгорегулярных  растворов от- 
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носится то, что энергия смешения и ее производная по температуре не вы-
числяются в рамках предложенной модели. Однако это не мешает их опре-
делению по экспериментальным точкам для дальнейшего расчета избыточ-
ных свойств раствора. 
 б) регулярный раствор (Гильдебранд (1929)). Гильдебранд постулиро-
вал независимость энергии взаимодействия частиц от температуры, от числа 
и природы частиц, находящихся между взаимодействующими атомами (мо-
лекулами); наличие шаровой симметрии для потенциала взаимодействия [9]; 
распределение частиц полностью хаотично. Согласно Гильдебранду, наугад 
выбранная частица взаимодействует с другими частицами, расположенными 
в шаровом слое вокруг этой частицы. В результате расчета Гильдебранд и 
Скэтчард получили для теплоты смешения для двухкомпонентного раствора 
следующее выражение: 

        [ ]21
220

1
11021

−− −= VEVEVH a ϕϕ ,           (3.20) 

где 
)1(21

1
1 xVxV

xV

−+
=ϕ , 

)1(

)1(

21

2
2 xVxV

xV

−+
−=ϕ ; iV  и 0iE  – мольный объем и молекуляр-

ные энергии чистых компонентов, соответственно; V – объем системы. Ко-
эффициенты активности определяются формулами 

          2
1 )1(ln xw −=γθ ;  2

2ln wx=γθ ,            (3.21) 
где w  – энергия смешения. Достоинством модели Гильдебранда-Скэтчарда 
является установленная зависимость энтальпии смешения от мольно-объем-
ных долей компонентов 1ϕ  и 2ϕ . Однако, существование растворов с отри-
цательной и знакопеременной энтальпией смешения, ограничивает область 
практического использования теории регулярных растворов. 

в) субрегулярный раствор (Харди (1953)). Харди ввел в теорию раство-
ров субрегулярные системы. Он предположил, что энергия смешения двух-
компонентного раствора линейно зависит от концентрации [90] 

)1(21 xAxAw −+= ,             (3.22) 

где 1A  и 2A – константы, определяемые по экспериментальным данным. Тео-
рия субрегулярных растворов хорошо описывает системы как с однотипны-
ми отклонениями от законов совершенных растворов, так и системы, для ко-
торых энтальпия смешения изменяет свой знак при определенной концент-
рации первого компонента. Модель субрегулярных растворов плохо описы-
вает термодинамические свойства сплавов переходных металлов [9]. 
 г) квазихимическая модель. Если теория строгорегулярных растворов 
определяет распределение частиц как полностью хаотичное, то в квазихими-
ческой модели учитывается наличие эффекта упорядочения с помощью вы-
числения по формуле (3.18) количества пар, составленных из разносортных 
частиц. В модели учитываются взаимодействия выделенной частицы только  
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с ближайшими соседями, дальнодействующими взаимодействиями молекул 
пренебрегают. Энергия взаимодействия не зависит от концентрации частиц, 
что возможно только в случае компонентов с близкими молярными объема-
ми. Одной из гипотез модели является неограниченная растворимость ком-
понентов друг в друге, что приводит к необходимости одинаковой структу-
ры компонентов в разных агрегатных состояниях. В квазихимической моде-
ли предпринята попытка учета эффекта упорядочения. Оценка вклада в из-
быточные функции явления упорядочения показывает его незначительность. 
Основным недостатком квазихимической модели является необходимость 
проведения геометрического интегрирования при вычислении парциальных 
характеристик смешения. 
 д) полимерная модель или модель атермальных (атермических) рас-
творов (Чанг (1939), Флори, Хиггинс (1942), Миллер (1943)). Частицу, зани-
мающая один узел решетки, называют мономером, а частицу, которая рас-
полагается на α  узлах, – α -мером (полимером). Отличие атермальных рас-
творов от регулярных систем состоит в том, что в этих растворах частицы 
имеют различные размеры, а теплота смешения равна нулю (атермальный 
раствор). Взаимодействие полимеров различных компонентов соответствует 
взаимодействию между тождественными частицами, что приводит к подоб-
ности конфигураций их размещения в объеме системы. При статистическом 
подсчете возможных конфигураций группа из α  мономеров заменяется од-
ним полимером, что приводит к возникновению комбинационного фактора, 
расчет которого имеет свои сложности [239]. Флори и Хиггинс при расчете 
комбинационного фактора фиксировали в решетке положение ( 1−i ) сегмен-
тов цепочечной молекулы и рассчитывали местоположение i -го фрагмента. 
Для бинарного атермического раствора Флори и Хиггинс вычислили коэф-
фициенты активности [90]: 

( ) ( ))/(1)1(/lnln jiiiii llx −−+= ϕϕγ , ( ij ≠ , 2,1, =ji )          (3.23) 

где 
2211 xlxl

xl ii
i +
=ϕ – объемная доля частиц сорта i , il  – число мест, которые за-

нимает частица сорта i  в квазирешетке. Величина 201021 // VVll ≅ , т.е. вычисля-
ется как отношение мольных объемов чистых компонентов.  

Нулевой тепловой эффект смешения полимеров (комплексов) является 
существенным недостатком этой модели. Полимерная модель показала, что 
геометрические различия частиц оказывают влияние на отклонение свойств 
реального раствора от свойств совершенной системы. Достоинством модели 
является учет образования α -меров. 

е) модель “окруженного атома” (Бонье с сотр. (1964)). В этой модели 
рассматривается частица (“окруженный атом”), которая занимает один узел 
квазирешетки, которая находится  в  силовом  поле своего окружения. Энер- 
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гия взаимодействия выделенного атома зависит как от принадлежности к то-
му или иному компоненту, так и от количественного состава атомов различ-
ных компонентов в его окружении. Данная модель позволяет рассчитывать 
избыточные функции и среднее число частиц разных компонентов в окру-
жении центральной частицы, которое согласуется с рентгенографическими 
данными. Модель содержит четыре параметра, которые определяются по эк-
спериментальным данным, что является недостатком этого подхода. 
 ж) конформальный раствор (Лонге, Хиггинс, Браун, Кук (1951)). Кон-
формальные растворы не используют решеточный подход и определяются 
на основе гипотезы о подобии свойств различных по своей физико-химичес-
кой природе систем. Использование закона соответственных состояний для 
веществ, у которых параметры, определяющие химические свойства компо-
нентов, равны единице и энергия смешения определяется формулой (3.16) 
позволило развить формализм теории конформальных растворов. В этой мо-
дели кроме геометрического (комбинационного) фактора был учтен объем-
ный эффект смешения, что привело к уточнению формулы (3.21) 

( ) ( ) wlllx ijjijiii βϕϕϕγ 2)/(1/lnln +−+= , ( ij ≠ , 2,1, =ji ),          (3.24) 
здесь 1−=θβ . 
 Исследованные модели демонстрируют необходимость использования 
решеточного подхода и закона соответственных состояний к описанию теп-
ловых свойств реальных систем, учета различий в геометрических размерах 
частиц и наличия их объединений в виде полимерных цепочек (ассоциатов 
или α -меров). В этих моделях не учтено наличие свободных узлов квазире-
шетки (вакансий), их влияние на вид функций смешения; не учтена мобиль-
ность частиц; не определены формулы расчета энергии смешения.  

 
§ 4. Ячеечная, дырочная и другие модели растворов 

 
 Понижение температуры раствора ниже некоторой критической темпе-
ратуры приводит к регуляризации размещения частиц по объему системы. 
Исследованные потенциалы взаимодействия частиц приводят к запрету их 
сближения на расстояния, меньшие полусумме их диаметров, и малой веро-
ятности их взаимодействия при значительных расстояниях. Появление пери-
одического распределения частиц приводит к необходимости введения яче-
ек. Раствор с регулярным распределением частиц по ячейкам, часть из кото-
рых остается вакантными, называется ячеечным. Ячеечная система была ис-
следована Леннардом-Джонсом (1937) и Девоншайром (1938).  

а) ячеечная модель. Частица в ячейке находится в силовом поле с из-
вестным потенциалом (например, (6-12) Леннарда-Джонса), создаваемом ос-
тальными частицами системы.  При расположении частицы в центре ячейки  
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ее взаимодействие с ближайшим окружением является сферически симмет-
ричным (на значительных расстояниях потенциал быстро затухает). Смеще-
ние частицы из узла решетки приводит к появлению асимметрии во взаимо-
действии частицы с ближайшими соседями. Введя гипотезу о “сглаженном 
потенциале” Пригожин с сотрудниками (1948-1952) показал, что смещение 
частицы на определенное расстояние не изменяет энергию взаимодействия 
частицы с ближайшим окружением. Однако при превышении этого расстоя-
ния потенциал резко возрастает, порождая асимметрию во взаимодействии 
частиц. Вычисление статистической суммы для ячеечной модели представ-
ляет довольно громоздкую процедуру, в этой связи параметры модели при-
водятся в виде таблиц, удобных для численных расчетов. Расхождение тео-
ретических и экспериментальных данных составляет 10-20 % [239]. Напри-
мер, расчет энтропии испарения показывает ее отличие от истинного значе-
ния на 8.4 – 12.6 мольДж / . Это указывает на явный недостаток ячеечной мо-
дели, связанный с неправильным учетом возможных конфигураций разме-
щения частиц. Анализ ячеечной модели, проведенный Кирквудом (1950), 
показал, что этот недостаток связан с распределением по ячейкам только од-
ной частицы (одночастичная ячеечная модель), при игнорировании возмож-
ности занятия ячейки несколькими атомами (многочастичная ячеечная мо-
дель), а также с пренебрежением корреляциями в перемещениях частиц. 
Статистическое вычисление способов размещения kn  ячеек с k  частицами 
по n  ячейкам дает для конфигурационного интеграла выражение 

       
{ }

( ) )exp(,
!

!
0Ek

n

n
Q

kn kk

βϕ −Ψ= ∏∑ ,            (3.25) 

где ( )ϕ,kΨ  – ячеечный статистический интеграл, зависящий от числа частиц 
( k ) в объеме ϕ  ячейки, 0E  – потенциальная энергия всех частиц в состоянии, 
когда частицы неподвижны. Ячеечный объем считается или постоянным па-
раметром, или варьируемой переменной при минимизации свободной энер-
гии системы. Отметим, что соотношение (3.24) не учитывает различие ячеек 
между собой, т.е. ячейки имеют одинаковый объем. Такой подход сопрово-
ждается появлением дополнительной энтропии, которая была названа коопе-
ративной. На макроуровне кооперативной энтропии соответствует появле-
ние флуктуаций плотности. “Конденсация” k  частиц в одной ячейке воз-
можна в том случае, когда размеры ячейки достаточно велики. Это связано с 
тем, что на малых расстояниях действуют силы отталкивания. Следователь-
но, этот эффект может наблюдаться только вблизи критической точки [239]. 
Увеличение размера ячейки должно привести к истинному значению статис-
тического интеграла, однако этот путь сопровождается большими вычисли-
тельными трудностями. С другой стороны, “измельчение” ячеек приводит к  
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непрерывному (континуальному) подходу  к вычислению конфигурационно-
го интеграла [141].  

б) ячеечно-кластерная модель (де Бур (1954)). В модели де Бура ячей-
ка с числом частиц более одной разбивается на кластеры, размеры которых 
практически совпадают с размерами частиц. Образование кластера связыва-
ется с протеканием квазихимической реакции. Основной трудностью моде-
ли де Бура является расчет комбинационного фактора, особенно в трехмер-
ном пространстве. В силу малости размера кластера и его практическое сов-
падение с размером частицы приводит к тому, что модель де Бура сводится 
к теории Леннарда-Джонса и Девоншайра. 
 в) дырочная модель (Оно (1947), Пик и Хилл (1950)). В отличие от од-
ночастичной ячеечной модели в дырочной модели некоторые ячейки оста-
ются незанятыми частицами (заполнены дырками). Эта модель приводит к 
тем же результатам, что и многочастичная ячеечная модель при устремле-
нии объема незаполненной ячейки к нулю. Присутствие в решетке вакансий  
(дырок) приводит к снижению “решеточной” энергии, что позволяет гово-
рить об энергетически более выгодном состоянии системы с вакансиями, не-
жели без них. Однако дырочная модель также, как и ячеечная, не учитывает 
корреляций в перемещениях частиц. Наличие пустых ячеек в дырочной мо-
дели растворов при квазикристаллическом подходе интерпретируется в фи-
зике твердого тела как вакансии [110]. Их число в простых кристаллах дос-
тигает величины 410−  ат. %. Одним из способов введения вакансий является 
их формальное определение в виде дополнительного компонента, к которо-
му применимы все принципы равновесной термодинамики. Другой подход 
состоит в объяснении появления вакансий как результата хаотизации перво-
начально упорядоченного состояния системы. 
 г) модель среднего поля (Пригожин, Беллеманс, Энглерт-Квол (1956)). 
Модель среднего поля является своеобразным сочетанием ячеечной модели 
и теории конформальных растворов: из ячеечной модели взята концентра-
ционная зависимость параметров взаимодействия, а из теории конформаль-
ных растворов – использование закона соответственных состояний. Пренеб-
режение эффектами упорядочения в двухкомпонентном растворе позволяет 
записать среднее значение энергии парного взаимодействия частиц в виде 

2
2222112

2
111 )()(2)()( xruxxruxruru ++= ,            (3.26) 

где )(ruij  – парциальные энергии парных взаимодействий частиц сортов i  и 
j , r  – расстояние между частицами.  

Использование свойства подобия веществ требует представления энер-
гий парных взаимодействий в виде простых соотношений вида ( )∗∗ rrfu / , где  

∗u  и ∗r – некоторые характерные для исследуемой задачи энергетический па- 
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раметр и расстояние, соответственно. В случае частиц с одинаковыми гео-
метрическими размерами формула (3.26) совпадает с результатом, который 
был получен в ячеечной модели. Для частиц с различающимися размерами, 
но без учета различий в энергетических параметрах, выражение (3.26) зна-
чительно усложняется и зависит от вида используемого потенциала взаимо-
действия частиц. Недостатком теории среднего поля является графический 
способ расчета избыточных функций.  

Различия в эффективных объемах частиц и параметрах их взаимодейс-
твия друг с другом приводит к локальным искажениям решетки. Учет иска-
жений равносилен учету эффектов упорядочения-разупорядочения, но не че-
рез зависимость микроскопических параметров от внешних характеристик, а 
в зависимости от изменений параметров межчастичного взаимодействия. 
Отклонения от упорядоченного расположения частиц возникают или за счет 
различий в геометрических размерах молекул (атомов), или их парциальных 
энергий взаимодействия. Этих факторов, по-видимому, достаточно для ис-
кажения формы ячейки. Теория среднего поля успешно применялась к твер-
дым сплавам, где помимо ближнего порядка присутствует и дальний поря-
док в пространственном расположении частиц.  

Предпосылки теории среднего поля вызывают ряд возражений [239]: 
– флуктуации не влияют на величину средней энергии (такая гипотеза 

вполне разумна, если число ближайших соседей довольно велико); 
– средний потенциал представляется в виде комбинации потенциалов 

для чистых веществ (в случае сложных потенциалов, отличных от потенциа-
ла Леннарда-Джонса, средний потенциал будет зависеть от дополнительных 
параметров, которые возникают при смешении чистых компонентов); 

– сомнительно использование закона соответственных состояний, если 
число параметров в уравнении состояния раствора будет более двух (возни-
кает проблема определения необходимых и достаточных условий соответст-
вия); 

– не учитывается наличие дырок (как указывалось выше, учет вакан-
сий может привести к энергетически более выгодному состоянию системы). 

д) модель “свободного объема” (Леннард-Джонс и Девоншайр (1937), 
варианты модели: Эйринг и Чернуши, Оно, Пик и Хилл [6, 138]). Пусть час-
тица в ячейке движется в поле, создаваемом ее ближайшими соседями, дви-
жением которых пренебрегаем. Гипотеза о неподвижности частиц из окру-
жения выбранной ячейки определяет потенциальное поле ближайших сосе-
дей, находящихся в состоянии покоя в центрах своих ячеек. Создаваемое ок-
ружением потенциальное поле всегда рассчитывается при фиксированной 
конфигурации вокруг ячейки. Выбирая начало координат в центре ячейки, 
определяя конфигурации размещений частицы в выбранной ячейке дискрет- 
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ным набором значений радиус-вектора ni rrrr ...,,,: 21  (изменяются в пределах 
от нуля до границы объема NVv /= , N  – число частиц в системе), запишем 
потенциальную энергию частицы в виде )()( ii ruzr =χ , где z  – число ближай-
ших соседей. Вид этой функции одинаков для всех ячеек. Отклонение час-
тицы от центрального положения охарактеризуем энергетической функцией  

    )0()()( χχ −=Ψ ii rr ,             (3.27) 
где )0(χ  – потенциальная энергия частицы при ее расположении в узле ячей-
ки. Энергия межчастичных взаимодействий определяется формулой: 

∑Ψ+=Π
i

ii rNr )()0(5.0)( χ .            (3.28) 

Учитывая неразличимость атомов (молекул) одного вида, вводя “сво-
бодный объем”, доступный для движения частицы (возникает проблема уче-
та “исключенного объема”, который недоступен для движения частицы), по 
формуле 

   ∫ Ψ−=
v

f rdrv 3))(exp( β ,             (3.29) 

приходим после нахождения выражения для свободной энергии к следую-
щему уравнению состояния реального вещества 

  ( ) ( )
TNfTN VvNVNP

,, /ln/)0(5.0 ∂∂+∂∂−= θχ .           (3.30) 

Различные оценки параметров )0(χ  и fv  приведены в монографии [138]. 
 е) модель ассоциированных растворов. Системы, в которых проявляют-
ся сильные ориентационные эффекты, называются ассоциированными раст-
ворами. Типичными представителями таких систем являются растворы, час-
тицы которых образуют водородные связи. Принадлежность атома водорода 
двум соседним частицам определяет достаточно слабую химическую (водо-
родную) связь между этими частицами. Разделение таких агрегатов на моно-
меры и ассоциаты производится по их влиянию на колебательный спектр: 
мономеры не меняют колебательный спектр, а ассоциаты – изменяют, что 
устанавливается с помощью рентгенографических методов исследования.  

В  ассоциированных растворах энергия взаимодействия частиц зависит 
не только от расстояния между частицами, но от их ориентации. Ассоциаты 
описываются как самостоятельные компоненты со своими значениями коле-
бательных и вращательных сумм по состояниям. Существование этого ком-
понента возможно только в том случае, когда время жизни ассоциата доста-
точно для его идентификации. Тогда необходимо рассматривать существо-
вание ассоциатов как результат протекания квазихимической реакции меж-
ду мономерами и ассоциатами. Это, в свою очередь, приводит к необходи-
мости определения константы равновесия квазихимической реакции и ее за-
висимости  от  внешних  параметров.  Ячеечная и дырочная модели вводят в  
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рассмотрение ограниченные пространственные области. Ячейка занята или 
одной частицей (либо несколькими частицами), или остается пустой. Ячееч-
но-кластерная модель и теория ассоциированных растворов указывают на 
существование кластеров и комплексов, а также определяют их влияние на 
формирование избыточных функций и тепловых свойств растворов.  
 

§ 5. Электролиты 
 
Система, компоненты которой несут разноименные электрические за-

ряды при условии локальной электронейтральности, называется электроли-
том. Растворение электролитических веществ приводит к их диссоциации 
на ионы и катионы (например, водный раствор поваренной соли). Степень 
диссоциации зависит от вида растворителя, растворяемого компонента и его 
концентрации в растворе. Характерной особенностью электролитов является 
их электропроводность, изучение которой дает информацию о степени дис-
социации и термодинамических свойствах электролитов. Раствор называют 
сильным электролитом, если степень его диссоциации близка к единице. Та-
кой раствор нельзя представить как совершенную систему диссоциирован-
ных молекул, так как электростатические силы, действующие между иона-
ми, достаточно слабо убывают с увеличением расстояния между частицами 
[231]. Рассмотрим процесс диссоциации соединения AB  как химическую ре-
акцию его распада на катион −A  и анион +B : 
              +− +− +→ zz

BvAvAB              (3.31) 
( mv – стехиометрические коэффициенты, 

m
z  – валентности). Тогда по форму-

ле (2.170) можно записать, что активность ABa  соединения AB  равна 

       
+

+

−

−= v
B

v
AAB aaTPKa ),( ,             (3.32) 

где −A
a  и +B

a  – активности катиона −A  и аниона +B , соответственно. Реакция 

(3.31) должна происходить при обязательном условии электронейтральнос-
ти: 

 0=+ +
+

−
− zvzv .             (3.33) 

При достаточно сильном разбавлении (число молекул электролита ма-
ло по сравнению с общим числом частиц в системе) активности соединения 
и ионов практически равны их концентрациям. Отличие активностей от кон-
центраций даже при сильном разбавлении обусловлено сильным электроста-
тическим взаимодействием заряженных частиц. В этой связи возникает про-
блема расчета коэффициентов активности. 

Наиболее удачной попыткой построения теории сильных электролитов 
является модель Дебая-Хюккеля (1923). В этой теории растворитель предс-
тавляется в виде непрерывной среды  с  постоянной диэлектрической прони- 
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цаемостью, а электролит – в виде заряженных частиц, взаимодействующих 
по закону Кулона. Предположив незначительность энергии взаимодействия 
ионов по сравнению с их поступательной энергией, Дебай и Хюккель пере-
шли к представлению об ионных атмосферах. Использование уравнения Пу-
ассона, которое связывает потенциал поля объемных зарядов с их плотнос-
тью в любой точке системы, позволило авторам модели заменить дискрет-
ные заряды их непрерывным распределением по объему системы.  

Эта гипотеза вызвала резкую критику со стороны Фаулера (1925-1927), 
который выступил против применения уравнения Пуассона. Он считал, что 
ошибочность такой замены тем очевиднее, чем меньший диаметр имеют ио-
ны. Для нахождения зависимости плотности заряда от потенциала авторы 
применили экспоненциальный закон Больцмана, что противоречит закону 
электростатики, который определяет эту связь как линейную. Несмотря на 
это, авторы модели разложили функцию распределения в ряд Маклорена и 
ограничились линейными членами, что привело их к правильной линейной 
зависимости. Отметим, что такое разложение возможно при слабом взаимо-
действии ионов в сравнении с их тепловой энергией. Крамерс (1927) и Кир-
квуд (1936) определили границу применимости модели Дебая-Хюккеля раз-
бавленными растворами, что было подтверждено и другими исследователя-
ми. 
 Параллельно с созданием модели Дебая-Хюккеля была выдвинута ги-
потеза об образовании ассоциатов (квазидиполей) при сближении ионов на 
определенное расстояние (Бьеррум (1920), Семенченко (1922)). Развитие ги-
потезы о термодинамическом равновесии между ионами и ассоциатом поз-
волило получить более реальные оценки параметров наибольшего сближе-
ния ионов, несмотря на отсутствие учета короткодействующих сил и поля-
ризационных эффектов.  

Поиск полуэмпирических моделей, способных прогнозировать инди-
видуальные свойства сильных электролитов, был проведен Питцером (1973-
1977), который предложил разбить потенциал взаимодействия на коротко- и 
дальнодействующие части. Вклад короткодействующей части потенциала в 
энергию Гиббса близок к аналогичному выражению в модели Дебая-Хюкке-
ля, а вклад дальнодействующей части был определен в виде вириальных ко-
эффициентов. Этот подход не был воспринят в силу большого числа подго-
ночных параметров и его неприменимостью к многокомпонентным систе-
мам.   

В настоящее время сильные электролиты исследуются в рамках квази-
кристаллической модели, так как экспериментально подтверждено наличие 
решетки в концентрированных электролитах [233].  
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§ 6. Геометрическое и аналитическое описание фазовых равновесий 

 
 Диаграммой фазовых равновесий называется геометрическое место то-
чек, отображающих функциональную связь между внешними и внутренни-
ми параметрами системы, которые определяют ее фазовое равновесие. Рас-
смотрим фазовое равновесие идеальной бинарной системы. Химические по-
тенциалы компонентов в фазах α  и β  с учетом (3.15) равны 
          )()()( ln),( βαβαβα θµµ iisi xTP +=  ( 2,1=i ).           (3.34) 
Равенство химических потенциалов компонентов в фазах (см. § 3 формула 
(2.59)) с учетом связи разности стандартных значений химических потен-
циалов компонентов в разных фазах βα µµµ isisis −=∆  с теплотой фазового пере-

хода iL  и температурой превращения aiT  ( aiaiiis TTTL /)( −=∆µ ) принимает вид 

 0)/ln(/)( =+− βαθ iiaiaii xxTTTL .            (3.35) 
Из (3.35) найдем связь между концентрациями компонента i  в фазах α  и β  

    ( )TTTqxx aiiii /)(exp −−= αβ ,            (3.36) 

здесь параметр aiii Lq θ/= . Выполнив суммирование по i  с учетом равенства 
(3.1), получим  

     ( )+−− TTTqx a /)(exp 11
α ( ) 1/)(exp)1( 22 =−−− TTTqx a

α .          (3.37) 
Из равенства (3.37) найдем зависимость концентрации первого компонента 
от температуры 

       ( )
( ) ( )TTTqTTTq

TTTq
Tx

aa

a

/)(exp/)(exp

/)(exp1
)(

2211

22

−−−−−
−−−=α .          (3.38) 

Если фаза α  представляет собой жидкость, а фаза β  – твердое тело, то урав-
нение (3.38) описывает линию, которая называется ликвидусом, а уравнение 
аналогичной линии для фазы β  – солидусом. Эти линии разделяют всю об-
ласть Tx −  на три части, показанные на рис. 8 (давление constP = ) [231].  
  
                  T            T  
                               жидкость (l)            жидкость (l) 

                                               ○1 
                   2T                    ликвидус       

                                  l + s                                                   2s            2l   
           1T          3s            3          3l 

                                                                                                                                                  4s                         4l 

                        солидус                                                                    ○ 5 
                            твердое тело (s)                                                     твердое тело (s)               

                 x                                                                 x  
 
               Рис. 8. Равновесие жидкой     Рис. 9. Процесс затверде-  
                и твердой фаз        вания жидкой фазы 
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Рассмотрим процесс затвердевания жидкой фазы с составом 1 (рис. 9). 

При снижении температуры до точки 2l из жидкой фазы начинают выпадать 
первые кристаллы с составом 2s. Дальнейшее понижение температуры до 
точки 3 сопровождается образованием механической смеси жидкой фазы с 
составом 3l и твердой фазы с составом 3s. При температуре, определяющей 
точку солидуса 4s, начинает исчезать жидкая фаза с составом 4l. В точке 4s 
образуется гомогенный твердый раствор. Дальнейшее понижение темпера-
туры до точки 5 происходит уже в твердом состоянии. Данный процесс дол-
жен происходить достаточно медленно, потому что первоначальные крис-
таллы отличаются составом от конечного твердого раствора. Поэтому вок-
руг первоначальных кристаллов (зародышей) образуются кристаллы с дру-
гим составом, что приводит к неоднородности твердого раствора. Выравни-
вание составов зародыша и образовавшегося на нем кристаллического слоя 
происходит в результате диффузии неточечных частиц, которая протекает 
достаточно медленно. Следовательно, равновесный процесс затвердевания 
фазы, лимитируемый диффузией, происходит очень медленно. Если компо-
ненты твердого раствора имеют близкие парциальные объемы и кристалли-
зуются с образованием решеток одинаковой структуры, то твердый раствор 
будет гомогенным. Плавление гомогенного твердого тела представляет со-
бой обратный процесс к его затвердеванию.  

Равновесные диаграммы состояния двухкомпонентного раствора будут 
отличаться от “сигары” (рис. 8), если учесть взаимодействие между частица-
ми, которое влияет на равновесие жидкой и твердой фаз. Взаимодействие 
частиц приводит к разнообразным диаграммам состояния в зависимости от 
знака и величины энергий смешения компонентов в фазах. В приближении 
модели регулярных растворов авторы работ [171-173] получили определяю-
щее уравнение для описания возможных типов диаграмм фазовых равнове-
сий в двухкомпонентных системах с химически индифферентными атомами 
(химические реакции не учитывались): 

( ) ( ))1/()1(ln/ln

)1()1(

2

22
22

1

22
11

yxq

yQxQTq

yxq

yQxQTq
T

−−−
′−+=

−
−′−−+= ,              (3.39) 

где iq  – параметры, которые определяют фазовые переходы в чистых веще-
ствах,  iT  – температура агрегатного превращения для чистого компонента i , 
Q  и Q′  – энергии смешения в соответствующих фазах, x  и y  – концентрация 
первого компонента для разных фаз. Это уравнение в неявной форме опре-
деляет кривые )(xT  и )(yT , которые описывают линии фазовых равновесий: 
ликвидус и солидус, соответственно.  
 Уравнение (3.39) описывает следующие типы диаграмм: 

1) типа “сигара” (рис. 8), при значениях параметров 0'<= QQ  и 21 TT ≠ ; 
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2) типа “бабочка”, при значениях параметров 0'<< QQ  – с минималь-

ной точкой равных концентраций (рис. 10), при 0' << QQ  – с максимальной 
точкой равных концентраций (рис. 11);  
 
                  T            T  
                         жидкость              жидкость  

                                            1T                        max 
                                                                                                   

                                             1T  
          2T                                         2T    
                                   min 
                                    
                                      твердое тело                                                           твердое тело               

                 x                                                                 x  
 
              Рис. 10. “Бабочка” с мини-    Рис. 11. “Бабочка” с макси- 
               мальной точкой равных сос-    мальной точкой равных сос- 
      тавов            тавов 

 
Диаграммы 1) и 2) описывают растворы с неограниченной раствори-

мостью компонентов в жидком и твердом состояниях. 
  3) диаграмма с эвтектической точкой – при '0 QQ <<  и отсутствием 
растворимости ( 0=y ) в твердом состоянии ( θ2'<<Q ) (рис. 12); 

4) диаграмма с перитектической точкой – при QQ << 0'  (рис. 13); 
 
                  T            T  
                         жидкость        1T        жидкость                   1T  

                                                                    
                                                                                                   

                                              
          2T                                                

                                                                                                                   2T  
                                       твердое тело                                                            твердое тело        
                                                                        x                                                                                 x  
                            эвтектика                                                           перитектика  
             
  

                Рис. 12. Диаграмма фазовых  Рис. 13. Диаграмма фазовых 
                 равновесий с эвтектической            равновесий с перитектической 
        точкой               точкой 

 
Положительность энергии смешения приводит к распаду системы на 

механическую смесь компонентов: для систем с эвтектикой – в твердой фа-
зе; для систем с перитектикой – в  жидкой фазе. Если компоненты ограниче- 
 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

113  

 
но растворимы друг в друге ( 0≠y ), то диаграммы с эвтектикой и перитекти-
кой принимают вид (рис. 14 и 15).  

 Особый интерес вызывают системы,  у которых кривая растворимости   
 
                  T            T  
                         жидкость       1T            жидкость               1T  

                                                                   
                                                                                                   

                   2T                          
                                                         
                                                                                                                  2T                βα +  

                                    твердое тело                                                      α     твердое тело  β       
                                                                        x                                                                                 x  
                                  эвтектика                                                        перитектика  
               
  

      Рис. 14. Диаграмма фазовых рав-               Рис. 15. Диаграмма фазовых рав- 
     новесий с эвтектической точкой         новесий с перитектической точ- 
     и ограниченной растворимостью         кой и ограниченной растворимо- 
     компонентов в твердой фазе                        стью компонентов в жидкой фазе 
 
(сольвус) имеет специфический вид (рис. 16). Такой вид сольвуса называется 
ретроградным. На рис. 17 показан процесс ретроградного затвердевания. 
        
                 T            T  
                         жидкость       1T              жидкость            1T  

                                                                   
                                                                                                   

                   2T                        2T              
                                                  mT        
                                                                                                                   
                         
                                     твердое тело                                                                 твердое тело        
                                                                        x                                                 mx                          x  
                    
  

            Рис. 16. Диаграмма с ретро-    Рис. 17. Процесс затвердевания при 
    градным сольвусом                            наличии ретроградного сольвуса 

 
При ретроградном затвердевании жидкости с составом меньше mx  вна-

чале выделяется твердая фаза, которая плавится при температуре ниже тем-
пературы mT . Ретроградный сольвус (отрицательная растворимость) уста-
новлен экспериментально в растворах ряда полупроводников, в системе кад-
мий-цинк (со стороны цинка) и в некоторых металлических системах. Появ-
ление  ретроградного  сольвуса связывается с низкими значениями темпера- 
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туры эвтектики и растворимости компонентов в твердом состоянии.  

Вид диаграммы усложняется при распаде (расслоении) твердых (жид-
ких) растворов, образовании промежуточных фаз и протекании химических 
реакций. На рис. 18 и 19 показаны возможные виды диаграмм состояния би-
нарного раствора при наличии распада твердого раствора и при протекании 
химической реакции.  
 
                  T            T  
                               жидкость            жидкость  

           2T                         
                                             

                              твердое тело             1T  
                                                                          
                                                                    
                                     область                                                                   
                                              распада                                                            твердое тело 

                 x                                                                 x  
           химическое соединение 

             
         Рис. 18. Диаграмма состояния   Рис. 19. Дистектическая диаграмма  
         бинарного раствора с областью        состояния при образовании химичес- 
          распада        кого соединения 

        
Проведенное геометрическое и аналитическое описание диаграмм фа-

зовых равновесий в двухкомпонентной системе показало зависимость вида 
диаграммы состояния: от величины и знака энергии смешения; от наличия 
фазовых и химических превращений; от растворимости компонентов друг в 
друге, а также от других внутренних и внешних параметров. Расчет диаг-
раммы состояния двухкомпонентной системы позволяет определить посто-
янные параметры модели и использовать их для прогноза диаграмм фазовых 
равновесий в системах с большим числом компонентов. Кроме того, эти па-
раметры могут быть использованы для расчета (или оценки) величин избы-
точных термодинамических функций многокомпонентных систем. 

 
§ 7. Кристаллы 

 
       Системы, частицы которых располагаются в окрестности точек, перио-
дически расположенных по объему системы, называются кристаллами. При 
фиксированных внешних условиях температурный диапазон существования 
кристалла простирается от K0  до температуры плавления mT , при которой 
начинается разрушение решеточной структуры кристалла.  

В зависимости от вида межчастичного взаимодействия кристаллы раз-
деляются  на  5 классов:  1) ионные;  2) с ковалентной связью;  3) молекуляр- 
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ные; 4) с водородной связью; 5) металлы. Если система состоит из мономе-
ров, то они колеблются вблизи узлов внутри ячеек Вигнера-Зейтца. Наличие 
в системе α -меров приводит к необходимости принимать во внимание (по-
мимо учета их колебаний в окрестности узла) внутренние колебания состав-
ных частей полимера и его вращение. Эти движения определяют степени 
свободы частицы в ячейке. При большом числе частиц в кристалле враще-
ния полимеров “заторможены”, а вклад от внутренних колебаний достаточ-
но мал по сравнению с колебательной энергией в окрестности узла. Поэтому 
энергия кристалла складывается из энергии нулевых колебаний 0E  (реше-
точная составляющая) при температуре K0  и энергии колебаний частиц 
вблизи узлов решетки .кол

E . Минимуму энергии кристалла отвечает энергия 
нулевых колебаний, которая считается постоянной величиной. Этот мини-
мум определяет равновесное состояние, в котором частицы находятся в уз-
лах решетки практически все время. В зависимости от типа кристалла реше-
точная составляющая имеет различный вид. 
 При температурах выше абсолютного нуля частица начинает смещать-
ся из положения равновесия, что приводит к изменению положений других 
частиц. Эти изменения затрагивают весь кристалл, который можно предста-
вить в виде совокупности связанных осцилляторов (или квазичастиц – фоно-
нов). Таким образом, изменение местоположения одной частицы приводит к 
кооперативной реакции всего кристалла. Статистический подход к системе, 
которая состоит из N3  гармонических осцилляторов, определяет ее статис-
тическую сумму в виде: 

         ( ) 1
3
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iкол

hvhvZ ββ ,           (3.48) 

а среднюю энергию – 
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где секДжh ⋅⋅= −34106254.6  – постоянная Планка, iv  – частота колебания i -ой 
частицы. Формулы (3.48) и (3.49) получены в гармоническом приближении, 
когда не учитывается зависимость энергии кристалла от расстояния между 
ближайшими соседями. Если энергия решетки зависит от этого расстояния, 
то возникает ангармоническая составляющая энергии кристалла, с помощью 
которой можно объяснить тепловое расширение твердых тел, их поведение 
вблизи точки плавления и ряд других тепловых свойств кристаллов. 
 С увеличением температуры возрастает амплитуда колебаний частиц. 
Следовательно, существует минимальная частота колебаний, начиная с ко-
торой частица покидает свою ячейку и мигрирует по решетке. Освободив-
шийся узел создает локальный энергетический минимум, который стремятся  
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занять ближайшие соседи, что приводит к локальному нарушению регуляр-
ности в расположении частиц. Любые нарушения периодичности в распре-
делении частиц называют дефектами решетки.  
 Мономерными (одноатомными) дефектами называются локальные из-
менения структуры решетки при удалении одной частицы из ее узла. К та-
ким дефектам относятся: а) вакансия (“дырка”) – пустая (свободная) ячейка; 
б) междоузельный атом; в) атом другого сорта в ячейке, предназначенной 
для мономера определенного сорта –“неправильный атом”; г) примесь – час-
тица, отличающаяся от основных мономеров. Наиболее распространенными 
дефектами в кристаллах является вакансии. Оценка их влияния на энергию 
Гиббса приводит к тому, что каждая вакансия понижает эту энергию на ве-
личину θ−  [110]. Вакансии дают вклад (иногда неаддитивный) во все термо-
динамические функции системы и ее характеристики, например, в объем си-
стемы, в котором находится 0N  вакансий с объемом 0ω  и 1N  частиц с объе-

мом 1ω , равен 

       0011 NNV ωω += .             (3.50) 
Формула (3.50) показывает, что с появлением большого числа вакансий объ-
ем кристалла увеличивается. Следовательно, при приложении внешнего дав-
ления к системе число вакансий будет уменьшаться согласно формуле 

)exp()0()( 000 ωβ PNPN m−= ,            (3.51) 

где ( ) 1−= mБm Tkβ . Отметим, что число вакансий возрастает в одной из фаз при 
агрегатных превращениях. Реальные кристаллы обычно состоят из зерен, 
границы которых являются источниками и стоками вакансий. Наличие ис-
точника вакансий может привести к тому, что концентрация вакансий в не-
которой локальной области при определенных условиях начнет нарастать. 
Это приведет к образованию макроскопических пор, которые создают боль-
шие механические напряжения внутри кристалла, что, в свою очередь, мо-
жет являться причиной саморазрушения твердого образца. Если поток ва-
кансий направлен от поры внутрь кристалла, то вакансии перераспределя-
ются по объему системы, вакансионная “полость” исчезает, и напряжения 
снимаются. Вакансии дают поправки не только к тепловым свойствам сис-
темы, но и влияют на процессы, происходящие в кристалле. Эффекты об-
разования и “залечивания” макроскопических пор называются эффектами 
Френкеля I и II родов, соответственно. 
 Колебания частиц в решетке оказывают значительное влияние на вели-
чину теплоемкости кристалла. Экспериментальное изучение кристаллов, со-
стоящих из одноатомных частиц, привело к открытию эмпирического зако-
на Дюлонга-Пти: теплоемкость RC 3=  ( R  – универсальная газовая постоян-
ная). Этот  закон  не выполняется при низких температурах, а для некоторых  
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кристаллов – и для средних температур (напомним, что температурный ин-
тервал для кристаллов от 0 до mT ). Начиная с некоторой температуры, теп-
лоемкость кристалла C  плавно уменьшается до нуля. Вблизи абсолютного 
нуля теплоемкость простых кристаллов пропорциональна кубу температуры 

3TaC = , здесь a  – постоянная величина для выбранного кристалла. При вы-
соких температурах теплоемкость также изменяется, но согласно линейному 
закону (C ~T ). Если рассматривать фононный газ как идеальный газ и учесть 
тот факт, что на каждую колебательную степень свободы приходится энер-
гия θ , то средняя энергия фононной системы, состоящей из N3  квазичастиц, 
равна θNE

кол
3. = . Аналогичное выражение получается из (3.49) при условии 

малости энергии колебания частицы i  по сравнению с ее тепловой энергией 
( 1<<ihvβ ). Следовательно, теплоемкость системы при ее постоянном объеме 
равна величине, определяемой законом Дюлонга-Пти. Для выяснения при-
чин отклонений от закона Дюлонга-Пти поведения теплоемкости исследуем 
модели Эйнштейна и Дебая: 
 а) модель Эйнштейна (1907). Опираясь на квантовую теорию Планка и 
выдвинув гипотезу о независимости колебаний атомов (молекул) и равенст-
ве частот этих колебаний, Эйнштейн определил характеристическую темпе-
ратуру Eθ hv=  и вывел формулу для теплоемкости в виде закона соответст-
венных состояний: 

        ( )
2

2

)1)(exp(

)exp(
3

−
=

E

E
EV RC

θβ
θβθβ .            (3.52) 

При достаточно высоких температурах (выполняется неравенство Eθθ >> ) 
формула (3.52) переходит в закон Дюлонга-Пти, а при низких температурах 
( Eθθ << ) равенство Эйнштейна принимает вид 

          ( ) )exp(3 2
EEV RC θβθβ −= .            (3.53) 

Из этой формулы видно, что понижение температуры до нуля сопровожда-
ется стремлением к нулю и теплоемкости. Однако модель Эйнштейна все же 
не смогла объяснить стремление теплоемкости к нулю по закону C ~ 3T , что 
связано с принятием гипотезы о независимости колебаний взаимодействую-
щих атомов. 
 а) модель Дебая (1912). Дебай рассмотрел кристалл как упругий кон-
тинуум, в котором могут распространяться продольные и поперечные коле-
бания. Затем он предположил независимость скорости перемещения упру-
гих волн от направления, т.е. анизотропия кристалла не учитывалась. Введя 
ограничение на спектр возможных частот, Дебай задал характеристическую 
температуру в виде  maxhvD =θ  и определил функцию, зависящую от отноше-
ния температуры Дебая к температуре кристалла Dx βθ= : 
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  ∫
−− −=

x
y dyeyxxD

0

133 )1(3)( .            (3.54) 

Функция Дебая вычислена приближенными методами и представлена в виде 
таблицы. Теплоемкость в этой модели определяется формулой 

     [ ])(')(3 xxDxDRCV −= .             (3.55) 
Формула (3.55) правильно описывает поведение теплоемкости одноатомных 
кристаллов на всем интервале ( DT;0 ). Соотношение 3TaC =  получило назва-
ние закона Дебая. Недостатками модели Дебая является экспериментально 
обнаруженная зависимость характеристики Dθ  от температуры и невозмож-
ность объяснения линейной зависимости теплоемкости от температуры при 
высоких температурах. Модель Дебая также неприменима к сильно анизот-
ропным кристаллам. Уравнение состояния кристалла в модели Дебая имеет 
вид 

)/()/( .0 VEdVdEP
кол

γ+−=             (3.56) 
( )/ln( max dVvdV−=γ  – постоянная Грюнайзена) и называется уравнением Ми-
Грюнайзена [67]. 

 
§ 8. Эффекты упорядочения 

 
 Рассмотрим бинарную систему, для которой энергия смешения компо-
нентов определяется формулой (3.17). В зависимости от величин энергети-
ческих параметров ijQ  ( 0<ijQ ) возможны следующие ситуации: 

1) =11Q =12Q 22Q ( 0=w ) – полностью неупорядоченная фаза, все конфи-
гурации частиц равновероятны (рис. 20а);  

2) )(5.0 221112 QQQ +> ( 0<w ) – полностью упорядоченная фаза, каждая час-
тица сорта 1 пытается окружить себя частицами сорта 2 (рис. 20б), кристалл 
имеет сверхструктуру, составленную из двух подрешеток; 

3) )(5.0 221112 QQQ +< ( 0>w ) – распад системы на две фракции (механичес-
кая смесь компонентов), каждая частица определенного сорта создает окру-
жение из частиц того же сорта  (рис. 20в). 

Возникновение сверхструктур, распад сплава и другие явления, кото-
рые возникают при взаимодействии большого числа частиц, называются ко-
оперативными явлениями, а возникновение упорядоченного состояния сис-
темы – эффектом упорядочения. Если эффект упорядочения наблюдается в 
локальных областях системы, то говорят о наличии ближнего порядка. Воз-
никновение упорядоченного состояния в пределах всей системы приводит к 
понятию дальнего порядка.  

Теорию упорядочения бинарного сплава исследуем в приближении те- 
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           а)                            б)                в) 
 
 
 
 

 
 

 Рис. 20. Возможные конфигурации частиц в бинарном сплаве: а) – полностью 
неупорядоченное состояние; б) – упорядоченное распределение частиц; в) – рас-
пад сплава на механическую смесь компонентов 
 
ории среднего молекулярного поля (Горский, Брэгг и Вильямс (1934), дру-
гие модели: Изинга, Бете, Гугенгейма, Кирквуда – см. в работах [6, 67, 138]). 
Пусть решетка бинарного сплава состоит из двух подрешеток, которые обо-
значим α  и β . При полной упорядоченности ( KT 0≅ ) все узлы α -подре-
шетки заняты 1N  частицами 1 сорта, а все узлы β -подрешетки – 2N  части-
цами 2 сорта. Для простоты рассуждений будем считать, что == 21 NN 2/N , 
где 21 NNN +=  – общее число узлов в решетке. При повышении температуры 
некоторое число частиц переходит из одной подрешетки в другую, их число 
обозначим β1N  (аналогично α2N ). Доля тех частиц, которые остаются в узлах 
своей подрешетки, равна 

         ( ) 111 / NNNp β−= .             (3.57) 
Очевидно, что для частиц 2 сорта доля частиц этого сорта в своей подре-
шетке также определяется формулой (3.57). Из формулы (3.57) видно, что 
значение 1=p  ( 01 =βN ) отвечает полной упорядоченности частиц, а 0=p  – 
полному беспорядку. Переход “порядок-беспорядок” происходит при темпе-
ратуре cT . Полностью неупорядоченное состояние системы является энерге-
тически более выгодным состоянием, так как оно обладает дополнительной 
симметрией. Величина 

  12 −= ps              (3.58) 
называется степенью дальнего порядка. При температурах ниже температу-
ры упорядочения ( cTT < ) степень дальнего порядка отлична от нуля ( 0≠s ), а 
при температурах cTT ≥  – 0=s . Если при температурах cTT ≥  (дальний поря-
док отсутствует) произвольный соседний узел частицы сорта 1 занят части-
цей сорта 2, то говорят о наличии ближнего порядка. Используя формулу 
(3.57), найдем число частиц в каждой из подрешеток: 

        =α1N
4

)1(

2

1

212
sNsN

pNN
+=+==β ; =α2N

4

)1(

2

1

2
)1(11

sNsN
pNN

−=−=−=β .    (3.59) 
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Статистическое исследование системы в приближении Горского-Брэг-

га-Вильямса (использование формулы (3.26) теории среднего поля дает для 
потенциальной энергии системы выражение 2

0 25.0 sNzw+Π=Π ) приводит к 
следующей формуле для степени дальнего порядка  

         ( )TTsths c /= ,             (3.60) 
где критическая температура 

Бc kzwT /5.0−= , z  – координационное число или 
число ближайших соседей. Формула для критической температуры показы-
вает, что эффект упорядочения происходит в системах, для которых энергия 
смешения отрицательна ( 0<w ). Уравнение (3.60) в неявной форме определя-
ет функцию )(Ts , проходящую через нуль при критической температуре cT . 
Фазовый переход “порядок-беспорядок” относится к фазовым переходам II 
рода. 
 Несовершенство теории смесей, растворов и сплавов связано с широ-
ким разнообразием взаимодействий как между частицами одного компонен-
та, так и между атомами (молекулами) разных компонентов. В приближении 
парных короткодействующих потенциалов взаимодействия смешение ком-
понентов приводит к формированию энергии взаимообмена (энергии смеше-
ния). Однако существование кластеров и ассоциатов требует учета многоча-
стичных взаимодействий, что подтверждается также исследованием поведе-
ния системы многих частиц методом молекулярной динамики (см. § 14 гла-
вы 2). Кроме того, появление вакансий является результатом динамического 
поведения большого числа частиц. Таким образом, в последовательной тер-
модинамической модели изолированной системы необходимо учитывать на-
личие вакансий в системе. Последовательное введение вакансий должно ба-
зироваться на том, что вакансии – это продукт взаимодействия неточечных 
частиц, а не самостоятельный компонент системы. Следовательно, этот 
компонент является “квазичастицей” и ему можно приписать ряд парциаль-
ных характеристик, например, объем вакансии 0ω  и их число 0N . Присвое-
ние вакансии энергетических характеристик выглядит сомнительным, но не 
противоречащим общему термодинамическому подходу. Единственным за-
мечанием является то, что эта энергия обеспечивается взаимодействием час-
тиц, т.е. энергетические параметры вакансий связаны с энергетическими ха-
рактеристиками частиц. Поэтому возможен такой подход, при котором ва-
кансии считаются идеальным компонентом системы, который не взаимодей-
ствует с другими компонентами и дает вклад лишь в объем и энтропию сис-
темы. Естественным выглядит и вопрос о связи “свободного” и “исключен-
ного” объемов с составом системы, так как сумма этих величин определяет 
избыточный объем системы при смешении компонентов. Объемный фактор, 
оказывает существенное влияние на формирование равновесных свойств m - 
компонентной системы.  
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Глава 4. ПРОЦЕССЫ В ДИФФУЗИОННОЙ ЗОНЕ 

 
Отклонение изолированной системы от ее термодинамического равно-

весия сопровождается протеканием неравновесных эволюционных преобра-
зований системы (теплопроводность, диффузия, химические реакции), кото-
рые изучаются различными методами неравновесной статистической физи-
кой, термодинамикой необратимых процессов и молекулярно-кинетической 
теорией. Изолированность объекта исследования приводит к тому, что кине-
тические процессы стремятся вернуть систему в состояние термодинамичес-
кого равновесия (релаксация). Одним из самых медленных перестроечных 
процессов является диффузионный процесс выравнивания химических по-
тенциалов различных частей системы. Для макроскопической системы вре-
мя ее перехода в равновесное состояние значительно превышает время уста-
новления равновесия в локальной области. Поэтому система может разде-
литься на ряд “саморавновесных” областей (в смысле выполнения условий 
равновесия § 3 главы 2 внутри областей, но не на их границах). В таком слу-
чае говорят о локально-равновесном состоянии системы. Это состояние яв-
ляется нестабильным, поэтому его характеризуют как промежуточное звено 
при переходе в истинное, термодинамически равновесное состояние, кото-
рое устанавливается в системе. 

К исследованию диффузии применяют дискретный или континуальный 
подходы. В первом варианте рассматривают элементарные акты перескоков 
частицы из одного положения в другое место за определенный промежуток 
времени, что позволяет установить взаимосвязь между микроскопическими 
параметрами частиц и макроскопическими величинами (например, коэффи-
циента диффузии с подвижностью частиц и средней длиной свободного про-
бега). Дискретный подход невозможен без определения механизмов диффу-
зии: вакансионный, краудионный (перемещение частиц совместно с дефек-
том), релаксационный и другие. Диффузия частиц может представляться в 
виде цепочки случайных блужданий по решетке. Возникновение преимуще-
ственного движения молекул (атомов) вынуждает исследователей вводить 
дополнительные гипотезы, которые не подтверждаются ни опытом, ни ком-
пьютерным моделированием. При втором подходе (термодинамика необра-
тимых процессов) диффундирующее вещество представляется в виде непре-
рывной среды, которая характеризуется переменными в пространстве и вре-
мени термодинамическими величинами, например, изменением состава сис-
темы и потоками компонентов в выбранной точке. При непрерывном подхо-
де нет необходимости выяснять механизмы диффузии, важен сам факт ее 
протекания. Вывод уравнений диффузии базируется на использовании зако-
на сохранения массы и закона производства энтропии. 
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Наличие в многочастичных системах вакансий поставило вопрос об их 

влиянии на диффузионный процесс. Вакансии принимают участие в образо-
вании и исчезновении макроскопических пор, влияют на формирование гра-
ниц метастабильности и диффузионное перераспределение частиц. В зави-
симости от наличия или отсутствия корреляций в состояниях движения ато-
марной и вакансионной подсистем диффузия частиц происходит по разным 
сценариям. В этой связи важно выяснить как влияют на эволюцию системы 
равновесные и неравновесные вакансии при учете и без учета корреляций в 
состояниях движения частиц и вакансий. 

 
§ 1. Броуновское движение 

 
Наблюдая за поведением микроскопических частиц вещества, взвешен-

ных в вязкой жидкости, Броун (1827) установил их постоянное и хаотичес-
кое движение (рис. 21). Развитие молекулярно-кинетической теории вещест-
ва позволило объяснить движение коллоидных частиц как результат воздей- 
     ствия на них атомов  (молекул)  среды. Экспери- 
   s                       ментальное исследование  броуновского  движе- 

                                      ния показало,  что его интенсивность возрастает 
                                       с  повышением  температуры  и  с  уменьшением 
                                размеров  коллоидных  частиц и вязкости среды. 
                              Эйнштейн (1905)  и  Смолуховский смоделирова- 
     ли  поведение  броуновской  частицы в виде слу- 

         чайного процесса блуждания: частица находится 
 t       под воздействием беспорядочных толчков со сто- 
         роны окружающей среды. Средняя кинетическая 

 Рис. 21. Броуновское дви-     энергия  броуновской  частицы  равна θ5.1 . Уста- 
жение коллоидных частиц     новим зависимость смещения (на рис. 21 смеще- 
                  ния показаны стрелками)  броуновской  частицы  
за большой промежуток времени, превышающий время между ее двумя по-
следовательными столкновениями с частицами среды.  
 Пусть за отрезок времени ),0( 1t  броуновская частица переместилась на 
расстояние 1s , а за интервал времени ),( 21 tt  – на расстояние 2s . Тогда среднее 
значение (по всей совокупности броуновских частиц с учетом независимо-
сти смещений 02121 == ssss ) квадрата смещения s  за промежуток време-
ни ),0( 2t  будет равно [100, 111] 

( ) 2
2

2
1

2
221

2
1

2
21

2 2 sssssssss +=++=+= .             (4.1) 

Введем обозначения  )( 2
2 ts ψ= , )( 1

2
1 ts ψ= , )( 12

2
2 tts −=ψ  и перепишем (4.1) в  
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виде функционального уравнения 

  )()()( 1212 tttt −+= ψψψ .               (4.2) 
Зафиксируем время 2t  и продифференцируем (4.2) по tt =1  

  )(')('0 2 ttt −−= ψψ .               (4.3) 
Из равенства производных в разные моменты времени определяем ее посто-
янство, т.е. Dconstttt 2)(')(' 2 ==−=ψψ  (множитель 2 введен для удобства). Ин-
тегрируя это равенство с нулевым начальным значением, находим, что 

      tDtst 2)()( 2 ==ψ .              (4.4) 

Коэффициент D  называется коэффициентом диффузии броуновской части-
цы. Равенство (4.4) было подтверждено экспериментально. 
 Для установления связи коэффициента диффузии D  броуновской час-
тицы с параметрами системы и самой частицы составим уравнение ее дви-
жения в среде. На броуновскую частицу действуют квазиупругая сила =.упр

F  

xk−= , сила сопротивления среды xlFnр &−=.  и случайная сила )(. tF
сл

 со стороны 
атомов (молекул) жидкости. Согласно второму закону Ньютона 

    )(. tFxkxlxm
сл

+−−= &&& ,                (4.5) 
где m  – масса броуновской частицы. Если пренебречь объемной силой xm &&  в 
силу малости размеров броуновской частицы, то уравнение (4.5) примет вид 

        ( ) lxktFx
сл

/)(. −=& .              (4.6) 
Решение уравнения (4.6) будем искать методом вариации постоянной в виде 

( )ltkCtx /exp)( −=  при начальном условии 0)0( xx = . С учетом того, что =2
.сл

F  

tA2= , решение уравнения (4.6) имеет вид 

       ( )( ) )/())/2exp(1(/exp 2
0 lkltkAltkxx −−=−− .             (4.7) 

Частными случаями этого решения являются: 
а) свободная броуновская частица ( 0→k ). Решение (4.7) после раскры-

тия неопределенности [ ]0/0  принимает вид 

      ( ) 22
0 /2 ltAxx =− .        (4.8) 

Следовательно, коэффициент диффузии D 2/ lA= . 
б) связанная броуновская частица ( 0≠k ). При бесконечно больших 

временах ( ∞→t ) экспонентой в равенстве (4.7) можно пренебречь в силу ее 
малости. Тогда решение уравнения (4.7) принимает вид 2x )/( lkA= . За бес-

конечно большой интервал времени частица придет в статистическое равно-
весие со средой и ее средняя потенциальная энергия  2/2/2 θ=xk . Отсюда 

находим, что константа lA θ= . Таким образом, коэффициент диффузии бро-
уновской частицы равен 

     θuD = ,                (4.9) 
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где величина 1−= lu  называется подвижностью частицы, а равенство (4.9) – 
соотношением Эйнштейна. 
 Если сферическая частица с радиусом a  движется в жидкости с коэф-
фициентом вязкости η , то коэффициент трения можно вычислить по форму-
ле Стокса: 

   ηπ al 6= .              (4.10) 
Подставив (4.10) в (4.9) получим 

 
ηπ

θ
a

D
6

= .              (4.11) 

Формула (4.11) показывает, что коэффициент диффузии броуновской части-
цы увеличивается при возрастании температуры, уменьшается с ростом ее 
размера и вязкости жидкости и не зависит от массы частицы (это связано с 
пренебрежением объемной силой xm && ).  
 

§ 2. Модели неравновесной статистической физики 
 

а) модель Смолуховского. Исследуем поведение макроскопической сис-
темы, состояние которой в момент времени t  определяется набором харак-
теристик χ  [94]. Пусть в начальный момент времени 0t  система находится в 
состоянии, которое задается параметрами от 0χ  до 00 χχ d+ . Плотность веро-
ятности ее обнаружения в этом состоянии обозначим через ),( 00 tf χ . В мо-
мент времени ttt ∆+= 0  система находится в состоянии, которому отвечают 
параметры от χ  до χχ d+ . Плотность вероятности ее обнаружения в этом 
состоянии равна ),( tf χ . Предположим, что вероятность перехода системы из 
состояния 0χ  в состояние χ  не зависит от всех предыдущих состояний сис-
темы и траектории перехода. Следовательно, плотность вероятности пере-
хода ),,( 0 tg ∆χχ  зависит только от начального и конечного состояний, но не 
зависит от того, каким образом система за интервал времени t∆  перешла из 
начального в конечное состояние. В математике такой переход называется 
марковским процессом, а совокупность процессов – цепью Маркова. Плот-
ность вероятности для описанного сложного события определим по теоре-
мам умножения и сложения вероятностей 

  ∫ ∆=
)(

0000

0

),,(),(),(
χ

χχχχχ dtgtftf .            (4.12) 

Уравнение (4.12) называется  интегральным уравнением Смолуховского. Это 
уравнение достаточно хорошо описывает кинетические процессы в плотных 
газах и жидкостях. 
 б) модель Фокера-Планка.  Для описания медленных процессов в плот- 
ных  газах  уравнение Смолуховского преобразовывается в уравнение Фоке- 
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ра-Планка. Медленными процессами называются такие переходы системы из 
одного состояния в другое, при которых вероятность марковского процесса 
резко убывает с ростом различия между начальным и конечным состояния-
ми ( 0χχ − ) системы. Введем в рассмотрение функцию )(χΠ  и следующие 
ограничения на ее поведение  

        0)(lim =Π
∞→

χ
χ

; 0)(lim =Π′
∞→

χ
χ

; 0)(lim =Π ′′
∞→

χ
χ

.           (4.13) 

Умножив уравнение (4.12) на величину t∆Π /)(χ , проинтегрировав получен-
ное выражение по χ  с учетом разложения функции )(χΠ  в ряд Тейлора и  
ограничившись членами второго порядка малости по величине 0χχ − , полу-
чим уравнение 

∫∫∫ Π ′′+Π′=Π
∂

∂ χχχχχχχχχχχ
dtfDdtfad

t

tf
),()()(),()()()(

),( ,          (4.14) 

где ∫ ∆
∆
∆=

→∆
χχχχχ dtg

t
a

t
),,(lim)( 0

0
, ( )

∫ ∆
∆
∆=

→∆
χχχχχ dtg

t
D

t
),,(lim)( 0

2

0
, 0χχχ −=∆ .  

Выполняя в правой части (4.14) интегрирование по частям, получим 
дифференциальное уравнение Фокера-Планка 

      χ∂−∂=∂∂ // Jtf ,             (4.15) 
где величина ( ) afDfJ +∂−∂= χ/  называется потоком изобразительных точек в 
фазовом пространстве, a  – их подвижность, определяющая среднюю ско-
рость движения фазовых точек, D  – коэффициент диффузии. Если коэффи-
циенты a  и D  не зависят от параметров конечного состояния системы, то 
поток равен 

     ( ) affDJ +∂∂−= χ/ .            (4.16) 
Формула (4.16) обобщает первый эмпирический закон Фика ( 0=a ), а уравне-
ние (4.15) – второй эмпирический закон Фика. В случае движения броунов-
ской частицы в вязкой жидкости решение уравнения (4.15) приводит к соот-
ношению (4.9). Если коэффициент диффузии зависит от параметров состоя-
ния системы опосредованно через функцию f , то поток все равно можно за-
писать в виде (4.16), но с коэффициентом диффузии ( )fDfDD ∂∂+= /

~ . 
 в) модель Больцмана. Рассмотрим другой предельный случай – разре-
женный газ. Обозначим через ),,( tprf  ( rmp &=  – импульс частицы с массой 
m , которая движется со скоростью r& ) дифференциальную функцию распре-
деления частиц одноатомного газа. Согласно Больцману, эта функция опре-
деляет число частиц в момент времени t : 

   )(),,( tNpdrdtprf =∫ .            (4.17) 

Следовательно, число частиц, находящихся в фазовом объеме pdrdd =χ  в мо-
мент времени t , определяется формулой 

     χdtprftdN ),,()( = .             (4.18) 
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Изменение величины )(tdN  с течением времени обусловлено столкновения-
ми частиц или разностью между числом приходящих и уходящих в объем 
χd  фазовых точек, которую определим в виде χdI . Величина I  называется 
интегралом столкновений. Уравнение, определяющее изменение числа час-
тиц в объеме χd , имеет вид 

    Itdfd =/ .             (4.19) 

С  учетом  того, что  F
p

f

m

p

r

f

t

f

dt

pd

p

f

dt

rd

r

f

t

f

dt

df

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= , уравнение (4.19) 

принимает окончательный вид 

    IF
p

f

m

p

r

f

t

f =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ .             (4.20) 

Конкретизация вида интеграла столкновений I  связана с детализацией про-
цесса рассеяния одной частицы на другой частице. Интеграл столкновений 
I  определяется потенциалом взаимодействия частиц, который определяет 
вид (упругое или неупругое) и сечение рассеяния.  
 С помощью модели Больцмана было показано, что скорость производ-
ства энтропии в изолированной системе является неубывающей функцией; в 
приближении твердых сфер (потенциал см. рис. 7б, § 2 главы 3) была про-
демонстрирована зависимость коэффициента диффузии от давления, темпе-
ратуры и микроскопических параметров частиц; проведено решение ряда 
других задач [84, 112, 210, 234]. 

 
§ 3. Диффузия в чистых веществах и многокомпонентных системах 

 
Транспортные, структурные и термодинамические свойства чистых ве-

ществ являются теоретико-экспериментальной базой для создания рацио-
нальной теории многокомпонентных систем. Одним из важнейших эволю-
ционных процессов является диффузия. При изотермических условиях про-
текания она нивелирует поток химического потенциала частиц. При диффу-
зионном процессе в твердых образцах наблюдается целый ряд эффектов: во-
зникновение упругих напряжений, пластическое течение вещества в диффу-
зионной зоне [203], образование и рассасывание макроскопических пор, го-
фрирование диффузионной зоны. Диффузия играет важную роль при фор-
мировании границ метастабильности и оказывает влияние на другие транс-
портные процессы (перекрестные эффекты). Диффузия используется для ре-
шения технических проблем: поверхностное упрочнение металлов, создание 
новых сплавов из смесей порошковых материалов и т.п.  

Диффузионные процессы можно разделить на следующие виды: 
– самодиффузия (диффузия частиц однородного вещества при отсутст-

вии градиентов движущих сил); 
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– концентрационная диффузия (перемещение частиц под воздействием 

градиента концентрации, частицы переходят из области с высокой концент-
рацией вещества в область, где концентрация этого вещества низка; другое 
название – нисходящая диффузия, в противном случае – восходящая диффу-
зия); 

– реактивная диффузия (диффузионный процесс сопровождается хими-
ческими реакциями); 

– перекрестная диффузия (возникает при наличии корреляции между 
градиентами движущих сил различной термодинамической природы); 

При исследовании диффузионного процесса в жидкости или в твердом 
теле необходимо учитывать влияние взаимодействия частиц на эволюцион-
ную перестройку системы. Для описания диффузии используют “квазикрис-
таллический” (решеточный, дискретный) и статистико-механический (неп-
рерывный, континуальный) подходы.  

При дискретном подходе используют ячеечные модели, модели свобод-
ного объема и абсолютных скоростей процессов. В рамках последней моде-
ли Аррениус получил для коэффициента диффузии выражение вида 

      )exp( aELD β−= ,            (4.21) 
которое называется формулой Аррениуса (здесь множитель L  и энергия ак-
тивации диффузии aE  не зависят от температуры, величина 1−=θβ ). Эмпи-
рическое исследование чистых веществ позволило связать энергию актива-
ции диффузии aE  с температурой плавления кристалла aE .18

пл
θ= . Коэффици-

ент D , определяемый формулой (4.21), называется коэффициентом само-
диффузии. При использовании декартовых координат ( 1−T ; Dln ) зависимость 
(4.21) представляется в виде прямой линии. Однако расширение температур-
ного интервала исследования показало отклонение поведения коэффициента 
самодиффузии от зависимости Аррениуса (рис. 22). Такое поведение коэф-
фициента диффузии связывают с изменением механизма диффузионного 
перемещения частиц. Смешение чистых веществ усложняет диффузионный 
процесс, так как он определяется диффузионными параметрами компонен-
тов. При отсутствии корреляций в состояниях движения компонентов в рас-
смотрение вводится коэффициент взаимной диффузии, который зависит от 
состава системы, ее температуры и других параметров. Проведение экспе-
риментов по взаимной диффузии в системах, компоненты которых имеют 
разные коэффициенты самодиффузии, позволило установить появление ре-
зультирующего потока вещества через любую плоскость диффузионной зо-
ны. Это вызывает разбухание кристалла с одной стороны этой плоскости и 
его усадку с другой стороны.  

Данный эффект связан с разнонаправленностью диффузионного пере-
мещения компонентов. Если  смешение  компонент сопровождается  возник- 
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     Dln     новением  корреляций  в  состояниях  движения  

компонентов, то нельзя ввести коэффициент вза- 
имной диффузии. В этом случае  процесс  харак- 

     теризуется матрицей диффузионных коэффици- 
     ентов Неймана,  а потоки компонентов связаны 
                       между собой. 
           Как было показано в § 14 главы 2, в процессе  
                прямые Аррениуса           динамической перестройки многочастичной сис- 

  1−T  темы возникают  “дырки” (вакансии). В кристал- 
    Рис. 22. Отклонение от   лах  процесс  образования вакансии можно пред- 
    прямой Аррениуса  ставить в виде внутреннего  “испарения”  частиц 
       из узлов кристаллической решетки. Если частица 
уходит из узла решетки, который находится на поверхности кристалла, а ва-
кансия перемещается вглубь кристалла, то происходит процесс “растворе-
ния пустоты” в кристалле. Это приводит к увеличению объема кристалла и 
снижению его энергии. Отметим, что наличие оксидной пленки на поверх-
ности кристалла препятствует проникновению вакансий в кристалл. Источ-
никами и стоками вакансий являются не только поверхность кристалла, но и 
дислокации, межзеренные границы и другие дефекты кристалла. Количест-
во вакансий в кристалле в зависимости от давления P  оценивается по фор-
муле [211] 

)exp()0()( 00 Ω−== PPNPN β ,           (4.22) 
где Ω  – атомный объем. Формула (4.22) показывает также уменьшение чис-
ла вакансий с понижением температуры, т.е. наблюдается “вымораживание” 
вакансий. 

Вакансии участвуют и в диффузионной перестройке системы. В зави-
симости от их равновесности или неравновесности, наличия скоррелирован-
ного перемещения (или его отсутствия) с частицами диффузионный процесс 
описывается разными дифференциальными уравнениями в частных произ-
водных. В зависимости от направленности потоков вакансий возникают, или 
исчезают поры (эффекты Френкеля I и II родов), наличие или отсутствие ва-
кансий влияет на форму границы метастабильности многокомпонентной си-
стемы. Поэтому выяснение роли вакансий в процессах эволюционной пере-
стройки системы является одной из актуальных задач теории диффузии. 
 Совместное протекание диффузии с другими транспортными процес-
сами приводит к возникновению перекрестных эффектов, например, термо-
диффузионные эффекты Соре и Дюфура. Объяснение этих и других эффек-
тов дает феноменологическая термодинамика необратимых процессов, ба-
зирующаяся на вариационном принципе Дьярмати и линейной теории Онса-
гера (§ 5 этой главы). 
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 Статистико-механическое рассмотрение диффузионного процесса ис-
пользует либо уравнения Больцмана, либо цепочки уравнений ББГКИ. При-
менение уравнения Больцмана наталкивается на необходимость знания ис-
тинного потенциала взаимодействия, вида рассеивания (упругое или неуп-
ругое) одной частицы на другой и вычисления сечений рассеивания. Цепоч-
ка уравнений теории ББГКИ требует обоснованного расщепления. В этой 
связи будем использовать феноменологическую термодинамику необрати-
мых процессов при описании диффузии и сопутствующих ей эффектов. 
 

§ 4. Эффект Киркендалла-Смигельскаса.  
Теория Даркена и ее модификации 

 
 Исследуем движение инертных меток (проволочки из молибдена), раз-
мещенных на границе раздела двух металлов: латуни (30% цинка и 70% ме-
ди) и меди (рис. 23). Латунь была выбрана в виде бруска, к боковым граням 

 
                           
                            молибденовые проволочки                                  вакансии 
                латунь             медь 
                                                                                                                  атомы 

                                   
                   медь                    латунь 
                   (Cu)                    (Cu+Zn) 

 
                                                                                                латунь            медь 

 
 
           
         Рис. 23. Эффект Киркендалла-Смигельскаса и схема смещения границы 
          раздела двух металлов по модели Маннинга 
 
которого прикреплялись молибденовые проволочки. После чего боковые по-
верхности покрывались чистой медью. Приготовленный образец подвергали 
длительному диффузионному отжигу, в результате которого молибденовые 
проволочки сместились навстречу друг к другу на расстояние, которое про-
порционально корню квадратному из времени отжига. Смещение проволо-
чек оказалось больше значения, которое ожидалось при диффузии цинка из 
латуни в медь. Это явление было названо эффектом Киркендалла-Смигельс-
каса (эффектом пластического течения вещества), которые открыли его в 
1947 году. Причина эффекта Киркендалла-Смигельскаса состоит в различии  
парциальных потоков компонентов.  
        Первая модель эффекта пластического течения вещества в диффузион-
ной зоне была предложена Даркеном. Будем  считать  цинк первым, а медь –  
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вторым компонентом системы. В лабораторной системе отсчета при посто-
янном объеме образца потоки компонентов равны по величине, но противо-
положны по направлению. Потоки компонентов определим согласно форму-
ле (4.16): 

      =+∂∂−= 1111 )/( vcxcDJ 2222 )/( vcxcDJ −∂∂=− ,           (4.23) 
где ic  – концентрация компонента i  ( 121 =+ cc ); v  – скорость пластического 
течения вещества в диффузионной зоне (скорость движения молибденовых 
проволочек). Из формулы (4.23) найдем скорость v  (с учетом соотношения 

xcxc ∂−∂=∂∂ // 12 ): 
     xcDDv ∂∂−= /)( 121 .            (4.24) 

Формула (4.24) показывает, что равенство коэффициентов самодиффу-
зии компонентов приводит к отсутствию эффекта Киркендалла-Смигельска-
са. Если подставить формулу (4.24) в выражение для потока первого (или 
второго) компонента, то найдем формулу для коэффициента взаимной диф-
фузии (при этом введено обозначение 1cc = ): 

     cDcDcD 21 )1()( +−= .            (4.25) 
Это выражение имеет правильные предельные значения в случае силь-

но разбавленных растворов: 1)0( DcD ≅≅ ; 2)1( DcD ≅≅  – процесс взаимной диф-
фузии продуцируется разбавленным элементом. Линейная зависимость ко-
эффициента взаимной диффузии (по уравнению (4.25)), встречается крайне 
редко (хорошее согласие с экспериментом наблюдается для сплавов с г.ц.к. 
решеткой). Теория Даркена верно описывает качественную сторону эффекта 
Киркендалла-Смигельскаса, но существование бинарных систем (например, 

AuCu − ), для которых концентрационная зависимость коэффициента взаим-
ной диффузии описывается кривой линией, указывает на ограниченность 
модели Даркена. 
 Попытки улучшения теории Даркена были предприняты Маннингом 
[23], Бокштейном и Швиндлерманом [211], Назаровым и Гуровым [215], а 
также другими авторами. Маннинг предложил учитывать “вакансионный ве-
тер” при равновесном распределении вакансий (химический потенциал ва-
кансий практически равен нулю 00 ≅µ ). Поток вакансий противоположен по 
направлению результирующему потоку частиц (см. схему на рис. 23). Такой 
подход приводит к тому, что в латуни возникают “лишние” вакансии, кото-
рые должны исчезать, например, в результате переползания дислокаций. Та-
кой процесс приводит к удалению ряда атомных плоскостей, что и заставля-
ет смещаться молибденовые проволочки вглубь латуни. Оценка предложен-
ного Маннингом механизма поглощения вакансий дислокациями приводит к 
достаточно большим скоростям утилизации вакансий. Если реальные скоро-
сти поглощения вакансий дислокациями значительно меньше, то данная мо- 
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дель оказывается неверной. Модель Маннинга не учитывает влияние термо-
динамического фактора, связанного с энергией смешения, на диффузионный 
процесс. Бокштейн и Швиндлерман предложили диффузионную модель с 
учетом осмотического давления. Это давление появляется в результате вы-
равнивания химических потенциалов компонентов и разных подвижностей 
молекул (атомов). При равных подвижностях молекул (атомов) осмотичес-
кое давление обращается в нуль. Воспользовавшись линейной теорией Он-
сагера, авторы получили для коэффициента взаимной диффузии выражение 

      
)1(

)(
21

21

cDcD

DD
cD

−+
= ,             (4.26) 

которое имеет правильные предельные значения для разбавленных систем и 
нелинейно зависит от концентрации. В модели Назарова-Гурова коэффици-
ент взаимной диффузии задается формулой  

                ( ) g
cDcD

DD
cD

−+
=

1
)(

21

21             (4.27) 

и зависит от термодинамического фактора 
       ( ) ( )( )( )cDDccg ∂∂−+= //ln11 21 ,            (4.28) 

концентрации и коэффициентов самодиффузии 1D  и 2D  компонентов. Сле-
довательно, линейная теория Онсагера приводит к нелинейной концентраци-
онной зависимости коэффициента взаимной диффузии. 
 

§ 5. Термодинамика необратимых процессов. Линейная теория Онсагера 
 
 В § 3 главы 2 было показано, что равновесие изолированной системы 
обеспечивается действием на нее обобщенных термодинамических сил, ко-
торые здесь обозначим через iX . Если система смещается из положения рав-
новесия, то действие обобщенных сил iX  вида i  приводит к появлению по-
токов kJ  типа k . Потоки kJ  вызывают перераспределение энергии и частиц, 
которое способствует переходу системы в равновесное состояние. Возник-
новение термодинамических сил и потоков обусловлено выполнением 
принципов наименьшего рассеяния энергии и наименьшего производства 
энтропии. Для характеристики неравновесного состояния системы введем 
потенциалы рассеяния Рэлея (1873)-Онсагера (1931) [22] 

       0
2

1

1,

≥=Ψ ∑
=

α

ji
jiij XXL ,            (4.29) 

       0
2

1

1,

1 ≥=Φ ∑
=

−
α

ji
jiij JJL              (4.30) 

и функцию производства энтропии 
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           ∑
=

=Π
α

1i
ii JX ,             (4.31) 

где ijL  и 1−
ijL  – матрица кинетических коэффициентов и ей обратная матрица, 

соответственно. Функции (4.29)-(4.31) объединяются в единую функцию Он-
сагера-Махлупа 

        )( Φ+Ψ−Π=Ο .             (4.32) 
Принцип наименьшего рассеяния энергии и наименьшего производства эн-
тропии определяется равенством 0=Οδ  или max=Ο . В интегральной форме 
это утверждение было сформулировано Дьярмати [21, 22].  

Положительность функций Ψ  и Φ  приводит к тому, что кинетические 
коэффициенты должны удовлетворять условиям 

 0≥iiL ; 0
4

)( 2

≥
+

− jiij
jjii

LL
LL ; 0det ≥ijL .           (4.33) 

В силу равенства вторых смешанных производных от функции Ψ (аналогич-
но для функции Φ ) выполняются условия взаимности для кинетических ко-
эффициентов  

 jiij LL = ,              (4.34) 
которые отображают обратимость во времени уравнений движения частиц 
(инвариантность второго закона Ньютона относительно операции инверсии 
времени, при которой время t  заменяется на t− ). Соотношения (4.34) были 
обобщены Казимиром на случай действия на систему векторных и тензор-
ных сил (помимо скалярных сил), которые им были разделены на четные и 
нечетные силы относительно инверсии времени: 

         jijiij LL ξξ= ,              (4.35) 

где 
⎩
⎨
⎧

−
=

силынечетные

силычетные

i ,1

,1
ξ . В работе [206] было показано, что  

ijL ∼ ττ dtutu ji∫
∞

−
0

)()( ,             (4.36) 

здесь  угловые  скобки  означают  усреднение по локально равновесному ан-
самблю произведения скоростей  u  частиц различного типа. Следовательно, 
коэффициенты Онсагера учитывают корреляцию в состояниях движения мо-
лекул различных сортов [207]. Оценка корреляций в состояниях движения 
атомарной и вакансионной подсистем показывает [79], что кинетические ко-
эффициенты для этих подсистем одного порядка. Это означает, что присут-
ствие в системе неравновесных вакансий оказывает влияние на перераспре-
деление частиц.  

Пренебрежение корреляциями в состояниях движения атомов (моле-
кул) приводит к диагональному виду матрицы кинетических коэффициентов  

 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

133  

 
  ijiij LL δ= ,              (4.37) 

где 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji

ji
ij ,0

,1
δ – символ Кронекера (изотропная система). Это соотношение 

верно для большинства практически важных случаев [202]. Явный вид ко-
эффициентов iL  находят двумя способами: либо при использовании статис-

тических теорий, либо в рамках физико-математического моделирования яв-
лений и процессов эволюционной кинетики [84, 114, 208-211]. Термодина-
мические силы определяются формулами (см. стр. 93 работы [91]): тепловая 
сила ( )TXT /1∇= ; барическая сила ( )TPX P /∇= ; химическая сила ( )TX ii /µ∇−=  
(под T  понимается энергетическая температура θ ) и внешняя сила αα FX = . 

Если поток iJ  компонента i  определяется формулой 

∑
+

=

=
qm

j
jiji XLJ

1

             (4.38) 

( )(1 qmi +÷= , m  – число компонентов в системе, q  – число термодинамичес-
ких сил, отличающихся от химической силы), то говорят о линейной теории 
Онсагера. Соотношения (4.38) определяют протекание эволюционных про-
цессов в окрестности равновесного состояния системы. Следовательно, воз-
никает проблема границ применимости модели Онсагера. Ответ на этот во-
прос находится в рамках статистической теории [103, 106, 108, 110, 116, 117, 
138]. Например, рассмотрим рамки этой теории для газа, в котором частица 
свободно пробегает расстояние l  за время пробега τ . Если изменения тер-
модинамической функции F  удовлетворяют условиям [99] 

FlrF <<∂∂ /  и FtF <<∂∂ τ/ ,           (4.39) 
то линейная теория кинетических процессов применима. Оценки приведен-
ных неравенств для различных газов показывают, что теория Онсагера име-
ет достаточно широкие пределы применимости. 
 Связь коэффициентов Онсагера с кинетическими коэффициентами раз-
личных транспортных процессов установим при сопоставлении уравнений 
сохранения экстенсивных величин B  [99] 

      BBJdivtB ζ+−=∂∂ /              (4.40) 
при отсутствии источников (стоков) для этой величины  ( 0=Bζ ) с феноме-
нологическими законами. Напомним, что внутренняя энергия U , объем сис-
темы V  и число частиц N  являются обобщенными координатами системы в 
термодинамическом пространстве (см. § 3 главы 2). Отсутствие источников 
(или стоков) для этих величин означает их сохранение. 

Пусть в системе происходит перенос тепла, а остальные необратимые 
процессы не протекают ( constV = , constN = ). В этом случае в качестве экстен-
сивной величины выступает внутренняя энергия, изменение которой  
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        ( ) dTcdTTSTdSTdU VV ρ=∂∂== /            (4.41) 

( ρ – плотность вещества, Vc – теплоемкость системы при постоянном объе-
ме). Поток тепла TJ  связан с “силой” ( )TXT /1∇=  соотношением (4.38), т.е.  

   ( ) TTLXLJ TTTTTT ∇−== 2/ .            (4.42) 
Подстановка (4.41) и (4.42) в уравнение (4.40) приводит к уравнению 

    =∂∂ )/( tTcVρ ( )( )TTLdiv TT ∇2/  или =∂∂ )/( tTcVρ ( )Tdiv ∇χ ,          (4.43) 
где последнее уравнение является уравнением теплопроводности Фурье, а 
коэффициент теплопроводности χ  связан с коэффициентом Онсагера TTL  
равенством 

  2/TLTT=χ .             (4.44) 
Рассмотрим диффузию частиц в разреженном газе при изохорно-изо-

термических условиях ( constV = , constT = ). В данном случае экстенсивной ве-
личиной является число частиц N  в газе. Химический потенциал частиц за-
дается формулой (3.15), где stNNx /=  ( stN  – число частиц при стандартных 
внешних условиях). Поток частиц в модели Онсагера равен 

( ) NNkLXLJ
БNNNNNN ∇−== / .            (4.45) 

Следовательно, уравнение диффузии имеет вид 
  =∂∂ tN / ( )( )NNkLdiv

БNN ∇/  или =∂∂ tN / ( )NDdiv ∇ ,          (4.46) 
здесь второе уравнение (4.46) является уравнением диффузии Фика, а коэф-
фициент самодиффузии D  связан с коэффициентом Онсагера NNL  соотно-
шением 

NkLD
БNN /= .             (4.47) 

В заключение исследуем изотермическое ( constT = ) сжатие (расшире-
ние) замкнутой ( constN = ) системы. В этом процессе изменяется экстенсив-
ная величина, определяющая объем V  системы. Ее изменение вызвано гра-
диентом давления, который связан с градиентом объема соотношением 

    ( ) )/(/ VVVVPP TT β−∇=∇∂∂=∇ ,            (4.48) 
где Tβ  – коэффициент сжатия, определяемый формулой (2.68). Поток объе-
ма по Онсагеру определяется формулой 

   V
VT

L
P

T

L
XLJ

T

VVVV
VVVV ∇−=∇==

β
.            (4.49) 

Таким образом, уравнение изотермического сжатия (расширения) замкнутой 
системы описывается уравнением 

 =∂∂ tV / ( )( )( )VVTLdiv TVV ∇β/  или =∂∂ tV / ( )Vdiv ∇Ξ .          (4.50) 
Коэффициент Ξ , который назовем баропроводностью среды, связан с коэф-
фициентом Онсагера формулой 

       ( )VTL TVV β/=Ξ .             (4.51) 

Если  считать  коэффициент VVL  постоянной величиной, то баропроводность  
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системы падает при увеличении ее изотермического коэффициента сжатия, 
температуры или объема системы. 
 Формализм модели Онсагера позволяет исследовать кинетические про-
цессы в чистых веществах и многокомпонентных системах, а также описать 
возникающие в транспортной зоне перекрестные эффекты [23, 68-81, 91, 99, 
190, 203-205, 211-221]. 

 
§ 6. Перекрестные эффекты транспортных процессов 

 
 Рассмотрим некоторые перекрестные эффекты, возникающие в транс-
портной зоне: 
 а) эффект Соре. Этот эффект связан с появлением диффузионного по-
тока при наличии градиента температуры ( constP = ). Введем новые обозначе-
ния для термодинамических сил с целью упрощения формы записи:  

   ( )TX /1 µ∇−=  и  ( )TX /12 ∇= .            (4.52) 
Тогда диффузионный поток по теории Онсагера равен 

( ) TTLTLXLXLJ ∇−+∇−=+= ∗ 2
11112121111 /)()/( εµµ ,           (4.53) 

где параметр 1
1112
−∗ = LLε  называется энергией переноса. Градиент химическо-

го потенциала представим в виде ( ) ( ) TTcc cT ∇∂∂+∇∂∂=∇ // µµµ  и учтем, что ки-
нетический коэффициент cDkL

Б

1
11

−=  ( stNNc /= ). Уравнение (4.53) примет вид 
( ) ( ) ( )( ) TTTTcDcccDJ cT ∇∂∂+−−∇∂∂−= ∗ ///1 µµεβµβ .          (4.54) 

Химический потенциал частиц по Льюису определяется формулой 
γθθµµ lnln),( ++= cTPst ,            (4.55) 

где ),( TPstµ  – значение химического потенциала в состоянии, выбранного в 
качестве стандартного; γ  – коэффициент активности, связанный с взаимо-
действием частиц и определяющий отклонение свойств реального вещества 
от свойств совершенной системы, для которой величина 1=γ . Отметим, что 
формула (4.45) была получена для идеальной системы. Это означает, что 
Фик при выводе уравнения диффузии пренебрегал зависимостью коэффици-
ента диффузии от взаимодействия и концентрации частиц, считая его посто-
янной величиной.  Поэтому для сохранения связи (4.45) коэффициента само-
диффузии с коэффициентом Онсагера представим коэффициент диффузии 
частиц в реальном веществе в виде 

 )1(
~

gDD += ,             (4.56) 
где g  – термодинамический фактор,  учитывающий отличие реального рас-
твора от идеальной системы, для которой 0=g . Такой подход снимает проб-
лему отрицательных коэффициентов самодиффузии. Если воспользоваться 
формулой (4.56), то коэффициент диффузии в реальном веществе равен 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cсckLccTLD

Бcccc ∂∂+=∂∂+= /ln1//ln//
~ γγθθ .          (4.57) 

Сравнивая формулу (4.57) с (4.56), находим 
ckLD

Бcc /= ; ( )ccg ∂∂= /lnγ .            (4.58) 
Отметим, что наличие термодинамического фактора и его изменение с тем-
пературой могут привести к отклонениям от закона Аррениуса (см. § 3 этой 
главы). Кроме того, аналогичные выражения можно записать и для других 
коэффициентов транспортных процессов. 

Поведение сильно разреженного раствора близко к поведению идеаль-
ной системы. Для сильно разреженного вещества химический потенциал мо-
лекул (атомов) приводит к выполнению равенства ( ) 1/ =∂∂ Tcc µβ , а  

    ( ) ( )
1

//
<<

∂∂−=∂∂−
cststc TTTT µµµµ .                     (4.59) 

С учетом приведенных соотношений перепишем формулу (4.54) в виде 
  ( ) ( )( ) TcDTTTTcDcDJ ccstst ∇−∇−=∇∂∂+−−∇−=

<<
∗ χµµεβ

11 // ,       (4.60) 

где cχ  – диффузионная теплопроводность среды. В общем случае эта вели-
чина равна 

      ( ) ( )( )cc TTTcD ∂∂+−= ∗ // µµεβχ .            (4.61) 
Выражение 
       ( )( ) ( )( )TcS cTTTK ∂∂∂∂+−= ∗ /// µµµε             (4.62) 
называется коэффициентом Соре. Легко видеть, что диффузионная тепло-
проводность cχ  связана с коэффициентом Соре соотношением 
               ( )( )TcS ccDK ∂∂= // µβχ .             (4.63) 
Эффект Соре отсутствует в системах, в которых выполняется равенство 

TKc S∇−=∇ .             (4.64) 
Формула (4.64) показывает, что система компенсирует возникший градиент 
концентрации путем создания градиента температуры. 

б) эффект Дюфура. Противоположный к эффекту Соре процесс (воз-
никновение градиента температуры при наличии концентрационного гради-
ента) называется эффектом Дюфура ( constP = ). Запишем поток тепла 

( ) ( ) TTLTLXLXLJ ∇−+∇−=+= ∗∗ )/()(/ 2
22212221212 φφµµ ,         (4.65) 

где параметр 1
2122
−∗ = LLφ  назовем энергией теплопереноса. Выполняя выше-

приведенные преобразования для градиента химического потенциала, пере-
пишем уравнение (4.65) в виде 

          
( )( )

T
T

TTL
cc

T

L
J c

T ∇
∂∂+−

−∇∂∂−= ∗

∗

φ
µµφ

µ
2

2221
2

/
)/( .          (4.66) 

Для идеальной системы ( ) cc T // θµ =∂∂ , а величина ( )( ) ∗∗ ∂∂+− φµµφ // cTT  должна 
равняться единице в силу выполнения закона Фурье. Отсюда следует, что 

( )( ) 0/
1
=∂∂−

<<ccTT µµ .  Это  означает, что для этих растворов диффузионная те- 
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плопроводность cχ  и коэффициент Соре определяются формулами  

             TcD cc /11
∗
<<<< = εβχ              (4.67) 

и (4.63), соответственно. С учетом приведенных рассуждений перепишем 
равенство (4.66) для сильно разбавленных растворов в виде 

    TcDJ T ∇−∇−= χ2 ,             (4.68) 
где коэффициент термодиффузии сkLcD

БT /)1( 12=<< . В общем случае данный 
коэффициент определяется формулой 

  ( )( ) ∗∂∂= φµχ // TT cTD .              (4.69) 
Коэффициент термодиффузионного процесса 

( )( )cD TTK ∂∂+−= ∗ // µµφ              (4.70) 
назовем коэффициентом Дюфура. Эффект Дюфура не наблюдается в том 
случае, когда возникающий градиент температуры гасится градиентом кон-
центрации 

cKT D∇−=∇ .             (4.71) 
Пусть совместное протекание диффузии и теплопроводности приводит 

к подавлению эффектов Соре и Дюфура. Тогда система переходит в стацио-
нарное состояние (при отсутствии необратимых процессов), при этом коэф-
фициенты Соре и Дюфура связаны простым соотношением 

   1=DS KK .              (4.72) 
 Проведенное исследование показывает, что коэффициенты Онсагера 
равны 

  
Б

kcDL /11 = ; ∗= ε1112 LL ; 2
22 TL χ= ; ∗= φ/2221 LL .           (4.73) 

Из условий взаимности (4.34) следует, что 
     )/(2 cDTk

Б
χφε =∗∗ .             (4.74) 

Из условий (4.33), определяющих положительность квадратичных форм (4. 
29) и (4.30), установим следующие неравенства 

    ( ) ( )2
2

2 ∗∗ ≤≤ φχε
cD

Tk
Б              (4.75) 

или с учетом равенства (4.74)  
  ( ) ( ) 1//0

2
≤≤≤ ∗∗∗∗ φεφε .            (4.76) 

В заключение отметим, что невыполнение соотношения (4.72) приво-
дит к тому, что подавляется либо один из эффектов, либо диффузия и теп-
лопроводность протекают совместно.  

в) эффект вырождения объемной диффузии в диффузию по поверхно-
сти. При совместном протекании диффузии и теплопроводности их потоки 
равны: 

      TcDJ c∇−∇−= χ~
1 ,             (4.77) 

      TcDJ T ∇−∇−= χ~2 .             (4.78) 
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Выразим градиент концентрации из (4.77) через диффузионный поток и гра-
диент температуры и подставим полученное выражение в (4.78), в результа-
те получим 

          TBJAJ ∇+= 12 ,             (4.79) 
где DDA T

~
/= , ( ) DDDB cT

~
/

~ χχ −= . Для стационарного процесса ( 0/ =∂∂ tB ) выпол-
няются равенства (см. уравнение (4.40), напомним, что источники и стоки 
экстенсивной величины отсутствуют) 

      01 =divJ  и 02 =divJ .             (4.80) 
Если тепловой эффект процесса равен нулю ( ( ) 0=∇TBdiv ), то выполняется 
равенство (здесь учтено, что ( ) AJdivJAAJAJdiv ∇=+∇= 1111 ) 

     01 =∇AJ .              (4.81) 
Формула (4.81) показывает, что векторы 1J  и A∇  перпендикулярны друг дру-
гу. Следовательно, диффузионный поток находится в плоскости, нормаль-
ным вектором к которой является вектор A∇ . Это означает, что объемная 
диффузия вырождается в диффузию по поверхности при стационарном про-
текании термодиффузионного процесса и отсутствии теплового эффекта.  

 
§ 7. Методы решения простейшего уравнения диффузии 

 
 Если коэффициент диффузии постоянен, то уравнение Фика для одно-
мерного случая принимает вид 

      ( )22 // xcDtc ∂∂=∂∂ .             (4.82) 
Для неограниченного тела уравнение (4.82) дополняется только начальным 
условием 

 )()0,( xfxc = ,             (4.83) 
где )(xf – известная функция. Для тела конечных размеров условие (4.83) до-
полняется граничными соотношениями. 

Покажем методы решения уравнения (4.82) при условии (4.83) [78, 235]: 
а) метод разделения переменных. Представим искомую функцию ),( txc  

в виде произведения двух функций, каждая из которых зависит от одного из 
аргументов: )()(),( tTxXtxc = . Подставим это выражение в уравнение (4.82) и 
разделим получившееся уравнение на функцию ),( txc , в результате получим 

    2
2

211 λ−==
xd

Xd

Xtd

dT

TD
,             (4.84) 

здесь λ  – некоторое число. Отметим, что в правой части (4.84) стоит функ-
ция, зависящая только от времени, а слева – только от пространственной ко-
ординаты. Это равенство может выполняться только тогда, когда обе части 
равенства равны числу 2λ−  (знак “–” выбран для удобства дальнейших рас-
суждений). Исходное  уравнение в частных производных распадается на два  
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обыкновенных дифференциальных уравнения (будем в дальнейшем обозна-
чать производные штрихом). Решим их в порядке следования: 

  02 =+′ TDT λ .             (4.85) 
Подставляя в это уравнение tetT κ=)( , получим алгебраическое уравнение от-
носительно константы κ : 

  02 =+ Dλκ ,             (4.86) 
решение которого очевидно. Следовательно, tDetT

2

)( λ−= . Аналогичное реше-
ние второго уравнения приводит к функции 

    )sin()()cos()()( xBxAxX λλλλ += ,            (4.87) 
где )(λA  и )(λB  – произвольные константы. Так как для неограниченного те-
ла параметр λ  произволен, то окончательное решение можно представить в 
виде интеграла по λ : 

     [ ]∫
∞

∞−

− += λλλλλλ dxBxAetxc tD )sin()()cos()(),(
2

.           (4.88) 

Для нахождения констант )(λA  и )(λB  воспользуемся начальным условием 
(4.83) и интегральным представлением функции )(xf  по Фурье. В результате 
найдем, что 

       ∫
∞

∞−

= ξξλξ
π

λ dfA )cos()(
2

1
)(  и ∫

∞

∞−

= ξξλξ
π

λ dfB )sin()(
2

1
)( .          (4.89) 

Подставив (4.89) в (4.88) и выполнив интегрирование по λ , получим окон-
чательный ответ 

 ∫
∞

∞−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−= ξξξ
π

d
tD

x
f

tD
txc

4

)(
exp)(

2

1
),(

2

.           (4.90) 

 б) метод автомодельной переменной. Этот метод реализует закон со-
ответственных состояний для диффузионного процесса. Перейдем в уравне-
нии (4.82) к безразмерным переменным ∗= tt τ  и ∗= xDx τ2 , где τ  – харак-
терное время диффузионной задачи. После введения переменной Больцмана 

∗∗= tx /ζ  безразмерное уравнение (4.82) принимает вид 
  02 =′+′′ cc ζ .            (4.91) 

где ζddcc /=′  и 22 / ζdcdc =′′ . Обыкновенное дифференциальное уравнение (4. 
91) допускает понижение порядка, которое с помощью замены cz ′=  сводит-
ся к дифференциальному уравнению первого порядка с разделяющимися пе-
ременными 

  02 =+′ zz ζ .             (4.92) 
Решение уравнения (4.92) имеет вид 

   
2ζ−=′= Aecz ,             (4.93) 

где A  – постоянная интегрирования.  
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Первообразная решения уравнения (4.93) не представима в элементар-

ных функциях 
        BdeAc += ∫

− ζζ ζ 2

)(              (4.94) 

здесь B  – константа. При малых значениях величины ζ  ( 1<<ζ ) подынтег-
ральную экспоненту разложим в ряд Маклорена и представим решение (4. 
94) в виде бесконечного знакочередующегося ряда по ζ  

  B
kk

Ac
k

kk

+
+

−= ∑
∞

=

+

1

12

)12(!

)1(
)(

ζζ ,            (4.95) 

где kkkk ⋅−⋅−⋅⋅⋅⋅= )1()2(...321! . Знакочередующийся ряд в равенстве (4.95) схо-
дится по признаку Лейбница. 
 Отметим, что поиск решения на ограниченной группе функций, допус-
кающих представление в виде произведения двух функций или зависимость 
от автомодельной переменной, является отысканием частных решений урав-
нения (4.82). Компьютерное моделирование поведения диффузионного пе-
ремещения взаимодействующих частиц показывает более сложную эволю-
ционную картину при независимом изменении пространственно-временных 
координат.  
 Анализ основных представлений линейной теории Онсагера о кинети-
ческих процессах указывает на ее приемлемость для адекватного описания 
эволюционной перестройки реальной системы. 
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Глава 5. НЕПРЕРЫВНО-РЕШЕТОЧНАЯ МОДЕЛЬ m-КОМПОНЕНТНЫХ  

       СИСТЕМ 
 

Ячеечные модели являются наиболее перспективными теоретическими 
построениями для описания термодинамических и кинетических свойств ре-
альных систем, однако в них существует ряд принципиальных положений, 
требующих коррекции:  

– адекватность механического и вероятностного описаний; 
– целочисленность частиц в системе (не подтверждено опытом); 
– задание геометрически правильной решетки, в узлах которой жестко 

закреплены частицы, что исключает возможность их перемещения; 
– явно не учитываются объемы частиц и вакансий; 
– используется только парный потенциал взаимодействия выделенного 

атома с ближайшими соседями (игнорируются многочастичные взаимодейс-
твия); 

– не учитывается нелокальность потенциалов взаимодействия для слу-
чая неоднородных термодинамических систем; 

– энтропия системы задается конфигурационным вкладом (тот же тип 
приближения, который был использован в модели Горского-Брэгга-Вильям-
са, или теории “среднего поля”). 

Первая гипотеза не вызывает сомнения, так как она подтверждена все-
ми достижениями статистической механики. Остальные положения требуют 
переосмысливания для согласования теории с экспериментальными данны-
ми. Целью глав 5-8 является построение единой феноменологической модели 
тепловых явлений, а также процессов перестройки в многокомпонентных 
системах. Эта модель должна отображать известные результаты, учитывать 
лучшие качества существующих моделей непрерывной и решеточной групп 
и адекватно описывать поведение m -компонентных систем. В работах [236-
262] была разработана феноменологическая модель тепловых свойств и эво-
люционной перестройки многокомпонентных растворов, которые находятся 
в различных агрегатных состояниях. Адекватность модели реальным систе-
мам, ее прогностические возможности и дальнейшие пути развития модели 
продемонстрированы в работах [239-250, 253, 260, 262]. Использование про-
гностических расчетов и эмпирического моделирования тепловых свойств и 
кинетических процессов в реальных многокомпонентных системах привело 
к созданию новых технологических приемов получения чистых металлов и 
сплавов, что зафиксировано в 9 авторских свидетельствах СССР [263-271].  
 Рассмотрим предположения континуально-дискретной модели, связан-
ные с введением вакансий, самосогласованностью модели, вероятностью об-
наружения  частицы в выбранной ячейке и необходимостью учета многочас- 
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тичных взаимодействий.  
 

§ 1. Термодинамическое обоснование необходимости учета вакансий 
 

Дискретный подход к наличию в веществе “свободного” объема, неза-
нятого частицами, требует его представления в виде совокупности неточеч-
ных квазичастиц, наделенных термодинамическими параметрами и называе-
мых вакансиями. Наличие у вакансий парциального объема не означает, что 
они обладают “твердым ядром”, взаимодействуют между собой или с части-
цами, вследствие чего препятствуют перемещению атомов по объему систе-
мы. С континуальной точки зрения множество вакансий образует идеальную 
“вакансионную жидкость”, которая лишена вязких свойств и поэтому не со-
противляется перераспределению частиц по объему системы. С другой сто-
роны, появление “свободного объема” определяется взаимодействием моле-
кул (атомов), следовательно, парциальные характеристики вакансий связаны 
с термодинамическими функциями состояния системы и микроскопически-
ми параметрами взаимодействующих, неточечных частиц.  

Введение вакансий осуществляется либо формально (дополнительный 
компонент), либо посредством исследования поведения системы при беско-
нечно малом смещении из положения равновесия. При этом устанавливают-
ся связь между парциальными параметрами вакансий и термодинамически-
ми функциями подсистемы взаимодействующих частиц. В связи с этим рас-
смотрим переход от решеточного состояния системы к континуальному рас-
пределению частиц, вызванному их тепловым перемещением. 
 Пусть дана гомогенная, однородная m -компонентная система объемом 
V , содержащая iN  взаимодействующих, неточечных частиц сорта i  (объем 
одной частицы iω ). Считая вакансии самостоятельным компонентом (число 

вакансий 0N , объем одной вакансии 0ω ), запишем внутреннюю энергию сис-
темы в виде 

                                               ∑
=

+−=
m

i
ii NVPTSU

0

µ ,                                           (5.1) 

где S – энтропия, T – температура по шкале Кельвина, P  – давление, iµ  – хи-

мический потенциал компонента i .  
         Из равенства (5.1) следует: устойчивость системы определяется урав-
нением Дюгема-Гиббса (с учетом вида дифференциала внутренней энергии)  

                                            0
0

=++− ∑
=

i

m

i
i dNdTSdPV µ .                                        (5.2) 

Выбирая в качестве независимых переменных давление P , температуру T  и  
число частиц jN  вида j , запишем дифференциалы химических потенциалов  
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idµ  частиц сорта i : 

                        ( ) ( ) ( ) j

m

j
TPjiNPiNTii NdNTdTPdPd

jj
∑
=

∂∂+∂∂+∂∂=
0

,,,
/// µµµµ ,            (5.3) 

С учетом  того  факта, что парциальный объем ( ) iNTi
j

P ωµ =∂∂
,

/  и парциальная 

энтропия ( ) iNPi sT
j

−=∂∂
,

/µ  компонента i , соответственно, подставим (5.3) в 

уравнение (5.2), получим  

                       ( ) 0/
0,

,
00
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⎛
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⎛
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ji
jiTPji

m

i
ii

m

i
ii dNNNdTNsSdPVN µω .         (5.4)  

В силу независимости переменных выполняются равенства: 

            VN
m

i
ii =∑

=0

ω     и    SNs
m

i
ii =∑

=0

,        (5.5) 

следовательно, уравнение (5.4) принимает вид 

                                                   ( ) 0/
0,

,
=∂∂∑

=

m

ji
jiTPji dNNNµ .                                  (5.6)  

Следовательно, изменение числа частиц сорта j  в системе компенсируется 
изменением числа вакансий. При постоянстве числа частиц изменение объе-
ма системы, согласно первому равенству (5.5), возможно только при измене-
нии числа вакансий. Из первого соотношения (5.5) находим, что число пус-
тых ячеек и общее число ячеек, на которые разбивается весь объем системы 
в равновесной системе, определяются формулами  

                           
0

1
0 ω

ω∑
=

−
=

m

i
ii NV

N ,         
( )

0

1
0

1
0 ω

ωω∑
∑ =

=
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m

i
iim

i
i

NV

NNN .  

Второе равенство (5.5) указывает на то, что энтропия вакансий дает вклад в 
энтропию системы. Однако энтропия и “свободный объем” должны опреде-
ляться взаимодействием частиц. Такой способ введения вакансий является 
формальным, декларативным и требует своего термодинамического обосно-
вания.  

Если выбрать в качестве аргументов объем V , температуру T  и число 
частиц iN  сорта i , то термодинамической функцией, определяющей состоя-
ние m -компонентной системы, будет свободная энергия [9] 
                                                       TSUF −= ,                                                   (5.7) 
значение которой определяется взаимодействием и парциальными парамет-
рами частиц, входящими в состав системы. Наличие области отталкивания в 
потенциале взаимодействия частиц приводит к появлению “свободного объ-
ема”. Этот объем можно представить в виде совокупности идеальных вакан-
сий, не  взаимодействующих  ни между собой, ни с частицами. С целью пос- 
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ледовательного учета влияния частиц и вакансий на вид свободной энергии 
(5.7) рассмотрим два случая бесконечно малого смещения системы из поло-
жения термодинамического равновесия: 1) величина свободной энергии из-
меняется только за счет прироста (убыли) внутренней энергии (выполняется 
равенство 0)( =TSd ); 2) при смещении системы из положения термодинами-
ческого равновесия внутренняя энергия остается постоянной величиной (вы-
полняется равенство 0=Ud ).  

Для первого случая смещения из положения термодинамического рав-
новесия ( constP = , constT =  и consti =µ ) с учетом равенства (5.2) и выражения 

для дифференциала энтропии dS   

                          ( ) ( ) ( ) j

m

j
TPjNPNT NdNSTdTSPdPSSd
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,,, /// ,              (5.8) 

получим равенство 
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⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∂∂+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂∂+− ∑∑

==

dTNsTSTdPPSTNV
m

i
iiNPNT

m

i
ii ii

1
,,

1

//ω                    

                             ( ) ( ) 0//
1 1

,,
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∂∂−∂∂+∑ ∑

= =
j

m

j

m

i
TPjiiTPj dNNNNST µ .                          (5.9) 

Из (5.9) видно, что оно может выполняться при реализации равенств: 

                                           ( ) VPSTN
iNT

m

i
ii =∂∂−∑

=
,

1

/ω ,                                        (5.10) 

                                           ( )
iNP

m

i
ii TSTNs ,

1

/∂∂−=∑
=

,                                            (5.11) 

                                           ( ) ( )
TPj

m

i
TPjii NSTNN

,
1

,
// ∂∂=∂∂∑

=

µ .                              (5.12) 

Из равенства (5.10) видно, что только часть объема системы занята атомами 
(молекулами). Наличие при температуре T  “свободного объема” обусловле-
но энтропией взаимодействующих частиц.  

Введя обозначение для “свободного объема” ( ) 00,/ NPST
iNT ω=∂∂−  и раз-

делив (5.10) на объем системы V , перепишем это равенство в виде условия 
плотной упаковки 

                                                     1
1

00 =+∑
=

m

i
ii nn ωω ,                                         (5.13) 

здесь VNn /00 =  и VNn ii /=  – плотности вакансий и частиц типа i , соответст-
венно. Если обозначить ( )

iNPTSTNs ,00 /∂∂= , то (5.11) запишется в виде  

                                                         00 NsS −= ,                                                (5.14) 
отсюда следует, что энтропия вакансий обусловлена энтропией взаимодейс-
твующих частиц. Возрастание энтропии частиц компенсируется уменьшени- 
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ем энтропии вакансий.  

Соотношение (5.12) показывает, что при постоянных значениях давле-
ния и температуры изменение химического потенциала вакансий (после вве-
дения обозначения ( ) ( )

TPjTPj NSTNN
,,00 // ∂∂=∂∂µ ) в зависимости от числа моле-

кул (атомов) связано с изменениями химических потенциалов частиц. Сле-
довательно, система подстраивается к изменяющимся внешним условиям за 
счет изменения энтропии взаимодействующих, неточечных частиц (статиче-
ское равновесие). 
 Для второго случая смещения системы из положения равновесия внут-
ренняя энергия системы постоянна, т.е. выполняется равенство 

                                             0
1

=+−= ∑
=

m

i
ii NdVdPSdTdU µ .                            (5.15) 

Используя (5.8) и выражение для дифференциала объема 

                            ( ) ( ) ( ) j

m

j
TPjNPNT dNNVdTTVdPPVVd

jj ∑
=

∂∂+∂∂+∂∂=
1

,,, /// ,            (5.16) 

перепишем (5.15) в виде 
                      ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) +∂∂−∂∂+∂∂−∂∂ dTTVPTSTdPPVPPST

iiii NPNPNTNT ,,,, ////  

                   ( ) ( )( ) 0//
1

,, =+∂∂−∂∂+∑
=

i

m

i
iTPiTPi dNNVPNST µ   .                     (5.17) 

Из равенства (5.17) находим следующие соотношения 
                                              ( ) ( )

ii NTNT PVPPST ,, // ∂∂=∂∂ ,                                  (5.18) 

                                               ( ) ( )
ii NPNP TVPTST ,, // ∂∂=∂∂ ,                                 (5.19) 

                                                     PTs iii ωµ +−= ,                                           (5.20) 

где введены обозначения ( ) TPii NSs ,/∂∂=  и ( ) TPii NV ,/∂∂=ω . Равенство (5.18) пе-

репишем в виде 
                                                 PVPST TNT i

β=∂∂− ,)/( ,                                      (5.21) 

здесь ( )TT PVV ∂∂−= − /1β  – коэффициент изотермической сжимаемости. С уче-
том определения ( ) 00,/ NPST

iNT ω=∂∂−  перепишем формулу (5.21) в виде 

                                                        TVPN βω =00 .                                           (5.22) 

Выражая “свободный объем” 00 Nω  из (5.13) и подставив его в (5.22), после 
простых преобразований получим 

                                                    ( )PVN T

m

i
ii βω −=∑

=

1
1

.                                     (5.23) 

Для чистого вещества при заданных значениях давления, объема системы и 
числа частиц (5.23) позволяет определить объем частицы 
                                                     ( ) 11 /1 NPV Tβω −= .                                        (5.24) 
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Изменение объема в случае открытой системы возможно как за счет измене-
ния числа частиц, так и числа вакансий. Для закрытой системы числа частиц 
всех сортов сохраняются и изменение объема (с учетом экстенсивности этой 
величины) системы возможно только за счет изменения числа пустых ячеек. 
В силу экстенсивности объема выполняются равенства ( constP = , constT = ) 

                                    ∑
=

=
m

i
ii NdVd

0

ω   и  ∑
=

−=
m

i
ii dNdN

1
00 ωω .                         (5.25) 

Первая формула (5.25) показывает, что в системах с сохраняющимся числом 
частиц всех сортов изменение объема системы возможно только за счет из-
менения числа вакансий. Вторая формула (5.25) показывает, что изменение 
объема пустой ячейки (объема вакансии) компенсируется изменением объе-
мов всех частиц, образующих систему.  

Сравнение дифференциала от (5.10) (с учетом введенных обозначений) 
с выражением (5.16) приводит к формуле 
                                           ( )PdTdVNdVd TP βαω −== 00 ,                             (5.26) 

где коэффициент расширения ( )PP TVV ∂∂= − /1α . Из (5.26) находим, что 

                                 ( ) 1
00 / −=∂∂ ωα VTN PP  и  ( ) 1

00 / −−=∂∂ ωβ VPN TT .                      (5.27) 
Следовательно, коэффициенты расширения и изотермической сжимаемости 
определяют изменение числа вакансий в системе. Это означает, что для вто-
рого случая смещения системы из положения термодинамического равнове-
сия вакансии учитываются опосредованно. Постоянство внешнего давления 
и коэффициента расширения приводит по формуле (5.26) к соотношению 
                                                     ( )TVV pTT αexp

0== .                                       (5.28) 

При выполнении неравенства 1<<TPα  выражение (5.28) переходит в извест-

ную формулу ( )TVV pTT α+= = 1
0

. При постоянных значениях температуры и 

коэффициента изотермического сжатия из (5.26) получим, что 
                                                      ( )PVV TPP β−= = exp

0
.                                      (5.29) 

Выполнение неравенства 1<<PTβ  приводит формулу (5.29) к классическому 
выражению ( )PVV TPP β−= = 1

0
. 

С учетом первого равенства (5.5), определений коэффициентов расши-
рения Pα  и изотермической сжимаемости Tβ  и равенств (5.27) найдем, что 

                                  ( ) 0/
1

=∂∂∑
=

m

i
Pii TNω   и   ( ) 0/

1

=∂∂∑
=

m

i
Tii PNω .                         (5.30) 

Если числа частиц в системе не зависят от температуры и давления, то ра-
венства (5.30) обращаются в тождества. 
 Для энтропии, которая также является экстенсивной величиной, имеем 
выполнение следующих равенств: 
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                                    ∑
=

=
m

i
ii NdsSd

0

  и  ∑
=

−=
m

i
ii sdNsdN

1
00 .                         (5.31) 

Используя  обозначение  коэффициента  расширения  Pα ,  приведем (5.19) к 

виду 

                                                  ( ) PNP i
TS

VP

T α=∂∂ ,/ .                                          (5.32) 

Учитывая определение ( )
iNPTSTNs ,00 /∂∂= , преобразуем (5.32) к виду 

                                                     PVPNs α=00 .                                               (5.33) 
Из формул (5.32) и (5.33) установим связь между парциальными значениями 
энтропии и объема вакансии 

                                                        00 s
P

T

α
β

ω = .                                                 (5.34) 

Соотношения (5.21) и (5.32) показывают, что энтропия взаимодействующих 
неточечных частиц определяет коэффициенты сжимаемости и расширения. 
Таким образом, в данном случае система подстраивается под изменяющиеся 
внешние условия путем сжатия и расширения (динамическое равновесие).  
 Из определения энтропии вакансий с учетом (5.30) и (5.34) находим  

                                              VP
T

P
cT

VT
Ns αγ

β
α

==
2

00 ,                                     (5.35) 

где γ –постоянная Грюнайзена, Vc –удельная теплоемкость системы при пос-
тоянном объеме системы (см. стр. 265 работы [104]). Следовательно, энтро-
пия вакансий определяет разность между удельными теплоемкостями веще-
ства при постоянных значениях давления и объема системы 
                                                    00 Nsccc VP =−=∆ .                                        (5.36) 
Без учета (5.34) определения энтропии вакансий и “свободного” объема при-
водят к одному и тому же соотношению 
                                                         PT TP βα = ,                                               (5.37) 

где давление .кин
PP = . Равенство (5.37) определяет обращение в нуль химиче-

ского потенциала вакансий, т.е. внутренняя энергия системы определяется 
характеристиками частиц (см. формулу (5.43) пункта § 2).  

В заключение отметим, что полученные формулы показывают самосо-
гласованность предлагаемой модели при сшивании двух предельных случа-
ев смещения системы из положения термодинамического равновесия и ука-
зывают на совместимость положений непрерывных и решеточных моделей. 
Исследование предельных случаев бесконечно малого смещения системы из 
положения термодинамического равновесия показывает, что при феномено-
логическом моделировании реальных систем надо учитывать два указанных 
аспекта  поведения  системы;  математическое описание тепловых свойств и  
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транспортной эволюции m -компонентной системы должно отображать воз-
можность его реализации как с позиций решеточных моделей, так и с пози-
ций бесструктурных непрерывных моделей. 

 
§ 2. Парциальные характеристики компонентов 

 
 Пусть частицы сорта i  имеют парциальную энергию iε , тогда внутрен-

няя энергия U  системы имеет вид [97] 

                                                         ∑
=

=
m

i
ii NU

1

ε .                                             (5.38) 

Из сравнения выражения (5.38) с формулой (5.1) для внутренней энергии с 
учетом экстенсивности энтропии и объема найдем, что 
                                                PTs iiii ωµε −+= .                                            (5.39) 

Для системы невзаимодействующих частиц парциальная энергия 0=iε , сле-

довательно, (5.39) переходит в формулу (5.20). Таким образом, эта формула  
имеет место только в том случае, когда пренебрегают взаимодействием час-
тиц. Самосогласованность термодинамики, например, для чистого вещества 
приводит к выполнению равенства (с учетом определений уравнения состо-
яния вещества и химических потенциалов частиц) 
                                             ( ) ( ) 0//

,11,11
1

=∂∂+∂∂ VVNN
TNTV

εε ,                           (5.40) 

которое, автоматически выполняется при зависимости парциальной энергии 
частиц от их плотности.  

Для идеальных вакансий ( 00 =ε ) уравнение (5.39) имеет вид 

                                                      PTs 000 ωµ −= .                                            (5.41) 
С учетом формулы (5.34) найдем, что 

                                                    00 ω
β

βα
µ

T

TP PT −
= .                                        (5.42) 

Использование равенства (5.37) показывает, что в положении термодинами-
ческого равновесия химический потенциал вакансий равен нулю, т.е.  
                                                         PTs 00 ω= .                                               (5.43) 

Изменение внутренней энергии в силу ее экстенсивности  

                                                       ∑
=

=
m

i
ii dNdU

1

ε ,                                            (5.44) 

при этом выполняется уравнение Дюгема-Гиббса 

                                                        0
1

=∑
=

m

i
ii dN ε ,                                             (5.45) 

здесь дифференциал парциальной энергии частиц сорта i  имеет вид 
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                                                     iii dPsdTd ωε −= .                                      (5.46) 

При выполнении соотношения 
                                                          ii sdPTd )/(=ω                                         (5.47) 
изменение парциальной энергии частиц сорта i  равно нулю. Таким образом, 
при изменении объемов частиц только за счет изменения парциальной энт-
ропии взаимодействующих частиц их парциальная энергия остается посто-
янной величиной.  

Дифференциалы химических потенциалов частиц и вакансий равны 
                                                    PdTdsd iii ωµ +−=                                      (5.48) 

и обращают (5.2) в тождество. Из равенства (5.48) следует, что химический 
потенциал частиц сорта i  зависит от давления, температуры и числа частиц 
всех сортов, при этом выполняются равенства 
                                                          ( ) iPi sT −=∂∂ /µ ,                                        (5.49) 

                                                          ( ) iTi P ωµ =∂∂ / ,                                          (5.50) 

Используя выражение для химических потенциалов частиц [2] 
                                                    iici aTRTP ln),( += µµ ,                                  (5.51) 

(здесь ),( TPicµ  – стандартное значение химического потенциала компонента 

i , ia – активность частиц вида i ) с учетом ( ) icTic P ωµ =∂∂ /  и ( ) icPic sT −=∂∂ /µ , по-

лучим для избыточных величин парциальных объемов и энтропий компо-
нента сорта i  формулы 
                                                    ( )

Pii TaTRs ∂∂−=∆ /)ln( ,                                  (5.52) 

                                                    ( )
Tii PaTR ∂∂=∆ /lnω ,                                     (5.53) 

Формулы (5.52) и (5.53) показывают изменение парциальных значений энт-
ропии и объема частицы сорта i  при смешивании компонентов.  
 Проведенное в § 1 и § 2 исследование показывает, что гипотеза о появ-
ление вакансий как результата взаимодействия частиц подтверждается полу-
чением известных соотношений. “Свободный” объем и дополнительная энт-
ропия являются эффектами, возникающими при смешении неточечных час-
тиц, взаимодействие которых препятствует плотной упаковке частиц в объе-
ме системы.  
 

§ 3. Вероятность обнаружения частицы в выделенной ячейке. Влияние  
ассоциатов (“полимеров”) на вид свободной энергии чистого вещества 

  
Статическое равновесие наблюдается в кристаллических телах, в кото-

рых частицы располагаются в узлах некоторой решетки (рис. 24). При таком 
виде равновесия частицы колеблются относительно равновесных положений  
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                                           Газ                                            Твердое тело 
  
      частица                                                                                                                  
 
     
 
 
   вакансия 
 
 
 

 
Рис. 24. Двумерное представление агрегатных состояний вещества в “решеточ- 
ной” модели 
 
(узлов кристаллической решетки), каждое из которых находится внутри яче-
ек Вигнера-Зейтца, ограниченных полиэдрами Вороного [5]. Частота коле-
баний зависит от внешних макроскопических параметров системы. Напри-
мер, повышение температуры системы приводит к возрастанию амплитуды 
и частоты колебаний, что может привести к уходу частицы из ячейки и ее 
миграции по объему системы без (рис. 25а) или с (рис. 25б) образованием 
ассоциатов. 

 
                 
 
 
                                                                                            
 

      мономеры               а)                                                 б)                   ассоциаты 
                                
          Рис. 25. Перемещение частиц по решетке без (а) и с (б) образованием  
          ассоциатов 
 

Данный процесс возможен в том случае, когда частота колебаний дос-
тигает уровня минимальной кинетической энергии, вызывающей уход час-
тицы из ячейки: 
                                                         2/2

minmuh =ν ,                                             (5.54) 
где h  – постоянная Планка, ν  – частота колебаний, m  – масса частицы, minu – 
минимальная скорость движения, при которой частица покидает ячейку.  

Число частиц pM , которые обладают скоростью, необходимой для вы-

хода из своей ячейки  ( minuu ≥ )  и миграции по решетке, определяется распре- 
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делением Максвелла и прямо пропорционально общему числу частиц в сис-
теме pN . После интегрирования по скоростям имеем 

                                             ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
θ
ν

π
θ h

m
NgM pp exp

2
,                                (5.55) 

здесь g  – статистический вес, определяемый окружением выделенной ячей-
ки, TkБ=θ  – температура в энергетических единицах измерения. Отношение 
числа частиц, покидающих ячейки, к общему числу молекул (атомов) в сис-
теме определяет вероятность того, что наугад взятая ячейка окажется пустой 
(или частично занятой). Из формулы (5.55) (после деления на число частиц в 
системе) следует, что частота ухода частицы из ячейки (с учетом того факта, 
что вероятность любого события принимает значения из интервала от нуля 
до единицы) определяется формулой 
                               ( ) 0

2 /)2/(ln5.0 νπθθν =≥ hmg ,                                    (5.56) 
где 0ν  – частота колебаний, начиная с которой частица покидает ячейку. Ве-
личина ( ))2/(ln5.0 2

min mg πθθε =  определяет минимальную энергию в расчете на 
одну частицу, которую надо внести в систему, чтобы частица начала мигри-
ровать по решетке. Тогда вероятность того, что частица будет отсутствовать 
в ячейке, можно записать в виде 
                                                    ( )pp εβζ −= exp ,                                             (5.57) 
где ζ – статистический коэффициент, зависящий от потенциала взаимодей-
ствия частиц и их микроскопических параметров, а также от макроскопичес-
ких характеристик системы, величина 1−=θβ , pε  – парциальная энергия час-

тиц. При фиксированных внешних условиях вероятность (5.57) не изменяет-
ся от опыта к опыту. Если при заданной температуре системы парциальная 
энергия частицы равна значению (5.54), то атом покидает ячейку и начинает 
перемещаться по объему системы. Из (5.57) следует, что при значительном 
превышении парциальной энергии атома (молекулы) над его тепловой энер-
гией вероятность отсутствия частицы в ячейке стремится к нулю. Таким об-
разом, парциальная энергия частицы зависит от потенциала взаимодействия 
с другими частицами, который фиксирует глубину потенциальной ямы в вы-
бранной ячейке. Если парциальная энергия частицы значительно меньше ее 
тепловой энергии, то в нулевом приближении вероятность ухода частицы из 
ячейки равна статистическому коэффициенту и отлична от нуля и единицы. 
Это означает, что существует вероятность перехода частицы из одной ячей-
ки в другую, т.е. частица может мигрировать по объему системы, при этом 
термодинамическое равновесие системы не нарушается (динамическое рав-
новесие). Следовательно, взаимодействие частиц и их перемещение по объе-
му  системы  может приводить не только к появлению “свободного объема”,  
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но и к возникновению ассоциатов (частицы, скоррелировано движущиеся по 
объему системы), упругих напряжений в твердых телах, зародышей новой 
фазы и других физических эффектов, которые экспериментально наблюда-
ются в газах, жидкостях и твердых телах. В связи с этим исследуем вклад ас-
социатов в большую статистическую сумму. 
 Переход взаимодействующих частиц из одной ячейки в другую может 
привести к тому, что в наугад взятой ячейке окажется 2 и более частиц, ко-
торые могут скоррелированно мигрировать по объему системы. Такие груп-
пы частиц называют ассоциатами (комплексами, “полимерами”), в отличие 
от одиноких частиц, называемых “мономерами”. Присутствие ассоциатов в 
системе может быть объяснено наличием области притяжения в потенциале 
взаимодействия частиц и возможностью неупругого рассеяния одних частиц 
на других. Процесс возникновения “полимеров”, по-видимому, наиболее ин-
тенсивно происходит в окрестности критической точки фазового перехода. 
Образование комплексов можно объяснить также в рамках квазихимической 
теории, как реакцию образования α -меров, состоящих из α  частиц. В силу 
того, что химические реакции не протекают с исчерпанием реагентов и про-
дуктов реакции (см. § 6 главы 5, закон Гульдберга-Вааге, формула (6.153)), 
то существование “полимеров” вполне достоверно, однако их число опреде-
ляется константой реакции и может быть достаточно малым по сравнению с 
числом “мономеров” вдали от критической точки. 
 Если в веществе присутствует β  видов “полимеров”, состоящих из αN  
ассоциатов типа α , то общее число частиц в системе определится формулой 

                                     11
2 1

1
1

1 Nq
N

N
NNN p =⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+== ∑∑

==

β

α

α
β

α
α

αα ,                           (5.58) 

где 1N  – число “мономеров”. Если число мономеров значительно превышает 
число ассоциатов, то коэффициент ассоциации частиц 1q  близок к единице. 
В силу того, что ассоциаты возникают в результате взаимодействия частиц, 
то коэффициент ассоциации должен определяться парциальной энергии час-
тиц, температурой, числом “мономеров” и общим числом ячеек в системе.  
 Пусть pN  частиц размещаются по N  ячейкам, из которых вакантными 
остаются 0N  ячеек, т.е. 
                                              0110 NNqNNN p +=+= .                                        (5.59) 
В силу того, что при постоянных внешних параметрах системы, вероятность 
(5.57) не изменяется от опыта к опыту по исследованию термодинамическо-
го равновесия, то вероятность размещения pN  частиц по N  ячейкам опреде-

ляется распределением Бернулли [100]: 

                                             011 )1(
!)(!

!

110

NNq pp
NqN

N
W −= .                                  (5.60) 
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С учетом формулы Стирлинга ( )NeNN 1! −≈ (число 7182,2=e …) свободная энер-
гия чистого вещества задается выражением 
            ( ) ( )[ ] ( )( )+−−+++=−= pp NNNNNNNNWF εβζθθεθ exp1ln/ln/lnln 011001   

                                 ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]
___________________________________________________________

11111 exp/ln1/ln pNNqqqN εβζθ −−+ .                     (5.61)  

В силу того, что ассоциаты в явном виде не должны давать вклад в выраже-
ние для свободной энергии (5.61), так как взаимодействия частиц и их под-
вижность определяют парциальную энергию частиц и вероятность (5.57), то 
подчеркнутое слагаемое в (5.61) должно равняться нулю. Отсюда находим, 
что статистический коэффициент 
                                                 ( ) ( )( ) 11 /)1(

11 exp/ qq
pNNq −= εβζ .                             (5.62) 

Пренебрежение образованием ассоциатов (параметр 11 ≅q ) приводит к тому, 
что статистический коэффициент равен 1. Следовательно, при выполнении 
неравенства, определяющего малое число ассоциатов ( 111 <<=− χq ), форму-
ла (5.62) принимает вид 
                                                      ( ) ( )( )χεβζ pNN exp/1= .                                   (5.63) 
Следовательно, формула (5.57) переходит в равенство 
                                                     ( ) ( )pNNp εβχ −= exp/1 .                                  (5.64) 
При значительном превышении тепловой энергии частицы над ее парциаль-
ной энергией ( θε <<p ) вероятность того, что наугад выбранная ячейка не за-

нята частицами, близка к единице и равна 
                                                             ( ) χNNp /1= .                                         (5.65) 
Следовательно, возникновение ассоциатов снижает вероятность ухода моле-
кулы (атома) из выбранной ячейки и увеличивает вероятность обнаружения 
частиц в данной ячейке. 

 
§ 4. Континуально-дискретная модель многокомпонентной системы 

 
 Введение в рассмотрение вакансий позволяет разделить агрегатные со-
стояния вещества: 1) 0NN p <<  – разреженный (совершенный, идеальный) газ; 

2) <pN 0N  – реальный газ; 3) pN ∼ 0N  – жидкость; 4) 0NN p >  – твердое тело;  

5) pN 0N>> – практически идеальный кристалл ( ∑
=

=
m

i
ip NN

1

– число частиц, =N  

0NN p += – общее число ячеек). Приведенная классификация фазовых состо-
яний  вещества  указывает на наличие ближнего и дальнего порядка в систе-
ме “частицы + вакансии”. Ближний порядок, образующийся при фазовых пе- 
 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

154  

 
реходах второго рода, будет рассмотрен в § 3 (пункт 2) главы 6. В приложе-
нии 4 показана возможность появления дальнего порядка в системе “части-
цы + вакансии”, что соответствует наличию фазовых переходов II рода. Пе-
речисленный реестр агрегатных состояний чистого вещества является следс-
твием взаимодействия частиц, наличия условия плотной упаковки (5.13) и 
закона распределения вакансий (см. (6.5)).  

Взаимодействие частиц может быть описано разными потенциалами в 
зависимости от внутреннего устройства системы и самих частиц [272]. При 
этом существенными признаками потенциалов являются наличие областей 
отталкивания и притяжения. Отталкивание частиц заметно проявляется на 
малых расстояниях и приводит при построении феноменологической моде-
ли изолированной системы к необходимости введения парциального объема 

iω  частицы сорта i  (“твердой сферы”), что приводит к ограничению локаль-

ной плотности 1−≤ iin ω  частиц сорта i . Таким образом, элемент объема iω  ис-

ключается из общего объема системы для размещения другой частицей того 
или другого сорта. Введение парциальных объемов частиц разбивает объем 
системы V  на различающиеся ячейки (типа Вигнера-Зейтца [5]) с объемами 

iω . За счет теплового движения частиц часть ячеек остается свободной (“эн-

тропийный эффект” взаимодействующих, неточечных частиц), т.е. в системе 
присутствуют пустые ячейки с объемами i0ω . Введение вакансий для каждо-
го сорта частиц при термодинамическом подходе является излишним. Неза-
полненную частицами область пространства можно разбить на ячейки с пар-
циальными объемами 0ω , число которых 0N . Заполненность объема системы 
частицами и вакансиями отображено в условии плотной упаковки (5.13), по-
явление которого обусловлено короткодействующей частью потенциала вза-
имодействия (неточечность частиц). При фиксированных значениях внеш-
них параметров изменение объема системы связано с вариацией количества 
частиц и вакансий. Постоянство числа частиц (закрытая система) приводит к 
тому, что изменение объема системы определяется изменением числа вакан-
сий. Таким образом, вариации термодинамических функций по переменным 

iN  ( 0≠i ) и V  для закрытых систем должна осуществляться с учетом форму-
лы (5.13). Вторым важным моментом является тот факт, что при равенстве 
всех парциальных объемов частиц и вакансий, их распределение происходит 
по геометрически правильной решетке.  

Взаимодействия частиц приводят к фазовым равновесиям, расслоению 
газовых смесей, спинодальному распаду твердых растворов и другим коопе-
ративным явлениям, которые проявляются в молекулярных растворах. При-
тяжение частиц в первом приближении можно описать с помощью парного 
потенциала взаимодействия.  Он определяет основной вклад во внутреннюю  
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энергию системы. Реальный парный потенциал взаимодействия заменим на 
эффективный псевдопотенциал взаимодействия элементарных объемов для 
того, чтобы не учитывать в явном виде геометрическое строение решетки, а 
также конфигурации распределения ближайших соседей (рис. 26).    
                                                
                                                     Vdrni )(             )'( rrK ij −                 ')'( Vdrn j  

                                                                                                      
  
                                                           
                                                     ⇔                  r                   'r                                   ⇔  

                          

                                  ⇔      ( ){ } ( ) ( ) ( )∑∫∫
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jiiji dVdVrnrnrrKrnU

1,
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1  

                                               
      Рис. 26. Введение эффективного взаимодействия элементарных объемов 
 
Усредняя по объему системы совокупность допустимых межчастичных вза-
имодействий (Ван дер Ваальсовское, Леннард-Джонсовское и др.), получим 
эффективный потенциал взаимодействия. Введение эффективного потенци-
ала взаимодействий частиц позволяет не выделять отдельные составляющие 
реального потенциала и не выяснять физическую суть совокупного действия 
частиц друг на друга. Существование двухкомпонентных систем с перемен-
ной энтальпией смешения указывает на необходимость учета многочастич-
ного характера взаимодействий. 
        Основными допущениями данного теоретического построения являются 
следующие предположения:  

1) система находится в (локальном) термодинамическом равновесии; 
2) наличие “свободного” объема обусловлено межчастичными взаимо-

действиями; 
3) объем m -компонентной системы разбивается на ячейки 1+m  сортов, 

в каждой из которых располагается либо одна частица сорта i  (число частиц 
iN , парциальный объем ячейки iω ), либо вакансия (число вакантных мест в 

решетке равно 0N , объем пустой ячейки равен 0ω ), т.е. число “ассоциатов” в 
системе пренебрежимо мало по сравнению с числом “мономеров” ( 0≅χ ); 

4) объемы ячеек не зависят от макроскопических характеристик систе-
мы; 

5) ячейки образуют произвольную геометрическую решетку, структура 
которой явным образом не учитывается; 

6) идеальные вакансии (не взаимодействуют ни между собой, ни с час- 
 

○ ● ● 
● ● ○ 
○ ● ● 
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тицами) дают вклад только в энтропию и объем системы; 

7) межчастичные взаимодействия (многочастичные и нелокальные) оп-
ределяют парциальную энергию iε  частиц сорта i  (возможность перемеще-

ния частиц по ячейкам); 
8) парциальная энергия частиц сорта i  зависит от температуры и плот-

ности частиц, но не вакансий; 
9) размещение частиц по ячейкам имеет вид распределения Бернулли. 

Перечисленные предположения показывают, что гипотеза Френкеля о “кри-
сталлоподобности” вещества осуществляется в рамках модели с произволь-
ной решеткой, по которой распределены идеальные вакансии и взаимодейс-
твующие частицы.  

Если в качестве аргументов выбрать объем системы V , температуру T  
и число частиц в системе iN , то термодинамической функцией, определяю-
щей состояние системы, будет свободная энергия  
                                                        WF lnθ−= ,                                               (5.66)  
где TkБ=θ , W  – большая статистическая сумма. Будем считать, что конфи-
гурация размещения частиц с парциальной энергией iε  ( 00 =ε – для вакансий 

в силу их идеальности) по ячейкам системы при фиксированных значениях 
температуры, давления и химических потенциалов компонентов не изменя-
ется от опыта к опыту. Вероятность отсутствия частицы в ячейке сорта i  оп-
ределим формулой ( )iiip εβζ −= exp . Действительно, при увеличении парци-
альной энергии частицы по сравнению с ее тепловой энергией вероятность 

ip  стремится к нулю. Следовательно, вероятность обнаружения частицы в 
выделенной ячейке равна ii pq −=1 . С учетом тождественности частиц одно-
го вида получим для большой статистической суммы выражение, являющее-
ся распределением Бернулли [100]: 
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Согласно (5.66) и (5.67) и с учетом формулы Стирлинга ( )NeNN 1! −≈  (транс-
цендентное число 7182,2=e …) свободная энергия системы задается выраже-
нием 
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~exp1ln/ln~ εβθθε ,          (5.68) 

где iii ζθεε ln~ −=  ( mi ÷=1 , для вакансий 00 =ε , 10 =ζ ), т.е. парциальная энергия 
частиц зависит от плотности частиц и температуры. Сравнивая (5.68) с клас-
сической формулой (5.7), найдем, что первая сумма определяет внутреннюю 
энергию, вторая и третья суммы – произведение температуры на энтропию 
взаимодействующих частиц.  
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Введем новую парциальную характеристику i∈  согласно формуле 

                                                    ( )( )ii εβθ ~exp1ln −−−=∈ ,                                   (5.69) 
которую будем называть динамической парциальной энергией частиц сорта 
i . При изменении парциальной энергии iε~  частиц сорта i  от нуля до беско-
нечности их динамическая энергия i∈  изменяется от бесконечности до нуля. 

Если iε~  и i∈  являются монотонными функциями температуры, то можно ут-

верждать существование единственной температуры hT , при которой парци-

альная и динамическая парциальные энергии совпадают ( i∈ hii u== ε~ ): 

                                                         
2ln

Б

hi
hi k

u
T = .                                               (5.70) 

Формула (5.70) определяет температуру, при которой в веществе i  проявля-
ется тенденция к хаотизации ( hiTT > ) или упорядочению ( hiTT < ).  

По виду свободная энергия, определяемая формулой (5.68), соответст-
вует свободной энергии твердого тела (см. стр. 158 работы [67]) для случая, 
когда парциальная энергия частицы вида i  определяется ее колебаниями в  
окрестности узла решетки. Если в положении термодинамического равнове-
сия все частицы колеблются вблизи центров ячеек (статическое положение 
равновесия), то парциальная энергия частицы значительно превышает ее те-
пловую энергию ( θε >>i

~  ( θ<<∈ i )). Отсюда следует, что в любой решеточной 
модели последней суммой в формуле (5.68) пренебрегают. Таким образом, в 
этом приближении модель дает для свободной энергии системы выражение 

                                                 ( )∑∑
==

+=
m

i
ii

m

i
ii NNNNF

01

/ln~ θε ,                             (5.71) 

Формула (5.71) определяет свободную энергию системы в приближении ре-
шеточной модели [238].  

“Газоподобные” (континуальные, непрерывные) модели имеют место в 
том случае, когда парциальная энергия частиц гораздо меньше их тепловой 
энергии (при выполнении условия θε <<i

~  ( θ>>∈ i )). В непрерывных моделях 
термодинамическое равновесие следует понимать, как динамическое состо-
яние системы, при котором не нарушаются условия равновесия (случай хао-
тического перераспределения частиц в системе). Свободная энергия опреде-
ляется формулой  

                                            ( ) ( )∑∑
==

+−∈=
m

i
ii

m

i
ii NNNNNF

01

/lnθ ,                          (5.72) 

где ( )ii εβθ ln−≅∈ . Ниже будет показано, что уравнение состояния чистого ве-
щества имеет один и тот же структурный вид вне зависимости от использу-
емой модели. 
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Проведенное исследование показывает, что данное теоретическое пос-

троение объединяет два вида моделей, что позволяет рассматривать агрегат-
ные состояния вещества с единой точки зрения. Другими словами, контину-
ально-решеточная модель учитывает как “газоподобность”, так и “квазикри-
сталличность” вещества. С целью выявления связи непрерывно-решеточной 
модели с другими теоретическими построениями рассмотрим уравнение со-
стояния чистого вещества. 
 

§ 5. Термодинамические функции состояния чистого вещества  
 

Согласно формуле (5.68) свободная энергия чистого вещества равна 
                      ( ) ( )( ) ( )( )10110011

~exp1ln/ln/ln~ εβθθε −−−++= NNNNNNNNF .          (5.73) 

Переходя к мольной доле частиц ( ) VNx /11ω=  и учитывая соотношение (5.13), 
перепишем (5.73) в виде 

                     
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+
−−+== −

x

x
x

x

x
xx

V

F
f

)1(1
ln

)1(1

1
ln)1(1

0 λ
λλ

λ
θξω ,         (5.74) 

где xx /)1(~
11 −∈+= ελξ , ( )( )11

~exp1ln εβθ −−−=∈ , 10 /ωωλ =  – отношение объемов ва-
кансии и частицы, которые будем полагать независимыми от давления, тем-
пературы и числа частиц. Уравнение состояния вещества (с учетом термоди-
намического определения ( ) ( )( ) TNTN xxfxVFP ,

2
, 11

/// ∂∂=∂∂−= ) задается равенст-

вом 
                                                     ( ) 0

2 /ωαθ qxP += ,                                          (5.75)  
где ( ) ( )( )xx −+= 1/1ln να – функция, связанная с конфигурациями распределения 
частиц, параметр 1−= λν , ( )xq ∂∂= /ξβ  – функция взаимодействия. Уравнение 
состояния чистого вещества (5.75) показывает, что для континуальных и ре-
шеточных моделей вид уравнения состояния не изменяется, а меняется вид 
функции взаимодействия. Таким образом, уравнение (5.75) показывает, что 
бесструктурные континуальные и решеточные модели приводят к одному и 
тому же уравнению состояния чистого вещества. В случае постоянства фун-

кции взаимодействия ( q
θω

ω
2
1

2
1

0

N

a
−= ) уравнение (5.75) переходит в уравнение 

“решеточного” газа [12, 13]. Если мольная доля частиц мала по сравнению с 
единицей (конфигурационная функция )1/( xx −≈ λα ), то уравнение (5.75) пре-
образуется в уравнение Ван дер Ваальса. Следовательно, модель Ван дер Ва-
альса является первой моделью, в которой неявным образом был учтен тот 
факт, что жидкость близка по своим свойствам и к газу, и к твердому телу. 
Если конфигурационной энтропией системы пренебречь по сравнению с эн-
тропией  взаимодействующих частиц ( 0=α ) и функция взаимодействия име- 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

159  

 

ет вид 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

TN

xa

xx
q

11

exp
)1( ω

λ , то уравнение состояния (5.75) переходит в урав-

нение Дитеричи (см. также § 1 главы 6).  
 Химический потенциал частиц согласно определению равен 

                     ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
++=∂∂=∂∂= −

λ
α

ν
λθξλωµ

x

x
qxxfNF TVTV 1

ln// 1
,1,11 .      (5.76) 

Выразим функцию α  из (5.75) и подставим в равенство (5.76), получим 
                                   ( ) ( )qxxxxP )1()1/(ln 1

11 −++++= − ξλνλθωµ .                      (5.77) 
При равенстве объемов частиц и вакансий соотношение (5.77) переходит в 
выражение 
                                            qxxx ~)1(

~
ln101 −+++= ξθµµ ,                                 (5.78) 

где 110 ωµ P= , а ξ~ ( q~ ) 1| == λξ ( q~ 1| =λ ). Для случая малой мольной доли невзаи-
модействующих частиц формула (5.78) с учетом (5.74) принимает классиче-
ский вид ( )mPP /ln101 θµµ += , где 1/ωθ=mP .  

Энтропия частиц ( ) ( )
квNTNT SSTfVTFS +=∂∂−=∂∂−=

11 ,, // , где энтропия вза-

имодействующих частиц ( )( )
1,0 // NTв

TxVS ∂∂−= ξω , конфигурационная энтропия 
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0

. Для системы с одинаковыми ячейками 

( 1=λ ) получим: 0=
в

S  и ( )[ ]xxxx
Vk

S Б

к
ln1ln)1(

0

+−−−=
ω

. Отметим, что получен-

ная формула для свободной энергии согласуется с классическим выражени-
ем 11 NVPF µ+−= .  

Изучение фазового перехода второго рода на основе уравнения состоя-
ния (5.75) связано с исследованием поведения вещества в непосредственной 
окрестности критической точки. Рассмотрим определение критической точ-
ки, установим связь критической сжимаемости вещества с параметрами мо-
дели на основе уравнения состояния (5.75). 

 
§ 6. Критическая точка и критическая сжимаемость 

 системы “частицы + вакансии” 
 
Переходя к безразмерному давлению 0ωβξ P= , запишем (5.75) в виде  

                                                            qx2+=αξ ,                                            (5.79) 

при этом сжимаемость чистого вещества 
xN

VP
Z

λ
ξ

θ
==

1

. Так как вид функции 

взаимодействий неизвестен, то неизвестны значения ее первой и второй про-
изводных в критической точке. Изучение поведения вещества в окрестности  
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критической точки на основе безразмерного уравнения состояния (5.79) мо-
жет быть проведено двумя способами: либо разложением неизвестной функ-
ции q  в ряд Тейлора по малым отклонениям объема системы и температуры 
от их критических значений или методом последовательного приближения с 
уточнением определения критической точки и учетом ее устойчивости. Вы-
берем второй способ и в связи с этим вычислим частные производные от (5. 
79) по мольной доле частиц 
                                                    qxqx ′++′=′ 22αξ  
                                                   qxqxq ′′+′++′′=′′ 242αξ  
                                                  qxqxq ′′′+′′+′+′′′=′′′ 266αξ                                 (5.80) 
                                                 IVIVIV qxqxq 2812 +′′′+′′+=αξ  
                                                 VIVVV qxqxq 21020 ++′′′+=αξ  
                                             …………………………………., 

где 
η

να 1+=′ , 
η
γνα )1( +=′′ , 

η
γηννα

2

)1(2
++=′′′ , ( )

η
γηνγνα

22
)1(6

++=IV , …, а вели-

чины ( )( )xx νη +−= 11 , )21(1 x−−= νγ . Рассмотрим различные приближения 
при определении критической точки. 
1. Нулевое приближение. Если критическая точка определяется уравнения-
ми =′ξ 0=′′ξ , то для самосогласованности системы уравнений положим =′q  

0... ==′′= q  (постоянство функции взаимодействия). Система уравнений при-
нимает вид  

                                                       
⎩
⎨
⎧

=+′′
=+′
02

02

q

qy

α
α

,                                              (5.81) 

где cxy = – критическое значение мольной доли частиц. Отсюда находим, что 
величина α ′′−=f2 . Уравнение, связывающее критическое значение мольной 
доли частиц y  с параметром λ , имеет вид 
                                                       0=′′−′ yαα .                                                (5.82) 
Из уравнения (5.82) найдем, что 

                                                    
)23(

21
1

−
−+=
yy

yλ .                                             (5.83) 

Так как параметр λ  положителен, то критическая мольная доля частиц y  из-
меняется согласно уравнению (5.83) в пределах от 3/1  до 3/2 , что соответст-
вует данным, полученным в рамках решеточной модели [238]. Критическая 
сжимаемость вещества в этом случае определяется формулой 

                                              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′′
−==

2
1 2y

yN

VP
Z

cp

cc
c

αα
λθ

.                                 (5.84) 

Экспериментальные значения критической сжимаемости для различных, ре-
альных газов лежат в пределах от 0.21 до 0.31. Этим величинам согласно со- 
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отношению (5.84) соответствуют значения параметра λ  от 6 до 14, которые 
являются завышенными по отношению к единице. Кроме того, как было по-
казано в [238], уравнение (5.75) адекватно описывает реальные газы до кри-
тической точки и плохо отображает свойства жидкой фазы. 
2. Первое приближение. Пусть критическая точка определяется уравнения-
ми =′ξ 0=′′′=′′ ξξ , для замкнутости системы уравнений положим ==′′′=′′ ...qq  

0= . Функция взаимодействия в этом случае является переменной, а система 
уравнений принимает вид  

                                                    
⎪
⎩
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=′++′′
=′++′
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042

02 2

q

qyq

qyqy

α
α
α

.                                        (5.85) 

Легко показать, что система (5.85) вещественных решений не имеет.  
3. Второе приближение. Если критическая точка определяется уравнения-
ми =′ξ 0==′′′=′′ IVξξξ , то замкнутость системы уравнений достигается при 
выполнением равенств 0... ===′′′ IVqq . Тогда система уравнений принимает 
вид  
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Следовательно,
12
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α−=′′ , 
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43

2
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2yy
q

IVααα −
′′′

+′′−= , а уравнение 

для критического значения мольной доли частиц y  имеет вид 

                                               0
!32

32

=−
′′′

+′′−′ yy
y

IVαααα ,                                 (5.87) 

которое отвечает кубическому уравнению относительно величины yt ν=  
                                                 001

2
2

3
3 =+++ atatata ,                                     (5.88) 

Вещественный корень уравнения (5.88) определяет параметр λ : 

                                          
y
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−= , 4152010 23 −+−= yyya , 

6243520 23 −+−= yyyb , 4162415 23 −+−= yyyc , 1464 23 −+−= yyyd .  
Для указанного выше промежутка изменения критической сжимаемос-

ти реальных газов, которая в этом случае определяется формулой 
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критическая мольная доля частиц согласно (5.90) для реальных газов лежит 
в пределах от 0.4984 до 0.5002, что близко к значению критической мольной 
доле частиц в модели Дитеричи. В соответствии с формулами (5.89) и (5.90) 
значения параметра λ  принадлежат интервалу от 0.9747 до 1.0032, т.е. пара-
метр λ  близок к единице для всех реальных газов, что соответствует разбие-
нию всего объема системы на ячейки практически одинакового размера.  

Отметим, что функция взаимодействия вблизи критической точки име-

ет вид ряда Тейлора ( )+= yqq )()( yxyq −′
2

)()( 2yxyq −′′
+ , значения функции взаи-

модействия q , а также ее первой и второй производных в критической точке 
определяются формулами  

)(yq
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Уравнение состояния вещества в окрестности критической точки имеет вид  
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= , в 

соответствии с решеточной моделью [238] интерпретируются как парамет-
ры, отображающие двух-, трех- и четырехчастичные взаимодействия частиц.  

Отметим, что в l -ом приближении уравнение, связывающее критичес-
кое значение мольной доли частиц y  с параметром λ  имеет вид: 

                                        0
!

)1(
1

0

)1(
=−∑

+

=

+l

k

kk
k

k

yα .                                      (5.91) 

Из формулы (5.91) следует, что критическая мольная доля частиц определя-
ется в любом приближении отношением парциальных объемов вакансий и 
частиц. Следовательно, критическая мольная доля частиц обусловлена ко-
роткодействующей частью потенциала взаимодействия и объемом вакансии.  

Термодинамически равновесное состояния системы можно рассматри-
вать как статическое состояние в том случае, когда частицы колеблются от-
носительно узлов решетки. Если частицы мигрируют по объему системы, то 
термодинамическое равновесие можно интерпретировать как динамическое 
состояние системы. Учет подвижности частиц осуществляется путем введе-
ния вероятности ухода частицы из наугад выбранной ячейки системы. Веро-
ятность определяется статистическим коэффициентом, учитывающим окру-
жение выделенной ячейки, температурой системы и парциальной энергией 
компонента. Статистический коэффициент iζ  связан с возникновением ком-
плексов (ассоциатов, полимеров) из нескольких частиц. Показано, что пере-
ход  частицы  из  одной ячейки в другую может приводить к возникновению  
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ассоциатов, т.е. образование комплексов вполне возможно в любой системе 
взаимодействующих частиц. Гипотеза о том, что возникновение ассоциатов 
обусловлено взаимодействием молекул (атомов) позволяет увязать статисти-
ческий коэффициент с коэффициентом ассоциации.  

В результате математической реализации физических ограничений бы-
ло получено выражение для свободной энергии, которая в оговоренных пре-
дельных случаях учитывает “газоподобность” и “квазикристалличность” ве-
щества. Свободная энергия системы стремится к нулю при удалении частиц 
из ее объема. Анализ проблемы “свободного” объема, порождаемого смеше-
нием взаимодействующих неточечных частиц (энтропийный эффект), пока-
зывает необходимость введения идеального, дополнительного компонента – 
вакансий. Парциальные параметры вакансий определяются микроскопичес-
кими характеристиками взаимодействующих частиц. Ни между собой, ни с 
частицами вакансии не взаимодействуют. 

Непрерывно-решеточная модель содержит результаты, ранее получен-
ные в рамках других теоретических построений. Это свидетельствует о том, 
что гипотезы развиваемой модели о физической структуре вещества прием-
лемы и соответствуют ранее развитым представлениям. Следовательно, не-
прерывно-решеточная модель является синтетическим продолжением приз-
нанных теорий. В рамках непрерывно-решеточной модели удалось доказать, 
что в бесструктурных и в решеточных моделях уравнение состояния чистого 
вещества имеет один и тот же структурный вид.  

Исследование чистого вещества в окрестности критической точки ука-
зывает на необходимость учета многочастичных взаимодействий и переоп-
ределения критической точки ввиду неопределенности функции взаимодей-
ствий. Переопределение критической точки с учетом многочастичных взаи-
модействий приводит к тому, что в чистом веществе занятые и пустые ячей-
ки имеют практически одинаковые парциальные объемы. 

Для сравнения теоретических результатов с опытными данными надо 
конкретизировать вид парциальной энергии частиц в рамках ячеечной моде-
ли. Эта модель считается наиболее перспективной в отношении адекватного 
описания термодинамических свойств реальных растворов, т.е. необходимо 
установить зависимость парциальной энергии компонента от плотности дру-
гих компонентов, а также от микро- и макроскопических характеристик сис-
темы. Дальнейшие исследования будем проводить в рамках решеточной мо-
дели, которая считается в научной литературе наиболее перспективной, и в 
которой будет конкретизирован вид парциальной энергии. В связи с этим в 
главах 6-8 проведено исследование термокинетических свойств однородных 
и неоднородных решеточных систем, находящихся в равновесном и локаль-
но равновесном состояниях, соответственно.  
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

164  

 
Глава 6.  РЕШЕТОЧНАЯ МОДЕЛЬ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ  

                  ОДНОРОДНЫХ СИСТЕМ  
 

В решеточных моделях парциальная энергия частиц значительно пре-
вышает их тепловую энергию, что приводит к игнорированию энтропии вза-
имодействующих, неточечных частиц. Для сравнения теоретических резуль-
татов с экспериментальными данными введем ряд дополнительных гипотез: 

1) объемы частиц и вакансий будем считать постоянными параметрами 
модели; 

2) внутренняя энергия системы зависит только от плотностей частиц, 
но не вакансий; 

3) вклад во внутреннюю энергию системы дают не только парные, но и 
многочастичные взаимодействия частиц; 

4) потенциалы взаимодействия определяют центральные силы.  
 Гипотеза постоянства объемов частиц и вакансий соответствует предс-
тавлению системы в виде совокупности “твердых шаров”. Потенциалы взаи-
модействия обусловливают взаимное влияние частиц, расположенных в точ-
ке r ′ , на частицы, местоположение которых задается радиус-вектором r  (в 
теории регулярных растворов взаимодействие частиц описывается парными 
потенциалами ( )rrKij ′− ).  Кроме того, результаты, полученные в § 5 главы 
5, указывают на необходимость учета многочастичных взаимодействий час-
тиц.  
 В силу того, что в главе 7 будет рассмотрена диффузионная эволюция 
многокомпонентной системы и ряд транспортных задач, рассмотрим внача-
ле неоднородную m -компонентную систему, которая находится в состоянии 
локального равновесия. Свободная энергия ( )rF  неоднородной равновесной 
системы имеет вид 

                                        ( ) ( ) ( ) ( )rTrSrUrF −= ,                                    (6.1) 
где ( )rU  – внутренняя энергия, ( )rS  – энтропия, ( )rT  – абсолютная темпе-
ратура по шкале Кельвина. Будем полагать, что внутренняя энергия зависит 
от пространственных координат опосредованно через плотности частиц, но 
не вакансий, т.е.  
                                             ( ) ( ) ( ) ( ){ }rnrnrnUrU m...,,, 21= .                                 (6.2) 
Так в работе [135] при исследовании модели твердых сфер с межчастичным 
потенциалом взаимодействия Леннард-Джонса равенство (6.2) аппроксими-

руется формулой ( ){ } ( ) ( ) ( ) VddVrnrnrrrnU s ′′′−Φ= ∫∫2

1 , где ( )rrs ′−Φ  – потен-

циал притяжения. Учитывая многочастичные, нелокальные взаимодействия 
и внешние поля, запишем внутреннюю энергию m -компонентной системы в 
виде  
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)()(ε ,                                                                                               

где ( )rK i  – эффективные потенциалы внешних сил, которые обеспечивают 

наличие ограничительных стенок; ( )rrKij ′−  – эффективные псевдопотенциа-
лы двухчастичных центральных взаимодействий частицы сорта i , располо-
женной в точке r , и частицы сорта j , которая помещена в точке rr ≠' ; пара-
метры ( )rrrrrrKijl −′′′′−′′− ,, ,… задают многочастичные взаимодействия. Для 

обоснования (6.3) рассмотрим взаимодействие двух выделенных малых объ-
емов dV  и Vd ′ , содержащих точки r  и rr ≠' , соответственно. Заметим, что в 
этих объемах система находится в разных равновесных состояниях. Энергия 
взаимодействия объемов dV  и Vd ′  будет прямо пропорциональна количест-
ву частиц, которые содержатся в бесконечно малых объемах, т.е. величинам 

( )dVrn i  и ( ) Vdrn j ′′ . Следовательно, энергия парного взаимодействия имеет 

вид второго слагаемого в формуле (6.3), которая отображает представление 
парциальной энергии частиц сорта i  в виде ряда, учитывающего нелокаль-
ный характер взаимодействия частиц в соответствии с предложением Вла-

сова [115] +′′′−+= ∑∫
=

m

j
jijii VdrnrrKrKr

1

)()(
!2

1
)()(ε …. Формула (6.3) показывает, 

что вакансии не дают вклада во внутреннюю энергию системы и не взаимо-
действуют с частицами (идеальные вакансии). Следовательно, реальные по-
тенциалы взаимодействия заменяются эффективными псевдопотенциалами, 
которые зависят в общем случае не только от расстояний между частицами, 
но и от их взаимной ориентации, температуры и других параметров систе-
мы.  

В силу того, что в любой решеточной модели энтропией взаимодейст-
вующих частиц пренебрегают, то конфигурационная энтропия неоднород-
ной системы  

                                 ( ) ( )
( ) dV
rn

rn
rnkS
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=
⎟⎟
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⎞
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0

ln .                                    (6.4) 

 Движущей силой диффузионного перемещения частиц является гради-
ент отношения химического потенциала компонента к температуре в энерге-
тических единицах. В связи с этим получим выражения для химических по-
тенциалов компонентов неоднородной,  локально равновесной, многокомпо- 
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нентной системы в решеточной модели. Наличие условия плотной упаковки 
(5.13) указывает на то, что вариацию свободной энергии (6.1) надо произво-
дить с учетом этого условия. Из условия плотной упаковки (5.13) следуют 
очевидные равенства для отношения вариаций плотности вакансий и общей 
плотности ячеек в системе к плотности частиц 
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здесь ( )rr −′δ  – δ -функция Дирака. Локальные химические потенциалы мо-
лекул (атомов) вычислим в виде вариационной производной от свободной 
энергии (6.1) с учетом формул для внутренней энергии (6.3), энтропии (6.4) 
и соотношений (6.5): 
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где функции  
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ljijl VdVdrnrnrrrrrrK                 (6.7) 

определяются эффективными потенциалами взаимодействия и плотностями 
частиц. Отметим, что химический потенциал вакансий ( 0=i ) по формуле (6. 
6) равен нулю. Таким образом, идеальные вакансии влияют на локально рав-
новесное состояние системы через химические потенциалы частиц. Следо-
вательно, можно утверждать, что распределение вакансий в исследуемой си-
стеме соответствует их равновесному распределению, несмотря на неодно-
родность системы в целом.  
 Локально равновесное состояние системы сохраняется при отсутствии 
градиентов химических потенциалов, т.е. при постоянных значениях хими-
ческих потенциалов ( ( ) ii Cr =µ ). Постоянство химических потенциалов опре-
деляет распределение частиц. Для чистого вещества неоднородное распре-
деление частиц имеет вид 
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где введены обозначения pωωλ /0=  – отношение объемов вакансии и части-
цы, ( ) ( )rnrx ppω=  – объемная доля частиц, )(rn p  – плотность частиц в систе- 
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ме. При 1=λ  и учете только внешних полей формула (6.8) принимает вид 

                                               ( )
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− θ
ϕ )(

exp
1

rC

rx

rx pp ,                                      (6.9) 

следовательно, распределение частиц в чистом веществе имеет вид распре-
деления Ферми, которое свидетельствует о том, что выделенная ячейка ре-
шетки занята только одной частицей или вакансией. Если мольная доля час-
тиц мала (выполняется неравенство ( ) 1<<rx ) и учитываются только парные 
взаимодействия частиц, то формула (6.9) соответствует данным работ [115, 
251], в которых отмечают, что уравнение типа (6.9) определяет условие на-
чала кристаллизации жидкости.  

Если система однородна, то плотности частиц не зависят от простран-
ственных координат. Свободная энергия однородной m -компонентной сис-
темы в решеточной модели определяется формулой (5.71). Исследуем урав-
нение состояния; окрестность критической точки; получим уравнение спи-
нодали; изучим тепловые свойства вещества, а также покажем синтетичес-
кую связь уравнения состояния системы с уравнениями состояния других 
моделей. 

 
§ 1. Уравнение состояния среды и его предельные случаи  

 
         Для пространственно-однородной системы ( constn i = ) свободная энер-
гия принимает вид  
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где ( )∫
−= dVrKVQ ii
1 , ( ) ''1 dVdVrrKVQ ijij ∫∫ −= − ,… – усредненные по объему 

системы эффективные потенциалы взаимодействия. В данном параграфе ос-
новное внимание уделим уравнению состояния многокомпонентной систе-
мы, химическим потенциалам и коэффициентам активности компонентов 
системы. Уравнение состояния m -компонентной системы, содержащей вза-
имодействующие частицы, найдем согласно формуле: 
                       P ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) TmiNVTmiNTmN iii

VNNFVF ,10,,10,10 /// ÷=÷=÷= ∂∂∂∂−∂∂−= ,          (6.11) 

так как при фиксированном числе частиц изменение объема системы V  обу- 
словлено изменением числа вакансий. По первой формуле (5.5) имеем 
                                           ( ) ( ) ( ) ( )miNmiN ii

NV ÷=÷= = 1001 δωδ .                                 (6.12) 

Вычисляя производную от свободной энергии (6.10) по объему с учетом (6. 
11) и (6.12), получим уравнение состояния многокомпонентной системы 
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то выполняется неравенство ξ≥P . Формула (6.13) позволяет установить рас-
пределение вакансий: 
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n p                                        (6.14)  

и общего числа ячеек 
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в зависимости от плотности частиц, давления и температуры. С учетом ус-
ловия плотной упаковки (5.13) получим следующие соотношения, связыва-
ющие плотности частиц и вакансий с парциальными характеристиками час-
тиц: 
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Если ξ≅P , то система “частицы + вакансии” практически не содержит час-
тиц (разреженная фаза). При выполнении условия 
                                                     ( ) 1)(exp 0 >>− ωξβ P                                         (6.17) 
вакансии в системе практически отсутствуют (по (6.15) число ячеек стре-
мится к числу частиц – конденсированное состояние вещества) и они рас-
пределены по закону Больцмана (согласно формуле (6.14)), при этом плот-
ность частиц 1−≅ ppn ω . Этот случай соответствует практически совершенно-

му кристаллу. Формула (6.14) показывает, что вакансии распределяются по 
закону вида закона Бозе-Эйнштейна, следовательно, им присуща “конденса-
ция” при ξ→P  и при условии неизменности числа частиц в системе. Этот 
предельный случай соответствует переходу системы в разреженное состоя-
ние (идеальный газ). Таким образом, уравнение состояния (6.13) должно 
описывать различные агрегатные состояния системы.  

При учете только парных взаимодействий и совпадении парциальных 
объемов всех частиц и вакансий ( ωωω == i0 ) уравнение состояния (6.13) пе-
реходит в уравнение состояния “решеточного газа” [13] 

                                  =P +∑
=

m

ji
jiij nnQ

1,

5.0 ( ))/(ln1
pNVV ωθω −−                (6.18) 

Существенное уменьшение парциального объема пустых ячеек (объемы ва-
кансий стремятся к нулю: 00 →ω ) при сохранении величины “свободного” 
объема (число вакансий становится большим: ∞→0N ) и  использование пра- 
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вила Лопиталя для раскрытия неопределенности вида [ ]0/0  переводит урав-
нение (6.18) в уравнение Ван дер Ваальса для многокомпонентных систем: 

                                         =P +∑
=

m

ji
jiij nnQ

1,

5.0 )/( pp NVN ωθ − .                            (6.19) 

или 

                                                     
bV

N

V

a
P p

−
+−=
θ

2
,                                            (6.20) 

где параметр взаимодействия ∑
=

−=
m

ji
jiij NNQa

1,

5.0 , а объем, занятый частицами, 

определяется формулой pNb ω= , величина bV −  определяет “свободный объ-
ем”. Отметим, что формулу (6.19) можно переписать также в виде: 

                                             
⎟
⎟
⎟
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⎠

⎞
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⎝

⎛

+
−
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==

m

j
jij

pp
m

i
i xQ

n

V

b

n
xP

1

2

1 !21

θ
,                                   (6.21) 

где pii NNx /=  – концентрация  частиц  сорта i , pn  – плотность частиц в сис-

теме. Такая форма записи позволяет ввести парциальное давление компо-
нента i  и показать, что многокомпонентный газ Ван дер Ваальса удовлетво-
ряет закону Рауля. Нетрудно показать, что учет многочастичных взаимодей-
ствий приводит к уравнению Камерлинга-Оннеса (вириальное разложение). 
Приведенные рассуждения демонстрируют возможность перехода от урав-
нения (6.13) к уравнению Ван дер Ваальса, применимость уравнения Ван 
дер Ваальса к исследованию многокомпонентных систем и совместимость 
предлагаемой модели с широко используемыми уравнениями состояния.  

Химические потенциалы компонентов в соответствии с формулой (6.6) 
равны 
                                         ( ) ( ){ }nnnn iiii /ln)/(/ln 00ωωθϕµ −+= ,                       (6.22) 

где ...
!2

1

1,1

+++= ∑∑
==

m

lj
ljijl

m

j
jijii nnQnQQϕ . Ниже будет показано, что при опреде-

ленных ограничениях формула (6.22) позволяет получить формулы теории 
регулярных растворов, описать диаграммы состояния бинарных растворов 
по методу Данилова и Каменецкой, а также получить результаты других мо-
делей. Перепишем (6.22) для газовой фазы в виде 
                                                       ii

g
i fQ ln)( θµ += ,                                        (6.23) 

где Plf ii =  – летучесть (фугитивность), il  – коэффициент летучести компо-

нента i . В положении термодинамического равновесия химические потен-
циалы компонентов в газовой фазе и в конденсированном состоянии совпа-
дают: 
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                                           ii

k
iii

g
i aQfQ ln

~
ln )()( θµθµ +==+= ,                       (6.24) 

где iii xa γ=  – активность, ix  – концентрация, iγ  – коэффициент активности 

компонента i . При экспериментальном изучении растворов выбирают неко-
торое состояние системы в качестве стандартного состояния (давление sP  и 

температура cT ). С учетом того факта, что  

                                                  ( )1)/()
~

( −=− TTqQQ ciiiiβ                                    (6.25) 
(здесь )/( ciii RTHq ∆=  коэффициент, связанный с теплотой iH∆  фазового пе-

рехода, происходящего при температуре icT ), уравнение (6.24) перепишем в 
виде 
                                          ( ) ( ) ( ))/(ln1)/(/ln siiciis PlaTTqPP +−= .                          (6.26) 
Это уравнение определяет давление насыщенных паров над раствором. Для 
раствора фугитивность компонента i  с учетом формулы (6.22) равна 
                                             ( )( ) ( )iii

innnnf ψβωω exp// 0/
0= ,                               (6.27) 

...
!2

1

1,1

++= ∑∑
==

m

lj
ljijl

m

j
jiji nnQnQψ , 1−=θβ . В случае чистого вещества формулу (6. 

27) запишем в виде  
                                           ( )( ) ( )1

/
01 exp/// 01 ψβωωnnnnPP s = ,                             (6.28) 

где ...
!2

1 2
1)3(1)2(1 ++= nQnQψ , при условии, что коэффициент летучести в (6. 

26) равен 
                                                  ( )( )[ ]1/exp1 −= − TTqPl csD .                                    (6.29) 
При учете только парных взаимодействий и равенстве парциальных объемов 
частиц и вакансий уравнение (6.29) принимает вид 
                                                ( ) ( )1)2(01 exp// nQnnPP s β= .                                 (6.30) 

Пусть мольная доля частиц невелика ( 111 <<= nx ω , при этом плотность 

вакансий определим по условию (5.13) формулой 1
00
−≅ ωn ), взаимодействия-

ми частиц пренебрежем по сравнению с их тепловой энергией ( θ<<1)2( nQ ), 
тогда уравнение (6.30) примет вид  
                                                          10 nPP s ω= .                                              (6.31) 
Сравнивая уравнение (6.31) с уравнением Клапейрона-Менделеева, записан-
ным в виде θ1nP = , найдем, что 0/ωθ=sP . Уравнение (6.30) принимает вид 

                                        ( )( ) ( )1)2(
/

01
1

0 exp// 01 nQnnnnP βωθ ωω−= ,                         (6.32) 
Отметим, что при равенстве парциальных объемов частиц и вакансий урав-
нение (6.32) переходит в уравнение Дитеричи.  

В случае, когда не выполняется формула  (6.29)  давление насыщенных  
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

171  

 
паров вещества над его конденсированной фазой с учетом определения ве-
личины sP  вычисляется по формуле  

   ( ) ( ) ( ))/(ln)/ln(1)/(/ln 0 cicciis lTTTTqPP θωγ+−−= ,                  (6.33) 
которая соответствует экспериментальному выражению [59, 155].  

Формулы (6.13), (6.22) и (6.23) позволяют определить коэффициент 
летучести чистого вещества 

                                           
( ) ( )[ ]

( )[ ] s

ss

nn

Plnnnn
l

γωθξ
ψβωω

00

1
/

01

/ln)/(

exp/)/( 01

+
= .                          (6.34) 

Далее рассмотрим связь химических потенциалов частиц с давлением. 
Подставим формулы (6.14) и (6.15) в (6.22), получим следующее соотноше-
ние для термодинамически равновесного состояния системы 
               ( ) ( ) ( )( )( )00 )(exp1)(explnln, ωξβξωϕβθθµµ −−−−−++= PQxTP iiiiii ,     (6.35) 

где ( ) iii PQTP ωµ +=,0  – стандартный химический потенциал частиц сорта i . 
  Сравнение равенства (6.35) с термодинамическим выражением для хи-
мических потенциалов компонентов сорта i  (см., например, [9]) 

( ) iiii xTP γθθµµ lnln,0 ++=  

( iγ  – коэффициенты активности), дает следующее выражение для коэффи-

циентов активности частиц сорта i  
                                    ( ) ( )( )0)(exp1)(exp ωξβξωϕβγ −−−−−= PQiiii .                  (6.36) 
Полученное соотношение демонстрирует зависимость коэффициентов ак-
тивности от концентрации частиц, их плотности, температуры и давления. 
При выполнении неравенства (6.17) (практически безвакансионная конден-
сированная среда) коэффициенты активности по формуле (6.36) 

  ( ))(exp iiii Q−−= ξωϕβγ                     (6.37) 
и не зависят явным образом от давления. Проведенный анализ показывает 
синтетическую связь непрерывно-решеточной модели с существующими те-
оретическими моделями веществ и их растворов. Данное теоретическое по-
строение содержит как частные случаи уравнения состояния газов Клапей-
рона-Менделеева, Ван дер Ваальса, Дитеричи, Камерлинга-Оннеса и “реше-
точного газа”. Кроме того, полученные выражения для уравнения состояния 
и химических потенциалов компонентов указывают на необходимость ис-
следования разреженной и конденсированной фаз. 
 

§ 2. Разреженный газ и конденсированная фаза 
 
         Так как двухчастичные взаимодействия частиц дают основной вклад во 
внутреннюю энергию системы, то изучим предельные случаи уравнений (6. 
13) и (6.22) в приближении регулярных растворов. Вводя концентрации ком- 
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понентов pii nnx /=  ( mi ÷= 1 , состав определяется плотностями частиц, но не 

вакансий) и объемную долю вакансий 000 nz ω= , перепишем уравнения (6.13) 
в виде 

                              ( )
( )

( )( )
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −++−= ∑
= 0

0

01,
2

2
0 11

ln
2

1

zx

zx
xxQ

x

z
P

m

lj
ljjl ν

ν
ω
θ

ω
,                         (6.38) 

здесь ( ) ∑
=

=
m

k
kk xx

1
ωω – эффективный размер частицы раствора, ( ) 0/)( ωων xx =  – 

отношение эффективных объемов частицы и вакансии. Уравнение (6.22) пе-
реходит в уравнение 
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µ .      (6.39) 

Рассмотрим предельные случаи: а) 11 0 <<− z  – основная доля объема занята 
вакансиями (разреженный газ); б) 10 <<z  – число вакансий невелико (конден-
сированная среда). 

а) Разложим функции (6.38) и (6.39) по малому параметру 01 z−=ε . Ог-
раничиваясь линейным членом в формуле (6.38), главным и линейным чле-
нами в формуле (6.39), найдем 
                                                         εωθ )(1 xP −=                                               (6.40) 
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ln .         (6.41) 

Если подставить в уравнение (6.40) значение малого параметра ( )xn p ωε = , то 

оно переходит в уравнение Менделеева-Клапейрона (уравнение состояния 
идеального газа). Выражая малый параметр ε  из уравнения (6.40) и под-
ставляя его в (6.41), получим 

                                ( ) ( )
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jijiisi xQxxPxTP
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1 )(1ln, ωβωθµµ ,                 (6.42) 

где стандартный  химический  потенциал ( ) ( ) ( )00ln, ωωωβθµ −++= iiis PPQTP , а 
коэффициенты активности равны 
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Формула (6.43) показывает зависимость коэффициентов активности компо-
нентов разреженной многокомпонентной системы от состава системы, дав-
ления, температуры и микроскопических характеристик частиц. Если взаи-
модействие частиц пренебрежимо мало по сравнению с их тепловой энерги-

ей (выполняется неравенство  θω <<∑
=

−
m

j
jij xQx

1

1 )( ) и размеры частиц одинаковы  

 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

173  

 
( ≅jω =lω pω , lj ≠ ), то коэффициенты активности компонентов равны между 

собой и задаются формулой  
                                                         ( )pi Pωβγ exp= .                                        (6.44) 
Этот эффект приводит к перенормировке стандартного состояния, при этом 
раствор становится идеальным. Для чистого вещества при совпадении раз-
меров частиц и вакансий ( ωωω == 0p ) химический потенциал принимает из-
вестный вид 
                                 ( ) ( ) ( ) ∗+=++= PTPPPQTP p ln,ln, 0 θµωωβθµ ,                    (6.45) 
где ωβ PP =∗  – приведенное давление. Таким образом, непрерывно-решеточ-
ная модель демонстрирует известные результаты в приближении идеальных 
газовых смесей. 

б) Если объемная доля вакансий невелика ( 10 <<z ), то система пред-
ставляет собой совершенный кристалл. Разложим функции (6.38) и (6.39) по 
малому параметру 0z ; ограничившись главными членами в указанных фор-
мулах, получим 
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2 ln)/()(5.0 zxxxQxP
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− ,                     (6.46) 
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Из уравнения (6.46) находим, что ( )( ) =00 ln)/( zxνωθ PxxQx
m
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ljjl −∑
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−

1,

2 )(5.0 ω . Под-

ставив эту величину в уравнение (6.47), получим 
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здесь стандартное значение химического потенциала ( ) iiis PQTP ωµ +=, . Сле-

довательно, коэффициент активности частиц сорта i  в почти совершенном 
кристалле определяется равенством 
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не зависит от давления и определяется составом, температурой и микроско-
пическими характеристиками частиц.  

Если все частицы и вакансии имеют одинаковый парциальный объем 
ω , тогда уравнение состояния совершенного кристалла имеет вид 
                                                   ( )0

12
)2( ln5.0 nnQP p ωωθ −−= ,                              (6.50) 

где )2(Q  – характеристика парных взаимодействий, отнесенная к единице 
объема. Так как этот параметр описывает притяжение, то его величина отри- 
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цательна. При сохранении объема системы существует температура, при ко-
торой 0=P : 

                                                           ( )0

2
)2(

ln2 n

nQ p
s ω

ω
θ = .                                         (6.51) 

Такой эффект возможен только при снижении температуры, так как увели-
чение температуры приводит к сильным отклонениям частиц от равновес-
ных положений, а затем и к уходу от этого положения. Таким образом, эф-
фект “обнуления внешнего давления” возможен только при снижении тем-
пературы. При понижении температуры возникают отрицательные давле-
ния, которые соответствуют расширению тела. 

 
§ 3. Уравнение состояния и тепловые свойства вещества 

 
 Ниже предпринято исследование поведения чистого вещества в окрес-
тности критической точки для выяснения роли многочастичных взаимодей-
ствий и необходимости их учета в уравнении состояния вещества. Полагая 

1=m , получим из (6.13) уравнение состояния чистого вещества, которое яв-
ляется уравнением состояния псевдобинарной системы, состоящей из час-
тиц и вакансий, а из уравнения (6.22) – химический потенциал частиц. 

 
3.1. Псевдобинарный раствор частиц и вакансий 

 
        Уравнение состояния чистого вещества в рамках решеточной модели 
имеет вид 
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где параметры )2(Q , )3(Q , … определяют двух-, трех-,…-частичные взаимо-
действия частиц; pn  – плотность частиц в системе. Химический потенциал 

частиц равен         
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Введем обозначения pp ny ω=  – мольная доля частиц, pωωλ /0=  – отношение 

парциальных объемов вакансии и частицы, параметры двух- , трех,  …-час-
тичных взаимодействий: 2

)2()2( / pQG ω= , 3
)3()3( / pQG ω= , … Выражая последнее 

слагаемое уравнения (6.52) через давление и подставляя полученное выра-
жение в формулу (6.53) с учетом введенных обозначений, найдем уравнение 
состояния чистого вещества (для простоты записи ограничимся трехчастич-
ными взаимодействиями)  
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и химический потенциал частиц 

                        ( ) ( ) ⎟⎟
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где ( ) pp PQTP ωµ +=,0 , pGA ω)2(1 = , ( ) pGGA ω)2()3(2 −= , pGA ω)3(3 −= .  
В силу соотношения Дюгема-Гиббса (5.2) локально равновесное сос-

тояние будет устойчивым при выполнении неравенства ( ) 0/
,
≥∂∂

TPpp Nµ , кото-

рое эквивалентно условию 

                                 0
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.                     (6.56) 

Из неравенства (6.56) видно, что при температурах выше критической тем-
пературы cθ ( cθθ ≥ ) фаза будет устойчивой, а при выполнении неравенства 

cθθ <  – неустойчивой. Так как равенство в (6.56) достигается при критиче-
ской температуре cθ  и критическом составе системе cy , то критическая тем-
пература 
                                      ( ) ( )( )ccccc yyyAyAA 112

321 −+++−= λθ .                     (6.57) 
Следовательно, ниже критической температуры равенство (6.56) определяет 
кривую абсолютной неустойчивости фазы (спинодаль), т. е. при cθθ <  спи-
нодаль будет описываться уравнением  
                                         ( ) ( )( )yyyAyAA 112

321 −+++−= λθ .                         (6.58) 
Таким образом, система частиц, уравнение состояния которой определяется 
уравнением (6.54), имеет критическую точку. Из формулы (6.58) видно, что 
асимметричность спинодали определяется многочастичными взаимодейст-
виями и различием парциальных объемов частиц.  

В соответствии с термодинамическим определением критической точ-
ки 
                                             ( ) ( ) 0// 22 =∂∂=∂∂ == cc TTTT VPVP .                               (6.59) 

Тождественными к (6.59) являются равенства  
                                              ( ) ( ) 0// 22 =∂∂=∂∂ == cc TTTT yPyP                                 (6.60) 

в виду очевидного неравенства ( ) 0/ ≠∂∂ = cTTVy . Легко проверить, что 

                                          ( ) ( )yyy
Tp −=∂∂ 1/µ ( )

Tp yP ∂∂ /)( ω .                             (6.61) 

Продифференцируем равенство (4.3.9) по переменной y , получим 
              ( ) ( ) ( ) ( )yyPyyy

TpTpTp −+∂∂−=∂∂+∂∂ 1/)(// 22 ωµµ ( )
Tp yP 22 /)( ∂∂ ω .       (6.62) 

Из (6.61) и (6.62) видно, что в критической точке выполняются равенства 
                                            ( ) ( ) 0// 22 =∂∂=∂∂

== cc TTpTTp yy µµ ,                            (6.63) 
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которые выше критической точки определяют устойчивость чистых веществ 
по отношению к бесконечно малым флуктуациям и стационарность неодно-
родного распределения по отношению к диффузии. 

Для получения явных зависимостей ограничимся в уравнении состоя-
ния (6.54) только двухчастичными взаимодействиями. Исходя из (6.60), по-
лучим систему уравнений, с помощью которой определим критические зна-
чения мольной доли частиц и температуры: 
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.                        (6.64)  

Из системы уравнений (6.64) следует, что критическая мольная доля частиц 
определяется параметром λ  согласно формуле  

                                                 [ ] 1
2 12

−
+−+−= λλλcy .                                    (6.65) 

Функция ( )λcy  монотонно возрастает для всех положительных значений па-
раметра λ . Критическая мольная доля частиц cy  принадлежит интервалу от 

3/1  до 3/2 , что согласуется с данными, полученными в § 6 главы 5, т.е. кри-
тическая плотность cn  веществ изменяется в интервале от )3/(1 pω  до )3/(2 pω .  

Критическая сжимаемость веществ )/( 1 cccc nPZ θ=  тоже определяется па-
раметром λ  и равна 
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Схематичное поведение этой функции от аргумента λ  показано на рис. 27. 
Наибольшего значения критическая сжимаемость ( )λcZ  достигает при зна-
чении параметра  64.1≅

э
λ . При изменении отношения парциальных объемов 

вакансии и частиц от нуля до 
э

λ  критическая сжимаемость ( )λcZ  возрастает 

от значения ( ) 375,00 =+cZ  до величины ( ) 392,0≅
эcZ λ . При дальнейшем уве-

личении параметра λ  функция монотонно и медленно убывает, приближа-
ясь к нулю по закону ( )λcZ ∼ λλ ln5.1 1− . Следовательно, критическая сжимае-
мость вещества положительна, определяется отношением парциальных объ-
емов вакансии и частицы, ( ) 392,0≤λcZ  и стремится к нулю при неограничен-
ном возрастании параметра λ . Известные из опыта значения cZ

э
Z< . В силу 

того, что экспериментальные значения коэффициента критической сжимае-
мости лежат в интервале от 0.21 до 0.31, то такой промежуток соответствует 
значениям параметра λ  в пределах от 6 до 14. Такие большие значения пара-
метра λ  указывают на возможность хорошо описывать только реальный газ  
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   Рис. 27. Поведение критического коэффициента сжимаемости cZ  в зависимос-   
   ти от значения параметра λ  
 
(вплоть до критической точки), но не жидкость, для которой значения пара-
метра λ  должны быть ниже. В табл. 1 приведены критические характерис-
тики веществ и параметры теоретической модели. Из табл. 1 видно, что па-
раметр парных взаимодействий )/()2( pБ

kQ ω− ∼(0.5–1) cT , что дает возможность 
оценивать этот параметр по критической температуре.  

 
         Таблица 1.  

Критические характеристики веществ [273] и параметры модели 
 

Вещество 
барP

с
,

 
кгм

vc

/

10
3

3⋅

 

KTc ,  cZ  λ  cy  

pБ
k

Q

ω
)2(−  

Азот, 2N  33.96 3.289 126.25 0.298 6.654 0.648 118.68 

Аммиак, 3NH  112.9 4.255 405.55 0.243 10.54 0.651 248.45 

Аргон, Ar  50.00 1.866 150.86 0.297 6.702 0.641 140.88 
Бензол, 66HC  49.24 3.289 562.60 0.271 8.377 0.646 426.64 

Вода, OH 2  221.2 3.147 647.27 0.233 11.43 0.652 366.33 

Двуокись углерода, 2CO  73.82 2.136 304.19 0.275 8.106 0.646 237.90 

Кислород, 2O  50.90 2.464 154.77 0.312 5.900 0.637 162.35 

Ксенон, Xe  58.30 0.909 289.74 0.289 7.193 0.643 396.74 
Метан, 4CH  46.41 6.173 190.55 0.290 7.154 0.643 262.81 

Хлор, Cl  77.10 1.745 417.15 0.275 8.060 0.645 328.05 
Фреон-40, ClCH3  66.72 2.700 416.25 0.263 8.921 0.647 296.41 

  
В табл. 2 приведены экспериментальные данные и теоретические зна-

чения давления для газообразного азота (для других веществ данные приве-
дены  в  приложении 1). Расхождение  теоретических  и  экспериментальных  
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 Таблица 2.  

Сравнение опытных .эксп
P  [273] и теоретических .теорP  значений 

давления для газообразного азота 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
данных для жидкого азота связаны либо с неприменимостью уравнения сос-
тояния для жидкости, либо с необходимостью учитывать многочастичные 
взаимодействия, приводящие к сильным ориентационным эффектам в жид-
кости. Расчетные данные для других газов из табл. 1 приведены в приложе-
нии 1. Сравнение экспериментальных данных и теоретических расчетов по-
казывает, что погрешность расчета давления в газовой фазе по предлагае-
мому уравнению состояния не превышает 52÷ %, что лежит в пределах экс-
периментальной погрешности. На рис. 28 приведены изотермы ксенона при 
различных температурах. Сравнение теоретических расчетов с эксперимен-
тальными данными показывает, что при малых давлениях наблюдается хо-
рошее согласие теории с экспериментом, а при высоких давлениях непре-
рывно-решеточная модель в приближении регулярных растворов дает каче-
ственно верную картину поведения реального газа. Предложенная модель в 
приближении парных взаимодействий (регулярный газ) адекватно отобража-
ет газовую фазу чистых веществ и плохо описывает жидкое состояние веще-
ства, что указывает на необходимость учета многочастичных взаимодейст-
вий для адекватного описания тепловых явлений в конденсированной фазе.  

В заключение отметим, что система уравнений (6.64) и уравнение сос-
тояния регулярного газа содержит три параметра: )2(Q , 0ω  и pω . Вследствие 

этого вещества, которые описываются таким уравнением состояния, не яв-
ляются термодинамически подобными веществами [274]. Закон соответст-
венных состояний имеет место или при равенстве параметров λ , или при 
равенстве коэффициентов критической сжимаемости cZ , причем первое ус-
ловие является необходимым и достаточным, а второе – только необходи-
мым. Равенство параметров λ  приводит для подобных веществ к совпаде-
нию критических мольных долей частиц, отношений параметров эффектив-
ных парных взаимодействий к температуре и критических сжимаемостей cZ . 
В  этой  связи исследуем в пункте 3.2 поведение двух равновесных фаз в ок- 
 

KT ,  

кг

м

v
ж

3

310⋅
 

кг

м

v
г

3

310⋅
 бар

P
эксп

,.  
бар

P
теор

,.  

70,00 1.193 552.600 0.39 0.39 
85,00 1.297 101.700 2.29 2.33 
105,00 1.514 22.230 10.83 11.00 
115,00 1.714 11.470 19.40 19.46 
125,00 2.324 5.016 32.05 31.85 
126,25 3.289 3.289 33.96 33.96 
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   Рис. 28. Изотермы ксенона при различных температурах  

           (∗ – 300 К; ° – 700 К; • – 1100 К; данные взяты из [273]) 
 

рестности критической точки.  
 

3.2. Критический индекс параметра порядка 
       

Равновесное, устойчивое, гетерогенное состояние системы характери-
зуется неизменностью по отношению к конечным флуктуациям. Кривая ус-
тойчивости системы по отношению к конечным флуктуациям называется 
бинодалью. Метастабильные состояния системы (переохлажденный пар, пе-
регретая жидкость и т.п.) определяются неустойчивостью системы по отно-
шению к конечным и устойчивостью по отношению к бесконечно малым 
флуктуациям. На диаграмме состояния чистого вещества такие состояния 
отделяются от устойчивых состояний системы бинодалью и кривой абсо-
лютной неустойчивости (кривой метастабильности, спинодалью, рис. 29).  

Состояние системы под спинодалью неустойчиво и она распадается на 
две фазы. Экстремальная точка бинодали называется критической точкой 
фазового перехода. Математически критическая точка определяется одно-
временным равенством нулю первой и второй производных от давления по 
объему  системы  при  критической температуре. Если рассматривать крити- 
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Рис. 29. Бинодаль и спинодаль 
   

ческую точку фазового перехода с позиций химической теории, то она ха-
рактеризуется равенством скоростей перехода частиц из одной фазы в дру-
гую, что приводит к флюидному состоянию вещества. 

Исследуем поведение чистого вещества в окрестности ниже критичес-
кой точки.  Классическое  исследование уравнения  состояния в окрестности  
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критической точки фазового перехода сводится к разложению давления в 
ряд Тейлора по малым величинам cTT −  и cVV −  при игнорировании устой-
чивости системы по отношению к диффузии или бесконечно малым флук-
туациям, что обеспечивается равенством химических потенциалов частиц в 
обеих фазах. В связи с последним замечанием рассмотрим поведение реше-
точного газа в окрестности критической точки, исходя из термодинамичес-
ких условий равновесия фаз.  

 Будем считать, что параметры взаимодействия частиц в фазах в непос-
редственной близости к точке фазового превращения одинаковы. При этом 
фазы различаются взаимодействием частиц с внешним полем, т.е. теплота 
перехода, выделяемая при преобразовании системы из однофазного состоя-
ния в двухфазное состояние, определяется работой, совершаемой частицами 
против внешних сил при пересечении межфазной границы.  

Ограничившись четырехчастичными взаимодействиями, воспользуем-
ся условиями фазового равновесия и уравнениями (6.52) и (6.53) для фазы 1 
и фазы 2 с мольными долями частиц y  и z , соответственно. Из условий тер-
модинамического равновесия ( )2()1( PP =  и )2()1(

pp µµ = ) после несложных преоб-
разований получим 2 уравнения, содержащих параметр порядка 2/)( yz −=η  и 
полусумму мольных долей частиц 2/)( yz +=ξ : 
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где ( ))/(1)1(
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)2(
0 cpp TTq −=− µµ ; Ap NHq /∆=  определяется теплотой фазового пере-

хода pH∆ ;  ( ) ( )( )⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+−
+++=

ξλξξω
θξξξ

1112
2 2)4(

)3()2(1
p

G
GGB ; 

[ ]3

333

0
)4()3(2

))1(1()1(

))1(1()1()1(

3

2

3

2

ξλξ
ξλξλ

ω
θξ

−+−
−++−−++= GGB ;  11

1
BC pω

ξ
ξ−= ; 

[ ]3

333

)4(
)3()4(

2
))1(1(

)1())1(1(

3

2

3

2

ξλξ
ξλξλθωξ

−+
−−−+−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
= pG

GG
C . 

Отметим тот факт, что уравнения системы (6.67) не содержат четных степе-
ней параметра порядка в соответствии с теорией Ландау. Нулевое (триви-
альное) значение параметра порядка наблюдается только при достижении 
критической точки фазового перехода ( 0=η  при cTT = ). В окрестности кри-
тической точки существует нетривиальное решение,  которое удовлетворяет  
уравнениям 

                                                  
( )( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+

=+

cTTqCC

BB

/1

0
3

21

2
21

ηη
η

.                                (6.68) 
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С целью нахождения величины параметра порядка, которая является реше-
нием обоих уравнений системы (6.67), умножим первое уравнение системы 
на выражение ξξω /)1( −− p  и найдем сумму полученного уравнения со вто-
рым уравнением системы (6.67), тогда параметр порядка 
                                                      ( ) 3/1)/(1 cTTK −=η ,                                       (6.69) 

где 3
22 )1( ξωξ
ξ

−−
=

pBC

q
K . Таким образом, решение системы уравнений (6. 

68) приводит к экспериментальному значению критического индекса 3/1=β  
[181, 275] для температурной зависимости параметра порядка. Если коэффи-
циент K  постоянен, то теплота перехода определяется формулой 
                                            ( ))/)1(( 22

3 ξξω −−=∆ pAp BCKNH .                           (6.70) 
Подставляя параметр порядка (6.69) в первое уравнение системы (6.68) по-
лучим уравнение для определения температурной зависимости величины ξ : 
                                           ( ) 0)/(1),( 3/22

21 =−+= cTTKBBTf ξ ,                          (6.71) 

которое устанавливает связь между величиной ξ  и температурой T . В непо-
средственной близости к критической точке фазового перехода уравнение 
(6.71) переходит в уравнение 01 =B , так как по первому уравнению системы 
(6.68)  
                                                      212,1 / BB−±=η .                                          (6.72) 
В бесконечно малой окрестности критической точки параметр порядка при-
ближается к нуля по формуле (6.69). Следовательно, коэффициент 1B  (и ко-

эффициент 1C ) при подходе системы к критической точке стремится к нулю. 

Таким образом, при критической температуре уравнение 01 =B  определяет 
связь между критической температурой и критическим значением мольной 
доли частиц в системе 
                             ( ) ))1(1()1(5.0 2

)4()3()2( cccpccc yyyyGyGG −+−++−= λωθ .           (6.73) 

Отметим, что уравнение 01 =B  ниже критической точки определяет спино-
даль, на которой параметр порядка отличен от нуля. В приближении парных 
взаимодействий ( 0)4()3( == GG ) и равенства парциальных объемов частиц и 

вакансий ( 1=λ ) уравнение 01 =B  определяет симметричную спинодаль (при-
ближение Кана-Хачатуряна) 
                                                     ( )yyG p −−= 1)2( ωθ .                                        (6.74) 
Формула (6.73) имеет такой же вид,  который характерен для фазового пере-
хода порядок-беспорядок [68].  

Для исследования уравнения кривой абсолютной неустойчивости (спи-
нодали), полученного из уравнения 01 =B , ограничимся парными взаимодей- 
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ствиями ( 0)4()3( == GG ), при этом запишем уравнение спинодали в безразмер-
ном виде: 

                                           ))1(1()1(
)2(

yyy
G p

−−−=−= λ
ω

θτ .                              (6.75) 

Рис. 30 отображает спинодали при различных значениях параметра λ .  
 
 

      τ                                       τ                                          τ  
                                            
                0→λ                                               1=λ                      ∞→λ  
 
 
 
 
 
 
                                         y                                          y                                          y   
                       5.0                                     5.0                                       5.0             

 
     Рис. 30. Кривые абсолютной неустойчивости при изменении параметра y  

 
Из рис. 30 видно, что с увеличением параметра λ  экстремум спинодали воз-
растает и смещается из области малых мольных долей частиц в область 
больших значений этой величины. При значениях 1≠λ  спинодаль описыва-
ется асимметричной относительно прямой равных составов кривой (наблю-
дается для большинства чистых веществ). Следовательно, различие парци-
альных объемов вакансий и частиц приводит к асимметрии бинодали и спи-
нодали чистого вещества. Критическая температура в этом приближении оп-
ределяется параметром двухчастичных взаимодействий и параметром λ  (см. 
формулу (6.65)).  

Используя формулу (6.73) перепишем уравнение 01 =B  в виде 

0
))1(1()1(

))1(1()1(
1

))1(1)(1(
)()(

2

1
)4()3( =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+−
−+−−

−+−
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++
ξλξξ

λ
λω

θξξ
c

ccc

cccp

c
cc T

yyyT

yyy
yyGG . 

Так как в непосредственной близости к критической точке cy≅ξ , то полу-
ченное равенство можно переписать в виде (выполнена линеаризация по ма-
лому параметру cy−ξ ) 
                                                 ( ))/(15.0 cc TTgy −+=ξ ,                                      (6.76) 

где ( )[ ] 1
)4()3( ))1(1()1(2 −−+−+= cccpcc yyyyGGg λωθ . С учетом определений вели-

чин ξ  и cy  перепишем равенство (6.76) в виде 
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                                                  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=+

cc T

T
g

vvv
1~211

)2()1(
,                                 (6.77)  

где )()()( / ααα mVv =  – удельный объем фазы α , занимающей объем )(αV  и мас-

су )(αm , cv  – критический удельный объем, коэффициент 
Ap N

g
g

ω
µ=~ . Равенст-

во (6.77) отображает известное правило “прямолинейного диаметра” Калье-
те-Матиаса [126]. 
 Проведенный анализ поведения вещества в непосредственной окрест-
ности критической точки показывает, что самосогласованная непрерывно-
решеточная модель приводит к экспериментальному значению критического 
индекса параметра порядка, если применять условия фазового равновесия, а 
не разложение в ряд Тейлора уравнения состояния в окрестности критичес-
кой точки. Кроме того, такой подход приводит к правилу Кальете-Матиаса 
для суммы плотностей сосуществующих фаз. Отметим необходимость учета 
в уравнении состояния многочастичных взаимодействий для адекватного 
описания жидкого состояния вещества, и их влияние на формирование кри-
тической точки.  

 
3.3. Теплофизические свойства чистого вещества 

 
         Анализ поведения кривых устойчивости в малой окрестности критиче-
ской точки показал необходимость учета многочастичных взаимодействий. 
В этой связи запишем уравнение состояния (6.52) в виде 

                           =pPω ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−++−−−
y

y
yAyAyA

1

11
ln

8

1

3

1

2

1 4
2

3
1

2
0

λ
λ
θ ,                 (6.78) 

где учтены взаимодействия частиц вплоть до четырехчастичных: параметры 
pGA ω)2(0 −= , pGA ω)3(1 −= , pGA ω)4(2 −= . В этом приближении химический по-

тенциал частиц (6.53) равен 

           ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−+
++−+−+−=

y

y
yAyAAyAAyApp )1(1

ln
8

1
2

6

1

2

1 4
2

3
21

2
1000 λ

λθµµ .       (6.79) 

Рассмотрим некоторые теплофизические свойства чистого вещества. 
1. Критическая мольная доля частиц. Воспользуемся уравнениями (6.60), 
исключим из уравнений критическую температуру, получим уравнение для 
критической доли частиц cy  в системе 

( ) ( )( )+−−−− 12213 2
0 cc yyA λλ ( ) ( )( )+−−−− 22314 2

1 ccc yyyA λλ                   

                                      ( ) ( )( ) 032415
2

1 22
2 =−−−−+ ccc yyyA λλ .                      (6.80) 

Из уравнения (6.80) видно, что формирование критической точки фазового 
перехода  определяется  не  только короткодействующей частью потенциала  
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взаимодействия ( 0ω , pω ), но и дальнодействующей частью ( )2(G , )3(G , )4(G , ...), 
ответственной за появление кооперативных движений. При 1=λ  продемон-
стрируем влияние иерархии взаимодействий на возникновение критической 
точки. Если параметры 0)2( ≠G , =)3(G =)4(G ... 0= , то 5.0=cy , что соответствует 

соотношению (6.65). Для случая, когда параметры взаимодействий 0)2( ≠G , 

0)3( ≠G , =)4(G ... 0= , критическое значение  

3

11 2

)2,1(

ggg
yc

++−
=

m
,                        (6.81) 

где 1
)3()2(

−= GGg . Так как величина cy  принадлежит интервалу [0; 1], то первое 
решение (знак “–” перед квадратным корнем) имеет смысл при ]0;(−∞∈g , а 
второе – при значениях параметра );1[ ∞−∈g . Зависимость критического зна-
чения объемной доли частиц от параметра g  показана на рис. 31. Из рис. 31  
 
                                                                          cy  

                                                                         1 
 
                                                                        67.0        )2(cy  
                                                                                                              5.0  
                                              )1(cy  
                                                                        33.0  
 
                                                                                                              g  
                                                              - 1 

 
           Рис. 31. Влияние значения параметра g  на наличие критической точки 

 
видно, что имеется область параметра g , в которой реализуются оба реше-
ния ( )2(G  и )3(G  имеют разные знаки). Это означает существование замкнутых 
кривых устойчивости. При отличии от нуля и четырехчастичных взаимодей-
ствий возможны 3 случая в зависимости от значения величин 

( )[ ]12
2

2 5.075.0 gggp −+−−=  и ( ) ( ) 1122
3

2 )(5.05.05.025.0 gggggq −−−+−= , 

где параметры 1
)4()2(1

−= GGg  и 1
)3()2(2

−= GGg . Величина cy  при этом удовлетворя-

ет приведенному кубическому уравнению 03 =++ qzpz cc , ( )5.0(5.0 2 −+= gyz cc ).  

В зависимости от знака дискриминанта уравнения ( ) ( )32 3/2/ pqE +=  реализу-
ется одна из ситуаций: одна критическая точка; замкнутая кривая устойчи-
вости с одинаковыми значениями объемных долей частиц, определяющих 
верхнюю и нижнюю критические точки; наличие трех критических точек.  

Анализ  поведения  вещества в окрестности критической точки фазово- 
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го перехода демонстрирует иерархию взаимодействий и их влияние на фор-
мирование критических явлений. Уравнение (6.80) получается как при ис-
ключении критической температуры из уравнений (6.63), так и при исполь-
зовании уравнений, определяющих равенство нулю первой производной от 
давления (6.60) и второй производной от химического потенциала частиц 
(6.63). Таким образом, (6.60) и (6.63) указывают на особый характер крити-
ческой точки, в которой система неустойчива как по отношению к конеч-
ным, так и бесконечно малым флуктуациям состава системы. Уравнение (6. 
80) преобразуем к виду 
                                              0234 =++++ fydycyby cccc ,                                   (6.82) 
где коэффициенты ( )αϑ −= 18.0b ; ( )16.0 10 −+−= ααϑϑc ; ( )( )αϑαϑ −+−= 14.0 10d ;  

( )12.0 0 −= αϑf ; 200 /2 AA=ϑ ; 211 /2 AA=ϑ ; )1/()2( −−= λλα  (в данном исследова-

нии 1≠λ ). Исключая величины 0ϑ  и 1ϑ  из этих определений, найдем связь 
между коэффициентами уравнения (6.82): 

        ( )
5

222

2

1

3

2 22 +−−+−−−= αααααα
bcd  и ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−++−=
5

1

43

1
1

2 αααα bcf .    (6.83) 

Перепишем (6.82) в виде тождественной системы уравнений   

                                           

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−++++

=−−+−+

0
2

0
2

2

2

H

dub
uy

Hb
y

H

dub
uy

Hb
y

cc

cc

,                                    (6.84) 

здесь cbuH 48 2 −+= , а u  – какой-либо вещественный корень кубического 
уравнения 0248 2223 =−−+− dfHudbucu . Вычисляя сумму уравнений систе-
мы (6. 84), получим 
                                                    05.02 =++ ubyy cc ,                                            (6.85) 
корни которого равны 
                                                 ubbyc −−= 2

)2,1( )4/()4/( m .                                (6.86) 
В силу единственности критической точки фазового перехода для чистых 
веществ из (6.86) следует: 
                                               2)4/(bu =   и  )4/(byc −= .                                     (6.87) 
Так как критическая мольная доля частиц cy  лежит в пределах от нуля до 
единицы, то значения параметра b  принадлежат интервалу от –4 до 0. Для 
того чтобы коэффициент b  был отрицательным, необходимо и достаточно 
выполнения неравенства αϑα <<+− 15 . Если параметр 0<α , то эффективные 
трехчастичные взаимодействия определяют силы отталкивания. 
        Вычисляя величину H  и подставляя величины (6.87) в любое уравнение 
системы (6.84), найдем, что 
                                                     8/)4( 2bcbd −= .                                              (6.88) 
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Подстановка выражения для критической мольной доли cy  (6.87) и коэффи-
циента (6.88) в уравнение (6.82) дает для параметра f  выражение 
                                                256/)516( 22 bcbf −= .                                           (6.89) 
При найденной связи между коэффициентами уравнения и с учетом первого 
равенства (6.87) уравнение для величины u  обращается в тождество. Срав-
нение (6.88) и (6.89) с соответствующими равенствами (6.83) дает для коэф-
фициента c  равенства 
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.   (6.90) 

Из второго равенства (6.90) после простых преобразований найдем приве-
денное кубическое уравнение для величины α : 
                                                           03 =++ qpαα ,                                       (6.91) 
где коэффициенты уравнения равны 
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Уравнение (6.91) имеет единственное решение в том случае, когда дискри-
минант  
                                                      ( ) ( ) 03/2/ 32 >+= pqE ,                                   (6.92) 
при этом вещественный корень уравнения (6.91) равен 
                                          33 )2/()2/( EqEq −−++−=α .                             (6.93) 
Для значений параметра b  от  – 4  до 0  параметр λ  изменяется от 1.5 до 1.6.  
Такой узкий диапазон изменения параметра λ  говорит о том, что для любо-
го чистого вещества парциальный объем вакансии должен в 1.5 раза превы-
шать парциальный объем частицы. Знание значения критического коэффи-
циента сжимаемости )/( cccc nPZ θ=  вещества позволяет определить параметры  
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Используя уравнение состояния, найдем парциальный объем частиц  
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              (6.95) 

и парциальный объем вакансий  
                                                          pωλω =0 .                                                 (6.96) 
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Расчетную формулу для давления запишем в виде 
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где m  и M  – масса и молекулярная масса вещества, соответственно; R  – 
универсальная газовая постоянная. 

2. Температура Бойля. Разлагая логарифмическую функцию ( )
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λ  в 

ряд Маклорена в формуле (6.78) с точностью до членов  ∼ 4y , получим вири-
альное уравнение состояния 
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A
– четвертый вириальные коэффициенты. Температура, при кото-

рой обращается в нуль второй вириальный коэффициент, называется темпе-
ратурой Бойля 

Б
T . При малых давлениях и температуре Бойля реальный газ 

описывается уравнением идеального газа. При повышении давления проис-
ходит отклонение свойств реального газа от свойств идеального газа. Из оп-
ределения второго вириального коэффициента находим, что                        

                                                        ( )
Б

Б k

A
T

λ−
=

2
0 ,                                            (6.99) 

Так как температура Бойля является положительной величиной и по данным 
для критической мольной доли частиц параметр λ  изменяется от 1.5 до 1.6, 
то двухчастичные потенциалы определяют силы отталкивания 00 >A .  
3. Разность между изобарной и изохорной теплоемкостями. Разность меж-
ду изобарной теплоемкостью и изохорной теплоемкостями определяется об-
щей термодинамической формулой вида 
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V
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.                                  (6.100)  

В рамках самосогласованной решеточной модели формула (6.100) принима-
ет вид  
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 Для разреженной фазы ( )
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λ ∼ yλ , а знаменатель дроби (6.101) ∼ 22 yλ .  
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Следовательно, для идеального газа получаем хорошо известное соотноше-
ние RCC VP =− . Отметим, что при температуре и составе системы, отвечаю-
щем условию (уравнению спинодали) 
                                    ( ) ( )( )yyyyAyAA )1(115.0 2

210 −+−++= λθ ,                   (6.102) 
разность изобарной теплоемкости и изохорной теплоемкости стремится к 
бесконечности. Уравнение (6.102) определяет область спинодального распа-
да системы. Следовательно, можно использовать эксперименты по измере-
нию теплоемкостей системы для построения кривой абсолютной неустойчи-
вости чистого вещества и определения параметров решеточной модели.  
4. Коэффициенты расширения, давления и сжимаемости чистого вещества 
и кинетическое давление в конденсированной среде. Коэффициенты расши-
рения, давления и сжимаемости вычисляются по формулам (см., например, 
[114]): 
                    ( )PP TVV ∂∂= − /1α ;  ( )VV TPP ∂∂= − /1γ  и  ( )TT PVV ∂∂−= − /1β ,         (6.103) 
соответственно. Используя уравнение состояния (6.78), введем в рассмотре-
ние функцию  

                     += pPf ω ( ))1/())1(1(ln
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2
0 yyyAyAyA −−+−++ λ
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θ .          (6.104) 

Тогда коэффициент расширения (с учетом соотношения VyVy // −=∂∂ )  
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Из соотношения (6.105) для идеального газа получаем 1−=TPα , что соответ-

ствует известному результату. Коэффициент давления Vγ  определяется фор-
мулой 

                                              ( )
y

yy

VP

R
V λ

λγ )1/())1(1(ln −−+= .                             (6.106) 

В случае идеального газа формула (6.106) приводит к известной формуле 
для коэффициента давления 1−=TVγ . Коэффициент сжимаемости определя-

ется по коэффициентам расширения Pα  и давления Vγ  [114]: Tβ
V

P

Pγ
α

−= . На 

спинодали коэффициент расширения Pα  и коэффициент сжимаемости Tβ  

бесконечно возрастают. Следовательно, эксперименты по измерению этих 
величин могут использоваться для построения спинодали и определения па-
раметров решеточной модели по этой кривой.  
 В работе [276] было показано, что для конденсированной системы при 
атмосферном давлении aPP =  выполняется неравенство ( ) 1/ −

TPa TP βα 310 −≤ . С 
учетом  полученных  соотношений  найдем формулу для кинетического дав- 
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ления ( TPkin TP βα /. −= , см. формулу (2.78)): ( )
y

yy

V

TR
Pkin λ

λ )1/())1(1(ln
.

−−+= . При 

значительном уменьшении объемной доли частиц полученное соотношение 
переходит в уравнение Клапейрона-Менделеева. 
5. Эффект Джоуля-Томсона. Изменение температуры газа при адиабатичес-
ком дросселировании называют эффектом Джоуля-Томсона [277, 278]. Для 
большинства газов при их продавливании через пористую перегородку наб-
людается понижение температуры, причем для разных газов этот эффект 
различен, что позволяет разделять газовые смеси путем сжижения ее состав-
ляющих. Условие отсутствия исследуемого эффекта сводится к выполнению 
равенства 1−=TPα , что соответствует кривой, на которой реальный газ ведет 
себя как идеальный газ. Использование формулы для коэффициента расши-
рения (6.105) приводит к следующему выражению, связывающему темпера-
туру “идеализации” реального газа с объемной долей частиц в чистом газе 
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При 1=λ  и учете парных эффективных взаимодействий (6.107) имеет вид: 

                                                   
)1ln()1(

)1(2
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yyy
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Следовательно, изучение теплофизических свойств чистых веществ позво-
ляет проверить адекватность модели реальным системам. 

 
§ 4. Бинарные растворы 

 
 Изучение гетерогенного состояния конденсированной системы упро-
щается при наличии равновесной диаграммы состояния. Получим опреде-
ляющее уравнения для описания равновесия жидкой и твердой фаз и рас-
смотрим возможные типы диаграмм состояния. Для простоты рассуждений 
ограничимся парными взаимодействиями и воспользуемся формулой (6.48) 
для химических потенциалов компонентов конденсированной фазы.  
 

4.1. Расчет диаграмм состояния 
 
 Для двухкомпонентного конденсированного раствора химические по-
тенциалы компонентов равны (формула (6.48) [240, 241, 244, 248, 249]): 
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здесь ( ) 1

0 5.0, −++= iiiiii QPQTP ωωµ  – стандартное значение химического потен-
циала частиц сорта i , выбираемое по Гильдебранду: при концентрации ком-
понента i  равной единице ( 1=ix ) его активность равна 1; x  – концентрация 

первого компонента в фазе 1; параметр 12 /ωωλ = – отношение парциальных 

объемов частиц, образующих раствор; величина ( )[ ]1
221112

1
1 5,0

~ −− +−= λλω QQQW  
– энергия смешения. Для раствора, образованного частицами с одинаковыми 
объемами ( 1=λ ), энергия смешения соответствует выражению модели Брэг-
га-Вильямса [145] и энергии образования регулярного раствора Гильдебран-
да [9, 10]. Для фазы 2 формулы (6.109) и (6. 110) имеют такой же вид, но 
энергия образования раствора будет равна U

~ , а концентрация первого ком-
понента y . Отличие энергии смешения в фазе 2 от энергии образования рас-
твора в фазе 1 связано с тем, что усреднение эффективных потенциалов вза-
имодействия производится по объемам этих фаз. С физической точки зрения 
параметр W

~  определяет энергетически выгодное окружение выделенной мо-
лекулы (атома). Положительному значению энергии смешения ( 0

~ >W ) соот-
ветствует окружение выделенной молекулы (атома) частицами того же сор-
та. Это приводит к объединению частиц одного сорта с образованием меха-
нической смеси компонентов. При отрицательном значении W

~  энергетичес-
ки выгодной конфигурацией является окружение выбранной частицы части-
цами другого сорта.  

Использование равенства химических потенциалов компонентов в фа-
зах 1 и 2 приводит к уравнению, определяющему возможные типы диаграмм 
состояния: 
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где ( )
Б

kUWUW /)
~

(
~= , iT  – температура фазового перехода чистого компонента  

i , величины )/(0 θθµ −∆= iiiq определяют тангенсы углов наклона ликвидуса 
для сильно разбавленных растворов и связаны с выделением (поглощением) 
тепла при фазовом переходе первого рода. Отметим, что при значении пара-
метра 1=λ  уравнения (6.111) переходят в уравнения Данилова и Каменец-
кой [171-173].  Если энергетические параметры фаз 0==UW  и 12 TT = , то тем-
пература фазового перехода постоянна. В этом случае диаграмма состояния 
представляет собой прямую линию, которая параллельна оси концентраций.  
 Применение любой феноменологической модели для расчета термоди- 
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намических свойств растворов, находящихся в различных агрегатных состо-
яниях, ограничивается нахождением параметров модели. Параметры модели 
вычисляются по экспериментальным данным, например, по термодинамиче-
ским функциям смешения или диаграммам состояния. Рассмотрим методику 
нахождения параметров модели по некоторым типам диаграмм состояния: 
а) диаграмма состояния эвтектического типа с отсутствием раствори-
мости компонентов в твердом состоянии (рис. 32). Диаграмма такого вида 
  
                              Ct 0,       
                                                                                  1t  
                                                  
                                      2t                L  
                                  
 
                                            AL +                 BL +  
                                 

э
t                                                      

                                                     э     S  

                                                         BA +  
 
                                                    

э
x                          1x  

  Рис. 32. Диаграмма эвтектического типа с отсутствием 
            растворимости компонентов в твердом состоянии 
          
возникает при неограниченной растворимости обоих компонентов в жидком 
состоянии, которые в твердом состоянии образуют механическую смесь (эв-
тектику) при отсутствии химических соединений. Следует отметить, что для 
металлических растворов диаграмм такого типа практически не существует 
(примером таких диаграмм могут служить водные солевые растворы). Одна-
ко существует много таких растворов металлов, для которых растворимость 
металлов в твердом состоянии пренебрежимо мала (например, редкоземель-
ный металл-хром). Физика возникновения диаграмм такого вида заключает-
ся в том, что при температурах ниже эвтектической температуры энергия 
взаимодействия частиц одного сорта значительно превышает взаимодейст-
вие разноименных частиц. Параметры модели для такого типа диаграммы 
состояния вычисляются по координатам эвтектической точки ( )

ээ
Tx ,  (причем 

величину температуры эвтектики приводят к значению по абсолютной шка-
ле 15,273+=

ээ
tT ) по формулам: 
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                   ( )( ) ( ) λλ /)1/()1(ln/ 2

1 ээээээ
xxxxTTTqRW −−+−−= ,  0/ =RU .            (6.113) 

Например, в работе [249] автором были рассчитаны диаграммы состояния в  
системах РЗЭCr −  (рис. 33) на основе данных табл. 3.  Расчет диаграмм фазо- 
 
           
                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           Рис. 33. Диаграммы эвтектического типа с отсутствием раствори- 

 мости  компонентов в твердом состоянии в системах РЗЭCr −  
 
Таблица 3.  

Параметры модели и опытные данные систем РЗЭCr − . 
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вых равновесий проводился в предположении отсутствия растворимости в 
твердом состоянии, потому что существенно различаются эффективные объ-
емы атомов хрома и редкоземельного элемента. Исследование различных 
диаграмм фазовых равновесий в системах РЗЭCr −  позволило оценить пара-
метры модели для сплава EuCr −  и построить ориентировочные равновесные 
области этого сплава, которые отсутствовали в литературе (рис. 34, см. так-
же приложение 2).  Более детальное исследование системы CeCr −  показыва-
ет наличие кривой сольвуса, отображающей наличие ретроградного солиду-
са (см. главу 8). Аналогичные рассуждения при изучении металлошлаковых 
систем вида 2MeFMe−  ( MgBaCaMe ,,= ) позволили рассчитать диаграмму фа-

зовых равновесий в системе 2MgFMg − (рис. 35), рафинирующие возможнос-
ти флюсов и выяснить, что наиболее перспективной по всей совокупности 
параметров в электрошлаковом переплаве металлов и их сплавов является 
система 2CaFCa −  (см. также главу 8). 
  
        

 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       Рис. 34. Диаграмма состояния             Рис. 35. Диаграмма фазовых равнове-    
       системы EuCr −                                       сий в системе 2MgFMg −  

 
б) диаграмма состояния с минимальной (максимальной) точкой (“бабочка”) 
(рис. 36). Диаграмма состояния с минимальной (или максимальной) точкой 
(“бабочка”) возникает тогда, когда разноименные частицы связаны в жидкой 
фазе сильнее по сравнению с одноименными частицами, чем в твердой фазе. 
С математической точки зрения реализация диаграммы состояния типа “ба-
бочка” состоит в том, что при UW <  возникает диаграмма состояния с ми-
нимумом, а  при UW >  – с максимумом. Параметры модели для такого типа 
диаграммы состояния могут быть вычислены по координатам минимальной 
(максимальной) точки ( )mm Tx ,  (причем при вычислениях температура выб-
ранной  точки  берется  по абсолютной шкале Кельвина += mm tT 15.273 ) и лю- 
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                                                mx       

 
              Рис. 36. Диаграмма состояния с минимальной 

               точкой (“бабочка”) 
 
бых двух произвольных точек ликвидуса ( )Tx,  и солидуса ( )Ty,  при фикси-
рованной температуре T  левых (или правых) ветвей диаграммы состояния 
по формулам: 
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здесь параметр ( ) ( ))1/()1(ln222 yxTTTqQ −−−−= . Расчет реальных диаграмм сос-
тояния с минимальной и максимальной точкой приведен в главе 8. 
в) диаграмма состояния типа “сигара”. Если энергии смешения компонен-
тов W  и U  для жидкого и твердого состояний бинарного раствора совпада-
ют, то возникает диаграмма состояния типа “сигара”. Диаграмма такого ви-
да в системе с компонентами A  и B  показана на рис. 37. Параметры модели 
для диаграммы состояния типа “сигары” вычисляются по координатам двух 
произвольных точек ликвидуса ( )Tx,  и солидуса ( )Ty,  при фиксированной 
температуре 15,273+= tT  по формулам: 
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     Рис. 37. Диаграмма состояния типа “сигара”  
     ( L – жидкая, S – твердая фаза) 
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здесь параметры ( ) ( )yxTTTqQ /ln111 −−=  и ( ) ( ))1/()1(ln222 yxTTTqQ −−−−= . 
г) диаграмма состояния при отсутствии фазовых переходов I рода. Если 
параметры 021 == qq , то в такой бинарной системе отсутствуют фазовые пе-
реходы первого рода. В рамках решеточной модели эта кривая имеет место 
при выполнении условия равенства парциальных объемов компонентов ( =λ  

1= ) и описывается уравнением Беккера ( xy −= 1 , 0>=UW ) 

                                                       ( )xx

x

R

W
T

/)1(ln

21

−
−= .                                      (6.119) 

Так как уравнение Беккера получено из уравнений, определяющих равнове-
сие жидкой и твердой фаз, то оно описывает бинодаль, которая отделяет ус-
тойчивые состояния раствора от его метастабильных состояний. 

Если энергетический параметр W  (или U ) положителен, то возможен 
спинодальный распад двойной конденсированной системы, который опреде-
ляется формулой: 
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Если параметр 1=λ , то кривая спинодального распада симметрична относи-
тельно линии равных концентраций компонентов 5.01 =−= xx  также, как и 
кривая Беккера. В этом случае спинодаль определяется уравнением Кана-
Хачатуряна [189]. 
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Если некоторые компоненты системы образуют химические соедине-

ния, то исследование диаграмм состояния требует изучения влияния микро-
скопических параметров частиц на константу равновесия химической реак-
ции и ее энергию активации. Важным моментом является решение вопроса 
о влиянии межчастичных взаимодействий и микроскопических параметров 
частиц на скорости протекания прямой и обратной химических реакций (см. 
§ 6 главы 6). Кроме того, протекание химических реакций вносит изменения 
в диаграммы фазовых равновесий за счет выделения или поглощения тепла, 
численное значение которого определяется производной от константы рав-
новесия по температуре.  

 
4.2. Термодинамические функции смешения и параметры модели 

 
        Сравнение формул (6.109) и (6.110) с общими термодинамическими 
формулами для химических потенциалов компонентов приводит к следую-
щим соотношениям (см. также главу 8 и приложение 2): 
а) коэффициенты активности (отличие коэффициентов активности от еди-
ницы демонстрируют отклонение реального конденсированного раствора от 
идеального раствора) определяются для моля вещества формулами  
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где TR=θ , R  – универсальная газовая постоянная. Параметры модели могут 
быть определены, если известны коэффициенты активности компонентов.  

Пусть заданы значения коэффициента активности второго компонента 
)1(

2γ  при )1(xx =  и )2(
2γ  при )2(xx = . Для фиксированной температуры θ  пара-

метры равны:  
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Активности компонентов рассчитываются по формуле Льюиса [8, 89]:  
                                                         iii xa γ= .                                               (6.124) 

б) парциальные теплоты смешения. Для вычисления парциальных теплот 
смешения воспользуемся уравнением Вант-Гоффа [6]: 
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По известным данным для парциальных теплот смешения найдем парамет-
ры модели. Пусть парциальная теплота смешения второго компонента при  

)1(xx =  равна )1(
2H  и при )2(xx =  – )2(

2H . Тогда параметры модели определяются 

по формулам:  

            ( )
( )Γ−+−Γ

Γ−=
1

1
)2()1()1()2(

)2()1(

xxxx

xxλ ,  
)2(

2

)1(
2

H

H=Γ ,  
2

)1(

)1()1(
)1(

2
)1(
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −+=
x

xx
HW

λ .     (6.127) 

в) теплота смешения. Теплота смешения вычисляется по формуле  
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Если известно экстремальное значение теплоты смешения 
э

H  при концен-
трации первого компонента 

э
xx = , то параметры модели находят по форму-

лам: 
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В заключение приведем формулы, по которым рассчитываются избы-
точная энергия Гиббса G  и конфигурационная составляющая энтропии ST : 
                                                [ ]21 ln)1(ln axaxTRG −+=                                   (6.130) 
                                              [ ])1ln()1(ln xxxxTRST −−+−= .                            (6.131) 
 Характеристики компонентов и параметры модели, найденные по диа-
граммам состояния и экстремумам энтальпии смешения для различных ре-
альных растворов приведены в табл. 4. 

В заключение приведем еще один способ определения параметров ре-
шеточной модели по акустическим данным (см. приложения 2 и 3). Для би-
нарных систем можно ввести в рассмотрение функцию флуктуаций. Функ-
ция флуктуаций характеризует отклонение свойств исследуемого реального 
раствора от свойств идеального раствора, для которого функция 11 =−φ . Если 

величина 11 <−φ , то отклонение от закона Рауля положительно, в противном 
случае – отрицательно. Функция флуктуаций определяется согласно равен-
ству 
                                       ( ) ( )

TPTP
xxxx

,2,1
1 /)1(/ ∂∂−−=∂∂=− µβµβφ .                  (6.132) 

Для изучаемого приближения эта функция дается формулой 
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Если энергетический параметр 0>W  (или 0>U ), то полученную формулу с 
учетом формулы (6.120) можно переписать в виде 
                                                      )/(1 .

1 TT
сп

−=−φ .                                          (6.134) 
Из формулы (6.134) видно,  что  на спинодали флуктуации становятся значи- 
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 Таблица 4.  

Параметры решеточной модели реальных двойных систем  
(приближение парных взаимодействий) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
тельными, т.е. спинодальная кривая отделяет область неустойчивых состоя-
ний раствора от метастабильных состояний. Вне зависимости от знака энер-
гетического параметра функция флуктуаций достигает своего экстремально-
го значения при концентрации первого компонента 

                                                       
1

112

−
−+−=

λ
λλ

э
x .                                     (6.135) 

Отсюда следует, что параметр  
 

№ 
п/п 

Система KT ,1

 
KT ,2  1q  2q  λ  

K

RW ,/
 

K

RU ,/
 

1. 2CaFCaO −  2843 1683 4.538 2.113 0.932 - 4375  

2. 232 CaFOAl −  2345 1683 5.624 2.113 1.837 - 852  

3. 2CaFCa −  1111 1683 1.574 2.113 0.669 2621  

4. CaOCa −  1111 2843 1.574 4.538 0.718 - 2587  

5. CrFe −      1.000 2506  
6. NiFe −      0.348 -1474  
7. CrCe −  1073 2130 0.612 1.158 0.632 2813 70290 
8. CuFe −      1.013 3835  
9. MnFe −      1.000 604  
10. VFe −      1.055 -3057  
11. 2BaFBa −      0.994 2319  

12. 2CaFMgO −      2.703 4628  

13. AlCr −  2130 933 1.158 1.379 1.335 -2860 -8751 

14. 3232 OAlOCr −  2548 2323 5.714 5.624 0.883 2038 2038 

15. 2MgFMg −      1.402 1084  

16. TiCr −  2130 1936 1.158 0.879 1.475 2 1914 
17. MoCr −  2130 2896 1.158 1.494 1.307 -21 1958 
18. TiZr −  2128 1936 1.182 0.879 0.755 -17501 -16762 
19. ZrCr −  2130 2128 1.158 1.182 1.953 -9215 8512 
20. MoTi −  1936 2896 0.879 1.494 0.886 735 1141 
21. ZrMo −  2896 2128 1.494 1.182 1.495 1200 5664 
22. CrY −  1798 2130 0.763 1.158 0.464 2481  
23. CrLa −  1193 2130 0.625 1.158 0.621 2974  
24. CrrP −  1203 2130 0.689 1.158 0.647 3040  
25. CrNd −  1288 2130 0.667 1.158 0.651 3050  
26. CrSm −  1347 2130 0.770 1.158 0.662 3078  
27. CrEu −  1095 2130 1.012 1.158 0.550 2761  
28. CrGd −  1585 2130 0.763 1.158 0.663 3077  
29. CrDy −  1682 2130 0.791 1.158 0.480 2541  
30. CrLu −  1936 2130 1.159 1.158 0.311 1453  
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При фиксированной температуре T  энергетический параметр будет равен 
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Из этой формулы видно, что при 11 <−
э

φ  энергетический параметр будет по-
ложительным, а в противном случае – отрицательным. Отметим, что при 
фиксированной температуре T  и концентрации первого компонента 

э
x  про-

исходит аномальное поглощение звука и ультразвука. Таким образом, акус-
тические исследования являются дополнительным инструментом проверки 
адекватности модели реальным системам.  

Несмотря на способ определения модельных параметров, погрешность 
теоретического расчета по решеточной модели при учете только парных вза-
имодействий не превышает 10 %. 

 
4.3. Границы неустойчивости бинарных систем 

 
 В предыдущих пунктах было показано наличие областей термодина-
мической неустойчивости бинарной системы. Эти области особенно важны 
при использовании газовых смесей и конденсированных растворов и спла-
вов в технологических процессах и технических аппаратах, так как опреде-
ляют диапазон использования этих систем.  
 Устойчивость по отношению к диффузии (при отсутствии других ки-
нетических процессов) в случае двойной системы определяется уравнением: 
                                              ( ) ( )

TPTP
xxxx

,2,1 /)1(/ ∂∂−=∂∂ µµ ,                         (6.138) 

которое перепишем в виде 
                                              ( )( ) ( )

TPTP
xxx

,2,21 // ∂∂=∂−∂ µµµ .                         (6.139) 

Из формулы (6.139) видно, что при выполнении условия 
                                                      ( )( ) 0/

,21 =∂−∂
TP

xµµ                                    (6.140) 

система устойчива по отношению к бесконечно малым флуктуациям. 
 Использование формул (6.40) и (6.41) для разреженной фазы приводит 
к следующему выражению для химических потенциалов компонентов 
                            ( ) ( ))1()(ln, 1211011 xQxQPxPxTP −++++= βωθµµ ,               (6.141) 

                           ( ) ( ))1()()1(ln, 2221022 xQxQPxPxTP −+++−+= βωθµµ .        (6.142) 
Вычитая (6.142) из (6.141) и используя уравнение (6.140), получим уравне-
ние, определяющее границы абсолютной неустойчивости разреженной газо-

вой смеси (энергия смешения 
2

2211
12

QQ
QW

+−=  положительна): 
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                                                      )1(
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xx

R
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T −= .                                     (6.143) 

 В случае конденсированного бинарного раствора химические потен-
циалы компонентов определяются формулами (6.109) и (6.110). Таким обра-
зом, уравнение спинодали имеет вид уравнения (6.120). Экстремальная тем-
пература спинодали определяется энергией смешения раствора и отношени-
ем парциальных объемов частиц: 
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§ 5. Прогнозирование свойств многокомпонентных растворов 

с использованием параметров бинарных систем 
 

Используя параметры решеточной модели для бинарных конденсиро-
ванных растворов, можно спрогнозировать свойства m -компонентных раст-
воров, при условии неизменности параметров взаимодействия между части-
цами исходных компонентов при введении в систему нового компонента. В 
частности, для тройных растворов коэффициенты активности компонентов 
равны 
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где 121 /ωωλ = , 322 /ωωλ = , 133 /ωωλ = , ( ) 33211 xxxx λλλ ++= , ijW  – энергетиче-

ские параметры смешения соответствующих компонентов бинарных раство-
ров, а величины  

123231313112 WWWB λλλλ −+= ,     123231313123 WWWB λλλλ +−= , 

123231313131 WWWB λλλλ ++−= . 
Из формул (6.145)-(6.147) следует, что в приближении парных взаимо-

действий проводится оценка свойств тройных и многокомпонентных раст-
воров при знании параметров модели для двухкомпонентных систем. Избы-
точные термодинамические функции рассчитываются по формулам вида (6. 
124)-(6.126), (6.128), (6.130) и (6.131). Кроме того, решеточная модель поз-
воляет предсказать поведение ряда свойств растворов, необходимых при ре-
ализации той или иной технологической схемы (см. главу 8). 
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§ 6. Химические реакции и взаимодействия частиц 

 
 Взаимодействия частиц приводят как к кооперативным явлениям типа 
фазовых переходов первого и второго родов, так и к возникновению хими-
ческих соединений. Появление химических соединений изменяет вид диа-
грамм состояния реальных систем в связи с выделением или поглощением 
тепла при протекании химических реакций. Например, если в двойной сис-
теме с эвтектической точкой возможно образование одного устойчивого хи-
мического соединения, то диаграмма состояния состоит из совокупности 2 
диаграмм эвтектического типа [279]. Если соединение не диссоциирует на 
составляющие его вещества, то при концентрации первого компонента, со-
ответствующей химическому соединению наблюдается острый максимум. 
При диссоциации соединения на составляющие вещества этот максимум за-
кругляется. Если в двухкомпонентном растворе наблюдается неустойчивое 
химическое соединение, то равновесная диаграмма состояния содержит пе-
ритектическую точку, соответствующую скрытому максимуму. Кроме того, 
возникает вопрос о влиянии на скорость химической реакции химически ин-
дифферентных веществ, которые могут ускорять (катализаторы) или замед-
лять (ингибиторы) процесс получения новых соединений. При решении та-
ких проблем надо учитывать влияние дально- и короткодействующих потен-
циалов притяжения и отталкивания на скорости прямой и обратной реакций. 
Отметим, что снижение скорости обратной реакции до нуля приводит к об-
разованию устойчивого химического соединения, в противном случае – хи-
мическое соединение неустойчиво. Еще одна проблема связана с влиянием 
микроскопических параметров частиц на энергии активации прямой и об-
ратной реакций. 

Рассмотрим обратимую химическую реакцию вида  

                                                     ∑∑
+==

⇔
m

li
ii

l

i
ii YX

11

νν ,                                     (6.148) 

где iX  – реагенты, а iY  – продукты химической реакции; ∑
=

=
q

ii
1α

ανν  – коэф-

фициенты, некоторые из которых равны нулю, для реагентов эти коэффици-
енты отрицательны, а для продуктов реакции – положительны; αν i – коэффи-

циент компонента i  в химической реакции α ; q  – количество химических 
реакций. Из формулы (6.148) видно, что реагенты и продукты химической 
реакции являются равноправными составляющими m -компонентной систе-
мы. Протекание химической реакции приводит к отклонению системы из 
положения равновесия. Это смещение вызывает изменения мольных долей 
частиц сорта i , которые могут быть выражены через полноту реакции ςd  по  
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де Донде [229]: 
                                                           ςν dxd ii

~= ,                                           (6.149) 

где 

∑
=

=
m

k
kk

ii
i

M

M

1

~

ν

νν – относительные коэффициенты реакции, iM  – молекулярная 

масса вещества i , причем для стехиометрических реакций коэффициенты iν  

являются целыми числами. В этом случае интегрирование равенства (6.149) 
дает 
                                                          0

0 ~ ςν iii xx += ,                                          (6.150) 

где 0
ix  – мольная доля компонента i  до начала протекания химической реак-

ции, а 0ς  – равновесное значение полноты реакции. Для нестехиометриче-
ских реакций коэффициенты iν  зависят от полноты протекания реакции и 

описываются дробными числами, однако, равенство (6.150) имеет вид   
                                                         0

0 ~~ ςν iii xx += ,                                           (6.151) 

 где ∫=
0

00

~1~~
ς

ςν
ς

ν dii  – усредненные по полноте реакции коэффициенты химиче-

ских реакций. Выполняя суммирование по i  в формуле (6.150) (или (6.151)), 
найдем, что  

                                                           0~

1

=∑
=

m

i
iν .                                               (6.152) 

Формула (6.152) отображает закон сохранения массы при протекании хими-
ческих реакций. 
         При протекании стехиометрических химических реакций условия фа-
зового равновесия дополняются законом действующих масс [90], впервые 
сформулированным Гульдбергом и Вааге (1867): 

                                                        0~

1

=∑
=

m

i
ii µν .                                             (6.153) 

Закон Гульдберга-Вааге утверждает, что химическая реакция никогда 
не протекает до полного исчерпания реагентов или продуктов реакции. Этот 
закон приводит к тому, что изменения реагентов и продуктов реакции свя-
заны между собой посредством константы реакции, которая является посто-
янной величиной при данной температуре. Существует мнение, что химиче-
ские соединения образуют отдельную фазу, в этом случае их коэффициенты 
активности равны единице. Такая точка зрения лишь упрощает оценочные 
расчеты, но лишена физического обоснования. Термодинамическое описа-
ние системы не выделяет какие-либо компоненты системы как особые, оно 
лишь  фиксирует наличие дополнительной связи между химическими потен- 
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циалами компонентов, которая понижает число линейно-независимых хими-
ческих потенциалов компонентов.  

Формулы для химических потенциалов компонентов по Льюису поз-
воляют переписать (6.153) в виде   

                                                     ( )TPKa
m

i
i

i ,
1

~
=∏

=

ν ,                                        (6.154)  

где константа химического равновесия ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

m

i
ii TPTPK

1
0 ,~exp, µνβ . Конс-

танта равновесия  не  зависит  от  состава  системы, от обмена местами реа-
гентов и продуктов реакции (ее численные значения при этом взаимно об-
ратные) и от соотношений, в которых вещества введены в реакцию. Измене-
ние концентрации одного из веществ, участвующих в химической реакции, 
приводит к изменению концентраций всех остальных компонентов системы 
в соответствии с законом действующих масс (6.154) и приводит к прежнему 
значению константы равновесия при заданных условиях протекания хими-
ческой реакции. При практических расчетах константу химического равно-
весия обычно записывают в виде 
                                                      ( ) )/(,ln TBATPK += ,                                 (6.155) 
в исследуемой решеточной модели для конденсированного состояния веще-

ства ∑
=
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)( ωω и B  связаны с из-

менениями энтропии и теплоты реакции, соответственно. Используя уравне-
ние состояния (6.13) и выражения для химических потенциалов компонен-

тов (6.22), переходя к концентрациям частиц pii nnx /=  ( ∑
=

=
m

j
ip nn

1

 – плотность 

частиц в системе) и исключая плотности вакансий и ячеек в системе, полу-
чим следующее выражение для коэффициента B : 
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~ ωξϕ
,                                      (6.156) 

где ...
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Тепловой эффект реакции определяется формулой [272] 
                                              ( ) BkTKTkH

БPБp −=∂∂= /ln2                               (6.157) 
В случае, когда энтальпия реакции 0>pH , химическая реакция сопровожда-

ется поглощением тепла (эндотермическая реакция), а при 0<pH  – происхо-

дит  выделение  тепла (экзотермическая реакция). При учете парных взаимо- 
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действий тепловой эффект реакции определяется соотношением 
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Переходя в формуле (6.158) к концентрациям компонентов и подставляя (6. 
150), получим квадратное уравнение относительно полноты реакции 
                                                    02 =++ cba ςς ,                                             (6.159) 
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В этом пределе химические реакции будут отсутствовать, если дискрими-
нант уравнения 042 <−= acbD . В противоположном случае ( 0≥D ) химичес-
кому равновесию будут соответствовать два совпадающих или разных сос-
тава системы. Многочастичные взаимодействия могут привести к появле-
нию в m -компонентной системе химических соединений различных стехио-
метрических составов. 

Исследуем влияние взаимодействий и парциальных характеристик час-
тиц на скорость протекания химических реакций. Скорость прямой реакции  
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где 1K  – константа прямой реакции, ∏
=

=
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v
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1.. – скорость прямой реак-

ции без учета взаимодействия частиц, ∑
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lB  задается формулой вида (6.156), в которой суммирование ведется только 
по реагентам до индекса l  и определяет энергию активации прямой реакции. 
Такими же формулами описывается скорость обратной химической реакции. 
Равенство скоростей прямой и обратной реакций приводит к закону (6.153).  

Проведенное исследование показало, что гипотеза постоянства парци-
альных объемов компонентов системы, представление парциальной энергии 
частиц в виде нелокального ряда по плотностям атомов (молекул) приводит 
к самосогласованной решеточной модели m -компонентных растворов. В ус-
ловиях локального равновесия постоянство химических потенциалов компо-
нентов для неоднородной системы приводит к условиям, которые опреде-
ляют начало кристаллизации жидкого расплава. Установленная связь плот-
ности частиц и общего числа ячеек в системе с микро- и макроскопическими 
параметрами  системы  позволяет провести классификацию различных агре- 
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гатных состояний вещества. Полученные уравнение состояния и выражения 
для химических потенциалов содержат в качестве предельных случаев ре-
зультаты известных моделей, что указывает на синтетическую связь непре-
рывно-решеточной модели с ранее существовавшими теориями, и обосно-
вывает ее теоретическую ценность и практическую полезность. Показано, 
что асимметричность спинодали чистого вещества определяется как разли-
чием объемов частиц и вакансий, так и параметрами, определяющими мно-
гочастичные взаимодействия.  

Исследование поведения регулярного (учет только парных взаимодей-
ствий) вещества в окрестности критической точки приводит к завышенным 
значениям параметра λ , который определяет отношение объемов вакансии и 
частицы. Данное отношение определяет критическую мольную долю частиц 
при критической температуре. Сравнение теоретических и эксперименталь-
ных данных указывает на необходимость учета многочастичных взаимодей-
ствий. Учет многочастичных взаимодействий и использование условий фа-
зового равновесия (а не разложения по малым величинам в окрестности кри-
тической точки уравнения состояния в ряд Тейлора) приводит к экспери-
ментальному значению критического индекса параметра порядка, а также к 
известной формуле Кальете-Матиаса.  

В приближении регулярных растворов получены определяющее урав-
нение для описания равновесных диаграмм состояния бинарных конденси-
рованных растворов и выражения для термодинамических функций смеше-
ния, по которым определены параметры модели. Показано, что в зависимос-
ти от тех или иных соотношений, связывающих энергии смешения компо-
нентов в фазах, диаграммы равновесия имеют различный вид. Для двойных 
растворов или сплавов, компоненты которых имеют близкие парциальные 
объемы, определяющее уравнение принимает вид уравнения Данилова-Ка-
менецкой. Параметры непрерывно-решеточной модели бинарных конденси-
рованных растворов были использованы для прогнозирования термодинами-
ческих свойств систем с большим числом компонентов.  

Установлено, что энтальпия образования химического соединения в хи-
мически активных системах связана с энергиями смешения реагентов и про-
дуктов, а также с микроскопическими параметрами компонентов растворов.  
  



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

207  

 
Глава 7. КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ПРОЦЕССОВ ПЕРЕСТРОЙКИ  
              В ДИФФУЗИОННОЙ ЗОНЕ РЕШЕТОЧНЫХ РАСТВОРОВ  
 
Диффузионная миграция частиц является одним из необратимых про-

цессов, который необходимо учитывать при исследовании работы приборов 
[280], макрокинетики химических реакций [281], расслоения жидких и рас-
пада твердых растворов [282-284], пластической деформации металлов [285-
287], роста зародышей новой фазы [288], процессов в пленках и мембранах 
[289-291] и т.д. Столь широкая область применения диффузионного процес-
са связано с тем, что он протекает достаточно медленно, оказывает влияние 
на другие кинетические свойства системы и окончательно формирует равно-
весное состояние. Исследователи выделяют нормальную и аномальную диф-
фузию, хотя однозначного мнения на эти стороны исследуемого эволюцион-
ного механизма не выработано. Под нормальной диффузией понимается ки-
нетический процесс, описываемый уравнениями Фика или линейной теори-
ей Онсагера. В случае аномальной диффузии используется нелинейная тео-
рия Онсагера или диффузионные уравнения с дробными частными произ-
водными.  

В данной главе исследована нормальная диффузия в рамках решеточ-
ной модели. Использована линейная теория Онсагера для изучения границ 
метастабильности m -компонентных систем; их диффузионной перестройки 
при отсутствии и наличии равновесных и неравновесных вакансий; установ-
ления связи коэффициента электропроводности с составом системы и коэф-
фициентами самодиффузии в сильных электролитах; решения других задач. 
Наличие вакансий влияет на активационную стадию диффузионной мигра-
ции молекул (атомов) (подтверждено при компьютерной симуляции диффу-
зии [292]), формирование областей неустойчивости, взаимную диффузию в 
бинарных растворах и другие транспортные процессы. 

При протекании необратимых процессов возможна ситуация, когда ло-
кальные области системы находятся в термодинамическом равновесии, хотя 
система в целом является неравновесной. Локально равновесное состояние 
части системы может быть однородным или неоднородным, но стационар-
ным. После установления механического и теплового равновесий в системе 
происходит диффузионное выравнивание химических потенциалов iµ  всех 
компонентов системы. Однако при диффузии частиц и вакансий в системе 
возникают напряжения, которые стабилизируют неоднородное распределе-
ние компонентов в локальной области. Для устойчивости системы по отно-
шению к диффузии (стационарности распределения компонентов) в этом 
случае должны выполняться условия: 

            ( ) =∂∂
=constVTij c

,
/µ ( ) 0/

,
22 =∂∂

=constVTij cµ   или  constj =µ .                (7.1) 
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Таким образом, возникает необходимость кинетического анализа многоком-
понентных систем в их локально равновесных областях. В связи с приведен-
ными рассуждениями отметим принципиальное различие между термодина-
мическим равновесием системы и локальным равновесием ее частей. Если 
система находится в термодинамическом равновесии, то все ее части также 
находятся в равновесии. Обратное утверждение неверно: если отдельные об-
ласти системы находятся в локальном равновесии, характеризуемом разли-
чающимися параметрами, то система в целом может быть и неравновесной.  

В силу условия между концентрациями компонентов 1
1

=∑
=

m

i
ic  число не-

зависимых переменных для m -компонентной системы равно 1−m , при этом 
нарушается симметрия относительно нумерации компонентов. Одним из пу-
тей устранения этой проблемы является введение в рассмотрение вакансий. 
Отношение числа вакансий к числу частиц в металлах даже вблизи темпера-
туры плавления является величиной порядка ∼ 34 1010 −− ÷  и быстро убывает с 
понижением температуры [69]. При учете равновесных (химический потен-
циал вакансий const=0µ ) или неравновесных вакансий ( const≠0µ ) проблема 
асимметрии в нумерации компонентов снимается, так как вакансии являют-
ся дополнительным компонентом, некоторые параметры которого исключа-
ются в дальнейшем из рассмотрения тем или иным условием, налагаемым 
на плотности (концентрации) частиц и вакансий. Еще одной проблемой тео-
рии многокомпонентных растворов является влияние парциальных характе-
ристик частиц на их кинетические коэффициенты, а также описание границ 
метастабильности и влияние на их вид микроскопических параметров час-
тиц. Изучение диффузии в сильных электролитах (перенос заряда и диффу-
зионный процесс осуществляется одними и теми же частицами) требует ус-
тановления связи между коэффициентом электропроводности среды и мик-
роскопическими параметрами частиц.  

 
§ 1. Уравнения диффузионной перестройки многокомпонентной системы 

 
        При выводе уравнений диффузионной перестройки m -компонентной 
системы будем использовать линейную теорию Онсагера с применением ре-
шеточной модели неоднородной системы, находящейся в локальном равно-
весии. Локальная квазиравновесность диффузии с экспериментальной точки 
зрения подтверждается параболическим законом роста фаз, соответствием 
концентрационных кривых, получаемых при экспериментальном исследова-
нии диффузии в двухкомпонентных растворах, с фазовыми полями равнове-
ных диаграмм состояния этих растворов [76] и другими явлениями. Эти кри-
терии  являются  необходимыми,  но не достаточными условиями локальной  
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квазиравновесности диффузионной эволюции системы. Общий термодина-
мический подход к неравновесным процессам [99] показывает, что градиен-
ты химических потенциалов на характерной длине задачи должны быть зна-
чительно меньше величин этих химических потенциалов. Поэтому для пра-
вильной интерпретации экспериментальных данных необходимо проводить 
эксперименты на сплавах, образующих диффузионную пару, с близкими со-
ставами, что приводит к неизменности коэффициента взаимной диффузии. 
Следовательно, изучение зависимости коэффициента взаимной диффузии от 
концентрации компонентов в бинарных растворах с различными исходными 
составами является единственно верным критерием локальной равновесно-
сти системы. В связи с этим предлагаемый полумикроскопический подход 
позволяет установить ряд полезных соотношений, а также исследовать диф-
фузию и другие процессы, протекающие в неравновесных условиях. Отме-
тим, что при использовании теории Онсагера безразлично по какому из ме-
ханизмов происходит диффузионная перестройка системы, поэтому этот ас-
пект диффузии игнорируется. 

 
1.1. Условный экстремум функционала свободной энергии 

 
 Цель дальнейших рассуждений состоит в выводе и анализе уравнений 
временной эволюции распределения компонентов. Рассмотрим процессы в 
неоднородной и неравновесной системе на основе термодинамики необрати-
мых явлений с использованием решеточной модели в приближении локаль-
ного равновесия [236-238, 251, 252, 254, 255]. Будем считать, что время диф-
фузионной релаксации системы в равновесное состояние значительно пре-
вышает время протекания других кинетических процессов, т.е. диффузия яв-
ляется самым медленным необратимым процессом. Эта гипотеза приводит к 
тому, что в многокомпонентной системе происходит только диффузионное 
перемещение частиц, а все остальные неравновесные процессы уже закончи-
лись. Следовательно, диффузия частиц происходит в изобарно-изотермичес-
ких условиях. 
 При постоянных значениях температуры T  и объема системы V  равно-
весное распределение частиц определяется минимумом свободной энергии 
(6.1) с учетом выражений для внутренней энергии (6.3) и конфигурационной 
энтропии (6.4). Минимизация свободной энергии (6.1) в условиях локально-
го равновесия системы, содержащей вакансии, надо проводить при следую-
щих ограничениях: 

– постоянство числа частиц каждого компонента и вакансий 
                                                ii NdVrn =∫ )( , ( mi ÷= 0 );                                     (7.2) 

– занятость каждого “узла” решетки частицей сорта i  или вакансией 
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                                                      ( ) 1
0

=∑
=

m

i
ii rnω ,                                                 (7.3) 

здесь ( )rn i  – плотность частиц сорта i  с парциальным объемом iω . 

 В соответствии с методом Лагранжа поиска условного экстремума вве-
дем функционал свободной энергии  F 

                           F ( )[ ] ( ) ( ) dVrnrNdVrnF
m

i
ii

m

i
iii

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−−= ∑∫∑ ∫

==
1

00

ωψµ ,               (7.4) 

где iµ  и ( )rψ  – неопределенные множители Лагранжа, причем iµ  являются 

химическими потенциалами компонента i . Отметим тот факт, что неопреде-
ленные множители Лагранжа определяют потенциалы полей, соответствую-
щих вводимым условиям. В частности, неизвестную функцию ( )rψ  можно 
интерпретировать как потенциал поля механических напряжений. Прирав-
нивая нулю вариационную производную от функционала свободной энергии 
δ F/ inδ , получим химический потенциал компонента i  

                                          ( ) ( ) ( ))(/)(ln rnrnrr iiii θψωϕµ +−= ,                             (7.5) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) +′′′−+= ∑∫
=

VdrnrrKrKr j

m

j
ijii

1

ϕ … (для вакансий 00 =ϕ ).  

Система интегральных уравнений (7.5) решается совместно с равенст-
вами (7.2) и (7.3), при этом общее число уравнений равно 32 +m  и равно чис-
лу неизвестных функций ( )rn i , iµ  и ( )rψ . Функция ( )rψ  исключается из рас-

смотрения с помощью условия (7.3). Однако при выводе уравнений эволю-
ционной перестройки неравновесной системы легче получить результат при 
установлении связи между потоками частиц и вакансий, которые удовлетво-
ряют соотношению вида (7.3) при отсутствии потоков на границе системы. 

 
1.2. Уравнения диффузии в приближении локального равновесия 

 
 В неравновесной системе возможно существование локально равно-
весных областей, в которых соотношения (7.4) и (7.5) сохраняют свой вид, 
но зависят от времени t . Движущими силами установления равновесного 
состояния системы являются градиенты химических потенциалов частиц и 
вакансий [67, 68, 79, 88, 91, 204] (вернее, градиенты отношения  химических 
потенциалов компонентов к энергетической температуре системы TkБ=θ ).  

Согласно линейной теории Онсагера поток ( )trJi ,  компонента i  связан 
с движущими силами соотношением 

                                              ( ) ( )∑
=

∇−=
m

j
jiji trLtrJ

0

/),(, θµ ,                                   (7.6) 
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где ijL  – феноменологические коэффициенты Онсагера (для подавляющего 

большинства необратимых процессов кинетические коэффициенты симмет-
ричны по отношению к перестановке индексов); grad≡∇  – оператор “набла” 
(оператор градиента). Пренебрежение корреляцией в состояниях движения 
компонентов приводит к диагонализации матрицы коэффициентов Онсаге-
ра, т.е. 
                                                          ijiij LL δ= ,                                                 (7.7) 

здесь ijδ  – символ Кронекера. 

Уравнения диффузии получают с использованием уравнения сохране-
ния числа частиц и вакансий ( mi ÷= 0 ) вида  
                                               ( ) 0,)/),(( =+∂∂ trJdivttrn ii .                                   (7.8) 
Умножив уравнение (7.8) на парциальный объем iω , выполнив суммирова-

ние по индексу mi ÷= 0  и учтя равенство (7.3), получим ( ) 0,
0

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∑
=

m

i
ii trJdiv ω . 

При отсутствии потоков на границе системы это равенство принимает вид 

                                                     ( ) 0,
0

=∑
=

m

i
ii trJω .                                              (7.9)  

Если подставить выражение (7.5) для химических потенциалов компонентов 
(в неравновесном состоянии химические потенциалы компонентов зависят 
не только от пространственной координаты r , но и от времени t ) в (7.9), то 
возникает градиент ( )θψω /),( tri ∇ , который исключается из уравнений диф-
фузии с помощью равенства (7.9). После исключения указанного градиента 
поток частиц сорта i  примет вид 
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.                    (7.10) 

Переходя от коэффициентов Онсагера к коэффициентам самодиффузии iD  

по формуле 
                                                        ( )trnDL iii ,=                                               (7.11) 
(это равенство следует из сравнения уравнений для диффузии невзаимодей-
ствующих точечных частиц, полученных по теории Онсагера, с первым за-
коном Фика), получим систему интегро-дифференциальных уравнений диф-
фузии взаимодействующих неточечных частиц в неравновесной системе, ко-
торые описывают эволюцию системы по направлению к равновесному сос-
тоянию 
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(здесь 
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),(

ω

θ
ϕ

ω
 – скорость пластичес-

кого течения компонентов в диффузионной зоне) при начальных условиях  
                                                      ( ) )(0, 0 rnrn ii = ,                                            (7.13) 

)(0 rn i  – известное, первоначальное, неоднородное распределение компонен-
та i . Функции (7.13) связаны между собой соотношением  

                                                      ( ) 1
0

0 =∑
=

m

i
ii rnω .                                             (7.14) 

Решения системы уравнений (7.8) с учетом (7.12) обладают тем свойством, 

что величина ( )∑
=

m

i
ii trn

1

,ω  не зависит от времени и удовлетворяет условию  

                                                     ( ) 1,
0

=∑
=

m

i
ii trnω .                                              (7.15) 

Используя уравнения (7.8), исследуем влияние парциальных характе-
ристик компонентов на границу метастабильности многокомпонентной сис-
темы.  

 
1.3. Граница метастабильности неоднородных,  

безвакансионных растворов 
 
 Неустойчивость системы к конечным флуктуациям и устойчивость к 
бесконечно малым флуктуациям плотности частиц порождает кривую мета-
стабильности. Пусть число вакансий в системе взаимодействующих частиц 
пренебрежимо мало (конденсированная среда). Исследуем с помощью (7.8) 
устойчивость начального распределения компонентов системы по отноше-
нию к их бесконечно малым изменениям с учетом выражений для потоков 
компонентов по равенству (7.12).  

Зададим почти равновесное начальное распределение компонентов 
                                      ( ) ( )0,0, )0( rgnrn iii += ,  ( ) )0(0, ii nrg << ,                          (7.16) 

и линеаризуем (7.8) по малому параметру ( ) ( ) )0(,, iii ntrntrg −=  (в приведенных 
уравнениях индекс )0(  будем опускать с целью упрощения записи): 
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где ∆  – оператор Лапласа, ( )∑
=
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k
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, а вариационная произ-

водная потенциала (внешними полями пренебрегаем) 
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Формула (7.18) показывает, что величины ( )rrUij ′−  является эффективными 
парными псевдопотенциалами взаимодействия, зависящими от состава сис-
темы.  
 В силу условия (7.15) величины ( )trgi ,  являются линейно-зависимыми 
функциями, удовлетворяющими соотношению 

                                                     ( ) 0,
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m

i
ii trgω ,                                           (7.19) 

поэтому число линейно-независимых уравнений (7.17) равно 1−m . Решение 
системы (7.17) будем искать в виде интеграла Фурье: 

                                         ( ) ( ) ( )
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π
α pd

rptpGtrg kk ∫= ,                               (7.20) 

здесь ( )tpGk , – Фурье-трансформанта функции ( )trgk , , α ( 12 −=α ) – мнимая 
единица. Фурье-трансформанты ( )tpGk ,  удовлетворяют системе линейных, 
обыкновенных, дифференциальных уравнений   
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где pp = , ( ) ( )∑
=

=
m

j
j tpGtpG

1

,, , ( )pQij  – Фурье-образ эффективного двухчас-

тичного потенциала ( )rUij . Решение системы дифференциальных уравнений 

(7.21) будем искать в виде 
                                           ( ) ( ){ }tppDCtpG iii θξ ,exp, 2= .                                (7.22) 
Подстановка (7.22) в (7.21) превращает систему дифференциальных уравне-
ний в систему однородных алгебраических уравнений, которая имеет реше-
ние при выполнении равенства   
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Однородное распределение компонентов становится неустойчивым по 
отношению к бесконечно малым отклонениям тогда, когда хотя бы один из 
алгебраических корней ( )θξ ,p  характеристического уравнения (7.23) станет 
положительным при каком-либо значении p . Поскольку корень ( ) 0, =θξ p  
всегда является корнем уравнения (7.23) (в силу выполнения соотношения 

( ) 0,
1

≡∑
=

tpG
m

j
jjω ), то на границе устойчивости ( ) 0,max =θξ p

p
 является двукрат-

ным корнем. Отсюда следует уравнение для границы метастабильности сис-
темы 

                                        ( ){ } 0,,,detmin
)1(,0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

÷== mi
i

p
npA

ξ
θξ

ξ
,                     (7.24) 

где обозначение ( )θξ ,,, inpA  соответствует выражению, стоящему в фигур-

ных скобках уравнения (7.23). Отметим тот факт, что эффективный двухчас-
тичный потенциал взаимодействия ( )pQij  зависит не только от величины p , 

но и от равновесного состава многокомпонентной системы 

                              ( ) ( ) ( ) +∑+∑+=
==

m

uk
ukijku

m

k
kijkijij nnRnpRpRpQ

1,

)4(

1

)3()2(

!2

1 … .            (7.25)  

Таким образом, уравнение (7.24) определяет влияние микроскопических ха-
рактеристик частиц и равновесного состава системы на вид границы мета-
стабильности m -компонентной системы. 

 
1.4.  Диффузионная перестройка раствора при наличии вакантных ячеек 

 
 В реальных кристаллах (а тем более в жидкостях) всегда присутствуют 
источники и стоки для вакансий (поверхность кристалла, межзеренные гра-
ницы, дислокации и другие дефекты решетки). Поэтому возможна ситуация, 
когда условие квазиравновесности вакансий const=0µ  нарушается. Это при-
водит к появлению диффузионного потока вакансий. Если этот поток напра-
влен к стокам вакансий, то происходит образование пор (диффузионное раз-
бухание кристалла). Авторы работы [75] отмечают, что даже при небольших  
напряжениях 42− МПа поры овальной формы размером 41−  мкм приобре-
тают способность превращаться в постоянно растущие трещины и вызывать 
сколы, т.е.  приводят  к механическому разрушению образца. Если поток ва- 
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кансий направлен к источникам, то наоборот происходит “залечивание” пор, 
снятие избыточных напряжений, приобретение твердым образцом вязко-уп-
ругих свойств, что повышает механическую прочность сплава. В работе [75] 
вводится гипотеза о том, что “недостающее уравнение для диффузии вакан-
сий должно содержать выражение для плотности источников вакансий”. Од-
нако при феноменологическом подходе не учитываются механизмы образо-
вания и исчезновения вакансий. 
 Потоки частиц и вакансий определяются соотношением (7.6). В работе 
[79] показано, что в этом случае перекрестные коэффициенты Онсагера мо-
гут оказаться по величине одного порядка. При наличии неравновесных ва-
кансий ( 0µ const≠ ) и учете только корреляций в расположении частиц и ва-
кансий (пренебрегаем корреляцией в состояниях движения атомарной и ва-
кансионной подсистем) потоки вакансий и частиц имеют вид 

                                           ( ) ( )∑
=

∇−∇−=
m

j
ijLLJ

1
00000 // θµθµ ,                           (7.26) 

                                           ( ) ( )θµθµ // 00∇−∇−= iiiii LLJ ,    0≠i ,                     (7.27) 

где 00 ii LL =  – перекрестные коэффициенты Онсагера, учитывающие корре-
ляцию в расположении частиц и вакансий, при этом потоки связаны соотно-
шением  

                                                        ( ) 0,
0

=∑
=

m

i
ii trJω .                                          (7.28) 

Учитывая свойство симметрии коэффициентов Онсагера, получим  
                           iiii nDL = ;  0000 nDL = ;  ( )0000 DnDnqLL iiii +== ,                 (7.29) 
где q  – корреляционный множитель, который может быть функцией плот-
ностей вакансий и частиц. Исключив неизвестную величину ( )θψ /),( tr∇  с по-
мощью соотношения (7.28), получим систему интегро-дифференциальных  
уравнений диффузии, описывающих перестройку многокомпонентного рас-
твора с неравновесными вакансиями: 

( ) ( )[ ] ( ) ( ){ ( )

( )[ ] ( ) ( )+∇
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++−

−∇++∇+∇=∂∂

∑∑
==

nnnnDnqnqnDnDqnqnD

nnnnnDnDqnnnnDdivtn

m

j
jj

m

j
jjiiii

iiiiiii

//

/////

00
1

0
1

0000000

0000

ωωωωωω

θϕ

 

( )[ ] ( ) ( )[ ( )]}⋅∇+∇+++∑
=

θϕωωω ///
1

0000 j

m

j
jjjjjj nnnnnqnDnDq                                 (7.30) 

( )
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⋅

−

==
∑∑

1

1
000

1

2 2
m

k
kk

m

j
jjj nDnDqnD ωω . 

В системе уравнений  (7.30)  индекс  0≠i , так  как в силу соотношения (7.28)  
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распределение вакансий задается распределением частиц. При достаточно 
малой плотности вакансий и их подвижности уравнения (7.30) соответству-
ют случаю, исследованному в пункте 1.3. Система уравнений (7.30) решает-
ся при начальных условиях (7.13), при этом начальное распределение вакан-
сий полностью определяется размещением частиц по узлам решетки. 
        Граница метастабильности многокомпонентной системы с неравновес-
ными вакансиями определяется уравнением 
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– плотность частиц в системе. Из (7.31) видно, что подвижность 

неравновесных вакансий и их микроскопические параметры изменяют вид 
границы метастабильности многокомпонентной системы.  

Отметим, что уравнения диффузионного перемещения частиц при на-
личии в системе равновесных и неравновесных (пункт 1.3) вакансий являют-
ся нелокальными. Это приводит к тому, что скорость изменения плотности 
частиц сорта i  в данной точке системы ttrn i ∂∂ /),(  зависят от распределения 
частиц по всему объему системы. Обычные уравнения диффузии связывают 
скорость изменения плотности частиц в выбранной точке с их распределе-
нием в этой же точке. Этот случай возможен тогда, когда взаимодействия 
между частицами имеют малый радиус действия (порядка нескольких атом-
ных размеров), т.е. частица взаимодействует с ближайшим окружением. При 
этом потенциалы допускают представление 
                ( ) ( )rrGrrK ijij ′−=′− δ ;  

                ( ) ( ) ( ) ( )rrrrrrGrrrrrrK ijkijk −′′′′−′′−=−′′′′−′′− δδδ,, ; …,               (7.32) 
и функции ( )tri ,ϕ  становятся локальными 
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Локальность взаимодействий в бинарных системах с равновесными вакан-
сиями позволяет ввести в рассмотрение коэффициент взаимной диффузии,  
а для двойных систем с неравновесными вакансиями – матрицу коэффици-
ентов взаимной диффузии. Параметры ijG , ijkG , … можно интерпретировать 

как параметры двух-, трех-, … p -частичных взаимодействий компонентов, 
указанных нижними индексами. В зависимости от их знаков и величины эти 
параметры определяют возможность протекания тех или иных процессов в 
системе. Эти параметры также определяют упругие напряжения, которые за-
медляют диффузионный процесс (см. также § 4 главы 7).  
 

1.5. Эволюционные процессы в сильных электролитах 
 

 В настоящее время для решения различных технических задач приме-
няют мембраны. Для мембранных процессов, в которых диффузия и перенос 
заряда осуществляется одними и теми же частицами (ионами), важную роль 
играет подвижность ионов. Скорость переноса заряда ионами прямо пропор-
циональна приложенному электрическому полю и коэффициентам самодиф-
фузии заряженных частиц при отсутствии поля. Диффузия в ионных раство-
рах осложняется электростатическим взаимодействием частиц. Кроме того, 
диффузионное перемещение заряженных частиц не должно нарушать элект-
ронейтральности раствора в каждой точке [77]. Различие в количествах по-
ложительных и отрицательных ионов в заданной точке должно вызывать по-
явление внутреннего электрического поля, которое тормозит ионы одного 
знака и ускоряет ионы с противоположным знаком, что, в конце концов, 
приводит к электрической нейтральности в точке. В работе Гельфериха, Фе-
досеевой и Туницкого (см. стр. 55 работы [77]) для коэффициента взаимной 
диффузии одновалентных ионов А и В, в частности, получено следующее 

выражение для коэффициента взаимной диффузии ( )
BBAA

BABA

xDxD

xxDD
D

+
+= , где AD  

и BD  – коэффициенты самодиффузии ионов А и В, концентрация которых в 
ионном растворе равны Ax  и Bx , соответственно. 
 На рубеже между XIX и XX веками были открыты сильные электроли-
ты, которые “не подчинялись закону разведения Оствальда, имели не согла-
сующиеся между собой значения степени диссоциации, определенные раз-
личными способами, влияли на растворимость труднорастворимых солей, 
обладали особыми оптическими свойствами” [293]. В сильных электролитах 
практически все компоненты раствора несут заряд ( )trqi ,  (в том числе и ва-
кансии), который в неравновесных условиях зависит от пространственных 
координат и времени. Вдали от межфазных границ в произвольной точке си- 
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стемы выполняется условие электронейтральности [252, 254]  

                                                  ( ) ( ) 0,,
0

=∑
=

m

i
ii trntrq .                                        (7.34) 

Для сильных электролитов условный минимум свободной энергии (6. 
1) с учетом соотношений (6.3) и (6.4) отыскивается по методу неопределен-
ных множителей Лагранжа при учете условий (7.2), (7.3) и (7.34). Вычисляя 
функциональную производную от свободной энергии и приравнивая ее ну-
лю, получим следующее выражение для электрохимического потенциала 
компонента i  в условиях локального равновесия 
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где ( )rrUij ′−  – эффективный парный потенциал взаимодействия частиц (7. 

18), ( )tr ,φ  – неопределенный множитель Лагранжа при учете условия (7.34). 
Будем считать, что энергия взаимодействия вакансий с частицами и друг с 
другом пренебрежимо мала с энергией взаимодействия частиц между собой. 
Функцию ( )tr ,ψ  исключим из рассмотрения посредством химического по-
тенциала вакансий ( 0=i ) 
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Подстановка (7.36) в (7.35), переход к объемным долям частиц  
                                                       ( ) ( )trntrx iii ,, ω=                                    (7.37) 

и учет соотношения (7.3) позволяет после несложных преобразований полу-
чить локально равновесное распределение заряженных частиц в системе при 
изотермических условиях 
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здесь 
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0
=  – отношение парциального 

объема вакансии к парциальному объему частицы сорта i .  
Если система состоит из ионов и вакансий с близкими парциальными 

объемами ( ( ) iji ωωω minmax <<− , для всех mji ÷= 0, ), то соотношение (7.38) 

принимает вид ( 1≅iλ , для всех mi ÷= 1 )    
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Пусть чистое вещество, частицы которого нейтральны, находится в изотер-
мических условиях. При значительном превышении взаимодействия частиц 
над их тепловой энергией уравнение (7.39) приводит к соотношению, кото-
рое соответствует решению задачи о неоднородном распределении частиц в 
кристалле в рамках нелокальной модели Власова (формула (1.31) на стр.14 
работы [115]). 
 Пусть заряды ионов не изменяются от точки к точке. После исключе-
ния потока вакансий с помощью соотношения (7.28) согласно формуле (7.6) 
поток ионов определяется выражением 
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θµ  – химический 

потенциал компонента i . Связь между плотностью тока ( )trj , , который по-
рождается движением ионов, и потоками ионов определим формулой 

                                                   ( ) ( )∑
=

−=
m

i
ii trJqtrj

1

,, .                                     (7.41) 

Для того чтобы в выделенной точке системы наблюдалось локальное равно-
весие, необходимо и достаточно отсутствие потоков частиц в этой точке. В 
частности, это возможно в том случае, когда в нуль обращается выражение 
(при постоянной температуре), стоящее в квадратных скобках равенства (7. 
40), т.е. выполняется условие  
                                                 ( ) Eqq kkk 00

~ ωωµ −=∇ ,                                    (7.42) 
где φ∇−=E  – напряженность внутреннего электрического поля (неопреде-
ленный множитель Лагранжа при учете условия (7.34) определяет потенци-
ал стационарного электрического поля). Формула (7.42) показывает, что в 
изотермических условиях градиенты химических потенциалов частиц могут 
либо увеличивать напряженность внутреннего электрического поля, либо ее 
уменьшать [252, 254], что может существенно сказываться при использова-
нии мембранных технологий. Полученное соотношение показывает: мемб-
рана может избирательно пропускать ионы одного вида и задерживать заря-
женные частицы другого типа. Кроме того, возможно создание ионных рас-
творов с диодными свойствами, которые не будут препятствовать протека-
нию тока в одном направлении, и гасить его при протекании в противопо-
ложную сторону. 

В  случае  нейтральных вакансий для локально равновесного распреде- 
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ления частиц ( consti =µ~ ) из (7.41) с учетом (7.40) получим дифференциаль-

ный закон Ома 
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σ ,                                       (7.43) 

где параметры klB  определяют коэффициент электропроводности σ  систе-
мы. При отсутствии корреляции в состояниях движения ионов разных сор-
тов и учете соотношений вида (7.11) электропроводность ионов 
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Формула (7.44) обобщает хорошо известное соотношение Эйнштейна, кото-
рое связывает коэффициенты электропроводности и диффузии (см., напри-
мер, стр. 47 работы [77]) на случай многокомпонентного раствора ионов. 

Для чистого псевдобинарного раствора ионов и вакансий ( 1=m ) фор-
мула (7.44) дает выражение для электропроводности единицы объема  
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ω

σ
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= .                               (7.45) 

Если объемная доля ионов в растворе невелика ( 1<<
ионион

nω ), вакансии и 

ионы имеют близкие объемы и подвижности нейтральных вакансий и ионов 
одного порядка ( 0D ∼

ион
D  ), то в случае чистого вещества получим формулу  

                                                    
θ

σ
2
ионионион

qND
= ,                                           (7.46) 

которая является соотношением Эйнштейна. Отметим тот факт, что для би-
нарного конденсированного раствора ионов коэффициент взаимной диффу-
зии будет иметь вид сходный с выражением Гельфериха-Федосеевой-Туниц-
кого (см. пункт § 3 этой главы).  

Аналогичные рассуждения позволяют установить концентрационные 
зависимости коэффициентов вязкости жидкостей, упругих коэффициентов 
сплавов и других характеристик, которые важны для прикладных наук. На-
пример, модуль Юнга E  вычисляется по формуле [104] 

                                                       
T

E
β

σ )21(3 −= ,                                               (7.47) 

здесь σ  – коэффициент Пуассона, Tβ  – коэффициент изотермической сжи-
маемости. Опытные данные (стр. 283 работы [104]) показывают, что коэф-
фициент Пуассона  σ   для выделенной группы твердых тел остается практи- 
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чески постоянной величиной при различных температурах. Формула (7.47) в 
силу концентрационной зависимости коэффициента изотермической сжима-
емости определяет изменение модуля Юнга в зависимости от состава систе-
мы (см. также приложение 3).  
 

§ 2. Самодиффузия в чистых веществах 
  
 Исследуем самодиффузию в чистых веществах при отсутствии (фор-
мулы (7.8) и (7.12)) и наличии (формула (7.30)) корреляции в состояниях 
движения атомарной и вакансионной подсистем в изотермических условиях. 
Если движения указанных подсистем нескоррелированы, то по формуле (7. 
12) поток частиц приводится к виду 11 nDJ ∇−= ∗ , где коэффициент самодиф-
фузии равен  
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,                             (7.48) 

11 ny ω=  – объемная доля частиц, 10 /ωωλ =  – отношение парциальных объе-
мов вакансий и частиц, а термодинамический фактор определяется форму-
лой 
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1

1
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,                              (7.49) 

где E  – энергия активации диффузионного перемещения частиц (при 0>E ). 
Если доля вакансий в чистом веществе мала (кристаллическое твердое тело), 
то самодиффузия частиц согласно формуле (7.48) определяется подвижнос-
тью вакансий. Формула (7.49) показывает, что при значении параметра 0<E  
существует температура, при которой измеряемый коэффициент самодиф-
фузии обращается в нуль, т.е. в чистых веществах возможна “восходящая 
диффузия” при температурах cθθ < . В случае, когда параметр E  положите-
лен, такого явления не наблюдается. 

При изучении самодиффузии частиц в чистых веществах строят пря-
мую Аррениуса, которая описывает зависимость Dln  ( D  – коэффициент са-
модиффузии) от обратной температуры T/1 . Сравнивая формулу Аррениуса 

    ( )QLD β−=∗ exp  
(для случая, когда параметр Q  значительно меньше тепловой энергии час-
тиц θ ) с формулой (7.48), получим соотношения, связывающие параметры 
самодиффузии  с  истинными коэффициентами диффузии частиц и вакансий 
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Формулы  (7.50)  и  (7.51) позволяют определить коэффициент диффузии ва-
кансий и их эффективный парциальный объем 

                                           
))1(1()1(

))1(1(

1

1
0 yyLyD

yyLD
D

−+−−
−+

=
λλ

λ
,                          (7.52) 
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через парциальные характеристики частиц. В силу положительности парци-
ального объема вакансий из формулы (7.53) следует неравенство 
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Из (7.48) следует, что при отсутствии корреляции в состояниях движения 
атомов и вакансий прямая Аррениуса не имеет изгибов. 

Наличие на этой прямой изгиба в работе [70] объясняется сменой ме-
ханизма самодиффузии (например, вакансионный механизм диффузии сме-
няется междоузельным). Это приводит к необходимости представлять коэф-
фициент самодиффузии атомов в виде суммы некоторого числа экспонент. 
Согласно представлениям развиваемой модели наличие изгибов на прямой 
Аррениуса объясняется появлением корреляции в состояниях движения час-
тиц и вакансий. При наличии корреляции в состояниях движения атомарной 
и вакансионной подсистем коэффициент самодиффузии в чистом веществе 
при изотермических условиях эволюции системы задается формулой (7.30), 
записанной в виде 11 nDJ ∇−= ∗ , где коэффициент самодиффузии определяет-
ся формулой 
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, q  – коэффициент корреляции 

в состояниях движения атомарной и вакансионной подсистем. Из формулы 
(7.54) видно, что выполнение неравенства 1110 DD λ<  приводит к возникнове-
нию явления “восходящей диффузии”, в противоположном случае – это яв-
ление отсутствует. В чистых веществах, для которых выполняется равенство  
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1110 DD λ= , диффузионного перемещения частиц не происходит. 

 Проведенное исследование самодиффузии в чистых веществах показы-
вает, что коэффициент самодиффузии частиц существенно зависит от кор-
реляции в состояниях движения атомов и вакансий. В этой связи возникает 
проблема правильной интерпретации экспериментальных данных при изме-
рении коэффициента самодиффузии частиц. Исследование чистых веществ с 
различной долей вакансий в веществе позволяет выявить зависимость коэф-
фициента самодиффузии от объемной доли частиц и выяснить вопрос о су-
ществовании коррелятивного перемещения частиц и вакансий. Наличие за-
висимости коэффициента самодиффузии от объемной доли частиц будет 
свидетельствовать в пользу развитого формализма. 
 

§ 3. Спинодальный  распад псевдораствора “частицы + вакансии” 
 

Исследуем спинодальный распад псевдобинарного раствора частиц и 
вакансий. Согласно теории Онсагера потоки частиц ( 1=i ) и вакансий ( 0=i ) 
связаны с термодинамическими силами iX  следующими соотношениями 
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1110101

1010000

XLXLJ

XLXLJ
,                                      (7.55) 

причем 1001 LL = . Наличие условия (7.9) приводит к тому, что термодинами-
ческая сила вакансий противоположна по направлению к термодинамиче-
ской силе частиц 

                                                         1
0

1
0 XX

σ
σ−= ,                                             (7.56) 

где 1110101 LL ωωσ += , 1010000 LL ωωσ += . Равенства (7.9) и (7.56) показывают, 
что распределение вакансий полностью определяется эволюционной перест-
ройкой атомарной подсистемы, при этом поток частиц определяется фор-
мулой 
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здесь 1
10
−= ωωλ – отношение объемов вакансии и частицы. Соотношение (7. 

57) демонстрирует возможность достижения стационарного неравновесного 
распределения частиц при выполнении условия 
                                                        2

011100 LLL = .                                               (7.58) 
Учитывая связь коэффициентов Онсагера ijL  с коэффициентами самодиф-

фузии iD  ( 0=i , 1) 0000 nDL = , 1111 nDL = , =01L ( )011010 5.0 nDnDqL +=  ( q  – коэф-

фициент корреляции), найдем из  (7.58)  связь между коэффициентами само- 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

224  

 
диффузии вакансий и частиц 
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где 11 nx ω=  – объемная доля частиц, [ ) ( ]1;00;1 ∪−∈q . Таким образом, при вы-
полнении равенства (7.59) наблюдается эффект “заторможенного” диффузи-
онного распределения частиц и вакансий, которое не изменяется с течением 
времени. При несоблюдении условия (7.59) система эволюционирует к тер-
модинамически равновесному состоянию, которое характеризуется постоян-
ными значениями давления, температуры и химических потенциалов частиц 
и вакансий. 

После исключения градиента ( )θψω /),(1 tr∇  поток частиц (7.57) для слу-

чая короткодействующих потенциалов взаимодействия ( ( ) )(211 rrQrrK ′−=′− δ , 
…; ( )rr ′−δ  – функция Дирака) в изотермических условиях ( const=θ ) и при 
невыполнении условия (7.59) примет вид 
                                                      111 nDJJ k ∇−= ∗ ,                                            (7.60) 

где 1KJk ∇−=
θ
γ – конвективный поток, определяемый наличием внешних сил, 

эффективный коэффициент диффузии частиц 

                                                     g
nxx

D
)1(1 −

=∗
λ

γ ,                                           (7.61) 
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, а термодинамический фактор 
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параметр взаимодействия += 12 nQξ …. При учете только парных взаимодей-
ствий и пренебрежении конвективным потоком термодинамический фактор 
(7.62) указывает на наличие области распада раствора “частицы+вакансии” 
(при условии 0/ <∂∂ xξ , когда каждая частица стремится окружить себя дру-
гими частицами, но не вакансиями) при температурах θ , которые меньше 
или равны критической температуре  

                                            ))1(1()1(
1

2 xxx
Q

c −+−−= λ
ω

θ                                      (7.63) 

( 02 <Q ). Формула (7.63) будет соответствовать теории Кана-Хачатуряна для 
спинодального распада раствора при условии равенства парциальных объе-
мов вакансии и частицы. Отметим, что асимметричность кривой абсолют-
ной неустойчивости (спинодали) в общем случае определяется как различи-
ем  парциальных  объемов  вакансии и частицы, так и многочастичными вза- 
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имодействиями атомов. Под спинодалью чистый твердый раствор стремится  
к вытеснению из объема вакансий (и сопутствующих им дефектов) на грани-
цу раствора, что приводит при низких температурах к образованию кристал-
лической решетки. Следовательно, длительная выдержка чистого твердого 
образца при достаточно низких температурах приводит к его дополнитель-
ной очистке от вакансий и других дефектов. 

Отметим, что формулу (7.61) можно рассматривать как линейное приб-
лижение к формуле Аррениуса для коэффициента самодиффузии частиц: 

( )ELD β−=∗ exp1 , 

где =L
nxx )1( −λ

γ , а энергия активации диффузии =E
11

))1(1()1(

n

xxx

∂
∂−+−− ξ

ω
λ .  

Рассмотрим частные случаи формулы (7.61): 
а) движения атомарной и вакансионной подсистем нескоррелированы ( =01L  

0= ), в этом случае эффективный коэффициент самодиффузии 

                                 g
xxx

DD
))1(())1(1(11 αλλ

λ
+−−+

=∗ ,                                (7.64) 

где 1
01
−= DDα  – отношение подвижностей частицы и вакансии. Поток частиц  

при этом в общем случае определяется формулой 

                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ),(),(

,

,
,

,
,, 1

11
111 trUtrn

trn

trn
trn

tr
trnDtrJ +

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∇+⎟⎟

⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∇−=

θ
ϕ

,     (7.65) 

здесь 
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ω
ω  – скорость плас-

тического течения частиц в диффузионной зоне (в одномерном случае – ско-
рость движения границы новой фазы);  
б) если для случая а) частицы слабо взаимодействуют ( 1≅g ) и объемы час-
тиц и вакансий близки ( 1≅λ ), то эффективный коэффициент диффузии ато-
мов задается формулой 

                                                    
x

D
D

)1(1
1

1 −+
=∗

α
;                                             (7.66) 

в) при выполнении условий а), б) близки подвижности частицы и вакансии 
( 1≅α ), тогда эффективный коэффициент диффузии совпадает с истинным 
значением этой величины: 11 DD =∗ . 

Отсюда следует, что на диффузию частиц существенно влияют корре-
ляция в состояниях движения атомарной и вакансионной подсистем, взаи-
модействия частиц, различия в парциальных размерах и подвижностях час-
тиц и вакансий. 
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Одной из актуальных задач эволюционной кинетики является задача о 

появлении новой фазы: возникновение критических зародышей новой фазы; 
их месторасположение в объеме системы; рост зародыша, т.е. подвижность 
межфазной границы; плотности (объемные доли или концентрации) компо-
нентов в фазах; определение потоков компонентов на границе раздела фаз; 
наличие напряжений в окрестности зародыша. При температурах ниже кри-
тической температуры (7.63) критические зародыши новой фазы появляются 
одновременно по всему объему системы. “Восходящая” диффузия стремит-
ся собрать частицы в единое целое, что приводит к возникновению зароды-
ша новой фазы, состав и плотность которой отличается от аналогичных ха-
рактеристик исходной фазы. Это, в свою очередь, приводит к появлению на-
пряжений в окрестности зародыша, которые препятствуют его дальнейшему 
росту. Следовательно, противоборствующие процессы диффузионного пере-
распределения частиц из исходной фазы в зародыш и возникающие напря-
жения формируют зародыш критического размера. Дальнейший рост заро-
дыша обусловлен потоками вещества на границе раздела фаз. В работе [251] 
было показано, что упругие напряжения, возникающие в окрестности заро-
дыша, связаны с взаимодействием неточечных частиц. Если поток вещества 
из исходной фазы в зародыш превышает аналогичный поток из зародыша, 
то межфазная граница движется в направлении исходной фазы; в противном 
случае зародыш новой фазы коллапсирует. 
 Пусть самодиффузионная перестройка твердого раствора при темпера-
турах ниже критической температуры (7.63) (система эволюционирует в об-
ласти ее абсолютной неустойчивости) происходит в направлении одной из 
координатных осей (одномерный случай). Введем следующие ограничения: 
движения атомарной и вакансионной подсистем нескоррелированы ( 0=q ); 
парциальные объемы и подвижности вакансии и частицы равны между со-
бой ( 1≅λ  и 1≅α ); парные взаимодействия частиц превышают их тепловую 
энергию ( 1≠g ); внешние силы отсутствуют или очень малы по сравнению с 
силами межчастичного взаимодействия. Для оговоренных ограничений спи-
нодаль описывается кривой, симметричной относительно прямой равных 
объемных долей частиц и вакансий, а эффективный коэффициент самодиф-
фузии частиц определяется формулой: 

                                                   gDD 11 =
∗ ,                                                  (7.67) 

где термодинамический фактор W
xx

g
θ

)1(
1

−−= , параметр 01
12 >−= −ωQW  опре-

деляет энергию смешения частиц, 11 nx ω=  – объемная доля частиц. В этом 
случае уравнение диффузии имеет вид: 

                                            ( )),()(
),(

1 tzxxD
t

tzx ∇∇=
∂

∂ ∗ .                                       (7.68) 
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Начальные и граничные условия выберем в виде: 

                                           )()0,( zzx ϕ= , 
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,                             (7.69)  

где )(zϕ , )(tγ  и )(tη  – заданные функции. Такая постановка задачи практиче-
ски соответствует первой краевой задаче для уравнений параболического 
типа.  

Если эффективный коэффициент диффузии ∗
1D  при объемной доле час-

тиц 0x  (для конденсированной среды 11 0 <<− x ) и cθθ ≠  отрицателен, то воз-
никает “восходящая” диффузия. Полагая ),(),( 0 tzxtzx ε+=  (здесь ),( tzε  явля-
ется бесконечно малым положительным (наблюдается “восходящая” диффу-
зия) отклонением мольной доли частиц от величины 0x , причем )0,0(ε 0= ), 
линеаризуем эффективный коэффициент самодиффузии  
                                                         εBAD +=∗1 ,                                      (7.70) 
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 и 1−−< BAε ) и уравне-

ние (7.68) 
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Переходя к новой функции 0<+= εBAu , перепишем уравнение (7.71) в виде 

                                                       ⎟⎟
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Решение уравнения (7.72) найдем по методу разделения переменных, т.е. ис-
комую функцию представим в виде произведения двух новых функций, каж-
дая из которых зависит только от одной из переменных: ( ) ( ) ( )tTzXtzu =, . Вы-
числяя частные производные, входящие в уравнение (7.72), подставляя их в 
это уравнение и деля полученное уравнение на функцию u , получим урав-
нение с разделенными переменными 

                                                 ( )( )
( ) a
zX

zXzX

T

tT == '')()('
2

,                                       (7.73) 

где a  – число, которое для определенности будем считать положительным. 
Отсюда находим, что функция 1

1 )()( −−= taCtT , второе уравнение перепишем 
в виде 
                                                       XaX 2)( 2 =′′ .                                              (7.74) 
Если ввести в рассмотрение новую функцию 2Xy = ( yX = ), то уравнение (7. 
74) примет вид 
                                                         yay 2'' = .                                               (7.75) 
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Введем замену )(' yPy = , тогда )/('' dydPPy = . Следовательно, уравнение (7.75) 
переходит в уравнение 

                                                      ya
yd

Pd
P 2= ,                                               (7.76) 

которое легко интегрируется:  

                                              3
2

22

3

8
)'()( y

a
CyyP +== .                                  (7.77) 

С целью получения аналитического решения выберем в граничных условиях 
функцию )(tη  так, чтобы константа интегрирования 02 =C , тогда  

                                                      4 3

3

8
' y

a
y ±= .                                             (7.78) 

Интегрируя уравнение (7.78), получим выражение для функции )(zX : 
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Следовательно, функция ( ) ( ) ( ) == tTzXtzu , ( ) 1
1

2

3 )(
6

−−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
± taCBz

a
C . Таким обра-

зом, с учетом полученных решений распределение частиц дается формулой  
                                      ( ) ( ) 121

0 )(6),( −− −±+−= tBzBAxtzx τβ ,                          (7.80) 

где 1
3 6 −= aCβ  и 1

1
−= aCτ . Точки β±=z  являются особыми точками, в кото-

рых эффективный коэффициент самодиффузии обращается в нуль, а объем-
ная доля частиц равна ее величине на границе спинодального распада. В ка-
ждой точке β±≠z  происходит распад системы на две подсистемы с разными 
объемными долями частиц. Этот процесс можно интерпретировать, как воз-
никновение “промежуточных фаз”, отличающихся от исходной матрицы со-
ставом. При 0=β  “промежуточные фазы” отсутствуют, и система эволюцио-
нирует к состоянию, соответствующему границе метастабильности (спино-
дали). Из условия 0)0,0( =ε  следует, что 
                                              0))(6( 1

0
2 <−−= −AxBβτ .                                       (7.81) 

Следовательно, соотношение (7.80) принимает вид: 
                                        ( ) ( ) 12 )(6),(

−+±−= tBzxtzx c τβ .                                 (7.82) 
Процесс самодиффузии “затухает” при достижении точек β±=z  или при ус-
тремлении времени ∞→t , при этом система достигает границы области аб-
солютной неустойчивости. Так как соотношение (7.82) получено в рамках 
линейной теории Онсагера, то его надо рассматривать как линейное прибли-
жение к истинному решению.  

Таким образом, в рамках решеточной модели при использовании Он-
сагера получены уравнения диффузионной эволюции псевдобинарного раст- 
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вора “частицы+вакансии”. Показана возможность существования “затормо-
женного” диффузионного распределения частиц при учете корреляции в со-
стояниях движения атомарной и вакансионной подсистем и определенном 
соотношении между подвижностями вакансий и частиц. Получено выраже-
ние для эффективного коэффициента самодиффузии частиц в изотермичес-
ких условиях, которое можно рассматривать как линейное приближение к 
формуле Аррениуса. Наличие в этом выражении термодинамического фак-
тора указывает на наличие спинодального распада в системе “частицы + ва-
кансии” при температуре, которая определяется мольной долей частиц, их 
взаимодействиями и отношением парциальных объемов вакансий и атомов. 
В приближении парных взаимодействий и равенства парциальных объемов 
частиц и вакансий температура спинодального распада раствора соответст-
вует модели Кана-Хачатуряна. Под спинодалью наблюдается процесс “вос-
ходящей” диффузии, когда частицы стремятся окружить себя другими час-
тицами и вытесняют из ближайшего окружения вакансии. В приближении 
модели Кана-Хачатуряна найдено решение диффузионного уравнения, кото-
рое показывает разделение раствора на две “фазы”. При неограниченном ро-
сте времени эти решения приближаются к постоянному значению, соответ-
ствующему спинодали. 
 

§ 4. Диффузия в бинарных системах 
 
 Двухкомпонентные системы можно интерпретировать как псевдотрой-
ной раствор частиц и вакансий (равновесных или неравновесных). Диффу-
зионные перемещения частиц в бинарных растворах в зависимости от рав-
новесности или неравновесности вакансий существенно различаются.  
1. Равновесные вакансии. При отсутствии корреляции в состояниях движе-
ния атомарной и вакансионной подсистем и при наличии в растворе равно-
весных вакансий определим коэффициент взаимной диффузии соотношени-
ем 
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В случае малой объемной доли вакансий получим явное выражение для ко-
эффициента взаимной диффузии D

~  через коэффициенты самодиффузии iD , 

приведя общее выражение для потока частиц (7.12) первого компонента с 
использованием соотношений (7.15) и (7.32) к виду  
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Сохраняя только двухчастичные взаимодействия и переходя к концентрации 
первого компонента  

                                                   
( )
( )trn

trn
x

p ,

,1=  ( xx −=12 ),                                   (7.85) 

найдем 
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где )1()( 21 xxx −+= ωωω  – атомарный объем, который занят только одной час-
тицей того или иного сорта. Отметим тот факт, что формула (7. 86) получена 
при достаточно жестких ограничениях: отсутствие вакансий и корреляций в 
состояниях движения компонентов, короткодействующие парные потенциа-
лы, отказ от нелинейных поправок теории Онсагера. Однако формула (7.86) 
позволяет выявить основные закономерности поведения коэффициента вза-
имной диффузии бинарной конденсированной среды. 

Величина, стоящая в квадратных скобках (7.86), является термодина-
мическим фактором g . Вводя обозначения 12 /ωωλ =  – отношение объемов 

частиц и ( )∑
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+−−=
2

1,
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2
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kj kj

jkkj Q
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ω

 – энергия смешения, запишем термодинами-

ческий фактор в виде 
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xxW
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λθ
λ −−= ,                                         (7.87) 

здесь )1()( xxx −+= λλ . Для отрицательной энергии смешения W  термодина-
мический фактор положителен и взаимная диффузия происходит в направ-
лении установления равновесных значений концентраций. Если же энергия 
смешения положительна (атомы одного сорта стремятся к объединению), то 
существует критическая температура, ниже которой наблюдается “восходя-
щая” диффузия частиц, которая приводит к спинодальному распаду бинар-
ного раствора. Коэффициент взаимной диффузии (7.86) обращается в нуль 
при достижении критической температуры  
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λθ −=                                           (7.88) 

и критической концентрации 
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cx .                                          (7.89) 

Ниже критической температуры происходит распад раствора сразу во 
всем объеме системы (спинодальный распад).  На рис. 38 и 39 показаны кон- 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

231  

 
         g                                                              g  
        2               - 2.5                                       2  
 
                                                                                                                  - 2.5 
 
        1                  0                                          1                                             0 
         
                                                                                                                        2.5    
                         2.5                                                                                            
                                                                                                                     5  
                                                             x                                                                 x   
                               0.5                                                                0.5       10 
                     5                                                                                         
       -1   
                 10 
 
 
Рис. 38. Концентрационная зависи-        Рис. 39. Термодинамический фактор в 
мость термодинамического факто-       зависимости от концентрации первого 
ра при 5.0=λ  и различных значениях       компонента при 4=λ  и различных зна- 
параметра θ/2W  (числа у кривых)           чениях параметра θ/2W  (числа у кривых) 
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                                                                                                   x  
                                                                    0.5 
                                                                    2/5 
                                   - 0.5 
                                                                   
                                                                   2/7 
 
           Рис. 40. Концентрационная зависимость термодинамического  
          фактора для раствора изотопов ( 1=λ ) в зависимости от при- 
           веденной температуры W/θ (числа у кривых) 
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центрационные зависимости термодинамического фактора в зависимости от  
значений параметров λ  и W . Из рис. 38 и 39 видно, что экстремум термоди-
намического фактора зависит от отношения парциальных объемов частиц, 
образующих раствор, выпуклость или вогнутость графика определяется зна-
чением энергии смешения. На рис. 40 изображены концентрационные изме-
нения термодинамического фактора для раствора изотопов ( 1=λ ) при раз-
личных относительных температурах W/θ  и при фиксированном положи-
тельном значении энергии смешения W . Из рис. 40 видно, что при снижении 
температуры термодинамический фактор может стать отрицательным, что  
соответствует появлению “восходящей” диффузии, т.е. образованию заро-
дышей новой фазы сразу по всему объему системы при достижении темпе-
ратуры (7.88).  

По своей структуре соотношение (7.86) совпадает с аналогичным соот-
ношением модели Назарова-Гурова [214-219], а также с результатами работ 
Гельфериха, Федосеевой и Туницкого [77]. Коэффициент взаимной диффу-
зии )(

~
xD  имеет правильные предельные свойства 

                                               1)0(
~

DD = ,        2)1(
~

DD = ,                                    (7.90)  

т.е. взаимная диффузия в разбавленных растворах определяется коэффици-
ентом диффузии компонента с меньшей концентрацией. При достаточно вы-
соких температурах термодинамический фактор равен единице, так как вза-
имодействием частиц можно пренебречь по сравнению с тепловой энергией, 
следовательно, коэффициент взаимной диффузии равен 

                                                
)1(
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2
22

2
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2
21

xDxD

xDD
D
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ωω
ω

.                                   (7.91) 

Если частицы, например, первого сорта малоподвижны, то их коэффи-
циент самодиффузии стремится к нулю, при этом и коэффициент взаимной 
диффузии также обнуляется. Это означает, что в системе без вакансий с ма-
лоподвижным компонентом взаимная диффузия невозможна ни по одному 
из механизмов диффузии. Процесс взаимной диффузии в такой системе не-
возможен, потому что обмен местами частицами второго компонента не на-
рушает распределения компонентов в системе.  

Приведем сравнение экспериментальных и теоретических данных для 
сплава iNFe−  [203] и теоретических кривых, рассчитанных по формуле (7. 
86), которые показаны на рис. 41 и 42. Сравнение результатов показывает 
удовлетворительное количественное и качественно верное согласие экспе-
риментальных данных и модельных представлений о диффузионном пере-
мещении частиц.  
 2. Неравновесные вакансии. При наличии в бинарной системе неравновес-
ных  вакансий  и их корреляции в состояниях движения с атомарной подсис- 
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            сексмxD /,10)(

~ 29⋅                                              сексмxD /,10)(
~ 210⋅  
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                    ∗ 
          ∗          ∗                                                               ∗∗ 
                       ∗                                                           ∗     ∗∗ 
                          ∗                                                   4   ∗        ∗ ∗ 
                            ∗                                                      ∗              ∗ 
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                                  ∗                                                                          ∗ 
                                      ∗                                        2                                  ∗ 
                                         ∗ ∗                                                                            ∗  
 
                                                      x                                                                           x  
                            0.5                                                                        0.5                      
 
 Рис. 41. Коэффициент взаимной                 Рис. 42. Концентрационная зависи- 
 диффузии в сплаве iNFe−  при тем-            мость коэффициента взаимной диф- 
 пературе 1473=T К.                                       фузии в сплаве iNFe−  при темпера- 
                                                                           туре 1578=T К. 
 
темой невозможно ввести коэффициент взаимной диффузии в виде (7.86). 

Для локальных потенциалов (7.32) можно ввести матрицу коэффици-
ентов взаимной диффузии Неймана:  
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В приближении двухчастичных короткодействующих потенциалов взаимо-
действия компонентов матрица ijD
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где pnnn += 0  – плотность ячеек в системе. 
 Рассмотрим диффузию в двойной системе в приближении регулярных 
растворов. Система уравнений диффузии имеет вид 

                                             [ ]212111
1 nDnDdiv
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n
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,                                   (7.94) 

                                             [ ]222121
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.                                 (7.95) 

Переходя к концентрациям частиц по формуле (7.57) и учитывая очевидное 
равенство xx ∇−=∇ 2 , перепишем уравнения (7.94) и (7.95) в виде 
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Суммируя уравнения (7.96) и (7.97), получим 

        ( ) ( ) ( )( )[ ]pp
p nxDDxDDxnDDDDdiv
t

n
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∂
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)1(2212211122211211 ,    (7.98) 

Формула (7.98) принимает вид второго закона Фика при выполнении усло-
вия 
                                            DDDDD ′=+=+ ~

12222111 ,                                        (7.99)  
где D′~  – эффективный коэффициент взаимной диффузии частиц. Если плот-
ность частиц в системе фиксирована ( constnp = ), то уравнения (7.96) и (7.97) 
также приводят к соотношению (7.99). Соотношение (7.99) позволяет найти 
коэффициент самодиффузии неравновесных вакансий через коэффициенты 
самодиффузии частиц.  

Из изложенного материала следует, что распределение неравновесных 
вакансий определяется распределением частиц бинарной системы. В част-
ности, при constn p =  уравнение диффузионной эволюции вакансионной под-

системы имеет вид 
                                         [ ]xDdivntn p ∇′−=∂∂ ~

)/)((/ 0120 ωωω .                        (7.100) 
Из этой формулы следует, что для системы, в которой частицы имеют рав-
ные (достаточно близкие размеры) парциальные объемы, вакансии распре-
деляются неоднородно и стационарно (квазиравновесное состояние). Гради-
ентное стационарное распределение вакансий может создать эффект “кана-
лов”, по которым диффузионное перемещение частиц происходит гораздо 
быстрее, чем по другим областям пространства, занятого двухкомпонентной 
конденсированной средой. 
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При малых отклонениях бинарного раствора от равновесного положе-

ния решения уравнений (7.96) и (7.97) представим в виде  

                                     ( )
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                                   ( ) ( )
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tprpipNnn pp ∫ ++= ,                           (7.102) 

где )0(x  и pn )0(  – равновесные значения концентрации первого компонента и 
плотности частиц в системе, соответственно; в виде интегралов Фурье пред-
ставлены бесконечно малые отклонения указанных величин от равновесных 
значений. Подстановка (7.101) и (7.102) в уравнения (7.96) и (7.97) дает для 
величины ξ  решение в виде 

                                                  b
aa −±−=
42

2

2,1ξ ,                                         (7.103) 

где 221211 2 DDDa −−=  и 22112112 DDDDb −= . Из решений (7.101) и (7.102) видно, 
что при значении параметра 0=ξ  в растворе наблюдается устойчивое пе-
риодическое распределение атомов. Это решение получается из (7.103) для 
первого корня при выполнении равенства 0=b , которое определяет крити-
ческую температуру. Неустойчивость системы по отношению к бесконечно 
малым флуктуациям состава системы или плотности частиц наблюдается 
ниже критической температуры. Если при этом обращается в нуль и пара-
метр a , то кривая метастабильности может быть замкнутой кривой. Второй 
вещественный корень (7.103) обращается в нуль только при одновременном 
обращении в нуль коэффициентов a  и b , что возможно только при опреде-
ленном коэффициенте самодиффузии вакансий или их плотности. Получен-
ные результаты показывают, что при определенных условиях наличие в би-
нарном растворе неравновесных вакансий может привести к появлению не-
скольких температурно-концентрационных (возможно замкнутых) областей, 
в которых происходит распад (расслоение) раствора одновременно во всем 
объеме системы. 
 

§ 5. Зародышеобразование в разбавленных расплавах 
 

        При переохлаждении твердого раствора, состоящего из основных ато-
мов и малого количества внедренных чужеродных атомов, происходит вы-
деление новой фазы (рассматривается случай, когда вакансии практически 
отсутствуют). Новая фаза отличается от исходной фазы структурой, соста-
вом и плотностью. Появление зародыша новой фазы сопровождается возни-
кновением вокруг него “концентрационных” напряжений, оказывающих су-
щественное влияние на диффузию частиц в непосредственной близости к за- 
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родышу [294, 295]. Диффузия частиц вызывает перераспределение внедрен-
ного элемента в зоне новой фазы. 
 Пусть внедренным элементом является первый компонент. Используя 
формулу (7.84), получим поток компонента внедрения 
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В приближении учета внешних полей и только двухчастичных взаимодейст-
вий частиц величина 
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определяет энергию смешения компонентов в неоднородном растворе. Пе-
реходя к концентрации первого компонента по формуле (7.85) и учитывая  
разбавленность раствора ( 1<<x ), получим уравнение диффузии внедренного 
элемента в изотермических условиях: 
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Процесс перестройки разбавленного твердого раствора в решеточной моде-
ли связан как с искажениями исходной матрицы из-за различий в парциаль-
ных объемах атомов, так и с нелокальными взаимодействиями частиц. Ре-
шение уравнения типа (7.86) было рассмотрено в работах Любова [294, 295]. 
Было показано, что появление в переохлажденном твердом растворе замет-
ных локальных отклонений от среднего состава связано со сравнительно не-
значительной исходной неоднородностью концентрации. В результате пере-
распределения компонентов область неоднородности обогащается внедрен-
ным компонентом за счет обеднения периферийных зон системы. Сравнение 
формулы (7.107) с аналогичной формулой модели Любова показывает, что 
изменение локальной упругой энергии U  по концентрации связано с неод-
нородностью распределения компонентов, их микроскопическими характе-
ристиками и равно 
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где v  – средний атомный объем. Формула (7.108) показывает, что упругие 
напряжения, возникающие в окрестности зародыша новой фазы, определя-
ются внешними полями, взаимодействием частиц, энергией смешения и пар-
циальными объемами частиц. 
 Рассмотрим вариант, когда взаимодействие частиц между собой значи-
тельно превышает их взаимодействие с внешними полями, причем взаимо-
действие носит короткодействующий характер вида (7.32), тогда 
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или 
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где )0(x  – равновесная для данной температуры концентрация растворенного 
вещества внутри зародыша. В этом случае уравнение (5.5.4) принимает вид 
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В разбавленных растворах концентрация внедренного компонента изменя-
ется в достаточно узких пределах. В этой связи концентрацию внедренного 
элемента x , стоящую в квадратных скобках (7.111), заменим ее средним зна-
чением .ср

x . При такой замене уравнение (7.111) принимает вид второго за-
кона Фика с перенормированным коэффициентом диффузии 
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При выполнении неравенства  
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возникает “восходящая” диффузия, стремящаяся собрать в единое целое мо-
лекулы (атомы) внедренного элемента. Однако упругое поле препятствует 
этому процессу. Конкуренция этих факторов приводит к появлению зароды-
шей новой фазы одновременно по всему объему системы, т.е. происходит 
спинодальный распад твердого раствора. Следовательно, знание парциаль-
ных объемов внедренного элемента и атомов основы, а также их взаимодей-
ствий, позволяет не только найти распределения компонентов вблизи заро-
дыша новой фазы, но и описать упругие напряжения, возникающие при за-
родышеобразовании. Пренебрежение взаимодействием атомов с внешними 
полями и многочастичностью взаимодействий частиц друг с другом приво-
дит  ко  второму уравнению Фика с переопределенным коэффициентом диф- 
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фузии (7.112). Конкуренция “восходящей” диффузии внедренных атомов и 
упругих напряжений, возникающих при зародышеобразовании, приводит к 
распаду конденсированного раствора сразу по всему объему системы. 
 

§ 6. Эффекты в диффузионной зоне 
 

 Перемещение атомов и вакансий в диффузионной зоне вызывает ряд 
эффектов, наиболее исследованными из которых являются эффекты Кир-
кендалла-Смигельскаса (экспериментальные результаты по эффекту в трех-
компонентных системах см. [296, 297]) и Френкеля 1 и 2 родов. Движущая 
сила диффузии вакансий равна 

                                         ( ) ( ) ( )nn
n

n
/// 0

0
00 ∇+∇−=∇ θψωθµ                           (7.114) 

и состоит из двух слагаемых ( pnnn += 0  – плотность ячеек в системе). Первое 
слагаемое в формуле (7.114) описывает коллективные движения атомов и 
вакансий (пластическое течение вещества в диффузионной зоне), обуслов-
ленное механическими причинами (градиентом давления). Второе слагаемое 
связано с неравновесным распределением вакансий и определяет непосред-
ственно диффузионную эволюцию вакансионной подсистемы. 
 Перейдем к безразмерным величинам в формуле (7.114), введя следую-
щие обозначения: nnx /00 =  – эффективная концентрация вакансий; L/∗∇=∇ , 
∗∇ – безразмерный градиент, L  – ширина диффузионной зоны; θθτ ~

/= , θ~  – 
характерная для данной задачи температура (например, температура начала 
спинодального распада); ψψε ~/= , ψ~  – некоторое характерное значение вели-
чины ψ . Тогда равенство (7.114) примет вид  
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Число 
ψω
θ

~
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=Fr  назовем числом Френкеля и изучим два предельных случая. 

1. Эффект Киркендалла-Смигельскаса. В этом случае число Френкеля зна-
чительно меньше единицы ( 1<<Fr ). Система уравнений диффузии в системе 
с неравновесными вакансиями (7.30) имеет вид 
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Из уравнений (7.116) видно, что эффект Киркендалла-Смигельскаса наблю-
дается как в растворах с равновесными, так и неравновесными вакансиями. 
Если распределение вакансий равновесно (или квазиравновесно), то корре-
ляцией в состояниях движения атомарной и вакансионной подсистем можно 
пренебречь ( 0=q ). Скорость пластического движения в диффузионной зоне 
с малоподвижными вакансиями ( iDD <<0 , mi ÷= 1 ) в отличие от теории Дар-
кена в рассматриваемой модели будет для каждого компонента своя, равная 
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Следовательно, в рамках исследуемой модели инертная метка в опыте Кир-
кендалла смещается под действием суммарного результирующего пластиче-
ского течения вещества. Из (7.117) следует, что парциальные скорости пла-
стического течения компонентов являются локальными характеристиками. 
Следовательно, возможно изменение направления суммарной скорости пла-
стического течения на противоположное направление [76]. Если скорости 
компонентов (7.117) в диффузионной зоне являются пространственно пери-
одическими функциями, то возможно появление “гофрирования” диффузи-
онной зоны. Для экспериментальной проверки предлагаемого механизма эф-
фекта Киркендалла надо после начала движения инертной метки ввести в 
диффузионную зону дополнительный компонент в область, расположенную 
под некоторым углом к линии меток, или увеличить в этой области концен-
трацию одного из основных компонентов. Если метка изменит направление 
движения, то данный механизм ответственен за смещение метки. 
2. Эффекты Френкеля 1 и 2 родов. Для наблюдения эффектов Френкеля 1 и 
2 родов число Френкеля должно значительно превышать единицу ( 1>>Fr ).  
Уравнения диффузии имеют вид 
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при этом градиент концентрации вакансий определяется формулой 
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Формула (7.118) показывает, что при отсутствии корреляции в состояниях 
движения атомов и вакансий эффекты Френкеля не наблюдаются. Таким об-
разом, образование пор в твердом растворе (эффект Френкеля 1 рода) и их 
“залечивание” (эффект Френкеля 2 рода) являются результатом скоррелиро-
ванного движения атомов и вакансий. Эти эффекты отсутствуют в растворах 
с малыми плотностями вакансий и их малой подвижностью. Следовательно, 
эффекты Френкеля являются чисто вакансионными эффектами. Если коэф-
фициент корреляции положителен ( 0>q ), то вакансии движутся к стокам, 
поэтому процесс приводит к образованию в растворе макроскопических пор. 
В связи с этим происходит диффузионное разбухание материала, и снижа-
ются его прочностные свойства, вплоть до механического разрушения об-
разца. В противном случае ( 0<q ) вакансии стремятся равномерно перерас-
пределиться по объему системы. Этот эффект приводит к “залечиванию” 
пор, микротрещин и других дефектов решетки, что повышает долговечность 
службы данного материала. 
 Таким образом, в диффузионной зоне эффекты Киркендалла-Смигель-
скаса и Френкеля являются конкурирующими эффектами в системах с не-
равновесными вакансиями. Для систем с равномерно распределенными ва-
кансиями наблюдается только пластическое течение вещества в диффузион-
ной зоне (эффект Киркендалла-Смигельскаса). В случае эффекта Киркендал-
ла-Смигельскаса каждый компонент в диффузионной зоне движется со сво-
ей скоростью пластического течения. Движение инертной метки осуществ-
ляется под действием суммарной результирующей скорости пластического 
течения.  
 

§ 7. Перекрестные эффекты при протекании необратимых процессов 
 

 В неравновесных условиях на составляющие m -компонентной систе-
мы действуют внутренние и внешние термодинамические силы различной 
физико-химической природы. Термодинамическими силами являются: теп-
ловая ( )TX q /1∇= , электрохимические ( )θµ /~

iiX −∇= , mi ÷= 0  ( iiii q ϕµµ −=~  и iµ  

– электрохимический и химический потенциалы компонента i , iq  и iϕ  – за-

ряд и электрический потенциал частиц сорта i ) и механические силы =p
iX  

( )θψω /∇−= i  ( ( )rψ  – неопределенный множитель Лагранжа из формулы (7. 
4)). Эти силы вызывают соответствующие потоки и ответственны за перек-
рестные эффекты, возникающие при необратимых процессах: 
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В формуле (7.120) из теплового потока qJ  вычтены потоки электрохимичес-

кого тепла и потока тепла, связанного с переносом механической энергии и 
обусловленного неоднородным давлением в неравновесной системе. 
 Изучим перекрестные эффекты, возникающие при протекании необра-
тимых процессов: 

1) возникновение теплового потока под влиянием диффузионного пе- 
ремещения частиц в изотермических условиях (эффект Дюфура, Клазиус и 
Вальдман). Рассмотрим вертикальную трубку, разделенную на две равные 
части диафрагмой. В каждой половине трубки находятся газы, отличающие-
ся молекулярным весом. Обе части трубки имеют одинаковые температуру 
и давление. После снятия диафрагмы происходит диффузионное перемеши-
вание газов, причем изменяется температура на границе раздела газов. Из-
менение температуры обусловлено наличием градиента концентрации. Воз-
никающий тепловой поток устанавливает равномерное распределение тем-
пературы во всей трубке. При этом температура газа, который порождает те-
пловой поток, понижается, а другого газа, поглощающего тепло, – возраста-
ет. При отсутствии других необратимых процессов порождаемый тепловой 
поток 
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где qiqi LD =  – коэффициент термодиффузии, 
j

i
ij xT

g
∂
∂

=
µ1  – термодинамические 

факторы компонентов. 
2) возникновение диффузии компонентов под влиянием неоднородно-

го распределения температуры в системе (эффект Соре). При наличии гра-
диента температуры термодиффузия компонентов компенсируется обычной 
диффузией частиц, которая приводит к неоднородному распределению кон-
центрации компонентов в системе. Данный эффект используется для разде-
ления смеси изотопов. В этом случае диффузионный поток компонента i  
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где (qii D=ξ æ
12 )−T , æ – коэффициент теплопроводности. 
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3) термоэлектрические эффекты:  

– в месте контакта двух различных проводников, имеющих разные темпера-
туры, возникает э. д. с. (эффект Зеебека);  
– в термически однородной системе, составленной из разных проводников, 
пропускание электрического тока приводит к поглощению (выделению) те-
пла на стыке проводников (эффект Пельтье);  
– пропускание тока через термически неоднородную систему сопровождает-
ся выделением дополнительного тепла (эффект Томсона), которое отлично 
от джоулева тепла. Эти эффекты связаны либо с появлением электрического 
тока под влиянием градиента температуры, либо с возникновением градиен-
та температуры при пропускании через систему электрического тока. 
 Для системы, компоненты которой переносят электрический заряд, по-
ток компонента i  состоит из диффузионной D

iJ  и токовой i
T
i qJ /  частей: 
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Для физического объяснения эффекта Томсона рассмотрим тепловой поток, 
обусловленный электрохимическим потенциалом 
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В формуле (7.126) первая сумма описывает поток теплоты смешения компо-
нентов, последняя сумма – джоулево тепло, вторая и третья суммы описы-
вают перекрестные тепловые потоки, которые возникают при одновремен-
ном протекании диффузии и электрического тока. Теплота Томсона опреде-
ляется выделением (поглощением) теплоты смешения компонентов и пере-
крестными тепловыми потоками. 
         Возникновение э.д.с. в эффекте Зеебека приводит к появлению элект-
рического тока, обусловленного наличием градиента температуры:  
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 Тепловой поток, возникающий в эффекте Пельтье, при пропускании 
тока через систему разнородных проводников равен 

                                    EE
T

qL

T

qL
J

m

i
i

iqi
m

i
i

iqi
q σϕ Λ−==∇−= ∑∑

== 00

,                     (7.130) 

где ( )
∑
=

⋅−=Λ
m

i

iiqi

E

EE

T

qL

0
2

σ , σ  – коэффициент электропроводности. 

4) другие перекрестные эффекты. Линейная теория Онсагера позволяет  
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исследовать целый ряд новых перекрестных эффектов, возникающих в не-
равновесных системах. Особый интерес вызывают явления, связанные с ба-
рометрическими процессами: 

а) возникновение теплового градиента в системе с неоднородным дав-
лением (механокалорический эффект [99]). В этом случае тепловой поток 
равен 

                             PP
PT

L

T
LJ

m

ji

iqi
m

i
iqiq ∇−=∇

∂
∂−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∇−= ∑∑
==

γψωψω
0,0

,                     (7.131) 

где γ  – механокаллорический коэффициент. Данное равенство позволяет ус- 
тановить связь коэффициента теплопроводности с механокалорическим ко-
эффициентом и коэффициентом давления 
                                                         æ VP βγ= .                                               (7.132) 

б) возникновение градиента давления в термически неоднородной сис-
теме (например, термоосмос [98]). В этом случае механический поток равен 
                                                jq

p
jq

p
j XLJ ς−== æ T∇ ,                                      (7.133) 

где jς  – термобарический коэффициент компонента j . 

в) если система находится в гравитационном поле, то перераспределе-
ние частиц по высоте системы обеспечивается силой тяжести и диффузией 
частиц, при этом на них со стороны среды действует сила сопротивления 
движению (сила Стокса) [92, 108, 180]. При постоянной температуре осмо-

тическое давление в системе на высоте z  равно θ)()( znzP = , где ∑
=

=
m

i
inzn

0

)(  – 

плотность системы, =θ Tk
Б

 – температура в энергетических единицах. Ос-
мотическая сила равна 

)/)((/. zznzPF осм

z ∂∂−=∂∂−= θ . 
Баланс импульса определяется уравнением (стр. 98 работы [99]) 
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Если на частицы сорта i  действует сила Стокса, то iziiiz VF ηζ= , где iζ  и iη  – 

коэффициент структуры и коэффициент вязкости компонента i , соответст-

венно. Проекция скорости движения 
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iz = . Следовательно,  
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С учетом формул (7.7) и (7.11) выражение (7.134) запишется в виде 

                                                 
z

nD
z

n i
ii

iii

∂
∂

=
∂
∂ µ

θ
ηζ

θ .                                     (7.135) 

 
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

244  

 

Введя обозначение 
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, перепишем соотношение (7.135) в виде 

                                                     
ii

ii gD
ηζ
θ= .                                              (7.136) 

Равенство (7.136) обобщает соотношение Эйнштейна [92, 108, 180].  
В рамках линейной теории необратимых явлений Онсагера была полу-

чена система интегро-дифференциальных уравнений диффузионной эволю-
ции m -компонентных систем. Границы метастабильности растворов (смесей 
или сплавов) определяются микроскопическими характеристиками компо-
нентов и существенно различаются для растворов с равновесными и нерав-
новесными вакансиями. Изучение диффузии в сильных электролитах при-
водит к обобщению формулы Нернста-Эйнштейна для коэффициента элек-
тропроводности на случай m -компонентных систем.  

Исследование самодиффузии в чистых веществах показывает возмож-
ность появления “восходящей диффузии” в веществах, для которых присут-
ствует или отсутствует корреляция в состояниях движения атомарной и ва-
кансионной подсистем. В связи с этим указана необходимость проведения 
дополнительных опытов по определению коэффициента самодиффузии в за-
висимости от объемной доли частиц в веществе, что позволит решить во-
прос о корреляции в состояниях движения атомарной и вакансионной под-
систем. Наличие изгибов на прямой Аррениуса возможно соответствует воз-
никновению корреляции в состояниях движения атомарной и вакансионной 
подсистем, что ранее воспринималось, как смена механизма самодиффузии. 
Изучение диффузионной перестройки бинарных конденсированных раство-
ров с равновесными вакансиями в приближении регулярных растворов при-
водит к формуле для коэффициента взаимной диффузии, которая по своей 
структуре аналогична соответствующим формулам других моделей. Полу-
ченная формула для коэффициента взаимной диффузии дает удовлетвори-
тельное согласие теоретических расчетов с экспериментальными данными. 
При наличии в бинарной системе неравновесных вакансий и их корреляций 
в состояниях движения с атомарной подсистемой невозможно ввести коэф-
фициент взаимной диффузии, но можно ввести матрицу коэффициентов вза-
имной диффузии Неймана. Показано, что в двойных конденсированных рас-
творах частиц с близкими парциальными объемами распределение неравно-
весных вакансий может принимать градиентное, неизменное распределение, 
что приводит к эффекту появления вакансионных “каналов”, по которым 
диффузионное перемещение частиц происходит быстрее, чем по другим об-
ластям конденсированной среды. При найденных условиях наличие в двой-
ном  растворе  неравновесных  вакансий может приводить к появлению тем- 
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пературно-концентрационных областей (возможно даже замкнутых), в кото-
рых происходит распад (расслоение) раствора одновременно во всем объеме 
системы. Появление зародыша новой фазы в бинарном конденсированном 
растворе с равновесными вакансиями сопровождается появлением возле не-
го “концентрационных” напряжений, вызывающих перераспределение эле-
мента внедрения в зоне новой фазы. Зона неоднородности в результате пе-
рераспределения компонентов обогащается компонентом внедрения за счет 
обеднения периферийных зон раствора. Упругие напряжения, возникающие 
в окрестности зародыша новой фазы, определяются внешними полями, вза-
имодействием частиц, энергией смешения и парциальными объемами час-
тиц. При реализации определенного неравенства возможно появление “вос-
ходящей” диффузии, стремящейся собрать в единое целое атомы внедрен-
ного элемента. Упругое поле вокруг зародыша новой фазы препятствует 
этому процессу. Конкуренция этих факторов приводит к появлению зароды-
шей одновременно по всему объему системы (спинодальный распад раство-
ра). 

Перемещение атомов и вакансий в диффузионной зоне вызывает це-
лый ряд эффектов. В рамках исследуемой модели инертная метка в опыте 
Киркендалла-Смигельскаса перемещается под действием результирующего 
пластического течения каждого компонента. Указано на возможность суще-
ствования ситуации, при которой направление суммарной скорости пласти-
ческого течения компонентов изменяется на противоположное направление. 
Для экспериментальной проверки предложенного механизма эффекта Кир-
кендалла-Смигельскаса необходимо после начала движения инертной метки 
ввести в диффузионную зону дополнительный компонент в область, распо-
ложенную под некоторым углом к линии меток, или увеличить в этой об-
ласти концентрацию одного из основных компонентов. Если метка изменит 
направление движения, то предлагаемый механизм ответственен за смеще-
ние метки. Если скорости пластического течения каждого из компонентов в 
диффузионной зоне описываются пространственно-периодическими функ-
циями, то возможно “гофрирование” диффузионной зоны. Эффекты Френ-
келя I и II родов являются чисто вакансионными эффектами. Если коэффи-
циент корреляции состояний движения вакансионной и атомарной подсис-
тем положителен, то вакансии движутся к  стокам, что приводит к образова-
нию в растворе макроскопических пор. В связи с этим происходит диффу-
зионное разбухание материала, снижаются его прочностные свойства, что 
может привести к механическому разрушению образца. В противоположном 
случае вакансии стремятся равномерно распределиться по объему системы. 
Этот эффект приводит к “залечиванию” пор, микротрещин и других дефек-
тов  решетки, что  повышает  долговечность  службы  изделия. Установлено,  
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что в диффузионной зоне эффекты Френкеля и Киркендалла-Смигельскаса в 
случае неравновесных вакансий являются конкурирующими эффектами. Ес-
ли вакансии равновесны, то происходит только пластическое течение вещес-
тва (эффект Киркендалла-Смигельскаса).  

Изучение перекрестных эффектов для необратимых процессов позво-
ляет установить связь между коэффициентами различных по своей природе 
термодинамических сил, в частности, выявить связь между механокалори-
ческим коэффициентом и коэффициентом теплопроводности, обобщено из-
вестное соотношение Эйнштейна, связывающее парциальные коэффициен-
ты диффузии с коэффициентом вязкости того же компонента. 
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Глава 8. РАСЧЕТ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ И КИНЕТИЧЕСКИХ 
       СВОЙСТВ РЕАЛЬНЫХ БИНАРНЫХ И ТРОЙНЫХ СИСТЕМ 

 
§ 1. Термодинамические функции смешения и парциальные свойства 

         компонентов в металлических и шлаковых растворах 
 

 Металлы и их сплавы являются основными конструкционными мате-
риалами, которые используются при решении различных научных и техни-
ческих задач. В этой связи возникает необходимость расчета и прогнозиро-
вания механических, электрических, термодинамических и других свойств 
таких систем. Технологические схемы получения сплавов, которые исполь-
зуют рафинирующие солевые шлаки, нуждаются в адекватном расчете теп-
ловых и других характеристик указанных систем. Расчет термодинамичес-
ких функций смешения компонентов бинарных растворов проводится по по-
лученным формулам: (6.121) и (6.122) – коэффициенты активности iγ , (6. 
124) – активности ia , (6.125) и (6.126) – парциальные теплоты смешения iH  
( молькДж / ), (6.128) – теплота смешения H  ( молькДж / ), (6.130) – избыточная 
энергия Гиббса G  ( молькДж / ), (6.131) – конфигурационная часть энтропии S  
( )/( мольKДж ⋅ ) (см. также приложение 2). 
1. Системы CrFe −  и iNFe − . Вычисленные значения парциальных теплот 
смешения, избыточной энергии Гиббса и конфигурационной энтропии для 
бинарных систем CrFe −  и iNFe −  приведены в таблицах 5 и 6 (см. также 
[239, 244]).  

Таблица 5. 
 Система CrFe −  при температуре KT 1873= ( =λ 1, =RW / 2506) 

Fex  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

FeH  20.84 16.88  13.34  10.21  7.50  5.21 3.33  1.88  0.83  0.21  0.00  

CrH  0.00 0.21 0.83 1.88 3.33 5.21 7.50 10.21 13.34 16.88 20.84 

G−  0.00 3.19 4.46 5.14 5.48 5.59 5.48 5.14 4.46 3.19 0.00 

S  0.0 2.7 4.2 5.1 5.6 5.8 5.6 5.1 4.2 2.7 0.0 

 
Таблица 6.  

Система iNFe −  при температуре KT 1873= ( =λ 0.348, =RW / -1474) 

Fex  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

FeH−  35.23 20.24 11.93 7.07 4.14 2.35 1.25 0.59 0.23 0.05 0.00 

NiH−  0.00  0.72 2.14 3.73 5.29 6.75 8.08 9.28 10.38 11.36 12.26 

G−  0.00 3.19 4.46 5.14 5.48 5.59 5.48 5.14 4.46 3.19 0.00 

S  0.0 2.7 4.2 5.1 5.6 5.8 5.6 5.1 4.2 2.7 0.0 
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На рис. 43-46 приведены теплоты смешения и активности компонентов. 
 
                              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 43. Тепловой эффект образования      Рис. 44. Энтальпия смешения системы 
раствора CrFe −  при KT 1873= .                  iNFe −  при  KT 1873= . 
1 – данные работы [11, с.135]; 2 – [64];       а) и б) – различные параметры; 
3 – [298];                                                         1 – данные работы [11, с.135]; 2 – [64]; 
   

ia                                                                                       ia  

0.8                                                                                  0.8 
 
          Fea                      Cra                                                          iNa                 Fea    

0.4                                                                                  0.4 
 
 
 
                                               Fex                                    iNx  

                  0.4          0.8                                                                    0.4          0.8      
 
Рис. 45. Активности компонентов                    Рис. 46. Активности компонентов  
в растворе CrFe −  ( KT 1873= ).                           в системе iNFe −  ( KT 1873= ).   
 
Отметим, что параметры модели определялись по экстремальной точке на 
опытной кривой энтальпии смешения по формуле (6.129), а затем вычисля-
лись все термодинамические функции бинарной системы и сравнивались с 
экспериментальными данными. Оценка погрешности расчета при значениях 
погрешностей в определении концентрации ±=∆

э
x 0.01 и энтальпии смеше-

ния ±=∆
э

H 0.3 показывает, что погрешности в определении параметров мо-
дели лежат в пределах экспериментальной ошибки.  
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Расчет функций смешения реальных металлических систем показыва-

ет, что решеточная модель позволяет описывать как системы с одинаковыми 
(раствор CrFe − ), так и с сильно отличающимися ( iNFe − ) объемами частиц. 
Различие в объемах частиц ответственно за асимметрию кривой, описываю-
щей тепловой эффект при смешении компонентов. Кроме того, в зависимо-
сти от знака энергии образования раствора (W ) модель позволяет описывать 
как положительные, так и отрицательные отклонения реальных растворов от 
закона Рауля (рис. 45 и 46). Взаимная проверка правильности нахождения 
параметров осуществлялась при расчете равновесных диаграмм состояния. 
Расчет систем с изменяющимся знаком энтальпии смешения при определен-
ной концентрации первого компонента требует учета многочастичных взаи-
модействий. 
2. Флюс 2CaFCa − . Рафинирование металлических систем от вредных приме-
сей при электрошлаковом переплаве в инертной атмосфере производится с 
использованием металлсодержащих фторидных флюсов системы 2CaFCa −  
[299, 300]. Использование такого флюса позволяет создать условия гаранти-
рованного ввода в переплавляемый металл таких высокореакционных ме-
таллов, как щелочноземельные (ЩЗМ) и редкоземельные (РЗМ) металлы, 
которые снижают содержание вредных примесей в слитке до весьма низких 
концентраций. В табл. 3 приведены значения теоретических параметров для 
этой системы. Рассчитанные значения активностей металлического компо-
нента в системах ЩЗМ ( Mg , Ca , Ba ) – фторид ЩЗМ, необходимые для 
оценки рафинирующей способности флюса [246, 248] (см. § 4 главы 8) при-
ведены в табл. 7.  

   Таблица 7.  
Активность металлического компонента в флюсах ЩЗМ ( Mg , Ca , Ba ) –  

фторид ЩЗМ при температуре KT 2173=  

Mex  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Mga  0.0  0.14 0.26 0.37 0.47 0.56 0.65 0.74 0.82 0.91 1.0 

Caa  0.0  0.38 0.52 0.59 0.63 0.67 0.71 0.77 0.83 0.91 1.0 

Baa  0.0 0.24 0.40 0.51 0.59 0.65 0.71 0.77 0.84 0.91 1.0 

 
Высокая электропроводность таких флюсов и условия безопасной ра-

боты установки ЭШП ограничивает содержание металлического компонента 
не более 10 масс. % ( ≤x 0.2). В этом интервале концентраций металлического 
компонента предпочтение имеет система 2CaFCa − , для которой активность 
металлического компонента (приведена в табл. 7) выше, чем у других флю-
сов. Следовательно, проведенные расчеты позволяют из флюсов одного ти-
па выбрать наиболее подходящий флюс для реализации той или иной техно- 
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логической схемы получения чистого металла. 
3. Шлаки 2CaFCaO −  и 232 CaFOAl − . При электрошлаковом переплаве алюми-
нотермического хрома под активным флюсом системы 2CaFCa −  в инертной 
атмосфере образуется шлак, содержащий компоненты CaO , 2CaF  и 32OAl . Ак-
тивность оксидов определяет перераспределение кислорода между хромом и 
шлаком. Следовательно, знание активностей компонентов в шлаковых рас-
творах 2CaFCaO −  и 232 CaFOAl −  является важным технологическим парамет-
ром при получении слитков чистого хрома. Активности компонентов при  
температуре KT 2073=  приведены в табл. 8 и 9 [240] (параметры модели для 
шлаков системы оксид-фторид 2CaFCaO −  и 232 CaFOAl −  приведены в табл. 4). 

 Таблица 8.  
Активности компонентов в шлаках системы 2CaFCaO −  

CaOx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

CaOa  0.0  0.02 0.05 0.10 0.19 0.30 0.43 0.58 0.74 0.88 1.0 

2CaFa  1.0  0.88 0.73 0.57 0.42 0.28 0.18 0.09 0.05 0.02 0.0 

  Таблица 9.  
Активности компонентов в шлаках системы 232 CaFOAl −  

32OAlx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

32OAla  0.0  0.08 0.17 0.26 0.35 0.46 0.56 0.67 0.78 0.90 1.0 

2CaFa  1.0  0.90 0.80 0.69 0.58 0.48 0.37 0.26 0.17 0.08 0.0 

 
4. Сплавы CrМЗР − . Одним из эффективных способов повышения пластич-
ности и других эксплуатационных характеристик хрома и сплавов на его ос-
нове является их легирование редкоземельными металлами [301, 302]. Экс-
периментальное исследование таких систем является трудоемким процес-
сом, требующим значительных материальных затрат. Кроме того, ввиду вы-
сокой реакционной способности РЗМ возможны высокие погрешности экс-
периментальных измерений, особенно вблизи температуры плавления хро-
ма. Это означает, что теоретический метод исследования таких расплавов 
становится предпочтительным. Параметры модели приведены в табл. 3, а 
коэффициенты активности компонентов системы CrCe −  при температуре 

KT 2173=  –  в табл. 10 [243]. На рис. 47 изображены активности компонентов 
раствора, на рис. 48 – его термодинамические функции смешения (единицы 
измерения всех величин ./ атгкДж − ). 
5. Раствор оксидов 3232 OAlOCr − . Переплав алюминотермического хрома со-
провождается образованием оксидной фазы. В работах [303, 304] была изу-
чена зависимость содержания кислорода в хроме от концентрации алюми-
ния.  Для  вычисления  растворимости  кислорода в хроме необходимо знать  
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Таблица 10.  

Коэффициенты активности компонентов в шлаках системы CrCe −  
Cex  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Ceγ  7.74 4.40 2.86 2.07 1.62 1.36 1.20 1.10 1.04 1.01 1.00 

Crγ  1.00 1.03 1.11 1.24 1.41 1.63 1.90 2.23 2.63 3.10 3.65 

 
                       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   Рис. 47. Активности компонентов         Рис. 48. Термодинамические функции 
   в растворе CrСe −                                      смешения расплавов CrCe −  
                     
коэффициенты активностей (активности) компонентов оксидного раствора 

−32OCr 32OAl . Параметры теоретической модели были рассчитаны по равно-
весной диаграмме состояния [37] и приведены в табл. 4. Значения коэффи-
циентов  активностей компонентов в системе 3232 OAlOCr −  при температуре 

KT 2173=  даны в табл. 11. Были вычислены значения коэффициентов актив-
ностей и в металлической фазе (см. приложение 2). Эти величины были ис-
пользованы для расчета зависимости парциального давления кислорода от 
концентрации алюминия в хроме и определения константы растворимости 
кислорода в хроме при температуре KT 2173= . 

       Таблица 11.  
Коэффициенты активности компонентов в шлаке 3232 OAlOCr −  

32OCrx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

32OCrγ  2.89 2.31 1.91 1.62 1.41 1.26 1.16 1.08 1.04 1.01 1.00 

32OAlγ  1.00  1.01 1.05 1.11 1.19 1.30 1.45 1.64 1.88 2.18 2.55 

 
6. Система CaOCaFCa −− 2 . Зная теоретические параметры для двухкомпо-
нентных систем, можно по формулам (6.145)-(6.147) рассчитать коэффици-
енты активности компонентов (и другие термодинамические функции сме-
шения) в трехкомпонентных (или многокомпонентных) растворах.  

В табл. 12 приведены рассчитанные значения коэффициентов активно- 
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сти в системе −− 2CaFCa CaO  при различных технологически важных концен-
трациях оксида кальция. Данные таблицы показывают, что по мере удаления 
                  Таблица 12.  

Коэффициенты активностей компонентов в системе CaOCaFCa −− 2   
(при температуре KT 1873= ) 

 

Cax  0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4 

Caγ  4.30 2.84 2.06 1.62 3.71 2.50 1.84 1.46 

2CaFγ  1.01 1.09 1.23 1.41 0.94 1.03 1.17 1.35 

CaOγ  0.13 0.13 0.14 0.15 0.20 0.20 0.21 0.23 

CaOx =0.3 CaOx =0.4 

Cax  0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4 

Caγ  3.00 2.07 1.56 1.26 2.27 1.61 1.25 1.03 

2CaFγ  0.85 0.94 1.07 1.25 0.72 0.82 0.94 1.11 

CaOγ  0.29 0.29 0.30 0.32 0.40 0.40 0.41 0.44 

 
кислорода из переплавляемого металла в шлаке возрастает содержание ок-
сида кальция, что снижает активность металлического компонента флюса. 
Следовательно, в процессе переплава электрода необходимо постоянное до-
бавление металлического компонента с целью повышения его активности и 
снижения концентрации оксида кальция в шлаке. Расчетные значения актив-
ностей компонентов в других бинарных металлических растворах приведе-
ны в приложении 2.  

Сравнение расчетных и теоретических значений термодинамических 
функций смешения показывает, что решеточная модель в приближении пар-
ных взаимодействий адекватно описывает системы с однозначно выражен-
ным отклонением от закона Рауля, асимметричность кривых энтальпии сме-
шения в приближении регулярных растворов связана с различием парциаль-
ных объемов частиц. В общем случае поведение концентрационной зависи-
мости энтальпии смешения компонентов раствора определяется параметра-
ми многочастичных взаимодействий. 

Решеточная модель позволяет на основе параметров для двойных рас-
творов рассчитать коэффициенты активностей компонентов и термодина-
мические функции смешения трех- и более компонентных систем, т.е. пред-
сказать термодинамическое поведение систем с большим числом компонен-
тов. Анализ теоретических расчетов по активностям компонентов позволяет 
создавать  технологические  схемы  получения сплавов и металлов с малыми  
материальными и трудовыми затратами.  
 

 

CaOx =0.1 CaOx =0.2 
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§ 2. Диаграммы фазовых равновесий двойных и тройных систем 

 
 Фазовые равновесия описываются диаграммами состояния, возможные 
виды которых описываются формулой (6.111) и рассмотрены ниже. 
1. Диаграмма состояния эвтектического типа с отсутствием раствори-
мости компонентов в твердом состоянии. В качестве примера приведем 
диаграмму состояния для системы 2CaFCa −  [240, 305] (рис. 49), которая наи- 
 
 
                                             
                                            

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 49. Диаграмма фазовых равновесий в системе 2CaFCa −  
(● – данные работы [305]) 

 
более часто используется при создании технологии электрошлакового пере-
плава металлов и сплавов. Для фазовых равновесий в системах с эвтектиче-
ской точкой и отсутствием растворимости компонентов в твердом состоя-
нии в качестве опорных точек для расчета принимаются точки плавления 
компонентов и координаты эвтектической точки. После нахождения пара-
метров модели по данным точкам рассчитывались левая и правая ветви лик-
видуса. Погрешность расчета температуры не превышала 10 %. 
2. Диаграмма состояния эвтектического типа при наличии растворимости 
компонентов в твердом состоянии. Диаграммы такого вида характерны для 
систем CrРЗМ − . Впервые в полном виде диаграмма фазовых равновесий бы-
ла построена в работах [306, 307] на основе собственных опытных данных 
авторов. Растворимость церия в хроме изучалась в работе [308]. Было пока-
зано, что солидус имеет ретроградный вид. Диаграмма состояния раствора 

−Ce Cr  показана на рис. 50. Теоретические и опытные значения координат 
эвтектической точки диаграмм состояния систем CrРЗМ −  приведены в при-
ложении 2. Решеточная модель позволяет рассчитывать диаграммы фазовых 
равновесий в системах, имеющих ретроградный солидус и предсказывать на 
основе ограниченных опытных данных диаграммы состояния в растворах  

CrРЗМ − . 
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Рис. 50. Диаграмма фазовых областей в системе CrCe − : 
                     а – хромовый угол диаграммы; б – область эвтектической точки  

(светлые точки – данные работы [308]) 
 
3. Диаграмма типа “бабочка”. Диаграммы состояния такого типа возника-
ют в некоторых растворах тугоплавких металлов, которые изображены на 
рис. 51. 
4. Диаграмма типа “сигара”. Равновесие жидкой и твердой фаз в системах, 
например, GeiS −  и 3232 OAlOCr −  описывается диаграммой состояния типа 
“сигара”. Эти диаграммы отображены на рис. 52 и 53. На рис. 52 и 53 пока-
заны также области спинодального распада в низкотемпературной области 
(формула (6.120)). Отметим, что рассчитанные диаграммы состояния GeiS −  
и 3232 OAlOCr −  совпадают с экспериментальными диаграммами, приведенны-
ми в работах [309] и [37], соответственно. Сравнение теоретических и экс-
периментальных диаграмм состояния показывает адекватность модели раз-
ным реальным растворам (см. также приложение 2). Кроме того, на основе 
изучения бинарных растворов удается строить ориентировочные диаграммы 
плавкости тройных систем, что является несомненным преимуществом мо-
дели при ее сравнении с другими феноменологическими моделями.  
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     Рис. 51. Диаграмма фазовых областей в системах тугоплавких металлов: 
     а) – iTCr − ; б) – iTZr − ; в) – CrMo −   

 
                    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    Рис. 52. Диаграмма фазовых равно-                Рис. 53. Диаграмма состояния 
    весий системы GeiS −                                        оксидного раствора 3232 OAlOCr −  
 

На рис. 54 приведена расчетная диаграмма плавкости растворов −Ca  
CaOCaF −− 2 . Диаграмма плавкости системы CaOCaFCa −− 2  позволило выбрать 

оптимальный состав этого флюса, возникающего в процессе электрошлако-
вого переплава алюминотермического хрома. Таким образом, знание теоре-
тических параметров для бинарных систем позволяет прогнозировать свой-
ства растворов с большим числом компонентов. 

 
 

 а)                                     б)                                     в) 
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Рис. 54. Диаграмма плавкости системы CaOCaFCa −− 2  
                     

§ 3. Испарение компонентов из расплавов флюсов и тугоплавких металлов  
 

 Одной из основных проблем металлургии является получение чистых 
металлов, не содержащих вредных примесей (водород, кислород, азот, сера, 
фосфор и др.), которые ухудшают эксплуатационные свойства металличе-
ских изделий. Рафинирование металлов при использовании инертной атмо-
сферы и активных флюсов, переплав металлов в вакууме и другие техноло-
гические приемы получения чистых металлов и их сплавов сопровождаются 
интенсивным испарением компонентов из расплава.  

В качестве примеров рассмотрим испарение компонентов из расплавов 
тугоплавких металлов и флюсов. 
1. Испарение хрома из его расплавов с другими металлами. Скорость испа-
рения компонента i  из расплава определяется формулой [310]: 

( )PPa
T

M

td

md
ii

ii −= 0588.0 ,    (8.1) 

где tddmi /  – скорость испарения компонента i  ( ).)/( 2
секмкг ⋅ , ia  – активность 

этого компонента с атомной массой iM ( )кмолькг / , 0iP  – давление компонента 
i  над его жидкой фазой при стандартном внешнем давлении P ( ).. стртмм . 
Парциальное давление пара компонента i  можно рассчитать на основании 

данных работы [311] по формуле: TDTC
T

B
AP ii

i
ii lglg 0 ++−= . Константы iA , 

iB , iC , iD  и  вычисленное  значение  парциального  давления  компонента по 
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уравнению (8.1) при температуре KT 2273=  для хрома и других металлов да-
ны в табл. 13. 
 

      Таблица 13.  
Константы испарения и парциальные давления чистых компонентов 

№ 
п/п 

Металл iA  iB  iC  iD  ( )22730iP , 
мм рт. ст. 

1. Cr  165.220 44507.12 3.663 310−⋅  -45.499 17.52 

2. Al  12.409 15992.58 -3.420 610−⋅  -0.999 102.52 

3. Cu  -258.061 -14786.86 -1.263 210−⋅  91.902 16.18 

4. Fe  -25.934 14124.50 -1.355 210−⋅  10.595 2.17 

5. La  13.092 21685.61 1.151 410−⋅  -1.312 0.26 

6. Mo  93.223 137027.47 -1.524 210−⋅  -1.087 4.42 610−⋅  
7. Y  25.845 21089.98 3.402 410−⋅  -4.861 10.54 

8. Ti  296.013 65632.18 7.877 310−⋅  -85.147 0.17 

9. Zr  37.574 35293.37 6.504 410−⋅  -8.199 1.12 410−⋅  
10. Mg  16.797 7844.23 2.548 410−⋅  -2.728 5.86 410⋅  

11. Ba  10.637 8703.64 -1.584 510−⋅  -0.965 3.41 310⋅  

12. Ca  53.652 12826.75 2.002 310−⋅  -14.485 8.69 310⋅  
 
По данным для парциальных давлений компонента и активностям компо-
нентов была рассчитана скорость испарения хрома из бинарных растворов 

AlCr − , CuCr − , FeCr − , LaCr − , MoCr − , YCr − , TiCr − , ZrCr −  (рис. 55).  Анализ  
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
    Рис. 55. Скорости испарения хрома при температуре KT 2273=  и давлении 
   4106.7 −⋅=P  (а) и 6.7=P  (б) мм рт. ст. в зависимости от его концентрации в 
    расплавах MeCr − : AlMe = (1), Cu (2), Fe (3), La (4), Mo (5), Y (6), Ti (7), Zr (8) 
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полученных результатов показывает, что для растворов близких к идеаль-
ным ( MoCr −  и iTCr − ) скорость испарения хрома описывается практически 
прямой линией, выше которой лежат кривые скорости испарения хрома из 
растворов с положительной ( CuCr − , FeCr − , LaCr − , YCr − ), а ниже – с отри-
цательной  ( AlCr − , ZrCr − ) энергией смешения. Следовательно, данные по 
скоростям испарения компонентов из бинарных конденсированных раство-
ров могут служить для определения параметров модели или ее эксперимен-
тальной проверки. Отметим, что повышение внешнего давления до величи-

ны, определяемой формулой 
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1
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xx

xW
xTPP

λθ
λ  при фикси-

рованной концентрации первого компонента 10x , может привести к подавле-
нию испарения первого компонента. 
2. Испарение церия из его расплава с хромом. На примере раствора CrCe −  
покажем другой способ анализа обеднения раствора одним из компонентов. 
При легировании хрома церием и другими редкоземельными металлами на-
блюдаются их значительные потери, связанные с испарением этих металлов 
и их летучих соединений из расплава металлов. Для церия такими соедине-
ниями являются: CeO  и 2CeO . Запишем химические реакции образования ок-
сидов (круглые скобки определяют наличие данного компонента в жидкой, а 
фигурные – в газовой фазах): 

          ( ) { } { }CeOOCe =+ 22

1 , константа равновесия реакции 
2

1
OCe

CeO

Pa

P
K = , 

         ( ) { } { }22 CeOOCe =+ , константа равновесия реакции 
2

2
2

OCe

CeO

Pa

P
K = . 

Суммарное давление паров церия над расплавом CrCe −  определяется как ис-
парением самого церия, так и его оксидов: ( )

22 21
0

OOCeCeCe PKPKPaP ++=∑ , где 
0

CeP – давление паров церия над его жидким расплавом при стандартных ус-
ловиях (см. работу [311]). Во избежание больших потерь церия из исследуе-
мого расплава давление газовой фазы должно быть не менее 1 атм. Полагая 
суммарное давление паров церия .1 атмPCe∑ = , получим зависимость парци-

ального давления кислорода от содержания церия в растворе (значения 0
CeP , 

1K  и 2K  взяты из работы [312]). Расчет показывает, при содержании церия в 
растворе 7 ат. % и парциальном давлении кислорода .102 11

2
атмPO

−⋅=  в про-
цессе испарения из раствора улетучивается 5.5 ат. %. При реальных значе-
ниях (

2OP .1010 810
атм

−− −= ) парциального давления кислорода эти потери бу-
дут значительно больше. Зависимость содержания Ce  в хроме от давления 
кислорода показана на рис. 56[250]. В работе [253] исследовано равновесное 
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2
lg OP−             KT 2273=  

                                                                                              
                                                                                                  
                                                          KT 2173=   
                                          11 
 
 
                                                                  KT 2073=   
                                          12 
                                                                                        Cex , ат. % 
                                               0             4             8  

 
               Рис. 56. Содержание церия в хроме в зависимости от парци- 
                ального давления кислорода при различных температурах 
 
распределение церия между шлаками системы 32 CeFCaF −  и сплавами на ос-
нове железа. Показано, что наибольшими величинами расчетного содержа-
ния церия в металле характеризуется равновесие шлаков системы 32 CeFCaF −  
со сталями 08Ю, 03Х16Н15М3, 08Х18Н10Т и чугуном. Анализ расчетных 
данных показывает, что повышение доли фторида церия в шлаке выше 40-50 
мас. %  нецелесообразно, так как резкого повышения церия в металлических 
расплавах не наблюдается. 
3. Парциальное давление компонентов над расплавом. Переплав под актив-
ными, металлсодержащими флюсами металлов и сплавов во избежание зна-
чительного угара рафинирующего металлического компонента проводится в 
инертной атмосфере и при фиксированном давлении (например, атмP 1= .). 
Такая технология позволяет создать глубоко восстановительные условия для 
рафинирования металла от вредных примесей до весьма низких концентра-
ций. Кроме того, оговоренные условия обеспечивают гарантированный ввод 
таких высокореакционных химических элементов, как щелочноземельные и 
редкоземельные металлы. Примером активного флюса является система −Ca  

2CaF−  (и ей подобные флюсы 2MgFMg −  и 2BaFBa − ). Эти системы позволяют 
(при оговоренных условиях переплава) создать глубоко восстановительные 
условия, приводящие к существенному снижению в переплавляемом метал-
ле таких вредных примесей, как кислород, сера, фосфор, азот и цветные ме-
таллы. С целью определения оптимального количества металлического ком-
понента во флюсе рассчитывают парциальное давление его паров над жид-
ким флюсом и находят условия, при которых его испарение минимально. 
Равновесное  содержание  металлического  компонента во флюсе определим  
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из условия равенства парциального давления этого компонента внешнему 
давлению атмP 1= . Это означает, что равновесная концентрация металличе-
ского компонента задается в виде неявной функции ( ) ( ) 1, 0

11 =TPTxa . Зависи-
мость равновесной концентрации металлического компонента от температу-
ры показана на рис. 57 [248].  
 
                        
                                         Me , масс. %                                        
                                        12                                     Ba                
 
                                                           
 
                                          8 
                                                         Ca  
 
 
                                           
                                          4 
                                                       Mg  
                                                           
                                                       
                                            1400            1800                T , C0  
                                                                                    

Рис. 57.  Влияние температуры на равновесное содержание  
         металлического компонента во флюсе 2MeFMe −  

 
Из рис. 57 видно, что повышение температуры переплава приводит к значи-
тельным потерям металлического компонента во флюсе 2MeFMe − . Для сни-
жения потерь химически активного элемента необходимо повышать давле-
ние в закрытой установке переплава металлов и сплавов. 
 

§ 4. Рафинирующие способности фторсодержащих флюсов 
 

         Флюсы на основе щелочноземельных металлов в смеси с их фторидами 
привлекают особое внимание исследователей ввиду их высокой рафиниру-
ющей способности по отношению к вредным примесям. Рассмотрим расчет 
рафинирования сплавов на основе железа. Для этого исследуем возможные 
физические и химические реакции, приводящие к удалению примеси из ме-
талла (в нашем случае – из железа):     

( ) { }II Fe = ; ( ) { }MeMe Fe = ;   { } { }=+ IMe ( )MeI ;   ( ) ( ) { }IFeFeI += , 
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где I – примесной элемент, Me  – рафинирующий компонент флюса (магний, 
барий или кальций). Первые две реакции характеризуют равновесие между 
газовой и металлической фазами, а две оставшиеся  реакции – восстановле-
ние железа рафинирующим металлом. Сумма всех этих реакций определяет 
удаление вредной примеси из жидкой металлической фазы и описывается 
реакцией: ( ) ( ) =+ FeFe IMe ( )

шлак
MeI . Константа равновесия реакции равна 

( )

( ) ( )
∏
=

==
4

1i
i

IMe

MeI K
aa

a
K

FeFe

. 

Принимая содержание примесного элемента и рафинирующего метал-
ла в  железе малыми по сравнению с концентрацией самого железа, поло-
жим их коэффициенты активности в железе ( ) ( ) 1==

FeFe IMe γγ , а активность сое-

динения ( ) 1=MeIa , считая образующееся соединение новой фазой, состоящей 
из одного компонента. Тогда содержание примеси в металле можно рассчи-

тать по формуле ( ) ( )Fe
Fe MeK

I
1= . Выразим содержание щелочноземельного 

металла в железе через его активность во флюсе ( ) ( ) { }

2

0

K

Pa
Me MeMe

Fe = , где { }
0
MeP  – 

давление паров чистого щелочноземельного металла над его жидкостью при 
стандартных условиях. Реакция ( ) { }II Fe =  по литературным данным имеет 
константу реакции:  

для кислорода 589.0
5313

lg −=
T

KO ,   для серы 455.0
5603

lg +=
T

KS , 

для азота 044.1
608

lg +=
T

K N . 

Для реакции ( ) { }MeMe Fe =  константа равновесия определяется формула-

ми: для магния 804.2
970

lg +−=
T

KMg , для кальция 192.2
1196

lg +−=
T

KCa , для бария 

824.0
760

lg +=
T

KBa . Константы реакций { } { }=+ IMe ( )MeI  и ( ) ( ) { }IFeFeI += , описы-

ваемые формулами  BTAK += )/(lg , приведены в табл. 14.  
    Таблица 14.  

Константы реакций { } { }=+ IMe ( )MeI  и ( ) ( ) { }IFeFeI +=  
O  S  N          I  

 Me  A  B  A  B  A  B  
Mg  38235 -10.722 28589 -10.209 45355 -26.503 

Ca  41547 -10.220 36749 -10.047 47978 -25.694 

Ba  29028 -5.045 28434 -6,452 – – 

Fe  -12377 2.514 -13097 3.454 -3282 3.136 

 
Константы  равновесия  суммарной  реакции ( ) ( ) ( )

шлакFeFe MeIIMe =+  при тем- 
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пературе KT 1873=  приведены в табл. 15. Результаты расчета для указанных 
примесей приведены на рис. 58. 

              Таблица 15.  
Константы равновесия реакции ( ) ( ) ( )

шлакFeFe MeIIMe =+  при KT 1873=  
 
 
 
 
 
 
 
    ( )Olg−                                  ( )Slg−                                  ( )Nlg−  
                                                      
          4                     Ca                 4                                          4 
                                                                      Ca  
                                                                                                                Ca  
                                                                     Mg  
                                                            
           2                    Mg                 2                                         2 
                                                                      Ba                                      Mg    
                                Ba                            
      
 
 
               0             2         ( )Melg−      0             2         ( )Melg−      0             2  ( )Melg−  
 
    Рис. 58. Рафинирующая способность металлсодержащих фторидных флюсов 
    системы  2MeFMe −  ( MgMe = , Ca , Ba ) 
 
Из рис. 58 видно, что наибольшей раскислительной, десульфурирующей и 
деазотирующей способностью обладают флюсы системы 2CaFCa − . Следова-
тельно, флюсы системы 2CaFCa −  являются наиболее перспективными при 
разработке технологий электрошлакового переплава металлов и сплавов. 

 
§ 5. Растворимость алюминия и кислорода в хроме 

 
 В настоящее время алюминотермия широко используется при произ-
водстве хрома, ванадия и других металлов, а также сплавов на их основе. 
  Качество получаемых материалов существенно зависит от содержания  
в них алюминия и кислорода. В связи с этим на примере системы 2OAlCr −−  
изучим растворимость алюминия и кислорода в хроме, который в настоящее  
 

Примесной элемент  
Металл O  S  N  

Mg  2.869 410⋅  1.056 310⋅  0.563 310⋅  
Ca  9.899 510⋅  1.126 510⋅  1.688 410⋅  
Ba  1.454 410⋅  7.649 310⋅  – 
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время является одним  из самых перспективных конструкционных материа-
лов. В [64] приведены изменения энергии Гиббса при образовании оксидов 
алюминия 32OAl : TG 32.037.16771 +−=∆  и хрома 32OCr : 2G∆ T28.055.1158 +−= , кото-
рые позволяют вычислить константы равновесия этих реакций 1K  и 2K .  

При исследовании равновесия между металлической фазой AlCr −  и 
оксидной фазой 3232 OAlOCr −  полагается, что кислород находится в растворе 
в связанном состоянии, т.е. в виде неметаллических включений оксидной 
фазы. Активности компонентов в обеих фазах рассчитывались по методике, 
изложенной выше. Равновесие между металлической фазой и оксидной фа-
зой наблюдается при определенном парциальном давлении кислорода, кото-
рое имеет одно и то же значение для реакций образования 32OCr  и 32OAl , т.е. 

при выполнении равенства 
2

2

1

32

32

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

Cr

Al

OCr

OAl

a

a

K

K

a

a
. При выполнении этого равенст-

ва система 2OAlCr −−  находится в термодинамическом равновесии. Исполь-
зуя тот факт, что в алюмотермическом хроме при температуре KT 2173= со-
держится от 0.01 до 1 вес. % алюминия, можно найти зависимость парци-
ального давления кислорода 

2OP  в зависимости от содержания алюминия в 
хроме. Эта зависимость показана на рис. 59.  

 
                                         1210

2
⋅OP , атм. 

                            
                                          8 
 
 
 
                                           
                                           4 
 
 
 
                                             0 
                                                                  0,4               0,8   [Al], вес.% 

 
  Рис. 59. Зависимость парциального давления кислорода  

                        при CT 01900=  от содержания алюминия в хроме 
 
Из  рис. 59  видно, что содержание кислорода в хроме уменьшается при воз-
растании весовой концентрации алюминия. Кроме того, проведенный расчет 
позволил  определить  константу  растворимости  кислорода в хроме при =T   
 



Терехов С. В. Моделирование тепловых и кинетических свойств реальных систем 

264  

 
K2173= : ( ) 410)101.0785.7(/%2173

22
⋅±== OO POK . 

 
§ 6. Коэффициент взаимной диффузии в двойных растворах 

 
 В работе [110] приведены экспериментальные данные для коэффици-
ентов  самодиффузии  ( ))/(exp RTQLD −=∗ , которые отображены в табл. 16, ко- 

      Таблица 16.  
Константы коэффициентов самодиффузии 

 
Металл 

410⋅L , 
./2

секм  
RQ /10 3−⋅ , 

K0  

 
Металл 

410⋅L , 
./2

секм  
RQ /10 3−⋅ , 

K0  
Алюминий 0.035 14.47 Никель 1.9 34.22 
Хром 0.2 37.09 Ниобий 1.1 48.31 
Кобальт 0.83 34.07 Палладий 0.21 32.01 
Медь 0.62 24.94 Платина 0.33 34.32 
Германий 7.8 34.47 Калий 0.31 4.91 
Золото 0.091 20.99 Кремний 1.8 55.36 
α –железо 2.0 28.84 Серебро 0.44 22.28 
Свинец 1.37 13.12 Натрий 0.145 5.08 
Литий 0.39 6.79 Тантал 0.124 49.67 
Молибден 0.1 46.40 Вольфрам 42.8 77.00 

 
торая приведена к единицам системы СИ. Коэффициент взаимной диффузии 
при отсутствии корреляции в состояниях движения атомарной и вакансион-
ной подсистем при наличии в растворе равновесных вакансий определяется 
формулой (7.86), записанной в виде 

                                                  g
xDxD

xxDD
D

)1(

))1((~
2

21

2
21

−+
−+

=
λ
λ

,                                   (8.2) 

где 
1

2

ω
ω

λ =  – отношение парциальных объемов частиц, 
3))1((

)1(2
1

xxT

xxW
g

−+
−+=

λ
λ  – 

термодинамический фактор. Использование данных табл. 4 и 16 позволило 
предсказать поведение коэффициента взаимной диффузии в жидких раство-
рах iNFe − , CrFe − , CuFe − , AlCr − , CuCr −  и MoCr − . В зависимости от кон-
центрации первого компонента (в приближении парных эффективных взаи-
модействий) рассчитанные коэффициенты взаимной диффузии приведены в 
табл. 17. Проведенный расчет показывает, что диффузионные процессы в 
жидком и твердом состояниях отличаются друг от друга. Это связано с тем, 
что энергия смешения компонентов может иметь различные знаки в указан-
ных агрегатных состояниях. Изменение величины и знака энергии смешения  
может быть учтено введением температурной зависимости энергии смеше-
ния или учетом многочастичных взаимодействий в твердом теле. В случае 
несоответствия полученных  теоретических результатов экспериментальным  
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данным для коэффициента взаимной диффузии в жидком состоянии оно мо-
жет быть объяснено наличием корреляции в состояниях движения атомар-
ной и вакансионной подсистем. На основе теоретических расчетов реальных 
бинарных и тройных растворов, а также их эмпирического исследования бы-
ли получены 9 авторских свидетельств СССР [263-271]. 

                 Таблица 17.  
Коэффициенты взаимной диффузии в двойных системах  

железа ( 1110
~ ⋅D  ./2

секм ) и хрома ( 1310
~ ⋅D  ./2

секм ) при температуре KT 2000=   
(приближение парных взаимодействий) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Теоретические расчеты в рамках непрерывно-решеточной модели теп-

ловых и кинетических свойств реальных бинарных растворов различной фи-
зической природы демонстрирует бесспорную адекватность модели экспе-
риментально изученным системам даже в приближении парных взаимодей-
ствий компонентов. Решеточная модель позволяет на основе изучения би-
нарных систем спрогнозировать свойства систем с большим числом компо-
нентов. Кроме того, теоретические расчеты позволяют строить оптимальные 
технологические схемы получения материалов с заданным составом систе-
мы и ее свойствами. 
 

1x  MoCr −  AlCr −  CuCr −  
0.0 1.766 1.766 1.766 
0.1 0.127 1.575 2.621 
0.2 0.063 1.395 3.522 
0.3 0.040 1.238 4.490 
0.4 0.029 1.122 5.558 
0.5 0.022 1.081 6.784 
0.6 0.017 1.184 8.288 
0.7 0.014 1.594 10.338 
0.8 0.012 2.804 13.726 
0.9 0.010 7.288 22.186 
1.0 0.008 25232 238.09 

1x  CrFe −  iNFe −  CuFe −  
0.0 10.927 10.927 10.927 
0.1 0.213 0.389 15.432 
0.2 0.123 0.196 19.587 
0.3 0.090 0.225 23.319 
0.4 0.071 0.293 26.533 
0.5 0.057 0.370 29.107 
0.6 0.047 0.444 30.877 
0.7 0.038 0.515 31.620 
0.8 0.031 0.582 31.025 
0.9 0.024 0.645 28.644 
1.0 0.018 0.705 23.809 
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Приложение 1. Экспериментальные и теоретические значения давления 

для различных, реальных газов 
 

Сравнение экспериментальных .эксп
P  [273] и теоретических .теорP   

значений давления (приближение парных взаимодействий) 
      Таблица 18.              Таблица 19.  

                    для аммиака ( 3NH )                              для аргона ( Ar ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           Таблица 20.                        Таблица 21.           
   для бензола ( 66HC )                                      для воды ( OH2 ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        Таблица 22.             Таблица 23.  
     для двуокиси углерода ( 2CO )                      для кислорода ( 2O ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

KT ,  
кгм

ж
v

/3

310⋅  
кгм

г
v

/3

310⋅  
бар

экспP ,.  
бар

теорP ,.  

260.00 1.524 417.41 2.56 2.95 
280.00 1.589 227.90 5.52 5.68 
300.00 1.667 121.30 10.62 10.93 
310.00 1.711 90.71 14.25 14.66 
320.00 1.760 68.93 18.66 19.21 
340.00 1.878 40.87 30.82 31.34 
360.00 2.039 24.62 48.03 48.33 
380.00 2.292 14.50 71.54 71.46 
400.00 2.903 7.31 102.80 102.87 
405.60 4.255 4.255 113.00 113.00 

KT ,  
кгм

ж
v

/3

310⋅  
кгм

г
v

/3

310⋅  
бар

экспP ,.  
бар

теорP ,.  

100.00 0.763 59.19 3.24 3.30 
110.00 0.807 30.08 6.65 6.77 
115.00 0.833 22.24 9.09 9.22 
125.00 0.898 12.74 15.78 15.88 
130.00 0.970 9.76 20.20 20.22 
135.00 0.993 7.47 25.45 25.36 
140.00 1.062 5.66 31.64 31.41 
145.00 1.173 4.13 38.90 38.59 
150.00 1.464 2.53 47.39 47.48 
150.86 1.867 1.867 48.98 48.98 

KT ,  
кгм

ж
v

/3

310⋅  
кгм

г
v

/3

310⋅  
бар

экспP ,.  
бар

теорP ,.  

350.00 1.209 397.10 0.92 0.92 
360.00 1.227 299.30 1.24 1.25 
400.00 1.304 112.70 3.54 3.53 
440.00 1.401 50.83 8.12 8.01 
450.00 1.430 42.47 9.75 9.57 
480.00 1.534 25.53 16.06 15.49 
510.00 1.682 15.67 24.96 23.62 
520.00 1.749 13.27 28.62 26.93 
560.00 2.482 5.556 47.71 45.38 
562.60 3.290 3.290 49.24 49.24 

KT ,  
кгм

ж
v

/3

310⋅  
кгм

г
v

/3

310⋅  
бар

экспP ,.  
бар

теорP ,.  

393.15 1.061 892.02 1.99 2.01 
413.15 1.080 508.75 3.61 3.67 
423.15 1.091 392.61 4.76 4.84 
433.15 1.102 306.85 6.18 6.30 
473.15 1.157 127.14 15.55 15.89 
523.15 1.251 50.02 39.78 40.28 
573.15 1.404 21.62 85.92 85.11 
623.15 1.741 8.822 165.37 161.12 
643.15 2.230 4.958 210.53 205.51 
647.27 3.147 3.147 221.53 221.14 

KT ,  
кгм

ж
v

/3

310⋅  
кгм

г
v

/3

310⋅  
бар

экспP ,.  
бар

теорP ,.  

220.00 0.857 63.291 6.00 6.09 
230.00 0.885 48.103 8.91 8.20 
240.00 0.918 30.581 12.82 12.81 
250.00 0.956 21.287 17.87 18.14 
260.00 1.002 15.723 24.21 24.06 
270.00 1.059 11.287 32.03 32.02 
280.00 1.132 8.244 41.59 41.15 
290.00 1.243 5.817 53.15 52.48 
300.00 1.479 3.733 67.12 66.40 
304.19 2.136 2.136 73.82 73.82 

KT ,  
кгм

ж
v

/3

310⋅  
кгм

г
v

/3

310⋅  
бар

экспP ,.  
бар

теорP ,.  

80.00 0.845 680.70 0.30 0.30 
90.00 0.880 227.10 0.99 1.01 

100.00 0.920 95.46 2.55 2.60 
110.00 0.970 46.81 5.44 5.59 
120.00 1.031 25.42 10.21 10.53 
130.00 1.116 14.67 17.44 17.95 
140.00 1.237 8.612 27.82 28.48 
145.00 1.332 6.499 34.45 35.13 
150.00 1.487 4.705 42.23 42.83 
154.77 2.464 2.464 50.87 50.87 
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Приложение 2. Функции смешения, диаграммы фазовых равновесий и 

проверка модели по акустическим данным 
 

1. Коэффициенты активностей компонентов в бинарных системах 
 

 Таблица 24.  
Коэффициенты активности компонентов в шлаках системы CrCe −  

(при температуре T =2073 К) 

Cex  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Ceγ  8.55 4.72 3.01 2.14 1.66 1.38 1.21 1.10 1.04 1.01 1.00 

Crγ  1.00 1.03 1.12 1.25 1.43 1.66 1.96 2.32 2.75 3.27 3.88 

(при температуре T =2273 К [243]) 

Cex  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Ceγ  7.08  4.12 2.73 2.00 1.59 1.34 1.19 1.09 1.04 1.01 1.00 

Crγ  1.00  1.03 1.10 1.22 1.39 1.59 1.84 2.15 2.52 2.95 3.45 

  
  Таблица 25.  

Коэффициенты активности компонентов и энтальпия в системе AlCr −  
(при температуре T =2173 К [244]) 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Crγ  0.37 0.43 0.50 0.57 0.65 0.72 0.80 0.88 0.94 0.98 1.00 

Alγ  1.00  0.99 0.97 0.93 0.86 0.79 0.69 0.59 0.48 0.37 0.27 

H−  0.00 1.65 3.00 4.05 4.75 5.09 5.03 4.53 3.57 2.06 0.00 

 
2. Активности компонентов в бинарных системах 

   
Таблица 26.  

Активности компонентов в растворах MeCr −  
(при температуре T =2273 К [247, 249, 250]) 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.05 0.10 0.18 0.26 0.37 0.49 0.62 0.75 0.89 1.00 

lAa  1.00  0.89 0.78 0.65 0.52 0.40 0.28 0.18 0.10 0.04 0.00 

 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.38 0.57 0.67 0.72 0.75 0.78 0.81 0.85 0.92 1.00 

Cua  1.00  0.92 0.85 0.81 0.78 0.75 0.72 0.67 0.57 0.38 0.00 

 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.18 0.32 0.43 0.52 0.60 0.67 0.75 0.82 0.91 1.00 

Fea  1.00  0.91 0.82 0.75 0.67 0.60 0.52 0.43 0.32 0.18 0.00 
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Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.31 0.53 0.68 0.77 0.82 0.85 0.87 0.89 0.93 1.00 

Laa  1.00  0.71 0.83 0.77 0.72 0.68 0.65 0.63 0.58 0.45 0.00 

 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  – – – – – – – 0.70 0.80 0.90 1.00 

Moa  – – – – – – – 0.30 0.20 0.10 0.00 

 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.27 0.48 0.64 0.76 0.83 0.88 0.90 0.92 0.94 1.00 

Ya  1.00  0.91 0.82 0.75 0.68 0.63 0.59 0.57 0.54 0.46 0.00 

 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 

iTa  1.00  0.90 0.80 0.70 0.60 0.50 0.40 0.30 0.20 0.10 0.00 

 

Crx  0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

Cra  0.00 0.02 0.04 0.07 0.13 0.20 0.31 0.46 0.64 0.84 1.00 

Zra  1.00  0.89 0.76 0.61 0.46 0.31 0.19 0.09 0.03 0.01 0.00 

 
 

Рис. 60. Активности компонентов в системах тугоплавких металлов 
(при температуре T =2273 К [246]; ∗  – активности компонентов 

 в твердой фазе, сосуществующей с жидким раствором). 
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3. Термодинамические функции смешения в бинарных системах 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 61. Термодинамические функции смешения компонентов в системах  
                         тугоплавких металлов (при температуре T =2273 К [246]) 
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                                 G , H , ST , ./ атгккал −                   iH , ./ атгккал −  
 
                                                 1H                  ST                 2H  
                                   2.4                                                                  6 
                                                                        H  
                                                                  
                                   1.6                                                                  4 
 
                                    0.8                                                                 2 
 
 
                                    Cu                                                                Fe  
 
                                                                        G  
                                  - 0.8                                                               Fex  
                                                                0.4                     0.8 

 
Рис. 62. Термодинамические функции смешения компонентов в системе CuFe −  

(при температуре T =1823 К [244]; ––  – данные работы [313]) 
         
        Таблица 27. 

 Первые теплоты растворения РЗМ в хроме ( 0
1H ) и хрома в РЗМ ( 0

2H )  
и координаты точки экстремума энтальпии смешения в растворах CrРЗМ −  [248]  

(единицы измерения для теплот – ./ атгкДж − ) 

 
4. Диаграммы фазовых равновесий в бинарных растворах 

 
Экспериментальные данные для растворов CrРЗМ −  взяты из работ [314-
322]. Результаты расчета по непрерывно-решеточной модели практически 
совпадают с теоретическими данными работ [323-326]. Отметим, что разви-
тый феноменологический подход к конденсированным растворам позволил 
предсказать диаграмму фазовых равновесий в системе Eu Cr−  [249]. 

Теоретическая диаграмма фазовых равновесий соответствует экспери-
ментальным кривым ликвидуса в системах CaOCa − [327] и достроенной диа-
грамме состояния для расплавов 2CaFCaO −  из работы [37], соответственно. 

 

РЗМ Y  La  Ce  Pr  Nd  Sm  Eu  Gd  Dy  Lu  
0
1H  44.45 39.83 38.94 39.04 38.93 38.63 41.76 38.61 43.97 38.80 

0
2H  20.63 24.73 25.29 25.27 25.36 25.59 22.97 25.58 21.13 12.08 

э
x  0.405 0.441 0.446 0.446 0.447 0.449 0426 0.449 0.409 0.358 

э
H  7.298 7.734 7.758 7.763 7.767 7.780 7.568 7.772 7.732 4.979 
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                       Таблица 28.  

Координаты эвтектической точки в системах CrРЗМ −  [248] 
(единицы измерения температуры – К, концентрации – ат.%) 

 
РЗМ Y  La  Ce  Pr  Nd  Sm  Eu  Gd  Dy  Lu  

.эксп

э
T  1514- 

1603 
1138 1038 1168 1238 1308 – 1443 1453 1523 

.теор

э
Т  1510 1141 1044 1155 1220 1273 1069 1439 1458 1523 

.эксп

э
x  78-80 – – – – 98 – 91 83 70 

.теор

э
х  84.63 97.0 98.3 97.0 96.1 95.3 97.4 91.7 87.2 70.0 

 
              T , C0                                                            T , C0  
       2600 
 
                                                                            2600 
 
 
       1800                                                             2200 

 
 
                                                                            1800 

 
 
       1000                  832                                     1400                    1360                       
 
         CaO                                          Ca                 2CaF                                         CaO  
                               0.4          0.8                                                 0.4           0.8  
      
       Рис. 63. Диаграмма состояния               Рис. 64. Фазовые равновесия в рас- 
       системы CaOCa −  [240, 241]                   плаве 2CaFCaO −  [240, 241] 
 
5. О проверке феноменологической модели по акустическим данным [230]. 
Используя формулы для химических потенциалов компонентов (6.109) и (6. 
110), можно получить следующее выражение для функции флуктуаций (см. 
(6.133)):  

                                               
3

1

))1((

)1(
21

xx

xxW

−+
−−=−

λθ
λϕ . 

Если построить зависимость функции флуктуаций от концентрации первого 
компонента  для  различных систем с общим компонентом (например, желе-
зом), то при переходе от одного раствора к другому в каждом из них будет 
наблюдаться  экстремальное  значение функции флуктуаций при концентра- 
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циях, которые определяются формулой (6.135) 

                                                  
λ

λλ
−

−−−
=

1

)1(11
э

x .  

        При таких концентрациях будет происходить аномальное поглощение 
звука и ультразвука. Для сплавов с общим компонентом железом это явле-
ние будет происходить при концентрациях  

CuFex − =0.505,   MnFex − =0.500,    VFex − =0.520,    iNFex − =0.243. 

Следовательно, применение акустических исследований с одной стороны 
позволяет проверить основные предположения феноменологической моде-
ли, а с другой стороны – дают возможность выявлять те составы металличе-
ских систем, при которых происходит аномальное поглощение звука и ульт-
развука. 
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 Приложение 3. Модуль Юнга и скорость продольных ультразвуковых 

волн в твердых образцах 
 
1. Модуль Юнга. Коэффициент изотермической сжимаемости Tβ  для много-
компонентных растворов является функцией концентраций компонентов. В 

связи с этим модуль Юнга E , вычисляемый по формуле (7.47) 
T

E
β

σ )21(3 −=  

(здесь σ  – коэффициент Пуассона, который для выделенной группы твердых 
тел остается практически постоянной величиной при различных температу-
рах), зависит от состава системы. Коэффициент сжимаемости вычисляется 
по формуле (6.103) =Tβ ( )TPVV ∂∂− − /1 . Давление в системе задается формулой 
(6.13) =P ( )00 /ln)/( nnωθξ + , здесь часть давления, определяемая взаимодейст-

виями: =ξ ...
!3

2

!2

1

1,,1,

++ ∑∑
==

m

lji
ljiijl

m

ji
jiij nnnQnnQ . Переходя к концентрациям ком-

понентов pii nnx /=  ( ∑
=

=
m

k
kp nn

1

– плотность частиц в системе), перепишем дав-

ление в виде 

                                             =P
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+
−

+
))((1

)(1
ln

~

0 p

p

nx

nx

ωω
ω

θξ ,                             (П3.1) 

где ++= 3
2

2
1 )(

!3

2
)(

!2

1~
pp nxfnxfξ …, ∑

=

=
m

ji
jiij xxQxf

1,
1 )( , ∑

=

=
m

lji
ljiijl xxxQxf

1,,
2 )( , …, парци-

альный объем частицы в системе равен ∑
=

=
m

i
ii xx

1

)( ωω . С учетом очевидного 

равенства ( ) ( )
TppTT nPnVPV ∂∂=∂∂−=− //1β найдем, что модуль Юнга равен 

                          p
ppTp

n
nxnxn

E
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+−
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂−=

]))((1[])(1[

~
)21(3

0 ωωω
θξσ .             (П3.2) 

Эта формула показывает наличие температуры, при которой модуль Юнга 
обращается в нуль 

                                    
Tp

ppс n
nxnx

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂−+−= ξωωωθ

~
]))((1[])(1[ 0 .                         (П3.3) 

2. Скорость продольных ультразвуковых волн в твердых образцах. Экс-
периментальные данные по скорости ультразвука в твердых образцах по-
зволяют вычислить упругие постоянные и позволяют судить о процессах, 
протекающих при распаде твердых растворов. Скорость продольных уль-
тразвуковых волн v  вычисляется по формуле [388]: 
                                                         ρ/Ev = ,                                                (П3.4) 
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где E  – модуль Юнга, ρ  – плотность твердого раствора. Подставляя форму-
лу (П3.2) в (П3.4), получим 

                         
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+−
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂−=

]))((1[])(1[

~
)21(3

0 ppTp nxnxn
v

ωωω
θξσ .               (П3.5) 

Из (П3.5) видно, что скорость распространения ультразвуковых волн в твер-
дых растворах определяется взаимодействиями частиц и их микроскопичес-
кими параметрами. Наличие температуры (П3.3) указывает на то, что в рас-
падающемся твердом растворе происходит ослабление интенсивности меж-
частичных взаимодействий. Это приводит к значительным отклонениям мо-
лекул (атомов) от положения равновесия и образованию вакансий в крис-
таллической решетке на месте ушедших в области выделения новой фазы 
частиц. 
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Приложение 4. О возможности возникновения дальнего порядка 

в системе “частицы + вакансии” 
 

Запишем свободную энергию (6.10) равновесной многокомпонентной 
системы в расчете на единицу объема в зависимости от состава раствора 

                          ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+== ∑
=

m

i

ip
i

p
ippp n

xn
x

n

n

n

n
xnn

V

F
f

1

00 lnln, θε ,                 (П4.1) 

где ∑
=

=
m

i
ip nn

1

– плотность частиц в растворе; ( ) ∑
=

=
m

i
ijpiipp xxnxn

1

),(, εε – парци-

альная частиц, зависящая от состава системы pii nnx /= . Полагая разность 

между плотностями частиц и вакансий равной nsnnp =− 0  и учитывая форму-
лы, определяющую плотность ячеек в системе и условие плотной упаковки 
(5.13), получим следующие соотношения: 

                       )1(
2

s
n

np += ;     )1(
20 s
n

n −= ;      
)1()1()(

1

2 0 ssx

n

−++
=

ωω
,           (П4.2) 

где парциальный объем частицы в растворе ∑
=

=
m

i
ii xx

1

)( ωω . Полученные фор-

мулы показывают, что решетку, по которой распределяются частицы и ва-
кансии можно представить в виде двух подрешеток. В одной из подрешеток 
располагаются частицы, а в другой – вакансии. В связи с этим параметр s  
можно интерпретировать как параметр дальнего порядка. Изменение пара-
метра s  от -1 ( 0=pn ) до 1 ( nnp = ) определяет непрерывный переход от раз-
реженного газа (идеальный газ) до абсолютно твердого тела (совершенный 
кристалл).  

Из формулы (П4.2) следует также, что  

                             
)(

1

)(

1

0 xx
np ωωω

≤
Λ+

= ;    
00

0
1

)( ωωω
≤

Λ+
Λ=

x
n ,                    (П4.3) 

здесь 
s

s

+
−=Λ

1

1 . Эти неравенства показывают, что наличие в системе вакансий 

приводит к ограничению плотностей частиц и вакансий. 
 С учетом формул (П4.2) выражение для плотности свободной энергии 
(П4.1) принимает вид 

             
)1()1()(

ln2ln2)1ln()1()1ln()1()1(),(

0

1

ssx

xxsssssxs

f

m

i
iiip

−++

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+++−−++

=
∑
=

ωω

θε
.       (П4.4) 

Если многокомпонентная система состоит из частиц и вакансий, которые 
имеют близкие парциальные объемы, то знаменатель дроби (П4.4) не будет 
зависеть  ни от состава системы,  ни от параметра  дальнего порядка. Вычис- 
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лим в этом случае частную производную (П4.4) по параметру s  и приравня-
ем ее нулю, получим выражение для температуры фазового перехода второ-
го рода (эффективные взаимодействия считаем независящими от температу-
ры) 

                                                   
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−
+

++
∂
∂

−=

s

s

s
s p
p

1

1
ln

)1( ε
ε

θ .                                       (П4.5) 

Уравнение (П4.5) определяет температуру, при которой степень дальнего 
порядка имеет заданную величину. Дальний порядок в подрешетках исчеза-
ет при значении параметра 0=s  ( 0nnp =  – жидкое состояние), следовательно, 
“критическая” температура при этом равна 

                                             ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

−== ),0(
),0(

0 ip
ip

s x
s

x
ε

ε
θ .                               (П4.6) 

При температуре (П4.6) в системе сохраняется ближний порядок и отсутст-
вует дальний порядок. Поэтому формула (П4.6) задает температуру близкую 
к температуре плавления твердого образца, т.е. плавлению предшествует ис-
чезновение корреляции в расположении частиц и вакансий на расстояниях, 
значительно превышающих постоянную решетки. 
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Приложение 5. Кватернионный подход к кинетике 

 
 С начала 60-х годов ХХ в. в научной литературе появляются работы, в 
которых для описания физических явлений и процессов используются функ-
ции пространственного комплексного переменного (кватернионы) [329-339]. 
Данные работы показывают перспективность применения кватернионов при 
исследовании механических, электромагнитных, квантовых и других физи-
ческих процессов. Следовательно, возникает необходимость последователь-
ного применения гиперкомплексного исчисления к проблемам кинетики. В 
этом приложении предпринята попытка использования кватернионов в ки-
нетической теории. 
 

П5.1. Кватернионы и их формы записи 
 

 Кватернион получают из комплексного числа с использованием прин-
ципа удвоения комплексных единиц. Если дано комплексное число += xz  

yi+ , то, полагая 20 xjxx +=  и 31 xjxy += , получим кватернион [340]: 
                                                    3210 xkxjxixq +++= ,                                (П5.1.1) 
где 0x  – числовая (скалярная, действительная), а 321 xkxjxi ++  – векторная 
(мнимая) части кватерниона.  

Над кватернионами можно выполнять все арифметические действия. 
Особый интерес представляет произведение мнимых частей двух разных 
кватернионов: 
                      ( ) ( ) +−+++−= iyxyxyxyxyxqq 233233221121 ImIm                                               
                                          ( ) ( ) kyxyxjyxyx 12213113 −+−+ .                          (П5.1.2) 
Действительная часть этого выражения представляет собой скалярное про-
изведение вектора X  на вектор Y , т.е. ( )YX ⋅− . Мнимая часть кватерниона 
(П5.1.2) представляет собой векторное произведение этих векторов YX × . 
Исходя из изложенного материала, можно предложить иную форму записи 
кватерниона: 
                                                            qqq β+= 0                                          (П5.1.3) 

( β  – мнимая единица, 12 −=β ; такую форму записи кватерниона будем на-
зывать алгебраической или векторной), причем перемножение мнимых час-
тей приведенной гиперкомплексной структуры будет осуществляться с уче-
том (П5.1.2) по правилу 
                                                [ ]212121 qqqqqq ×+⋅−= βββ .                          (П5.1.4) 
Вычислим длину (модуль) q  и норму q  кватерниона: 

                                         ( )( ) 22
000

2* qqqqqqqqq +=−+== ββ ;                                     
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             qeqqqqqqq 0

22
0

2 2β+−=⋅= :    22
0

2 qqq −= ,        (П5.1.5) 

здесь qe  – единичный вектор в направлении вектора q . Формулы (П5.1.5) 

показывает, что введение кватернионов объединяет евклидовое и псевдоев-
клидовое пространства. Поэтому такое пространство будем называть гипер-
пространством. В евклидовом неискривленном пространстве из первого ра-
венства (П5.1.5) следует, что ( ) ( ) 1//

22
0 =+ qqqq . Полученное равенство оз-

начает, что после введения угла ϕ  между кватернионом и осью 0qO : 
ϕcos0 qq =  и ϕsinqq = . 

В псевдоевклидовой части гиперпространства из определения нормы ква-
терниона следует равенство ( ) ( ) 1//

22
0 =− qqqq . Следовательно, в псевдоев-

клидовом пространстве ϕchqq =0  и ϕshqq = .  
Рассмотрим другие формы записи кватерниона: 

а) тригонометрическая форма записи кватерниона  
                                                ( )ϕβϕ sincos qeqq += ,                                  (П5.1.6) 

здесь qq /cos 0=ϕ , qq /sin =ϕ , единичный вектор qeβ  называют цветом ква-

терниона.  
б) показательная запись кватерниона  
                                     ( ) ( )ζψξϕβ kjiqeqq q ++== expexp ,                       (П5.1.7) 

где угол ϕ  связан с углами ξ , ψ  и ζ  соотношением 2222 ζψξϕ ++= . 
Если в евклидовом подпространстве кватернион (П5.1.6) разделить на  

модуль кватерниона, то получим ортомодулированный кватернион в евкли-
довом пространстве:  
                                        3210 coscoscoscos/ αααα kjiqq +++= ,                  (П5.1.8) 
где nα  ( 30 ÷=n ) –  углы, которые образует кватернион с осями ортогональ-

ной системы координат в евклидовом гиперпространстве. Косинусы nαcos  

называются направляющими косинусами кватерниона и связаны между со-
бой соотношением 1coscoscoscos 3

2
2

2
1

2
0

2 =+++ αααα . Установим связь между 
направляющими косинусами кватерниона и углами ξ , ψ  и ζ . Воспользо-
вавшись формулой Эйлера γγγ sincos iei += , нетрудно показать, что 

ζψξζψξα sinsinsincoscoscoscos 0 −= ;                             

                                    ζψξζψξα coscossinsinsincoscos 1 += ;                             

                                    ζψξζψξα sincossincossincoscos 2 −= ;                                                 

                                    ζψξζψξα cossinsinsincoscoscos 3 += .   

При значении углов nπψ 2= , mπζ 2= , ( n , Zm∈ ) получаем стандартные фор-
мулы для комплексного числа: ξα coscos 0 = и ξα sincos 1 = .  
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В псевдоевклидовом подпространстве ортонормированный кватерни-

он равен: 
                                        3210/ αααα chkchjchichqq +++= ,                       (П5.1.9)  
где nα  ( 30 ÷=n ) – углы, которые образует кватернион с осями ортогональ-

ной системы координат в псевдоевклидовом подпространстве. Направляю-
щие косинусы связаны между собой равенством 

13
2

2
2

1
2

0
2 =−−− αααα chchchch . 

 Так как дальнейшие исследования проводятся в псевдоевклидовом 
подпространстве, то изучим условия гипераналитичности кватернионных 
(евклидово пространство) и псевдокватернионных (псевдоевклидово прост-
ранство) функций. 

 
П5.2. Гипераналитичность кватернионных функций 

 
      Комплексная функция ),(),()( yxviyxuzf += ( ),(),(),,( yxRyxvyxu ∈ ) в облас-
ти D  будет аналитической  [341, 342] (регулярной, голоморфной [343]), если 
она удовлетворяет условиям Коши-Римана: 

                                                
y

v

x

u

∂
∂=

∂
∂ ;     

x

v

y

u

∂
∂−=

∂
∂ .                                  (П5.2.1) 

Если рассматривать комплексное число yixz += , как преобразование бази-
сных элементов 11 =e  и ie =2 , то согласно теории Ли можно ввести инфини-

тезимальный комплексный оператор 
y

i
x ∂

∂+
∂
∂=◊ . Подействуем этим опера-

тором на комплексную функцию )( zf , получим 

                                              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=◊
x

v

y

u
i

y

v

x

u
zf )( .                            (П5.2.2) 

В силу условий (П5.2.1) аналитическая функция )( zf  удовлетворяет урав-
нению 0)( =◊ zf . Функция )( zf  называется гармонической, если она удовле-

творяет уравнению Лапласа 0=∆ f  (
2

2

2

2

yx ∂
∂+

∂
∂=∆  – оператор Лапласа). Опе-

ратор Лапласа ∆  можно представить в виде ◊◊=∆ +  (
y

i
x ∂

∂−
∂
∂=◊

+  – ком-

плексно-сопряженный оператор к оператору ◊ ), то гармоническая функция 
удовлетворяет уравнению  0=◊◊

+ f . Для получения условий, аналогичных 
соотношениям Коши-Римана и определяющих регулярность кватернионной 
функции ),(),(),( ϑσβϑσϑσ VUf +=  в области D , подействуем оператором 

ϑ
β

σ ∂
∂+

∂
∂=◊  на данную функцию 
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                            Ξ+Σ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂=◊ β

ϑσϑ
β

ϑσ
V

VUVU
f .                    (П5.2.3)  

Вводя обозначения 
ϑ∂
∂=∇= U

UUgrad , 
ϑ∂
∂= V

Vdiv  и ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ×
∂
∂= VVrot
ϑ

(операции гра-

диента ( grad ), дивергенции ( div ) и ротора ( rot ) стандартно определены в век-
торной алгебре [344]) и учитывая уравнение 0=◊ f , получим условия регу-
лярности функции f  в области D : 

                                          Vdiv
U =
∂
∂
σ

,    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂−= Vrot

V
Ugrad

σ
.                     (П5.2.4) 

 Пусть функция ),( ϑσf  не удовлетворяет соотношениям (П5.2.4), тогда 
она нерегулярна. Предположим, что эта функция является гармонической 
функцией, тогда она удовлетворяет уравнениям: 

                                                     0=Ξ+
∂
Σ∂

div
σ

.                                          (П5.2.5)  

                                                     0=Ξ−Σ−
∂
Ξ∂

rotgrad
σ

,                               (П5.2.6) 

где функции U  и  V  удовлетворяют уравнениям   

0
2

2

=∆+
∂
∂

U
U

σ
 и 0

2

2

=∆+
∂
∂

V
V

σ
. 

Если рассматривать решение первого уравнения, которое убывает с ростом 
координаты σ , то оно имеет вид ( )ϑσ mimUU +−= exp0 . Это решение описы-
вает волну в 3-пространстве, затухающая с ростом значения координаты σ . 
 

П5.3. Псевдогиперфункции и физические законы 
 

         Рассмотрим псевдогиперфункцию ),(),(),( rrrf τψβτφατ += , которая опи-
сывает поле в некоторой замкнутой псевдоевклидовой области Γ . Выясним 
условия регулярности этой псевдогиперфункции. Подействуем оператором  

r∂
∂+

∂
∂=◊ β
τ

α  на данную функцию и воспользуемся уравнением 0=◊ f , тогда 

получим 

                                                      0=+
∂
∂=Θ− ψ
τ
φ

div ,                                  (П5.3.1) 

                                                        0=+
∂
∂= φ
τ
ψ

gradD ,                                (П5.3.2) 

                                                        0== ψrotB .                                          (П5.3.3) 
Отметим, что условия регулярности не изменятся, если провести замены  

τ
τφφ

∂
∂+→ )(q    и     )(rggrad+→ψψ ,  
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причем функции )(τq  и )(rg  должны удовлетворять уравнениям  

   0
)(

2

2

=
∂

∂
τ
τq    и    0)( =∆ rg . 

Приведенные замены определяют калибровочную инвариантность псевдо-
гиперфункций.  

Из уравнения (П5.3.3) следует, что функция σψ grad= . Вводя обозначе-

ние φ
τ
σχ +
∂
∂=  и подставляя функцию 

τ
σχφ
∂
∂−=  в (П5.3.1), получим 

−
∂
∂
τ
χ

0=σ  

(здесь ∆−
∂
∂=

2

2

τ
 – оператор Даламбера), при этом функция ),( τχ r  удовле-

творяет уравнению 0=χgrad . Если вещественная функция ),( τσ r  подчиня-
ется уравнению Даламбера 0=σ , то регулярная гиперфункция определяет-
ся однозначно. 

Преобразуем (П5.3.1) к виду 

                                               ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂ ψφφ
τ
φ

c

V
div

c

V
div                              (П5.3.4) 

или 

                                                       φφ σ
τ
φ =+
∂
∂

Jdiv ,                                       (П5.3.5) 

где введены обозначения 
c

V
J φφ =  – поток величины ),( rτφ ; )( ψσ φφ −= Jdiv  – 

производство величины φ  в области Γ  за счет наличия “стоков” и “источни-
ков” (см., например, стр. 20 работы [345]). Если источники и стоки отсутст-
вуют ( 0=φσ ) и среда несжимаема ( 0=Vdiv ), то величина φ  сохраняется. Та-

ким образом, уравнение (П5.3.1) определяет в общем случае уравнение ба-
ланса величины φ , а в частном случае 0=φσ  –  дифференциальный закон со-

хранения временной составляющей псевдогиперфункции.  
      Следующее уравнение (П5.3.2) путем преобразования 

                                       φψψ
τ
ψ

gradgrad
c

V
grad

c

V −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛+
∂
∂                       (П5.3.6) 

сводится к виду 

                                               φψ
τ
ψ

gradgrad
c

V

d

d
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= .                               (П5.3.7) 

Формула (П5.3.7) определяет закон изменения векторной функции ),( rτψ , 
то есть закон движения величины, описываемой этой функцией. Из форму-
лы  (П5.3.3)  следует,  что векторное поле ψ  является потенциальным полем  
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(безвихревым, стр. 172 работы [344], следовательно, ),(),( rgradr τλτψ −= , где 

),( rτλ  – потенциал векторного поля ψ ). 
         Используя формулы (П5.3.1)-(П5.3.3), проверим регулярность импуль-
сного поля и поля ускорений теории Ньютона [346] 

(П5.3.1):                        ( ) ( ) 00 =+
∂
∂

⇒=+
∂
Ε∂

Vmdiv
t

m
Vmdiv

c τ
                  (П5.3.8) 

–  закон сохранения массы, записанный в дифференциальной форме.  
 

(П5.3.2):        ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
Ε−=⇒

Ε−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
2

2mV
grad

td

pd

c

grad
Vmgrad

c

V

d

pd

τ
,       (П5.3.9) 

где учтено постоянство массы m . Обозначая через 
2

2mV
K =  – кинетическую 

энергию, а через K−Ε=Ω  – потенциальную энергию, перепишем последнее 

уравнение в виде второго закона Ньютона Φ=Ω−∇=
td

pd . Уравнение (П5.3.3) 

показывает потенциальность импульсного поля. Гиперкомплексное исчис-
ление используется также для описания электромагнитных и гравитацион-
ных полей [346, 347]. Полученные условия регулярности псевдогиперфунк-
ций (П5. 3.1)-(П5.3.3) применим для исследования кинетических процессов. 
Законы Фика для диффузии и Фурье для теплопроводности наблюдаются 
при отсутствии источников и стоков. Следовательно, векторная часть псев-
докватерниона ϕψ J= , где φJ  – поток характеристики φ . Термодинамическая 

сила, вызывающая поток, 
τ

ϕ ϕ

∂
∂

=−∇=
J

X . По линейной теории Онсагера тер-

модинамическая сила и поток связаны соотношением φφ ∇−== kXkJ , где k – 

коэффициент пропорциональности. При этом соотношение (П5.3.3) выпол-
няется автоматически. Следовательно, законы Фика и Фурье имеют место в 
том случае, когда выполняется дифференциальное уравнение  

                                                
k

JJ φφ

τ
=

∂
∂

.                                           (П5.3.10) 

Решением уравнения (П5.3.10) является функция ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= ∫ k

d
rJJ

τ
φφ exp)(0 . Из 

(П5.3.1) и (П5.3.2) следует, что параметр ϕ  описывается функцией, которая 
удовлетворяет уравнению Даламбера 

                                                        0
2

2

=∆−
∂
∂ ϕ
τ
ϕ .                                        (П5.3.11) 

Следовательно, кинетические процессы могут быть описаны в рамках псев-
докватернионного подхода.  
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П5.4. Диссипативные системы Онсагера и Казимира 

 
 Запишем выражение для безразмерной энтропии m -компонентной сис-
темы 

                                        ∑
=

−+=
m

i
i

i

x

x

x

x N
V

VVPU

1 θ
µ

θθθ
θσ                                     (П5.4.1) 

( xV  и xθ  – характерные объем и температура системы), которое позволяет 
ввести безразмерные обобщенные скалярные силы θθ /1 xf = , θ/2 xVPf =  и 

θµ /3 iif −= , и координаты xUq θ/1 = , xVVq /2 =  и ii Nq =3 . Введем в рассмотрение 
вектор обобщенной силы ( )mffffF 33121 ...;;;;=  и вектор состояния изолиро-

ванной системы ( )mqqqqQ 33121 ...;;;;= . Формула (П5.4.1) определяет “работу” 
обобщенных термодинамических сил как скалярное произведение векторов 
F  и Q : QF ⋅=σ . Изменение энтропии равно FdQQdFd ⋅+⋅=σ . Бесконечно 
малые смещения изолированной системы из положения равновесия таковы, 
что выполняется равенство 0=⋅ FdQ . Следовательно, скорость изменения эн-
тропии определяется формулой (производная вычисляется по безразмерно-
му времени τ ) 

        
ττ

σ
d

Qd
F

d

d ⋅= .          (П5.4.2) 

Если вектор состояния постоянен, то система не производит энтропию. По-
стоянство вектора состояния соответствует сохранению экстенсивных хара-
ктеристик системы. 

Положение термодинамической системы в гиперпространстве зададим 
псевдокватернионами 

                         ),(),(),( rJrqrQ iii τβτατ += ,         (П5.4.3) 

где ),( rJ i τ  – безразмерный поток величины ),( rqi τ . Силы, которые действуют 
на термодинамическую систему, определим функциями 

    ),(),(),( rXrfrF iii τβτατ += ,         (П5.4.4) 
где ),( rX i τ – безразмерные, обобщенные, векторные, термодинамические си-
лы. Так как обобщенные термодинамические силы стремятся вернуть изоли-
рованную систему в состояние равновесия, т.е. их действие аналогично дей-
ствию упругих сил в растянутой (сжатой) пружине. Следовательно, эти си-
лы прямо пропорциональны изменениям обобщенных координат ),( rQi τ : 

          ∑
=

=
g

j
jiji rQCrF

1

),(),( ττ .              (П5.4.5) 

Невырожденность матрицы )( ijCC =  соответствует существованию обратной 

матрицы )( ijLL = ,  которая связывает обобщенные координаты с обобщенны- 
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ми силами 

           ∑
=

=
g

j
jiji rFLrQ

1

),(),( ττ ,              (П5.4.6) 

которое эквивалентно выполнению двух равенств 
                                              ∑=

j
jiji fLq   и  ∑=

j
jiji XLJ .                             (П5.4.7) 

Характеристическую функцию состояния системы определим произведени-
ем псевдокватернионов (П5.4.3) и (П5.4.4) 
     F1 ( ) [ ]( ) ( )MWJXXqJfJXqfQF

i
iiiiiiiiii

i
ii ++Ξ−=×+−+⋅−== ∑∑
+ αβσβαβ , (П5.4.8) 

здесь ∑ ⋅=Ξ
i

ii JX – диссипативная функция, ( )∑ −=
i

iiii XqJfW – векторная фун-

кция движения, ∑ ×=
i

ii JXM ][  – векторная функция перемешивания. При вы-

полнении равенств (П5.4.7) приводит к тому, что векторная функция движе-
ния принимает вид 
                                                ( )∑ −=

ji
jijiij XfLLW

,

.                                     (П5.4.9) 

При выполнении условий симметричности матричных элементов jiij LL =  

(соотношения взаимности Онсагера) функция W  обращается в нуль. Колли-
неарность обобщенных термодинамических сил равносильна обращению в 
нуль векторной функции перемешивания M . В этом приближении состоя-
ние неравновесной системы может быть охарактеризовано в рамках теории 
Онсагера функцией  
                   F1 Ξ−= σ .                                           (П5.4.10) 
Равенство (П5.4.10) показывает, что неравновесная система имеет меньшую 
энтропию, чем равновесная система в силу положительности диссипативной 
функции Ξ . Следовательно, необратимые процессы понижают энтропию не-
равновесной системы; их протекание приводит к возрастанию энтропии не-
равновесной системы, так как 0lim =Ξ

∞→τ
. Систему с таким поведением энтро-

пии и диссипативной функции Ξ  назовем системой Онсагера. 
 Если состояние системы определяется функцией 

F 2 ( ) [ ]( )=×+++⋅−−== ∑∑
i

iiiiiiiiii
i

ii JXXqJfJXqfQF βαβ  

    MWK βαβσ ++Ξ−−= ,                                        (П5.4.11) 
то оно будет описываться скалярной функцией Казимира F 2 Ξ−−= σ  при вы-
полнении равенств (П5.4.7) и условий Казимира jiij LL −= .  

Таким образом, диссипативная система может описываться скалярной 
функцией F Ξ−±= σ   при  выполнении условий Онсагера или Казимира (маг- 
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нитная или вращающаяся системы).  

Отметим, что для изотропной системы согласно теореме Кюри (см., 
например, стр. 131 работы [22]) потоки определяются силами их природы, т. 
е. выполняется равенство 
                                                             ijjij LL δ= .                                       (П5.4.12) 

Анизотропная система будет описываться той же функцией F, если вектор-
ные функция движения W  (или KW ) и функция перемешивания M  обраща-
ются в нуль. Отсюда следует, что изотропная и анизотропная диссипатив-
ные системы могут находиться в одном и том же состоянии, если потоки и 
порождающие их силы коллинеарны и выполняются условия: 0=W  и 0=M .  
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