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39. Физика и техника высоких давлений. 
Донецк, 2015, т. 25, № 1-2, с. 5-19 

 

PACS numbers: 02.10.De; 02.40.Hw; 03.30.+p 
 

Терехов С.В. 
 

ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ГИПЕРПРОСТРАНСТВА. I. ОБОБЩЕННАЯ СИСТЕМА  

СЕРРЕ-ФРЕНЕ. ФИЗИЧЕСКИЙ ИЗОМОРФИЗМ  
КВАТЕРНИОННОЙ АЛГЕБРЫ ГАМИЛЬТОНА 

 
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

ул. Р. Люксембург, 72, Донецк, 83114 
 

Рукопись поступила в редакцию 5 мая 2014 года 
 

Исследована система дифференциальных уравнений пер-
вого порядка Серре-Френе с учетом возможности поворота 
тройки базисных векторов вокруг вектора бинормали. Пока-
зано, что пренебрежение одной из геометрических характе-
ристик (кривизной, кручением или поворотом) пространствен-
ной кривой приводит к осциллирующему характеру поведения 
соответствующего базисного вектора подвижной системы 
отсчета. Указано на необходимость различать геометричес-
кую структуру траектории движения и физические свойства 
материальной частицы. Предложена модификация гиперком-
плексной алгебры Гамильтона, отображающая поведение ре-
лятивистских объектов. 

 
Ключевые слова: экстремаль, кривизна, кручение, кватернион, интер-
вал между событиями  
 

Досліджена система диференціальних рівнянь першого по-
рядку Серре-Френе з урахуванням можливості повороту трій-
ки базисних векторів навколо вектору бінормалі. Показано, що 
зневага однієї з геометричних характеристик (кривизною, кру-
ченням або поворотом) просторової кривої приводить до осци-
люючого характеру поведінки відповідного базисного вектору 
рухливої системи відліку. Вказано на необхідність розрізняти 
геометричну структуру траєкторії руху і фізичні властивос-
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ті матеріальної частки. Запропонована модифікація гіперком-
плексної алгебри Гамильтона, що відображає поведінку реля-
тивістських об'єктів. 

 
Ключові слова: екстремаль, кривизна, кручення, кватерніон, інтервал 
між подіями 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В специализированных областях физики накоплен достаточ-
но обширный массив теоретических и экспериментальных дан-
ных о различных физических явлениях и процессах. В частнос-
ти, исследования нелинейных динамических и неравновесных 
термодинамических систем продемонстрировали существова-
ние универсальных закономерностей [1−4]. Поэтому моделиро-
вание общих характеристик масштабных уровней структуриро-
вания природы требует адекватного математического аппарата, 
позволяющего описывать разнообразные системы и процессы 
самоорганизации в них. 

Одним из подходов к решению этой проблемы является 
применение гиперкомплексного исчисления Гамильтона [5−8], 
финслеровой [9] и фрактальной [10, 11] геометрии, а также дру-
гих алгебраических и геометрических построений. Например, в 
работах [12−16] продемонстрирована возможность применения 
классических гиперструктур и псевдокватернионов к описанию 
электромагнитного поля и необратимых кинетических процес-
сов. Однако построение последовательной физической теории 
гиперпространства с учетом результатов ранее предложенных 
теоретических построений требует поиска такого изоморфизма 
алгебры Гамильтона, который отображал бы всю совокупность 
данных.  

Широкое использование теории гиперкомплексных функ-
ций сдерживается отсутствием дифференциального и интег-
рального исчислений кватернионов (например, правила вычис-
ления гиперпроизводной от произведения двух и более кватер-
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нионов; теории дифференциальных гипероператоров, вычисле-
ние неопределенных интегралов от гиперкомплексных функ-
ций и т.д.). Сложности в развитии теории связаны с некоммута-
тивностью, неассоциативностью и изменением произведения 
гиперфункций при взятии операции комплексного сопряжения. 
Эти особенности алгебры кватернионов приводят, в частности, 
к необходимости вывода правила вычисления гиперпроизвод-
ной от произведения двух кватернионов. 

Выбор материальным миром определенной алгебры и гео-
метрии указывает на необходимость проведения анализа гео-
метрических и физических характеристик физического гипер-
пространства с учетом теоремы Гельмгольца [17, 18] на основе 
системы дифференциальных уравнений первого порядка типа 
Серре-Френе [19] для базисных кватернионов с единичной нор-
мой. Это позволит выяснить роль геометрии экстремали (тра-
ектории движения частицы в пространственно-временном кон-
тинууме) в формировании физических свойств материальной 
точки.  

2. ТРОЙКА БАЗИСНЫХ ВЕКТОРОВ  
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КРИВОЙ  

Скалярные, векторные и тен-
зорные поля формируют в прос-
транстве потенциальный рельеф, 
по которому происходит движе-
ние материальных объектов. Его 
топографическая карта изобража-
ется в виде эквипотенциальных 
линий (трансверсалей [20], рис. 
1). В евклидовом пространстве 
траектория движения точки (экс-

тремаль, рис. 1) является линией, на которой действие достигает 
экстремального значения. Касательные векторы к экстремали 
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(касательный орт) и трансверсали (орт бинормали) определяют 
касательную плоскость к пространственной кривой. Вектор, ко-
торый перпендикулярен к касательной плоскости и направлен в 
сторону вогнутости экстремальной кривой, называют нормалью.     
Сформулируем и докажем теорему о тройке векторов 

),,( 321 AAAA , ),,( 321 BBBB  и ),,( 321 CCCC  
( iA , iB  и iC  )3,2,1( =i  – проекции соответствующих векторов на 
координатную ось i ) на пространственной линии с естествен-
ной параметризацией, т.е. зависящих, например, от длины прос-
транственной линии s .   

Теорема 1. Пусть векторы )(sA , )(sB  и )(sC  зависят от ес-
тественного параметра s  и удовлетворяют системе линейных 
дифференциальных уравнений первого порядка вида 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

BAC

ACB

CBA

32

13

21

KK
ds
d

KK
ds
d

KK
ds
d

  ,             (1) 

здесь iK  )3,2,1( =i  – постоянные действительные числа. Тогда: 
а) система дифференциальных уравнений первого порядка (1) 
является системой Серре-Френе [3, с. 84; 19, с. 23−36; 21, с.190− 
191] при нулевом значении параметра 2K ; 
б) приращения векторов )(sA , )(sB  и )(sC  удовлетворяют соот-
ношению 

0123 =++ CBA dKdKdK ;                       (2) 
в) любая тройка взаимно перпендикулярных векторов ( BA ⊥ , 

CB ⊥  и AC ⊥ ) является решением системы (1); 
г) если базисный вектор не входит в соотношение (2) (например, 
для вектора A  число 03 =K ), то этот вектор по параметру s  оп-
ределяется решением уравнения осцилляторного типа; 
д) если один из векторов )(sA , )(sB  и )(sC  выбрать в качестве 
основного, то другие векторы этой тройки можно выразить че-
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рез основной вектор, его первую и вторую производные по па-
раметру s ;  
е) если любые два параметра в системе (1) равны нулю (напри-
мер, 021 == KK ), то один из векторов не зависит от параметра s  
(в примере – вектор )(sA ), а два других вектора ( )(sB  и )(sC ) ба-
зисной тройки, подчиняются уравнению осцилляторного типа.  

Доказательство: а) Система урав-
нений (1) совпадает по виду с сис-
темой Серре-Френе при значении 
параметра 02 =K , если векторы )(sA , 

)(sB  и )(sC  являются ортами каса-
тельной τ , нормали n  и бинормали 
b  кривой s  в заданной точке (рис. 
2), т.е. образуют подвижную систе-
му отсчета. Число 1K  ( 1

11
−= RK , 1R  – 

радиус сферы, которая имеет с линией одну общую точку) в мо-
дели Серре-Френе задает кривизну пространственной линии, а 
параметр 3K  – ее кручение, т.е. вращение касательной плоскос-
ти AC O  вокруг вектора A . Следовательно, параметр 2K  опре-
деляет второе кручение (поворот) линии при вращении плоско-
сти ACO  вокруг вектора бинормали C . Пренебрежение враще-
нием касательной плоскости вокруг вектора C  (параметр 02 =K ) 

приводит к коллинеарности векторов 
ds
dA  и 

ds
dC , что является не-

обязательным условием. Другими словами, система уравнений 
Серре-Френе не определяет тройку базисных векторов единст-
венным образом в отличие от системы (1). 
б) Умножим первое равенство системы (1) на множитель dsK 3 , 
второе – на dsK 2 , а третье – на dsK 1 , затем сложим полученные 
уравнения, придем к соотношению (2). 
в) Так как векторы )(sA , )(sB  и )(sC  взаимно перпендикуляр-
ные, то их можно связать между собой векторными произведе-
ниями ][ CBA ×= ; ][ ACB ×= ; 
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kj

i
kji

BAC

)()(

)(][

12213113

2332

321

321

BABABABA

BABA
BBB
AAA

−+−+

+−==×= ,       (3)  

здесь i , j  и k  – орты декартовой системы координат, причем 
векторное произведение некомутативно, т.е. 

][][ ABBA ×−=× .                 (4) 
Дифференцируя векторные произведения по параметру s , учи-
тывая уравнения системы (1) и равенство (4), получим 

CBABCACBCBA
2121 ][][ KKKK

ds
d

ds
d

ds
d −=×+×−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×= ; 

ACBCABACACB
1313 ][][ KKKK

ds
d

ds
d

ds
d −=×+×−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×= ;(5) 

BACABCBABAC
3232 ][][ KKKK

ds
d

ds
d

ds
d −=×+×−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ×= . 

г) Продифференцируем первое уравнение системы (1) по пара-
метру s , с учетом двух других равенств этой системы найдем 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+++−=

CBA

CBAA

21

3132
2
2

2
12

2

)(

KK
ds
d

KKKKKK
ds
d

  .          (6) 

Пусть базисный вектор )(sA  не входит в соотношение (2), тог-
да параметр 03 =K . Из первого уравнения системы (6) видно, что 
при обнулении параметра 3K  основной вектор A  будет удов-
летворять уравнению осцилляторного типа 

02
102

2

=+ AA ω
ds
d ,             (7) 

где частота колебаний 2
2

2
110 KK +=ω .  

д) Общее решение системы (6) относительно векторов )(sB  и 
)(sC  ( 03 ≠K ) имеет вид (в качестве основного вектора базисной 

тройки выбран вектор )(sA ) 
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AAAB
3

2
2
1

2

2

2
3

2

K
K

ds
dK

ds
d

K
K ++=

ωω
,       (8) 

AAAC
3

1
2
2

2

2

2
3

1

K
K

ds
dK

ds
d

K
K +−=

ωω
.       (9) 

Формулы (8) и (9) показывают, что для введения системы от-
счета на пространственной линии необходимо и достаточно 
знать естественную параметризацию одного вектора из базис-
ной тройки. При выполнении равенства 

012

2

3

2 =+
ds
dK

ds
d

K
K AA                (10) 

 ( 022

2

3

1 =−
ds
dK

ds
d

K
K AA )          (11) 

происходит вырождение пространственной кривой в плоскую 
линию. Одновременное соблюдение условий (10) и (11) приво-
дит к одномерному движению вдоль прямой, так как векторы B  
и C будут коллинеарные с вектором A  и сонаправленные с ним. 
Это возможно только тогда, когда базисные векторы не зависят 
от параметра s . 
е) Пусть, например, параметры 1K  и 2K  равны нулю, тогда век-

тор A  не зависит от параметра s  ( 0=
ds
dA ), а векторы B  и C  не 

связаны с вектором A . В этом случае вектор A  сохраняет по-
стоянное значение, а векторы B  и C  осциллируют вдоль прос-
транственной линии с частотой 3K=ω , согласно пункту г). 
Изменение базисных векторов при смещении точки вдоль за-
данной пространственной кривой в зависимости от значений 
геометрических факторов указывает на необходимость разде-
лять геометрические особенности траектории движения и физи-
ческие свойства частицы. Для описания перемещения матери-
альной частицы в пространственно-временном континууме вве-
дем в рассмотрение гиперкомплексные структуры, алгебра ко-
торых изоморфна алгебре Гамильтона.   
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3. КВАТЕРНИОНЫ ГАМИЛЬТОНА−ГИББСА 

Рассмотрим гиперкомплексные структуры (кватернионы) ви-
да kАjАiAaA 321 +++= , где a , nA  ( 3,2,1=n ) – действительные 

числа. Исследуем изоморфизм алгебры Гамильтона, когда ком-
плексные единицы i , j , k  подчиняются правилам умножения, 
приведенным в таблице (более общий случай алгебры Клиф-
форда рассмотрен в работе [14]). Отметим, что обход чисел i , 
j , k  осуществляется против часовой стрелки, т.е. они образуют 
левую упорядоченную тройку чисел (рис. 3б). 

  

  

В векторной алгебре Гиббса такому правилу соответствует 
выбор левой тройки базисных векторов, поэтому запишем лево-
ориентированные кватернионы Гамильтона-Гиббса в скаляр-
но-векторной форме:  

Aγ+= aA ,               (12) 
где )Sc(Aa =  – скалярная, )Ve(A=A  – векторная части кватер-
ниона A , γ  – его «цвет» ( 12 =γ ). Комплексно-сопряженным 
кватернионом называется гиперкомплексная структура вида 

 Aγ−=∗ aA .          (13) 
Отметим, что выражение (13) можно получить из (12) также 
путем замены вектора A на ему противоположный вектор A− , 
поэтому комплексно-сопряженный кватернион (13) будем назы-
вать зеркальным по векторной составляющей к кватерниону 
(12). Вещественно-сопряженный (или зеркальный по скалярной 
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компоненте) кватернион ∗∗ −=+−= AaA Aγ  отличается от комплек-
сно-сопряженного кватерниона (13) только знаком. Кватернион 
вида 0γ+= 0O  назовем нулевым, а кватернион 0γ+=1E  – еди-
ничным (0  – нуль-вектор). Две гиперкомплексные структуры 

Aγ+=aA  и Bγ+=bB  равны между собой, если 
⎩
⎨
⎧

=
=

BA
ba .  

Для гиперструктур вида (12) выполняются все арифметиче-
ские действия:  
1) сумма (разность) кватернионов Aγ+= aA  и Bγ+= bB  равна 

)( BAC ±+±=±=+= γγ baBAcC , 
следовательно,  

)Sc(22 AaAAAA ==−=+ ∗∗ , 
)Ve(22 AAAAA γγ ==+=− ∗∗ A . 

Если выполняется равенство OBA =− , то векторы A  и B  сона-
правленные ( BA↑↑ ) и имеют одинаковую длину ( BA = ), а при 
выполнении равенства OBA =− ∗  равные по длине векторы A  и 
B  направлены в противоположные стороны ( BA↑↓ ), т.е. для 
обоих равенств векторные части кватернионов являются кол-
линеарными ( BA || ). В общем случае такие векторы связаны 

между собой соотношением AB β= , причем 
⎩
⎨
⎧

<↑↓
>↑↑

0,
0,

β
β

BA
BA

 [18], 

поэтому кватернионы, удовлетворяющие равенству AB β= , бу-
дем называть пропорциональными. 
2) Произведение кватернионов Aγ+= aA и Bγ+= bB  зависит 
от порядка следования сомножителей и равно: 
        левое   

]}[{))((111 ABABBAABD ×−++⋅+=++==+= baababBAdD γγγγ ,                
      правое  

]}[{))((222 BAABBABAD ×−++⋅+=++==+= baabbaABdD γγγγ ,(14) 
С учетом правила (4) левое и правое произведения кватернио-
нов A  и B  отличаются друг от друга только знаком в послед-
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нем слагаемом. Отметим, что произведение векторных частей 
кватернионов A  и B  выполняется по правилу 

][ BABABA ×−⋅= γγγ ,                (15)  
где первое слагаемое задает скалярное (коммутативное) 

ABBABA ⋅=⋅++=⋅ ,332211 BABABA   ,          (16) 
а второе – векторное (некоммутативное) произведение вектор-
ных частей кватернионов A  и B  (см. (3) и (4)). Используя прави-
ло (14), легко проверить, что произведение AEAAE == . Произ-
ведение гиперкомплексных структур Aγ+= aA  и Bγ+= bB  рав-
но единичному кватерниону при выполнении условий 

⎩
⎨
⎧

=×−+
=⋅+

=
0][

1
:

BAAB
BA

ba
ab

EAB . 

Второе равенство этой системы (в силу того, что вектор ][ BA ×  
перпендикулярен плоскости, в которой лежат векторы A  и B ) 
выполняется только тогда, когда векторы A  и B  связаны меж-
ду собой условием коллинеарности 0=+ AB ba  или при выпол-
нении равенств 0BA == .  

Произведение комплексно-сопряженных гиперструктур (12) 
и (13) равно квадрату нормы кватерниона A  

222 AaAAAA =−== ∗∗ A .         (17) 

Если квадрат нормы положителен ( 02 >A , норма кватерниона 
вещественна), то кватернион будем называть скаляро-подоб-
ным, в противном случае ( 02 <A , норма кватерниона является 
комплексной величиной) – векторо-подобным. Кватернион с 
нулевой нормой ( 0=A ) назовем изохронным. 
Теорема 2. Пусть дан неизохронный кватернион Aγ+=aA , при-

чем модули его скалярной и векторной частей 
⎩
⎨
⎧

≠
≠

0
0

A
a

. Если его 

норма вещественна, то вектор A  имеет ограниченную длину. 
Доказательство: Согласно определению (17), вещественная 
норма кватерниона Aγ+= aA  равна 
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01
2

22 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

a
aaA

A
A . 

Так как кватернион A скаляро-подобный, то выражение, стоя-
щее под квадратным корнем, положительное. Следовательно, 

a<A , т.е. модуль векторной части кватерниона A  ограничен. 
Теорема 3. Пусть даны кватернионы Aγ+= aA  и Bγ+=bB . Их 
произведение AAB=  (или ABA= ), если: а) при значениях па-

раметров 
⎩
⎨
⎧

≠
≠

1
0

b
a  кватернион A  – изохронный, а норма кватер-

ниона B  равна 12 −= bB ; б) при значениях параметров 
⎩
⎨
⎧
=
≠

1
0

b
a  

или 
⎩
⎨
⎧

≠
=

1
0

b
a

 векторы A  и B  перпендикулярные. 

Доказательство: а) Пусть при значениях параметров 
⎩
⎨
⎧
≠
≠

1
0

b
a

 про-

изведение AAB = . Тогда выполняется система равенств 

⎩
⎨
⎧

=×−+
=⋅+

ABAAB
BA

][ba
aab

 или 
⎩
⎨
⎧

=×−−+
=⋅+−

0][)1(
0)1(

BAAB
BA

ba
ba . 

Умножим первое уравнение системы на число 0≠a и вычтем 
из результата второе уравнение, умноженное скалярно на век-
тор A, получим 0)1()1)(( 222 =−=−− bAba A . При значении 
параметра 1≠b  норма кватерниона A  равна нулю ( 02 =A , 

a=A , AeA a= , Ae  – единичный вектор в направлении вектора 
A), т.е. кватернион A  является изохронным. Умножим первое 
уравнение системы на число 01 ≠−b  и вычтем из результата 
второе уравнение, умноженное скалярно на вектор B , получим 

0))1(( 22 =−− Bba  ( 1−= bB , BeB 1−= b , Be  – единичный вектор в 
направлении вектора B). По условию теоремы число 0≠a , тог-
да норма кватерниона B  равна  

12222 −=−= bbB B  или 12 −= bB . 
С другой стороны, с учетом найденных выражений для векто- 
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ров A и B  первое уравнение преобразованной системы можно 
записать в виде 0)cos1)(1( =±− ξba  ( ξ  – угол между единич-
ными векторами Ae  и Be ). Из этого равенства следует, что еди-
ничные векторы Ae  и Be  коллинеарные ( BA ee || ), так как угол 
между ними будет равен 0 ( BA ee ↑↑ ) или π  ( BA ee ↑↓ ).  

б) Если параметры 
⎩
⎨
⎧

=
≠

1
0

b
a  или 

⎩
⎨
⎧

≠
=

1
0

b
a , то система уравнений сво-

дится к одному равенству 0=⋅ BA , т.е. векторы A  и B перпен-
дикулярные ( BA⊥ ).  

Отметим, что Теорема 3 указывает на существование в ги-
перпространстве необычных кватернионов, отличных от еди-
ничной гиперструктуры 0γ+=1E , произведение которых равно 
одному из них. 

Операция комплексного сопряжения от произведения двух 
кватернионов приводит к выражению 

∗∗∗ = ABAB)( ,                (18) 
т.е. она приводит не только к комплексному сопряжению пере-
множаемых кватернионов, но и к перестановке местами сомно-
жителей. 

Произведение двух кватернионов Гиббса некоммутативно, 
поэтому их коммутатор отличен от нуля и равен 

][2],[ BA×−=−= γBAABBA ,           (19) 
при этом выполняются равенства 

],[],[],[],[ ∗∗∗∗ =−=−= BABABABA . 
Антикоммутатор равен  

))((2},{ ABBA baabBAABBA ++⋅+=+= γ              (20) 
и справедливы соотношения  

∗∗∗= }),({},{ BABA ; ∗∗∗ = }),({},{ BABA . 
Удвоенное произведение кватернионов A  и B  равно 

},{],[2 BABAAB += ,              (21) 
т.е. произведение двух кватернионов представляется в виде по-
лусуммы их коммутатора и антикоммутатора. В случае комп-
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лексно-сопряженных гиперструктур коммутатор равен нулю, а 
антикоммутатор – удвоенному значению квадрата нормы: 

0],[ =∗AA  и 22},{ AAA =∗ .           (22) 
   Произведение трех и более кватернионов Гамильтона− 
Гиббса неассоциативно, т.е. зависит от порядка умножения ги-
перструктур. В этой связи введем понятие коммутатора ассо-
циации (ассоциатор), который, например, для трех гиперкомп-
лексных чисел равен 

=××−××=−= ]]}[[]]{[[2)()()],,[( CBACBAγBCACABCBA  
       ))()((2 CBACBA ⋅−⋅= γ            (23) 

(использована формула [21, с. 20]: 
)()(]][[ CBABCACBA ⋅−⋅=×× ), 

и ассоциатор комплексного сопряжения (астратор), например, 

∗∗∗∗∗

∗∗∗∗

−>=<
−>=<

))(()(),,(
;))(()(),,(

CBACBACBA
CBACABCBA            (24) 

и т.д. Выполнив две циклические перестановки кватернионов в 
формуле (23) и просуммировав все полученные ассоциаторы, 
находим 

0)],,[()],,[()],,[( =++ ACBBACCBA                  (25) 
или  

0]][[]][[]][[ =××+××+×× ACBBACCBA ,   (26) 
т.е. сумма двойных векторных произведений с циклической пе-
рестановкой векторов равна нулю. 
3) Деление кватерниона Aγ+= aA  на неизохронный ( 0≠B ) ква-
тернион Bγ+=bB  выполняется по правилам [6]:  

левое частное – 2B
AB

BB
AB

B
A ∗

∗

∗

== ;      

правое частное – 2B
AB

BB
AB

B
A ∗

∗

∗

== . 

Если коммутатор (19) 0][2],[ =×=∗ BAγBA  ( BA ||  – векторы A  и  
B  коллинеарные), то левое и правое частные равны между со-
бой. 
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Таким образом, совместное использование алгебры кватер-
нионов Гамильтона и векторного исчисления Гиббса порожда-
ет алгебру комплексных структур с новыми свойствами. Отли-
чие этих кватернионов от множеств действительных и комплек-
сных чисел состоит в том, что их произведение некоммутатив-
но, неассоциативно и изменяется при выполнении над ним опе-
рации комплексного сопряжения, поэтому необходимо указы-
вать порядок перемножения кватернионов и тип вычисляемого 
частного. Индикаторами этих свойств являются отличные от ну-
ля коммутаторы, ассоциаторы и астраторы кватернионов. С уче-
том особенностей исследуемого изоморфизма алгебр Гамильто-
на-Гиббса рассмотрим движение частицы в гиперпространстве. 

4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛОРЕНЦА 

Гиперпространством будем называть скалярно-векторное (1 
+ 3) − пространство гиперкомплексных структур вида (12). По-
ложение математической точки в пространственно-временном 
континууме инерциальной системы отсчета будем задавать без-
размерным кватернионом 

rγτ +=r ,               (27) 
где lсt /=τ , c  и l  – предельная скорость (например, скорость 
света в вакууме, скорость звука в среде и др.) и характерное 
значение длины (длина свободного пробега частицы, корреля-
ционная длина и др.) для рассматриваемой задачи, t  – время; 

lzyx /),,(Rr = , в выбранной системе отсчета ),,( zyxR  – радиус-
вектор, определяющий положение точки с пространственными 
координатами x , y  и z .  
  Произведение кватерниона (27) самого на себя равно ги-
перструктуре 

)(2L)(2 2222 rrr τγτγτ +=++== rrr ,           (28) 

где 22L r+= τ  – евклидово расстояние от точки гиперпрос-
транства до начала координат. Движение математической точ-
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ки порождает мировую линию, на которой интервал между со-
бытиями s  во времениподобной области [22, с. 17] гиперпрос-
транства определяется нормой кватерниона (27)  

2222 r−==== ∗∗ τrrrrrs .                  (29) 
На пространственно-временной евклидовой плоскости rOτ  
формула (29) определяет равнобочную гиперболу, ветви кото-
рой вытянуты вдоль временной оси. Если ввести тригономет-

рические функции для гиперболы [23] (синус 
2

sh
ψψ

ψ
−−= ee

 и ко-

синус 
2

ch
ψψ

ψ
−+= ee ), то в гиперболической полярной системе 

координат (ψ  – полярный угол) 

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

ψ
ψτ

sh
ch

s
s

r
         (30) 

равенство (29) превращается в гиперболическое тождество 
1shch 22 =− ψψ . 

Гиперболический поворот отвечает в евклидовом пространстве 
гомотетии (сжатию или растяжению) гиперболы к координат-
ным осям [23], т.е. скейлинговому преобразованию гиперболы. 
Модуль векторной части гиперкомплексной структуры (28) за 
счет поворота на угол 45º координатных осей плоскости rOτ  
может быть приведен к норме (29). Таким образом, квадрат ква-
терниона положения (27) равен )(L 222

resr γ+= , где re  – единич-
ный вектор в направлении вектора r . Следовательно, интервал 
между событиями s  является таким же естественным парамет-
ром, как и евклидово расстояние L . Вещественность нормы 
кватерниона (28) приводит к ограниченности интервала L≤s  
(теорема 2).  

Из формул (30) видно, что при равномерном прямолиней-
ном движении скорость перемещения инерциальной системы 
отсчета определяется равенством 

ψ
τ

th===
c
vu

r  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =
ψ
ψψ

ch
shth ,           (31) 
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где v  – модуль скорости движения инерциальной системы.  
Теорема 4. Если интервал между событиями s  не изменяется 
( ss =1 ) при переходе в новую гиперболическую полярную си-
стему координат, то новые и старые координаты событий свя-
заны между собой преобразованием Лоренца. 

Доказательство: Пусть новая 
гиперболическая полярная ось 

1G  расположена под углом α  к 
старой полярной оси G , причем 
угол α  отсчитывается в том же 
направлении, что и угол ψ  (рис. 
4). Новые координаты события 
вычислим по формулам (30): 

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

111

111

sh
ch

ψ
ψτ

s
s

r
. 

По условию теоремы интервал между событиями остается 
неизменным ( ss =1 ), следовательно, изменяется только поляр-
ный угол αψψ −=1  (согласно (31), новая система координат от-
личается от старой системы только скоростью прямолинейно-
го равномерного движения). Тогда новые координаты события 
связаны со старыми координатами соотношениями 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=−=⋅=

−=
=−=−=⋅=

ατα
αψαψαψψ

αατ
αψαψαψψτ

shch

shchchsh)sh(sh

shch
shshchch)ch(ch

111

111

r

r

r

ssss

ssss

.    (32) 

В силу того, что (с учетом формул (31)) 

α
α

2th1
1ch
−

= , 
α

αα
2th1

thsh
−

= , 0
0th u

c
v ==α ,           (33) 

где 0u  – скорость относительного движения координатных сис-
тем, равенства (32) принимают вид преобразований Лоренца: 
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τ
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r
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.         (34) 

Обратные преобразования Лоренца получают из равенств 
(34) путем замены скорости относительного движения 0u  на 
противоположное значение ( 0u− ): 

⎪
⎪

⎩
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⎨

⎧
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=
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101

2
0

101
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u
u

u
u

τ

τ
τ

r
r

r

.         (35) 

Формулы (34) позволяют объяснить эффекты замедления 
времени и сокращения длины при скоростях движения, близких 
к скорости c  [22, с. 22−26]. Из соотношений (35) следует связь 
между скоростью частицы u  (31) в старой инерциальной сис-
теме и ее скоростью 1u  в новой инерциальной системе (форму-
ла преобразования скоростей [22, с. 26; 23, с. 96]): 

01

01

1 uu
uuu

+
+= .              (36) 

Из формулы (36) видно, что при выполнении равенства 11 =u , 
скорость 1=u  вне зависимости от величины скорости относи-
тельного перемещения 0u  одной инерциальной системы по от-
ношению к другой. Этот эффект связан с обращением в нуль 
интервала между событиями в обеих системах координат, т.е. 
точки, движущиеся со скоростью c , описываются изохронны-
ми кватернионами. 

В гиперпространстве интервал между событиями s , опре-
деляемый формулой (29), является вещественным и естествен-
ным параметром мировой линии таким же, как и параметр дли-
ны пространственной линии при движении в трехмерном прос-
транстве Евклида. Если на мировой линии выбрать начало от-



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
22 

 

счета и положительное направление увеличения интервала ме-
жду событиями (например, в сторону возрастания времени), то 
кватернион (27) )(sr  будет функцией интервала s , а его первые 
и вторые производные по этому параметру будут характеризо-
вать геометрию мировой линии: кривизну, кручение, повороты 
и гомотетии. С физической точки зрения эти величины опреде-
ляются скоростью и ускорением частицы, поэтому в следующей 
работе вычислим физико-геометрические характеристики час-
тицы на мировой линии. 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В евклидовом пространстве геометрический вид экстрема-
ли (траектории движения) формируют потенциальные поля. Они 
изменяют кривизну и кручения пространства, что при опреде-
ленных условиях может привести к периодическим и связанным 
между собой изменениям векторов подвижной системы коорди-
нат. Эволюционные уравнения содержат характеристики сопря-
женного пространства (первые производные базисных векторов 
по естественному параметру) к пространству Евклида. Прене-
брежение одним из геометрических факторов приводит к част-
ным случаям описания эволюции базисной тройки векторов, 
причем один из этих случаев был исследован в модели Серре-
Френе. 

Для описания перемещения частиц в пространственно-вре-
менном континууме предлагается применение физического изо-
морфизма алгебры кватернионов Гамильтона в сочетании с 
векторным исчислением Гиббса. Соединение неассоциативной, 
некоммутативной и зависящей от операции комплексного со-
пряжения теории Гамильтона с векторным анализом Гиббса 
существенно увеличивает возможности используемого матема-
тического аппарата для отображения физической сущности ре-
ального мира. В частности, предлагаемый подход описывает по-
ведение релятивистских частиц без привлечения дополнитель-
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ных гипотез и позволяет получить все соотношения специаль-
ной теории относительности Эйнштейна. Отметим, что на ми-
ровой линии координаты частицы, которая движется с предель-
ной скоростью, описываются изохронным кватернионом поло-
жения. Таким образом, предлагаемое теоретическое построение 
можно использовать для исследования физико-геометрических 
свойств гиперпространства на базе установленных соотноше-
ний. 
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Terekhov S.V. 
 

PHYSICS-GEOMETRICAL DESCRIPTIONS OF HYPERSPACE. 
I. SERRE-FREINET THE GENERALIZED SYSTEM.  

PHYSICAL ISOMORPHISM OF HAMILTON ALGEBRA OF THE 
QUATERNIONS 

 
Motion of particle along an extremal it is possible to describe 

with the use of three of vectors of movable frame of reference. The 
evolution of vectors with natural parametrization (beginning of 
counting out moves along the trajectory of motion and depends on 
distance to the point, chosen as beginning) is described by the sys-
tem of differential equalizations of first-order. As permanent pa-
rameters curvature, twisting and turn of extremal, is included in 
these equalizations. An appeal in the zero of one of these parame-
ters results in the system of equalizations of type of Serret-Freinet 
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system and periodic change of one of vectors of base triad. Such 
behavior of movable frame of reference represents geometrical 
properties of space, which are necessary to be distinguished from 
physical properties of material particle.  

 For description of the mechanical moving of particle in a spa-
tiotemporal continuum it is suggested to use modification of Hamil-
ton algebra in combination with Gibbs vectorial algebra. Algebra 
of such quaternions saves property of non-associativeness, non-
commutativity and dependence on the operation of complex interfa-
ce of hypercomplex algebra, but complemented by correlations of 
theory of the scalar and vectorial fields. Such approach allowed to 
describe behavior of relativist objects, leaning against constancy of 
interval between events in transition from one inertial reference 
frame in other without bringing in of additional hypotheses.The 
receipt of all formulas of the special theory of relativity shows pos-
sibility of the use of physical algebra for research of not only even 
but also speed-up motion. In next work the association of physical 
parameters of particle will be shown with geometrical descriptions 
of world line. 

 

Fig. 1. Extremals and transversals of mechanical motion 
 

Fig. 2. Three of movable vectors of spatial line 
 

Fig. 3. Right (а) and left (б) well-organized three of numbers 
 

Fig. 4. Old (G) and new (G1) hyperbolic arctic systems of coordi-
nates 
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40. Физика и техника высоких давлений. 
Донецк, 2015, т. 25, № 3-4, с. 112-121 
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Терехов С.В. 
 

ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ГИПЕРПРОСТРАНСТВА. II. БАЗИСНЫЕ КВАТЕРНИОНЫ.  

МЕХАНИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ЧАСТИЦЫ 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
ул. Р. Люксембург, 72, Донецк, 83114 

 
Рукопись поступила в редакцию 5 мая 2014 года 

 
  Исследованы геометрические характеристики мировой 

линии (экстремали) и установлены зависимости норм скорос-
тей изменения базисных кватернионов от геометрических па-
раметров траектории движения материальной точки в ги-
перпространстве. В рамках физической алгебры получены вы-
ражения для кватернионов импульса, силы и их моментов; по-
казано, что они определяются касательным кватернионом при 
его естественной параметризации.  

 

Ключевые слова: кватернион положения, мировая линия, энергия, им-
пульс, сила  
 

 Досліджені геометричні характеристики світової лінії 
(екстремалі) і встановлені залежності норм швидкостей змі-
ни базисних кватерніонів від геометричних параметрів тра-
єкторії руху матеріальної точки в гіперпросторі. У рамках фі-
зичної алгебри отримані вирази для кватерніонів імпульсу, си-
ли і їх моментів; показано, що вони визначаються дотичним 
кватерніоном при його природній параметризації.  

 

Ключові слова: кватерніон положення, світова лінія, енергія, імпульс, 
сила 

1. ВВЕДЕНИЕ 

 В работе [1] была рассмотрена физическая алгебра, возника- 
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ющая при совместном применении алгебры гиперкомплексных 
структур Гамильтона и векторного исчисления Гиббса. В рам-
ках этой алгебры точка в гиперпространстве характеризуется 
кватернионом положения )(sr  ([1], формула (27)), нормой кото-
рого в (1+3)-пространстве является интервал между событиями 
s  ([1], формула (29)). Если события в гиперпространстве беско-
нечно близки, то изменение интервала между событиями в инер-
циальной системе отсчета [2, с. 16] равно норме бесконечно ма-
лого изменения кватерниона положенния  

222 1 uddddrds −=−== ττ r ,          (1) 
где lсt /=τ , с  и l  – предельная скорость и характерное значе-
ние длины для рассматриваемой задачи, t  – время; cvu /=  – без-
размерная скорость движения точки, v=v  – модуль размерной 
скорости движения точки в 3-мерном пространстве. Из форму-
лы (1) видно, что изменение интервала между событиями:  

а) равно промежутку времени, если система координат по-
коится ( 0=u ) или движется со скоростью, значительно меньшей 
скорости с  ( 1<<u );  

б) принадлежит области вещественных чисел (временипо-
добная область гиперпространства) тогда, когда скорость дви-
жения точки не превышает скорость с  ( 1<u , теорема 2 из [1]);  

в) равно нулю (кватернион положения гиперточки стано-
вится изохронным ( 0== drds )), если скорость перемещения 
точки достигает величины скорости с  ( 1>u );  

г) становится комплексной величиной (частица переходит 
в пространственноподобную область гиперпространства), если 
гиперточка перемещается со скоростью, превышающей скорость 
с  ( 1>u ).  

Бесконечно малое изменение евклидова расстояния L в ги-
перпространстве равно 

21L udd += τ ,                     (2) 
следовательно, величины (1) и (2) связаны между собой соотно- 
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шением 

2

2

1
1L

u
udsd

−
+= ,                     (3) 

т.е. интервал между событиями является такой же характерис-
тикой мировой линии, как ее длина. При малых скоростях дви-
жения ( 1<<u ) евклидово расстояние и интервал между события-
ми практически неразличимы. Рассмотрим поведение тройки ба-
зисных кватернионов инерциальной системы отсчета, если в ка-
честве естественного параметра мировой линии выбрать интер-
вал между событиями s . 

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
 МИРОВОЙ ЛИНИИ  

Исследуем свойства касательного кватерниона, так как он 
определяет сопряженные характеристики к кватерниону поло-
жения и два других базисных кватерниона гиперпространства. 
Касательный кватернион κγκκ += 0  определяется нормирован-
ным значением бесконечно малого изменения кватерниона по-
ложения [1] и имеет вид  

κr γκγτκ +=+== 0ds
d

ds
d

dr
dr ,         (4) 

причем его норма равна единице ( 122
0

2
0 =−=+ κκ κγκ ). Ги-

перструктура κγκκ += 0  лежит в пространстве, касательном к ми-
ровой линии, при этом ее скалярная и векторная части задают-
ся формулами 

20 1
1

u−
=κ , uκ 0κ=         (5) 

(κ  – касательный вектор к мировой линии) и определяются без-
размерной скоростью движения u  и ее модулем u=u . Век-
тор κ  будет ортом ( 1=κ ), если гиперточка будет двигаться по 
мировой линии со скоростью 2/2=u . Изменения времени τd  
и радиус-вектора rd  равны 
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dsd 0κτ = , dsdsd uκr 0κ==      (6) 
 Согласно формулам (8) и (9) работы [1], базисные кватер-
нионы нормали nγ+= 0nn  и бинормали bγ+= 0bb  задаются вы-
ражениями 

κκ
ω

κ
ω 3

2
2
1

2

2

2
3

2

K
K

ds
dK

ds
d

K
Kn ++= ,       (7) 

κκ
ω

κ
ω 3
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2
2

2

2

2
3
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K
K

ds
dK

ds
d

K
Kb +−= ,       (8) 

где первая и вторая производные равны 
ds
d

ds
d

ds
d κγκκ += 0  и 
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2
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2

2

2

ds
d

ds
d

ds
d κγκκ += . В этих равенствах  

uw
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d 4
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0 κκ = , wuκ 2
0

0 κκ +=
ds

d
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d , 

⎟
⎠
⎞

⎜
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dwuwwu
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d 2222
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κκκκ

d
d

ds
d

ds
d
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d wwuκ 3
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0

02
0

2

2

2

3 ++= ,  

a
c
lw 2== w  – безразмерное ускорение, 

dt
da v=  – модуль раз-

мерного ускорения точки. 

Норма кватерниона 
ds
dκ  равна  

1
2

sin4 223
0 −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= φκκ uw

ds
d ,              (9) 

где φ  – угол между направлениями скорости и ускорения час-
тицы. Она вещественна при выполнении неравенств совокупнос-

ти 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1
2

sin2

1
2

sin2

φ

φ

u

u
. В силу ограниченности синуса скорость 

перемещения частицы должна принадлежать интервалу ]1;5,0[ . 
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В этом случае подкоренное выражение (45) неотрицательно, а 

тригонометрическая функция ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
sin φ  принимает значения из ин-

тервала ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

u2
1;1  или ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 1;

2
1
u

. При малых скоростях движения 

частицы ( 5,00 <≤ u ) норма 
ds
dκ

 является мнимой величиной. 

Для исследования геометрии мировой линии предположим, что 
базисные кватернионы κγκκ += 0 , nγ+= 0nn  и bγ+= 0bb  с 
единичными нормами ( 1=== bnκ ) удовлетворяют систе-
ме дифференциальных уравнений вида (1) из [1]. Тогда квадра-
ты норм естественных скоростей изменения кватернионов рав-
ны  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

−=

2
3

2
30

2

2
2

2
20

2

2
1

2
10

2

ωω

ωω

ωωκ

ds
db

ds
dn

ds
d

  ,            (10) 

где частоты собственных колебаний 0iω  кватернионов 
κγκκ += 0 , nγ+= 0nn  и bγ+= 0bb  

и частоты колебаний фазовых множителей iω  равны   
2
2

2
1

2
10 KK +=ω ,    )Sc(1

2
1

∗= nbzω , 
2
3

2
1

2
20 KK +=ω ,   )Sc(2

2
2

∗= κω bz ,     (11) 
2
3

2
2

2
30 KK +=ω ,  )Sc(3

2
3

∗= nz κω , 

величины 

( )
( )
( )⎪

⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−−==

−−==

−−==

22
20

2
10

4
30323

22
10

2
30

4
20312

22
30

2
20

4
10211

2

2

2

ωωω

ωωω

ωωω

KKz

KKz

KKz

,         (12) 
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а фазовые множители bn ⋅−=∗
00)Sc( bnnb , κb ⋅−=∗

00)Sc( κκ bb ,  
nκ ⋅−=∗

00)Sc( nn κκ .  
Из формул (10)−(12) следует, что вид мировой линии и про-

цесс движения по ней определяют:  
1) собственные частоты колебаний базисных кватернионов 0iω  
и характеристики iz , которые связаны с кривизной и круче-
ниями пространства-времени;  
2) фазовые множители (напр., ))((5,0)Sc( ∗∗∗∗ += nbnbnb ), об-
нуление которых приводит к тому, что нормы естественных 
скоростей изменения базисных кватернионов равны своим соб-
ственным частотам. Из формулы (12) следует, что аналогичная 
картина наблюдается и тогда, когда обнуляется один из геоме-
трических факторов iK  (две из трех характеристик iz  обраща-
ются в нуль).  

Таким образом, физико-геометрические свойства мировой 
линии существенно зависят от изменения потенциального рель-
ефа, по которому происходит движение материальных точек. 
Поэтому исследуем механику материальной точки в гиперком-
плексном пространстве с учетом указанных особенностей их 
траекторий движения. 

3. МЕХАНИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

Поступательное движение. Размерную скорость движения 
материальной точки (например, атома какого-либо вещества) в 
гиперпространстве вычислим по формуле (с учетом (5)) 

κγκγ cс
uu

c
ds
drcV =+=

−
+

−
== )1(

11 022
uv ,     (13) 

а ее кватернион энергии-импульса (частица имеет массу покоя 
0m ) – 

κκγγ 002
0

2
0

0 11
Pcm

c
E

u
m

u
cmVmP ==+=

−
+

−
== Pv ,   (14) 

где 2mcE =  – энергия, vP m=  – импульс атома, а cm
c
EP 0

0
0 ==   
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– его импульс в состоянии покоя, 

2
0

1 u
mm
−

=                 (15) 

 – масса движущейся частицы. Норма кватерниона (14) равна 

2

2
02

0
22

0
2

2

2
2

c
EPP

c
EPPPPP ===−=== ∗∗ κP .      (16) 

При малых скоростях движения ( )
2
11(,1 2

0 ummu +≈<< ) энер-

гия атома равна 

KEvmEmcE +=+≈= 0

2
0

0
2

2
,          (17) 

где 2
00 cmE =  – энергия частицы в неподвижной системе отсче-

та, 
2

2
0vmK =  – кинетическая энергия атома. Отметим, что фор-

мулы (1), (15)−(17) совпадают с соответствующими формулами 
специальной теории относительности [2]. Разделив выражение 

(14) на импульс в состоянии покоя cm
c

EP 0
0

0 == , получим каса-

тельный кватернион κ , который запишем в физическом пред-
ставлении 

pP γεγκ +=+===
cmE

E
P
P

000

P ,            (18) 

где безразмерные величины энергии 0κε =  и импульса == up 0κ  
uε= . Последнее равенство показывает, что импульс частицы 

определяет поток энергии.  
Определим механический момент импульса частицы ква-

тернионом Lγ+= 0LL , причем векторная часть ][ prL ×= . Из ква-
тернионов положения (формула (27) работы [1]) и импульса 
(18) (с учетом формулы (19) работы [1] и равенства =∗ ],[ BA  

],[ BA−= ) можно создать две гиперкомплексные структуры ме-
ханического момента импульса, при этом их скалярные части 
будут прямо пропорциональны фазам плоских волн, первая из 
которых распространяется в противоположном направлении по  
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отношению к радиус-вектору r , а вторая – вдоль его направле-
ния. Эти кватернионы имеют вид:  
1) с фазовой скоростью волны, противоположно направленной 
к вектору r : 

][P],[
2
1P)Sc()PP(

2
1

1 prrp ×+⋅+=−=+= ∗∗∗ γετrrrrL ;  (19) 

2) с фазовой скоростью волны, сонаправленной с вектором r : 

][]P,[
2
1)PSc(P)P(

2
1

2 prrp ×+⋅−=+=+= ∗∗∗∗ γετrrrrL , (20) 

Разница кватернионов (19) и (20) равна  
rp ⋅=−=∆ 22112 LLL .            (21) 

Обозначим через ϕ  угол между радиус-вектором r  и им-
пульсом частицы p . Если этот угол принадлежит промежутку 
от nπ20 +  (n  – целое число, pr ↑↑ , 0=L ) до nππ 2+  ( pr ↑↓ , 

0=L ), то изменение кватернионного момента импульса 12L∆  
принимает непрерывный ряд значений от rp2  до rp2− , а па-
раллелограмм, построенный на векторах r  и p , характеризует-
ся положительной площадью ( ϕsinrpL = , 0sin ≥ϕ ). Дальней-
шее увеличение угла ϕ  от nππ 2+  до nππ 22 + , порождает об-
ратный переход значений 12L∆  от rp2−  до rp2 , но площадь 
указанного параллелограмма будет отрицательной ( 0sin ≤ϕ ), 
что указывает на существование запрещенных значений кватер-
нионов (19) и (20). Таким образом, критический угол, при кото-
ром выражения (19) и (20) теряют физический смысл, равен 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
12 nc πϕ . 

Для этого значения угла ϕ  векторы r  и p  коллинеарные и про-
тивоположно направленные, а механический момент импульса 

0][ =×= prL . При значениях угла ⊥ϕ , равных  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⊥ 4

12 nπϕ  
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( max== rpL ), векторы r  и p  перпендикулярны друг к дру-
гу, а кватернионы (19) и (20) равны между собой.  

Сила F , действующая на частицу в гиперпространстве, рав-
на 

FPP γγγ +=+=
−

+
−

== 0
00

22 11
F

dt
d

cdt
dE

udt
d

ucdt
dE

ds
dP

l
cF , (22)  

здесь 2
0 1 udtdt −=  – временной промежуток в покоящейся сис-

теме отсчета. В консервативной системе (отсутствует скаляр-
ная сила 00 =F , ответственная за диссипацию энергии, т.е. меха-
ническая энергия сохраняется) действует только векторная си-
ла, поэтому Fγ=F . При малых скоростях движения ( 1<<u , ≈m  

vp 00 , mm ≈≈ ) вектор F  принимает вид силы в теории Ньюто-

на [4] avpF 00 m
dt
dm

dt
d ==≈ . Обращение силы F  в нуль приво-

дит к сохранению импульса частицы P . 
Момент силы, действующей на гиперточку, задается произ-

водной по интервалу между событиями от кватернионного мо-
мента импульса Lγ+= 0LL : 

ML γγ +=+== 0
0M M

ds
d

ds
dL

ds
dL .            (23) 

где векторный момент силы равен ][ frM ×= , а сила 
ds
dpf = . 

Если скалярная часть кватерниона (23) равна нулю, то в про-
цессе движения материальной точки в гиперпространстве со-
храняется величина rp ⋅+= ετ01L  или rp ⋅−= ετ02L . При обра-
щении в нуль векторной составляющей кватерниона момента 
силы ( 0=M ) сохраняется механический момент импульса L 
частицы.  

Рассмотрим случай, когда кватернионный момент импуль-
са определен однозначно (угол ϕ  между радиус-вектором r  и 

импульсом частицы p  равен ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⊥ 4

12 nπϕ , а механический мо- 

мент импульса достигает максимального значения 
max== rpL ) 
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и задается формулой 
][ pr ×+= γετL ,          (24) 

т.е. при вращательном движении. Совпадение состояний, кото-
рые описываются формулами (19) и (20), указывает на вырож-
денность движения частицы с механическим моментом (24). 
Любое бесконечно малое отклонение угла ϕ  от критического 

значения ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⊥ 4

12 nπϕ  переводит частицу в одно из состояний 

(19) или (20). Кроме того, согласно гипотезе де Бройля [3] о 
корпускулярно-волновом дуализме материальных объектов, мо-

жно записать (
π2
h=h , h  – постоянная Планка), что 

ωh=E , kP h= ,                  (25) 
т.е. любому материальному объекту можно поставить в соот-
ветствие волну с определенной частотой ω  и волновым векто-
ром k . Покажем, что равенства (25) возникают в случае пропор-
циональности изменений кватернионов положения (см. форму-
лу (27) работы [1]) и вращения. 

Вращение. Для описания угло-
вых характеристик вращательного 
движения введем в рассмотрение 
ориентированный угол (см. рис.) 
с помощью кватерниона вращения 

ξγα +=Φ        (26)  
где α  определяет величину угла, а 
ξ  – вектор-ориентир угла. Вычис-

лим размерную производную по интервалу между событиями 
от (26) (скорость вращения) в покоящейся системе отсчета: 

kξ γωγα +=+=Φ=Ω
ccdt

d
cdt
d

ds
d

l 00

1 ,       (27) 

здесь ω  – циклическая частота вращения, k  – волновой вектор  

( kξω c
dt
d ==

0
 – угловая скорость). Если кватернионы (14) и (27)  
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пропорциональны, то выполняются равенства (25) 
Ω= hP .                   (28) 

Вращательные моменты скорости частицы равны  

][)(
2

][)(
2

2

1

krrk

krrk

×+⋅−=Ω+Ω=Ψ

×+⋅+=Ω+Ω=Ψ

∗∗

∗∗∗

γω

γω

trrl

trrl

,           (29) 

следовательно, механический и вращательный моменты связа-
ны между собой равенством: 

iiL Ψ= h  ( 2,1=i ).                 (30) 
Формулы (28) и (30) показывают, что гипотезе де Бройля 

[3] соответствует пропорциональность бесконечно малых изме-
нений кватернионов положения (см. формулу (27) работы [1]) 
и вращения (26), которые связаны между собой соотношением 

Φ= dadr ,             (31) 

где 
lcm

a
0

h=  – безразмерный коэффициент пропорциональнос-

ти. Из равенства (31) следует, что бесконечно малые изменения 
времени и радиус-вектора точки на мировой линии задаются ра-
венствами 

αalddtc =0 , ξr aldd = .                (32) 
Из формул (32) находим, что безразмерная скорость движения 
материальной точки 

αd
d

cdt
d

c
ξrvu ===

0

.              (33) 

Из равенства (33) получим следующие соотношения:  

а) 
00 cdt

d
cdt
d ξu =α

 или kv =2c
ω , т.е. kv || ;    

б) rrv dd
dt
dd ωαα ==

0

, т.е. rv d|| . 

Скалярное произведение полученных формул а) и б) приводит 
к выражению rk ddu ⋅=α2 , интегрирование которого по любой 
замкнутой траектории движения порождает неравенство ( 12 ≤u , 
n  – целое число полных оборотов) 
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nddud παα 22 =≤=⋅ ∫∫∫ rk .          (34) 
При вращении по окружности линейная скорость представ-

ляется в виде суммы нормальной nv  и тангенциальной τv  состав-

ляющих: 
⎩
⎨
⎧

=
=

α
α

τ sin
cos

vv
vv n . При малых углах αd  эти скорости рав-

ны 
⎩
⎨
⎧

≈
≈

ατ d
n

vv
vv . В пространстве скоростей эти формулы описы-

вают движение по спирали (самоподобной линии [5, с. 16]) к по-
люсу полярной системы координат или от него в зависимости 
от направления скорости v . Таким образом, пропорциональ-
ность кватернионов положения и вращения не только отобра-
жает корпускулярно-волновой дуализм частиц, но и указывает 
на спиральный тип движения частицы в пространстве скорос-
тей. 

Механическое поведение систем с большим числом частиц 
существенно отличается от перемещений одиночных атомов. 
Поэтому для описания их эволюции в следующей работе будет 
развит кватернионный дифференциальный анализ. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Естественная параметризация кватерниона положения ма-
териальной точки в гиперпространстве позволяет ввести в рас-
смотрение базисные кватернионы, причем их векторные части 
соответствуют базисной тройке векторов Серре-Френе. При ма-
лых скоростях движения точки по мировой линии норма скоро-
сти изменения касательного кватерниона имеет комплексный 
характер. Это указывает на то, что частота собственных осцил-
ляций касательного кватерниона не превышает частоту колеба-
ний, связанных с ним кватернионов нормали и бинормали.  

Физические характеристики материальной точки (скорость, 
импульс, момент импульса, сила и момент силы) определяются 
касательным кватернионом и его производными по интервалу 
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между событиями. Неоднозначность в определении момента 
импульса указывает на существование двух состояний, для ко-
торых радиус-вектор и импульс частицы являются коллинеар-
ными, при этом их направления совпадают или противополож-
ны. Превышение углом между радиус-вектором и импульсом 
частицы значения развернутого угла приводит к отрицательно-
му значению модуля векторной части кватерниона момента им-
пульса. Для описания непрямолинейного движения вводится 
кватернион вращения, пропорциональность которого кватерни-
ону положения отвечает введению гипотезы де Бройля. Таким 
образом, физический изоморфизм алгебры Гамильтона верно 
отображает поведение реальных объектов.  

В заключение отметим, что для изучения поведения доста-
точно большого числа частиц, суммарное поведение которых 
приводит к возникновению среды в том или ином агрегатном 
состоянии, требуется развитие гиперкомплексного дифференци-
ального исчисления.  
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Terekhov S.V. 

PHYSICS-GEOMETRICAL OF HYPERSPACE DESCRIPTION. 
II. BASE QUATERNIONS. MECHANICS OF MATERIAL POINT 

 

Making of new conceptual ideas about physical essence of the 
material world is impossible without systematization and axioma-
tization of the before accumulated experimental and theoretical da-
ta. They demonstrate existence of similarity of the phenomena, uni-
versality of flowing processes, appearance high-quality of new par-
ties under reaching threshold values by some managing parame-
ters, identity of mathematical description of behavior of the diffe-
rent systems et cetera. In this connection there is a necessity of se-
arch of universal approach, being based on application of physical 
algebra and geometry, to description of the natural phenomena and 
processes. Because wrap-round algebra in relation to material and 
complex numbers is algebra of quaternions, then it is natural to car-
ry out the search of physical isomorphism exactly of Hamilton theo-
ry taking into account vectorial Gibbs algebra. 

Properties of tangent quaternion, qualificatory during natural 
parametrization two other base quaternion and the attended sizes 
to the quaternion of position of point in hyperspace are considered 
in the second work of this cycle. It is shown that the norm of natural 
speed of change of tangent quaternion depends on the rate of move-
ment of point, her acceleration and corner between the indicated 
vectors. If the rate of movement of point does not exceed the half of 
maximum speed, then the indicated description is a complex size. It 
means that on a world line a tangent quaternion hesitates with less 
frequency, what frequency of joint vibrations of pair of quaternions 
of normal and binormal. At other rates of movement of point on a 
world line the norm of natural speed of change of tangent quarter-
nion is material, and, consequently, the module of vectorial part of 
this quaternion is limited to the module of his scalar constituent. In 
other words, the module of acceleration of point does not exceed a 
threshold value, determined by the module of scalar part of qua-
ternion of acceleration. 

For description of unequal motion the quaternion of rotation, 
which describes the oriented corner, is entered. The proportion of 
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quaternions of position and rotation corresponds to introduction of 
de Broglie hypothesis, here scalar product of wavevector on the 
change of radius-vector, integrated on any reserved contour of pha-
se space, does not exceed the integer value of complete turns (Born 
hypothesis). 

 Thus, application of physical algebra, leaning against the Ha-
milton and Gibbs calculations, allows without bringing in of addi-
tional hypotheses to describe the wide spectrum of the physical phe-
nomena. However for research of the systems of many particles, 
designing behavior of different environments, development of hy-
percomplex differential analysis is needed, that it will be shown in 
next work. 

 

A fig. Left (а) and right (б) corners  
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41. Физика и техника высоких давлений. 
Донецк, 2016, т. 26, № 1-2, с. 106-117 

 

PACS numbers: 02.10.De; 02.30.Tb; 45.20.-d; 45.50.-j 

Терехов С.В. 

ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ГИПЕРПРОСТРАНСТВА. III. ЦЕЛЛЯРНЫЙ И  
СУБСТАНЦИОНАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОРЫ.  

ДЕФЕКТ КВАТЕРНИОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
ул. Р. Люксембург, 72, Донецк, 83114 

 
Рукопись поступила в редакцию 5 мая 2014 года 

 
Предложен дифференциальный кватернионный анализ и 

исследованы волновые свойства сплошных сред. Получено пра-
вило вычисления гиперкомплексной производной от произведе-
ния двух кватернионных функций и выражение для дефекта 
этой производной, обращение в нуль которого приводит к клас-
сическому выражению для производной от произведения двух 
вещественных или комплексных функций. 

 

Ключевые слова: локальные свойства, частная производная, кватерни-
он, волна 

 

Запропонований диференціальний кватерніоний аналіз і до-
сліджені хвильові властивості суцільних середовищ. Отримано 
правило обчислення гіперкомплексної похідної від добутку двох 
кватерніоних функцій і вираження для дефекту цієї похідної, 
перетворення на нуль якого призводить до класичного вира-
ження для похідної від добутку двох дійсних або комплексних 
функцій. 

 

Ключові слова: локальні властивості, приватна похідна, кватерніон, хви-
ля  

1. ВВЕДЕНИЕ 

Для исследования локальных свойств материального объ- 
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екта проводят его разбиение на малые целлы ([1, с. 103]; от лат. 
cella – внутренняя ограниченная часть помещения). При выво-
де уравнений эволюционных преобразований локальной облас-
ти во времени используют частную (целлярную) производную 

(в безразмерных единицах [2]) 
τ∂
∂ , а в пространстве – оператор 

Гамильтона (оператор «набла») 

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂=∇ kji
r

.            (1) 

Если центр масс целлы перемещается со скоростью u , то в 
транспортных уравнениях применяют субстанциональную (ма-

териальную) производную [1, 3] ∇⋅+
∂
∂= u
ττd

d , где второе сла-

гаемое с математической точки зрения определяет производную 
по направлению скорости, а с физической – является конвектив-
ной составляющей движения. Следовательно, частные произ-
водные описывают изменения локальной области в случае не-
подвижного центра масс целлы, а полная производная – при его 
перемещении.  

Сформулируем утверждение, связанное с оператором (1), 
которое понадобится для последующих рассуждений: для век-
торных функций пространственных координат A и B  справед-
ливо равенство 

BABABABA div)(]rot[]][[ −∇⋅+×=×∇× ,            (2) 
здесь операции ротора (вихрь) ][rot BB ×∇=  и дивергенции (рас-
ходимость векторных линий) BB ⋅∇=div  (см. формулы (4) и 
(16) работы [2]). Отметим, что для любой скалярной φ  и вектор-
ной B функций справедливы соотношения:  

0)div(rot ≡B , 0)rot( ≡∇φ  и φφ ∆=∇ )div(  
( ∇⋅∇=∆  – оператор Лапласа).  

Для изучения поведения локальных областей гиперпрост-
ранства разработаем дифференциальный кватернионный ана-
лиз, т.е. математический аппарат, учитывающий неассоциатив-
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ность, некоммутативность и изменение произведения кватерни-
онов при комплексном сопряжении (формула (18) работы [2]). 

 

2. ЦЕЛЛЯРНЫЙ И СУБСТАЦИОНАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОРЫ 

Целлярный оператор ◊. Для характеристики изменений не-
подвижной целлы введем в рассмотрение гиперкомплексный 4-
градиент (целлярный оператор; оператор «тетра») 

∇+
∂
∂=◊ γ
τ

,                 (3)  

норма которого равна  

−=∆−
∂
∂=∇⋅∇−

∂
∂=◊◊=◊◊=◊ ∗∗

2

2

2

2
2

ττ
,             (4) 

где  – оператор Даламбера.  
Производной вдоль кватерниона Aγ+=aA  назовем произ-

ведение этого кватерниона с оператором «тетра»: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇×−

∂
∂+∇+∇⋅+

∂
∂=◊ ][AAA

τ
γ

τ
aaA .         (5) 

Тогда субстанциональной (материальной) производной являет-
ся производная вдоль безразмерного кватерниона uγ+1 , т.е. его 
произведение с целлярным оператором (3) 

r
u

d
d

d
d γ
τ

γ
τ

γ +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇+
∂
∂+= )1(D ,              (6) 

здесь ∇⋅+
∂
∂= u
ττd

d  и ][ ∇×−
∂
∂+∇= uu

r τd
d

 – субстанциональные 

производные по времени и пространству, соответственно. Эти 
производные связаны между собой соотношениями 

ττ ∂
∂−=⋅−= )1( 2

1 u
d
d

d
dS

r
u ,                 (7) 

( )∇⋅+
∂
∂+=⋅+= u

r
u 2)1( 2

2 ττ
u

d
d

d
dS  .              (8) 

Оператор 1S  описывает гиперцеллярную производную, а опера-
тор 2S  – гиперсубстанциональную производную по времени для 
частицы, которая движется со скоростью u; для неподвижной 
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частицы операторы 1S  и 2S  совпадают и равны частной произ-
водной по времени.  

Перепишем субстанциональный оператор (6) в виде 
ℜ+◊=D ,               (9) 

где оператор перемещения целлы ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇×−

∂
∂+∇⋅=◊=ℜ ][uuuu
τ

γγ  

описывает конвективную составляющую движения. 
Область гипераналитичности. Функция Лагранжа. Об-

ласть, в которой для гиперкомплексной функции  
),(),( rFr τγτ += fF  

выполняются равенства 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+
∂
∂

=+
∂
∂

=◊
0rotgrad

0div
:0

FF

F

f

f

F

τ

τ ,          (10) 

назовем областью гипераналитичности (гиперрегулярности) ква-
тернионной функции F . С математической точки зрения первое 
уравнение системы (10) показывает, что в выделенной целле рас-
ходимость векторного поля F  противоположна по знаку скорос-
ти изменения скалярной составляющей f  кватернионной функ-
ции F . Для интерпретации второго уравнения системы (10) обо-

значим целлярную производную XF =
∂
∂
τ

, тогда второе уравне-

ние системы (10) отображает теорему Гельмгольца [4, с. 177− 
178; 5, с. 209−220; 6, с. 59] ( 0div =F ) с другим выбором вида 
скалярного потенциала f  (например, в работе [6, с. 59] скаляр-
ный потенциал f  выбран в виде f−=Wdiv , а в данной работе 

f=Wdiv ): FX rot+−∇= f .  
Физическая интерпретация системы равенств (10) состоит 

в следующем: если векторная часть кватерниона F  описывает 
поток его скалярной составляющей ( ff ∇== αuF , α  – кинети-
ческий коэффициент), то первое уравнение системы (10) описы-
вает локальный закон сохранения величины f  (кинетический 
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закон), при этом второе уравнение задает эволюцию потока во 
времени (т.е. течение) и является динамическим законом. Для 
полевых переменных первое уравнение системы (10) описыва-
ет калибровку Лоренца (см., напр., [6]), а второе – отсутствие 
внешних сил и определение внутренних локальных сил. Если же 
правые части уравнений системы (10) будут отличными от ну-
ля, то первое из них описывает эволюцию скалярной компонен-
ты f  кватернионной функции F  при наличии источников (или 
стоков) величины f , а второе – обобщение теоремы Гельмголь-
ца на случай нестационарного векторного поля F  при наличии 
внешних сил. Таким образом, использование кватернионной ал-
гебры Гамильтона в сочетании с векторной алгеброй Гиббса 
позволяет объединить кинетический и динамический аспекты 
движения целлы. Другими словами, система уравнений (10) ото-
бражает дуалистическое единство необратимости и обратимос-
ти механического перемещения целлы. 

Используя соотношения теории поля [7], легко показать, 
что система уравнений (10) преобразовывается к виду 

⎩
⎨
⎧

=+
=

0)rot(rot2),(
0),(

FrF
r

τ
τf ,                (11) 

где первое уравнение системы (11) описывает продольную, а 
второе – поперечную волну [6]. В кватернионном виде система 
(11) записывается в виде 0)( =◊◊ ∗ F . Из-за неассоциативности 
кватернионной алгебры это уравнение отличается от уравне-
ния, гиперкомплексная форма которого имеет вид уравнения 
Даламбера 0)( =◊◊= ∗ FF  (оно описывает распространение вол-
ны, которая движется с предельной скоростью c  [6, с. 100]). 
Эти уравнения совпадают при выполнении равенства =)rot(rotF  

0= , общее решение которого можно записать, например, в ви-
де f∇=Frot  (случай стационарного векторного поля F  или от-
сутствия локальной силы X , так как целлярная производная 
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τ∂
∂F 0rot =+−∇== FX f ) в силу выполнения очевидного равенст-

ва 0)rot( ≡∇ f . Следовательно, при нарушении равенства 
0)rot(rot =F  поперечная волна с предельной скоростью переме-

щения с  превращается в волну с уравнением распространения, 
соответствующим второму уравнению (11).  

Процесс движения в гиперпространстве может сопровож-
даться сохранением каких-либо кватернионных функций. Поэ-
тому сформулируем и докажем теорему для таких функций, а 
также выясним условия, при которых они остаются неизменны-
ми. 
Теорема 5. Если целла является областью гипераналитичнос-
ти функции F , то условием сохранения функция F  ( 0D =F ) при 
движении в гиперпространстве является компланарность век-
торов u , F  и Frot . 
Доказательство: В силу того, что целла является областью ги-
пераналитичности функции F , то выполняются соотношения 
системы (10), т.е. 0=◊F . С учетом равенства (9) кватернионная 
функция F  сохраняется при движении в гиперпространстве 
( 0D =F ), если выполняется условие 0=ℜF . Использование со-
отношений системы (10) приводит к равенству  

0div)( =−∇⋅ FuFu .             (12) 
Используя равенство (2), перепишем (12) в виде 

0]rot[]][[ =×−×∇× FuFu . 
Умножив это соотношение скалярно на вектор F , получим вы-
ражение 0]rot[ =×⋅ FuF , которое указывает на компланарность 
векторов F , u  и Frot . Следовательно, гиперрегулярная ква-
тернионная функция F  сохраняется при движении целлы в ги-
перпространстве, если векторы F , u  и Frot  лежат в одной или 
параллельных плоскостях. 

Например, для кватерниона энергии-импульса (см. форму-
лу (14) работы [7]) уравнения (10) принимают вид 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+
∂
∂

=+
∂
∂

=◊
0rotgrad

0div
:0P

pp

p

ε
τ

τ
ε

.            (13) 

При выполнении условия (12) движение целлы в гиперпрост-
ранстве происходит так, что сохраняется кватернион энергии-
импульса. Первое уравнение системы (13) описывает локаль-
ный закон сохранения массы. Второе уравнение (13) с учетом 
теоремы Гельмгольца ( 0div =A )  

Ap rot+−∇=
∂
∂ U
τ

          (14) 

(U  – потенциальная энергия, A  – потенциал векторного поля) 
преобразуем к виду  

0rotgrad =−Λ Π ,           15) 
здесь U−=Λ ε  – функция Лагранжа, ApΠ −=  – импульс дви-
жущейся частицы с учетом потенциала векторного поля. Если 
потенциальная энергия U  не зависит явно от времени, то пер-
вое уравнение системы (13) запишется в виде 

0div =+
∂
Λ∂ Π
τ

.                 (16) 

Таким образом, функция Лагранжа будет удовлетворять систе-
ме уравнений  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−Λ

=+
∂
Λ∂

0rotgrad

0div

Π

Π
τ .             (17) 

 Если импульс частицы-поля Π  является потоком лагранжи-
ана, то первое уравнение системы (17) отображает локальное 
сохранение функции Лагранжа. Второе уравнение системы (17) 
эквивалентно равенству 0)div(grad =∆Λ=Λ  ( 0)div(rot ≡Π ) или 

0)rot(rot =Π  ( 0)rot(grad ≡Λ ). Первое из этих равенств отображает 
в пространстве Евклида фрактальный характер распределения 
энергии Лагранжа [8, с. 38; 9, с. 142−148], а второе – волну им-
пульса частицы-поля Π , которая распространяется в простран- 
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стве-времени с предельной скоростью c  (см. формулу (11)).  
Собственные и зеркальные состояния целлярного операто-

ра «тетра» ◊ . Собственные состояния оператора ◊ удовлетво-
ряют уравнению ( ),(),( rGr τγτ += gG  – собственная гиперфунк- 
ция, 1k  – постоянные собственные значения, принадлежащие 
множеству действительных чисел) 

GkG 1=◊ .            (18) 
Введение нового кватерниона )exp( 1τkFG = , приводит уравне-
ние (18) к системе уравнений (10). Следовательно, собственны-
ми состояниями целлярного оператора являются затухающие 
( 01 <k ) или нарастающие ( 01 >k ) во времени периодические дви-
жения в виде продольных и поперечных волн. 

Зеркальные состояния оператора ◊ удовлетворяют уравне-
нию ( ∗G  – кватернион, комплексно-сопряженный к гиперструк-
туре G , 2k  – постоянные собственные значения, принадлежащие 
множеству действительных чисел) 

∗=◊ GkG 2 .                   (19) 
Введение замен )exp( 2τkfg =  и )exp( 2τk−= FG , приводит урав-
нение (19) к виду 

0=◊F : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∇+−
∂
∂

=+
∂
∂

0)2exp(rot

0div)2exp(

2

2

fk

kf

τ
τ

τ
τ

FF

F
.          (20) 

Выполнение действий, которые применялись при выводе фор-
мул системы (11), приводит к неоднородным уравнениям 

τ∂
∂= fkf 22  ,                         (21) 

τ
τ

∂
∂∇−+−= fkk )2exp()12()rot(rot2 22FF  .       (22) 

Правая часть уравнения (21) описывает появление трения 
[6, с. 135] или «заряда» c плотностью [6, с. 200] 

t
fk
∂
∂−=

π
κ

2
2  ,               (23) 
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а правая часть уравнения (22) определяет «ток» с плотностью 

t
fkkc

∂
∂∇−+−= )2exp(

4
12)rot(rot

2 2
2 τ
ππ

FJ  .         (24) 

Отметим, что собственные и зеркальные состояния целлярного 
оператора ◊  являются коллинеарными состояниями по их век-
торной составляющей. 

Таким образом, действие целлярного оператора на собст-
венную кватернионную функцию приводит к возникновению 
однородных волн (собственные движения). Если его действие 
порождает зеркальную гиперструктуру, то возникают неодно-
родные периодические перемещения с образованием «зарядов» 
и «токов» (зеркальные состояния). 

Иерархия периодических движений. Применив действия, 
которые использовались при выводе формул (11), к уравнению  

∗=◊ VG  (кватернион Vγ−=∗ vV ), получим уравнения неодно-
родных продольных и поперечных волн 

zg −=  ,                     (25) 
ZGG −=+ )rot(rot2 ,                         (26) 

где величины Vdiv+
∂
∂=
τ
vz  и VVZ rot+∇+

∂
∂=− v
τ

. Повторение 

описанной процедуры для величин z  и Z  приводит к волно-
вым уравнениям для функций v  и V : 

yv −= ,             (27) 

YVV −=+ )rot(rot2 ,     (28) 

где Zdiv+
∂
∂=
τ
zy  и ZZY rot−∇+

∂
∂=− z
τ

. Дальнейшее применение 

описанной процедуры порождает волны величин z  и Z , т.е. 
предлагаемая модель описывает мультимасштабное возникно-
вение волн с различными модами. Этот сценарий развития со-
бытий в неравновесной системе возможно отвечает за появле-
ние аномального диффузионного потока и турбулентного тече-
ния.  

Построение стохастико-детерминированной иерархии волн 
может закончиться на любой четной стадии эволюции при (са-
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мо-) зацикливании развивающегося процесса. Рассмотрим, на-
пример, самозамыкание второй стадии эволюции на первона-
чальную ( gz λ=  и GZ λ=  (коллинеарность векторов), λ  – ко-
эффициент зацикливания): состояние системы описывают урав-
нения типа Клейна-Гордона как для исходных характеристик 

gg λ−=  ,  GGG λ−=+ )rot(rot ,     (29) 
так и для скоростей их производства (утилизации) и компенса-
ционных течений: 

vv λ−=  ,  VVV λ−=+ )rot(rot .        (30) 
Состояние неравновесной области описывается системой из че-
тырех уравнений 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=∇++
∂
∂

=+
∂
∂

−=∇+−
∂
∂

=+
∂
∂

GVV

V

VGG

G

λ
τ

λ
τ

τ

τ

v

gv

g

vg

rot

div

rot

div

,             (31) 

которая описывает возникновение независимых поперечных и 
продольных волн Клейна-Гордона, т.е. самоорганизующийся са-
мозацикленный процесс. Возникновение волновых движений 
неизбежно должно приводить к формированию новых структур, 
вид которых зависит от граничных условий. 

Исследование перестроечных процессов проводится на ос-
нове кинетико-динамических уравнений, вывод которых требу-
ет развития гиперкомплексного дифференциального анализа, в 
частности, для вывода правила дифференцирования произведе-
ния кватернионных функций. 
 

3. ПРАВИЛО ДИФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ПРОИЗВЕДЕНИЯ  
КВАТЕРНИОННЫХ ФУНКЦИЙ 

 Коммутаторы, ассоциаторы и астраторы. Вычислим по 
формуле (19) работы [2] коммутаторы с участием гиперфунк-
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ций ),(),( rFr τγτ += fF  и ),(),( rGr τγτ += gG , при условии, что 
их 4-градиенты отличны от нуля: 

]rot[2)](,[]),[(1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∇+
∂
∂×=◊=◊= ∗ FFG fFGGFn F τ

γ , (32) 

]rot[2)](,[]),[(2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∇+

∂
∂−×=◊=◊= ∗∗∗ FFG fFGGFn F τ

γ , (33) 

]rot[2)](,[]),[(3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∇−
∂
∂×=◊=◊= ∗∗∗ FFG fFGGFn F τ

γ , (34) 

]rot[2)](,[]),[(4 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∇−

∂
∂−×=◊=◊= ∗∗∗∗∗ FFG fFGGFn F τ

γ ,(35) 

Аналогичные формулы описывают величины iGn  ( 4,3,2,1=i ), 
если кватернионы F  и G  обменять местами. Суммируя форму-
лы (32)−(35), получим 

04321 =+++ FFFF nnnn .             (36) 
Кроме того, из формул (32)−(36) следует, что 

][4)( 43211 fnnnnN FFFFF ∇×=+−=+= Gγ ,          (37) 

][4)( 42312 τ
γ

∂
∂×=+−=+= FGFFFFF nnnnN ,          (38) 

]rot[4)( 32413 FG ×−=+−=+= γFFFFF nnnnN .          (39) 

Согласно формуле (23) работы [2], вычислим ассоциаторы 
указанных гиперфункций: 
    =◊= )],,[( GFm F =◊− ∗ )],,[( GF =◊− ∗ )],,[( GF =◊− ∗ )],,[( GF  

=◊= ∗∗ )],,[( GF )],,[( ∗∗◊ GF =◊= ∗∗ )],,[( GF =◊− ∗∗∗ )],,[( GF  
)div)((2 GFGF −∇⋅= γ .       (40) 

Из формулы (40) видно, что комплексное сопряжение функций 
или 4-градиента не меняет величину ассоциатора, но может из-
менить его знак, если число сопряжений нечетное. Если в фор-
мулах (40) обменять местами гиперфункции F  и G , то ассоци-
атор 

=◊= )],,[( FGmG )div)((2 FGFG −∇⋅γ .          (41) 
В соответствии с вышеприведенной теоремой 5, для подвиж-
ной целлы обращение в нуль ассоциатора вида (40) (или (41)) 
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означает сохранение кватернионной функции F , если кватерни-
онная функция G является скоростью перемещения центра масс 
локальной области. Следовательно, неассоциативности кватер-
нионов отвечает разрушение закона сохранения той или иной 
гиперкомплексной функции в процессе перемещения целлы в 
гиперпространстве. 

По формулам вида (24) работы [2] вычислим астраторы дан-
ных гиперфункций 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇−
∂
∂×++⋅>=◊=< ∗ gfGFh F τ

γ GFGGF rotrot2),,(1 ,(42) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇−
∂
∂×−+⋅>=◊=< ∗ gfGFh F τ

γ GFGGF rotrot2),,(2 ,(43) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇+
∂
∂×+−+⋅>=◊=< ∗ gfGFh F τ

γ GFGGF rotrot2),,(3 ,(44) 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇+
∂
∂×−−+⋅>=◊=< ∗∗∗ gfGFh F τ

γ GFGGF rotrot2),,(4 .(45) 

Обмен местами гиперкомплексных функций F  и G  приводит к 
аналогичным формулам для величин iGh  ( 4,3,2,1=i ). Из фор-
мул (42)−(45) находим, что  

GF rot84321 ⋅=+++= FFFFF hhhhH .               (46) 
Сумма астраторов обращается в нуль при перпендикулярности 
вектора F  к вихрю Grot . 

Правило дифференцирования произведения кватернионных 
функций. Установленные формулы позволяют получить прави-
ло дифференцирования произведения двух (и более) кватерни-
онных функций. Например, целлярная производная от произве-
дения двух гиперкомплексных функций F  и G  равна 

∆+◊+◊=◊ QGFGFFG )()()( ,                 (47) 
где ∆Q  – дефект кватернионной производной, связанный с неас-
социативностью, некоммутативностью и операцией взятия ком-
плексного сопряжения от гиперфункций, равный 

)}(5,0{25,0 31 FGGF NNmHQ −++=∆ ,    (48) 
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здесь выражение, взятое в фигурные скобки, представляет со-
бой векторную часть дефекта кватернионной производной.  

Обращение дефекта кватернионной производной в нуль 
( 0=∆Q ) приводит к стандартному правилу дифференцирования 
произведения двух функций. Это происходит при выполнении 
условий: 

⎩
⎨
⎧

=×∇×+−∇
=⋅

0]])[[(
0rot

FG
GF

g
.                (49) 

Первое равенство описывает перпендикулярность вектора F  к 
вихрю векторного поля G . Второе соотношение системы (49) с 
учетом формулы (2) преобразуется к виду 

0][]rot[div)( =∇×+×+−∇⋅ gFFGFGFG .            (50) 
Рассмотрим два случая:  
а) 0div)( =−∇⋅ FGFG  (см. теорему 5);  б) 0div)( ≠−∇⋅ FGFG . 

В первом случае ассоциатор (41) равен нулю, что указывает на 
индифферентность тройки кватернионов по отношению к спо-
собам их группировки. После скалярного умножения соотноше-
ния (50) на вектор G  ( Frot , F  или g∇ ) оно переходит в равенс-
тво  

0][ =∇×⋅ gFG  ( 0][rot =∇×⋅ gFF , 
0]rot[ =×⋅ FGF , 0]rot[ =×⋅∇ FGg ), 

которое указывает на компланарность векторов G , F  и g∇  
( Frot , F  и g∇ ; F , G  и Frot  или g∇ , G  и Frot ). Во втором 
случае ассоциатор (41) отличен от нулю, поэтому с точностью 
до знака объем параллелепипеда, построенного, например, на 
G , F  и g∇  должен быть равен 

=∇×⋅ ][ gFG FGGFG )(div2 ∇⋅⋅− .          (51) 
Если объем параллелепипеда отличен от величины, стоящей в 
правой части равенства (51), то дефект кватернионной произ-
водной будет отличен от нуля. 

Развитый математический формализм в последующих ра-
ботах будет применен к решению различных физических задач, 
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например, к выводу эволюционных уравнений неравновесной 
системы. 

 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исследование свойств покоящихся и подвижных локальных 
областей (целл) проводят с использованием целлярных и суб-
станциональных производных. Мобильность целлы учитывает-
ся в субстанциональном операторе конвективным слагаемым. 
Состояние локальной области, которое описывается гиперана-
литической функцией, при перемещении может сохраняться, ес-
ли выполняются определенные условия. Скалярная и векторная 
составляющие гипераналитической функции удовлетворяют 
уравнениям, которые описывают продольные и поперечные вол-
ны, соответственно. Собственными состояниями целлярного 
оператора являются затухающие или нарастающие во времени 
продольные и поперечные волны. Его зеркальным состояниям 
отвечают области с противоположным временным поведением 
волн, в которых образуются «заряды» и наблюдаются «токи». 
Внешнее воздействие на неподвижную локальную область по-
рождает бесконечную иерархию самозацепляющихся периоди-
ческих процессов, распад которой происходит самопроизвольно 
в случае пропорциональности кватернионов внешних сил и их 
целлярных производных. 

Предложенная кватернионная модель материи учитывает 
кинетико-динамический дуализм эволюционных процессов. Ее 
дальнейшее развитие требует создания гиперкомплексного ана-
лиза, в частности, вывода правил дифференцирования. Поэто-
му в данной работе было получено выражение для кватернион-
ной целлярной производной от произведения двух гиперкомп-
лексных функций. В силу особенностей физической алгебры ее 
вычисление сопровождается возникновением «дефекта» этой 
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производной. При его обнулении правило дифференцирования 
произведения двух функций принимает классический вид. 
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Terekhov S.V. 
 

PHYSICS-GEOMETRICAL DESCRIPTIONS OF HYPERSPACE. 
III. СELLA AND SUBSTANCE OPERATORS.  

DEFECT OF QUATERNION DERIVATIVE 
 

Description of local and transport a properties of substance im-
plies application of differential calculation at research of local areas 
(cella). For description of processes in an immobile area cella apply 
derivatives, and in movable are matireal operators. Motion of cen-
tre-of-mass cella of causes appearance of convectional constituent of 
moving, and there is maintenance of quaternion function at imple-
mentation of certain terms.  

In area of hyperanalyticity of quaternion function operating of 
cella operator on a function results in the local laws of maintenance 
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of scalar constituents (material descriptions) and calibration of the 
field potentials, and also to determination of local rate-of-change of 
vectorial sizes. The eigenstates of cellar operator are quaternion 
functions, which are the decisions of equalizations, describing longi-
tudinal and transversal waves. Besides wave motions at birth of the 
mirror states arises up "friction" (or "charge") and stream (or "cur-
rent").  

The reaction of immobile cella on external influence is accom-
panied by formation of endless hierarchy of self-hooking batch pro-
cesses. Her disintegration carries spontaneous character under rea-
ching the proportion of quaternions, related to external influence. 

Further development of quaternion model of matter is unthin-
kable without development of hypercomplex differential calculation 
and, in particular, without the conclusion of rules of differentiation. 
Therefore the got expression for quaternion cellar of derivative from 
work of two hypercomplex functions presents scientific interest. The 
origin of "defect" this derivative is related to the features of physical 
algebra. 
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42. Физика и техника высоких давлений. 
Донецк, 2016, т. 26, № 3-4, с. 129-140 

 

PACS numbers: 02.10.De; 02.30.Tb; 45.20.-d; 45.50.-j 
 

Терехов С.В. 
 

ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ГИПЕРПРОСТРАНСТВА. IV. СОЛИТОН ХАСИМОТО.  

МЕХАНИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ЦЕЛЛЫ 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
ул. Р. Люксембург, 72, Донецк, 83114 

 
Рукопись поступила в редакцию 11 января 2016 года 

 

Рассмотрена изменчивость базиса сопутствующего трех-
гранника в обобщенной  модели Серре-Френе, в которой учтен 
поворот локальной системы координат относительно векто-
ра бинормали. Переменная траектория движения материаль-
ной частицы описана с учетом двухпараметрической зависи-
мости базиса от времени и пройденного пути. Получены раз-
личные варианты нелинейного уравнения Шредингера, соот-
ветствующие областям скейлинга и трансформации солито-
на Хасимото. В рамках кватернионной модели установлены 
уравнения движения локальной области среды. Показано, что 
внутренняя энергия этой области расходуется на совершение 
работы и выделение тепла. Установлено, что в неподвижной 
области обратимые процессы формируют вихревые струк-
туры.  

 

Ключевые слова: солитон Хасимото, нелинейное уравнение Шредин-
гера, локальная область, сила, движение 
 

Розглянуто мінливість базису супутнього тригранника в 
узагальненій моделі Серрі-Френе, в якій врахований поворот 
локальної системи координат відносно вектора бінормалі. Мін-
лива траєкторія руху матеріальної частки описана з ураху-
ванням двопараметричної залежності базису від часу і прой-
деного шляху. Отримано різні варіанти нелінійного рівняння 
Шредінгера, які відповідають областям скейлінга і трансфор-
мації солітону Хасімото. В рамках кватерніонів моделі вста-
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новлені рівняння руху локальної області середовища. Показано, 
що внутрішня енергія цієї області витрачається на здійснення 
роботи і виділення тепла. Встановлено, що в нерухомій облас-
ті оборотні процеси формують вихрові структури. 

 

Ключові слова: солітон Хасімото, нелінійне рівняння Шредінгера, ло-
кальна область, сила, рух 

 
1. СОЛИТОН ХАСИМОТО 

 

Движение физической частицы осуществляется вдоль экс-
тремали, которая, согласно модели Эйлера-Лагранжа [1], отли-
чается от других траекторий движения тем, что на ней дейст-
вие достигает экстремального значения [2]. Кроме того, экстре-
маль расположена под определенным углом к силовым линиям 
поля (трансверсалям, см. рис. 1 из [3]), т.е. неизменность экстре-
мали задается постоянством силовых полей. При изменении по-
тенциальной поверхности будет меняться и геометрия экстре-
мали, что может быть воспринято как изменение физических 
свойств движущейся частицы. В этой связи возникает пробле-
ма описания движения частицы в переменном потенциальном 
поле. С другой стороны, эту проблему можно свести к изуче-
нию влияния временной и естественной параметризации на по-
ведение сопутствующего трехгранника (определение трехгран-
ника см. в [4, с. 602-608]). 

В этой связи следует указать на решение аналогичной за-
дачи японским ученым Хасимото [5] в 1972 году. Он продемон-
стрировал связь системы уравнений Серре-Френе [6, с. 190-
191; 7, с. 23-36] с нелинейным уравнением Шредингера (см., 
напр., [8, с. 574-578]). Тем самым было показано, как физико-
геометрические характеристики пространства (кривизна и кру-
чение) определяют волновую функцию уединенной волны (со-
литона) при временной и естественной параметризациях про-
странства.  

В работе [3] исследована система уравнений типа Серре- 
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Френе с учетом поворота сопутствующего трехгранника отно-
сительно бинормали. Применим методику Хасимото к системе 
уравнений (1) из [3] для случая, когда тройка ортов A , B  и C  
образуют декартов базис, т.е. взаимно перпендикулярны друг 
другу. Математически это означает выполнение равенств: 

1=== CBA  и 0=⋅=⋅=⋅ ACCBBA . 
В данной постановке задачи орты A , B , C  и характеристики 
пространства: кривизна 1K , поворот вокруг бинормали 2K  (для 
системы Серре-Френе 02 =K ) и кручения 3K  зависят от двух па-
раметров: времени t  и пройденного вдоль экстремали пути s . 
Домножим третье уравнение системы  

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

BAC

ACB

CBA

32

13

21

KK
s

KK
s

KK
s

  ,                      (1) 

на мнимую единицу Эйлера 1−=i  и прибавим результат ко 
второму уравнению системы (1), получим уравнение 

ACBCB )()()(
213 iKKiiK

s
i −−+−=

∂
+∂ .          (2) 

Вводя обозначения  

)exp( ϕii −=+ NCB , ∫=
s

dqtqK
0

3 ),(ϕ  и )exp()( 21 ϕψ iiKK −= , 

перепишем (2) в виде 

AN ψ−=
∂
∂

s .                  (3) 

Орты B  и C  связаны с новыми комплексными векторами N  
и ∗N  соотношениями 

))exp()exp((
2
1 ϕϕ ii ∗+−= NNB ,             (4) 

))exp()exp((
2

ϕϕ iii ∗−−−= NNC .       (5) 
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При этом векторы нового базиса A , N и ∗N  удовлетворяют со-
отношениям: 

12 ==⋅ AAA , 2
22 =⋅== ∗∗ NNNN , 

 0=⋅=⋅=⋅=⋅ ∗∗∗ NNNNNANA .        (6) 
Подстановка (4) и (5) в первое уравнение (1) и учет (3) (и 

к нему комплексно-сопряженного равенства) приводит к сис-
теме уравнений для базиса векторов A , N  и ∗N : 

  

⎪
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Вычислим вторую производную от векторной функции 
),( tsA  по параметру s  с учетом двух других уравнений сис-

темы (7), получим 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂+−=

∂
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∗
NNAA

sss
ψψψ

2
12

2

2
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Из уравнения (8) видно, что в случае независимости функции 
ψ  от параметра s , оно принимает осцилляторный вид с час-

тотой 2
2

2
1 KK +== ψω .  

Для исследования противоположного случая введем в рас-
смотрение вектор 

)(
2

∗∗ −−= NNZ ψψi
,      (9) 

производная от которого по параметру s  равна 

             ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂ ∗

∗
NNZ

ss
i

s
ψψ

2
.           (10) 

Из определения вектора Z  следует, что ZZ =∗ , следователь-
но, Z  является вещественным вектором. Из первого уравнения 
(7) и определения (9) находим, что  
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Уравнение (11) показывает, что в качестве базиса можно выби-
рать векторы A , s∂∂ /A  и Z . Аналогично, можно выбрать век-
торы A , s∂∂ /A  и s∂∂ /Z , тогда выполняются равенства 
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С учетом (9) перепишем уравнение (8) в виде 

ZAAA λψκ =+
∂
∂−

∂
∂ 2

2

2

ss
,       (13) 

где вещественные параметры 
s∂

∂
=

ψ
κ

ln
, 

s
i

∂
∂=

∗ )/ln(
2

ψψλ . Урав-

нение (13) описывает «осциллятор» с «затуханием» ( 0<κ , или 
«раскачкой» при 0>κ ) и «внешним возбуждением» (вектор 
Z  определяется векторами N  и ∗N , т.е. векторами B  и C ), ко-
торое задается правой частью (13). Умножим первое уравнение 
(12) на функцию ψ , а второе – на ∗ψ , вычтем из первого ре-
зультата второй, после несложных преобразований получим со-
отношение: 

ss ∂
∂−=

∂
∂ ZZA κλ .           (14) 

С учетом (14) уравнение (13) принимает вид 

⎟
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Из (15) вытекает, что «свободные колебания» орта A  на экстре-
мале будут наблюдаться при выполнении равенства 

0,,, =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂ λκ

s
ZZQ , 

т.е. 
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ZZ )( 22 κλκ +=
∂
∂

s
.           (16) 

Так как параметры уравнения (13) (а также (15)) κ  и λ  зависят 
от естественного параметра s , то вид правой части будет ме-
няться в зависимости от их значений. Например, 
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,,,
Z

Z
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m

, 

что можно интерпретировать как воздействие переменного по-
тенциала на сопутствующий трехгранник. 

Изменения нового базиса векторов A , N  и ∗N  с течени-
ем времени описывают локальные производные от этих векто-
ров по времени. Выполним разложение этих производных по 
базису векторов A , N  и ∗N : 

⎪
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,               (17) 

где коэффициенты a , b , c , α , β  и χ  являются комплексны-
ми величинами. В силу вещественности вектора A  выполня-
ются равенства: aa =∗ , cb =∗ , bc =∗ . Используя соотношения 
(6), продифференцированные по времени, можно показать, что 

0=a , 0=χ , ββ −=∗  (следовательно, iF=β , где F  – веществен-

ная функция), 2/∗−= αb . Следовательно, система уравнений 
(17) принимает вид 
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причем скорости изменения базисных векторов A , N  и ∗N  
связаны между собой равенством  
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Так как векторы s∂∂ /A , Z , s∂∂ /Z  и t∂∂ /A  определяются только 
базисными векторами N  и ∗N , то можно предположить, что ме-
жду ними существует линейная зависимость вида 

 
s

BB
s

B
t ∂

∂++
∂
∂=

∂
∂ ZZAA

321 ,         (19) 

где коэффициенты iB  (i  = 1, 2, 3) являются вещественными и 
независящими от параметризации пространственно-временно-
го континуума. Из равенства (19) находим, что проективный 
коэффициент  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
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s
iBiBB ψψα 321 )( ,               (20) 

Дифференцируя уравнения системы (18) по естественно-
му параметру s , а первые два уравнения системы (7) по вре-
мени t , приравнивая соответствующие смешанные производ-
ные и коэффициенты при одинаковых базисных векторах, по-
лучим после несложных преобразований следующие уравне-
ния 

⎪
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Рассмотрим частные случаи полученных соотношений: 
а) Солитон Хасимото ( 021 == BB , 13 =B ). Решение Хасимото 
имеет место в том случае, когда si ∂∂−= /ψα , что соответству-
ет реализации равенства st ∂∂=∂∂ // ZA , которое отображает 
локальное индукционное приближение (см., напр., [9, с. 101]) 
в модели Хасимото ([9, с. 268-270]), при этом величина 

ssF ∂∂=∂∂ //2 2ψ  

( )(
2
1 2 tСF += ψ ), а функция ψ  удовлетворяет нелинейному урав-

нению Шредингера (см. первое уравнение из системы (21)) 
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Отметим, что систему (21) можно записать в виде 
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б) Солитон подобный солитону Хасимото ( 02 =B ). Иное ре-
шение системы (21) получим, если положить 

siBB ∂∂−−= /31 ψψα . 
Такой выбор проективных коэффициентов отвечает выполне-
нию равенств  
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в) Солитон неподобный солитону Хасимото ( 01 =B ). В этом 
случае проективный параметр равен )/( 32 sBBi ∂∂+−= ψψα , сле-
довательно, получим 
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Отметим, что решение Хасимото вытекает из решения систе-
мы (23) (или (24)) при 01 =B  (или 02 =B ) и 13 =B . Из приведен-
ных решений видно, что вид солитона и нелинейного уравне-
ния Шредингера существенно зависит от параметра-функции 
α , определяющего разложения локальных скоростей измене-
ния базисных векторов по этим векторам (система (18)).  



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
65 

 

Таким образом, возникновение квантового объекта связа-
но с изменчивостью траектории движения (кривизна, кручение 
и поворот пространственной кривой), что можно описать с по-
мощью зависимости базисных векторов сопутствующего трех-
гранника от двух параметров – времени t  и пройденного трех-
гранником пути s . Другими словами, квантовый объект – это 
материальная частица, которая движется вдоль изменяющейся 
траектории. CL(change line)-движение описывается нелинейным 
уравнением Шредингера, вид которого определяется связью 
между проективным коэффициентом α  и волновой функцией 
ψ . При определенных значениях коэффициентов iB  (i = 1, 2, 3) 
(формула (19)) солитон попадает в область фрактальности (со-
храняется подобие солитону Хасимото) или трансформации (на-
рушение подобия). Следовательно, перемещение материаль-
ной частицы по CL приводит к замене классических законов 
модели Эйлера-Лагранжа на законы модели Серра-Френе-Шре-
дингера-Хасимото. 

Переход с уровня квантовых объектов на уровень движения 
материальных сред приводит к качественному и количествен-
ному изменению параметров движения, основными из которых 
являются энерго-импульсные закономерности и уравнение для 
сил, действующих на выделенную локальную область (целлу) 
материала. В этой связи рассмотрим закономерности измене-
ния состояния неподвижной и подвижной целл. 

 
2. МЕХАНИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ ЦЕЛЛЫ 

 

а) Механика целлы при отсутствии внешних сил. При ис-
следовании сплошных сред материальной точкой считают ма-
тематическую точку, положение которой в выбранной систе-
ме координат задается радиус-вектором r  в момент времени 
t  (или ct=τ , где c  – характерная скорость движения в данной 
среде), и ее малую окрестность. Совокупность материальных 
точек выделенной из среды области, размеры которой значи-
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тельно меньше размеров исследуемой системы, принято назы-
вать локальной областью (целлой). 

Неподвижность локальной области (целлы) внутри той или 
иной субстанции обеспечивается протеканием внутренних про-
цессов, которые не вызывают смещения цетра масс целлы (ско-
рость центра масс выделенной области 0=u ). Взаимодейст-
вие области с внешним окружением компенсируется появле-
нием локальных сил. Их равнодействующая сила X  задается 
частной производной по времени от импульса целлы p , гради-
ентом энергии ε  ( εgrad ) и вихрем импульсного поля ( prot ). 
Если сила X  и скорость движения центра масс целлы u отлич-
ны от нуля, то целла будет терять энергию за счет производст-
ва работы и реализации необратимых процессов, например, 
рассеивания тепла. 

Изменение физических величин внутри локальной облас-
ти с неподвижным центром масс при отсутствии внешних сил 
описывается формулами гипераналитичности (10) из [10]. В 
случае движения центра масс целлы со скоростью u надо рас-
сматривать действие субстанциального оператора D  (см. фор-
мулу (6) из [10]) на кватернион энергии ε  - импульса p , ко-
торый задается формулой (18) pγεγ +=+= )/(/P 00 cmPEE  из 
[11]. Тогда условия отсутствия субстанционального градиен-
та движения локальной области (сохранение кватерниона энер-
гии-импульса) сводятся к уравнениям 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−∇⋅−×−
∂
∂−+−

⋅=+
∂
∂

=Ρ
FpupuXuup

uXp

}div){(][rotgrad

div
:0D

τ
εε

τ
ε

, (25) 

где Xpf −=−+ rotgradε  – равнодействующая всех локальных 
сил, действующих на выделенную область, fp =∂∂ τ  – локаль-
ная, а Fp =τdd – глобальная реакции материальной точки на 
изменение ее импульса. Отметим, что при компенсации гради-
ента энергии вихрем импульсного поля ( protgrad =ε ) соблю-
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дается третий закон Ньютона для локальной реакции: Xf −= . 
Кроме того, по теореме 5 из [10] выражение, стоящее в фигур-
ных скобках во втором уравнении системы (25), равно нулю 
( 0div)( =−∇⋅ pupu ) в силу сохранения кватерниона энергии-
импульса. 

Закон локального сохранения энергии целлы (первое урав-
нение системы (25) с нулевой правой частью) наблюдается при:  
а) отсутствии локальной равнодействующей реакции ( 0=X ). 
Отсутствие локальной ( 0=X ) и глобальной ( 0=F ) реакций 
для подвижной целлы приводит к выполнению равенства (с уче-
том первого уравнения системы (25)) 

pup divrotgrad +=ε ,               (26) 
которое вытекает из второго уравнения системы (25). Уравне-
ние (26) является аналогом теоремы Гельмгольца (см., напр., 
[12, с. 209-220; 13, с. 177-178]), которая на физическом языке оз-
начает разложение любого механического движения на прямо-
линейное (слагаемое pudiv ) и вращательное ( prot ). При нуле-
вой расходимости импульсного поля целлы ( 0div =p  – соленои-
дальное поле или несжимаемая субстанция при постоянном зна-
чении массы целлы) выполняется локальный закон противодей-
ствия ( Xf −= ), а покой и движение локальной области стано-
вятся неразличимыми. Таким образом, инерциальные системы 
отсчета являются следствием отсутствия локальной и глобаль-
ной реакций тел отсчета на состояния покоя или равномерного 
прямолинейного движения, а также нулевой расходимости им-
пульсного поля.  

Аналогичное поведение локальной области при наличии 
локальной ( 0≠X ) и глобальной ( 0≠F ) реакций целлы, а так-
же при условии 0div ≠p , согласно системе (25), наблюдается 
при выполнении соотношений:  

0=⋅uX  ( uX ⊥ ), FXupu =×− ][div . 
Если отсутствует локальная реакция целлы ( 0=X ), а импульс-
ное поле задается равенством εgradK−=p , то при постоянном 
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кинетическом коэффициенте K  между глобальной F  и локаль-
ной реакцией f  материальной точки устанавливается соотно-
шение ε∆−= KufF , а энергия ε  подчиняется уравнению па-
раболического типа (см. первое уравнение системы (25)). Из 
полученного равенства следует совпадение локальной и гло-
бальной реакций материальной точки для неподвижной целлы; 
б) неподвижности целлы ( 0=u ), когда энергия целлы сохраня-
ется во времени ( 0=∂∂ τε  по первому уравнению системы (25)), 
а в пространстве (по второму уравнению системы (25)) выпол-
няется равенство Fp =+− rotgradε , т.е. в материальной среде 
возникает градиент энергии и вихрь импульсного поля, ком-
пенсирующие действие глобальной реакции; 
в) перпендикулярности локальной силы к скорости движения 
центра масс локальной области ( 0=⋅uX или uX ⊥ ), что со-
ответствует, например, движению материальных точек по ок-
ружности (эллипсу) вокруг притягивающего центра. В пере-
численных случаях локальная область является консерватив-
ной системой с неизменной энергией. 

Учитывая определение локальной силы X , перепишем пер-
вое уравнение системы (25) в виде 

τδε dAd ]divrot[ ppu −⋅=+ ,        (27) 
где введено обозначение τδ dA uf ⋅=  для изменения работы 
силы f . Так как сила f  задается локальной производной по вре-
мени от импульса p , то изменение работы не является полным 
дифференциалом ( τddA /≠⋅uf ), поэтому обозначение изме-
нения работы Aδ  указывает на этот факт. Сравнивая (27) с пер-
вым законом термодинамики [14, с. 41] (количество «частиц» 
в целле будем считать неизменным), можно записать, что из-
менение тепла в локальной области, вызванное ее механичес-
ким движением, равно  

τδ dQ ]divrot[ ppu −⋅= .             (28) 
Теорема 6. Для неподвижной целлы расходимость импульсно-
го поля не возрастает. 
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Доказательство: Так как выделяемое тепло (28) связано с хао-
тизацией движения частиц, т.е. с изменением энтропии (изме-
нение энтропии dS  ( TdSQ =δ , где T  – температура целлы) рав-
но нулю для обратимого процесса и положительно для необра-
тимого процесса), то с ростом времени величина 

ppu divrot −⋅  
не убывает. Следовательно, для неподвижной целлы ( 0=u ) рас-
ходимость импульсного поля не возрастает ( 0div ≤p ). 

Следствие из Теоремы 6: обратимый термодинамический 
процесс в неподвижной целле сопровождается возникновени-
ем вихревого поля. Так как в этом случае расходимость им-
пульсного поля равна нулю, то импульс представим в виде 

Ap rot=  ( 0)div(rot ≡A ), 
где A  – векторный потенциал, порождающий локальный вихрь. 
Возникающие в целлах локальные вихри формируют вихревые 
структуры в термодинамической системе в целом. 
б) Влияние внешних сил на механическое движение целлы. 
Действие окружающей среды на выделенную локальную об-
ласть может приводить к нарушению закона сохранения ква-
терниона энергии-импульса ( 0D ≠Ρ ), что приводит к замене 
системы (25) на систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−∇⋅+×+
∂
∂+−+

=⋅−+
∂
∂

−=Φ=Ρ
ФpupuXuupF

uXp
Ф

}div){(][rotgrad

div
:D

τ
εε

ϕ
τ
ε

γϕ ,(29) 

причем величина 0div)( ≠−∇⋅ pupu  из-за невыполнения усло-
вий теоремы 5 из [10]. Из приведенных формул видно, что при 
действии внешней силы, компоненты которой удовлетворяют 
системе уравнений 

  
⎩
⎨
⎧

−=−∇⋅
=

Фpupu div)(
0 ϕ

,       (30) 

нарушаются условия Теоремы 5 из [10], но тем не менее вы-
полняются уравнения (25). Система уравнений (30) указывает 
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на то, что в глобальном масштабе кватернион энергии-импуль-
са не сохраняется, но может оставаться неизменным на локаль-
ном уровне ( 0D ≠Ρ , но 0=Ρ◊ ) при специфическом виде внеш-
ней кватернионной силы Фγ−=Φ 0 , где векторная часть оп-
ределяется вторым уравнением системы (30). 

Взаимодействие подвижных локальных областей между 
собой изменяет как локальные силы, так и импульсы частиц в 
каждой из целл. В этой связи для получения закона изменения 
энергии для всей термодинамической системы надо проводить 
осреднение выражения (27) с учетом (28) по ансамблю целл 
или по времени. В результате получим эмпирически установ-
ленный первый закон термодинамики, для средних величин. 
Следовательно, представленный подход не только демонстри-
рует скейлинговое подобие при переходе от уровня целл к уров-
ню термодинамических систем, но и указывает на выполнение 
первого закона термодинамики для уровня локальных облас-
тей. Кроме того, в рамках данной модели выполнение перво-
го закона термодинамики не определяет статус целлы, т.е. он 
не связан с термодинамической равновесностью или неравно-
весностью локальной области, а также с протеканием в целле 
обратимых и необратимых процессов. В этой связи возникает 
необходимость разработки термодинамической концепции не-
равновесности и выявления связи состояния термодинамичес-
кой системы с протекающими в ней процессами. 
 

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Движение материальных частиц и интерпретация их фи-
зических свойств существенно зависит от поведения полей, в 
которых они перемещаются. Если поля формируют неизмен-
ный потенциальный «ландшафт», то при отсутствии инерци-
альных и диссипативных сил частица движется вдоль экстре-
мали Эйлера-Лагранжа. Изменяющийся «ландшафт» форми-
рует переменную траекторию, которая приобретает новый вид 
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в каждой точке пространственно-временного континуума. Это 
непостоянство траектории движения можно охарактеризовать 
параметрами самого пространства-времени (кривизна, круче-
ние и поворот), влияющих на базисные векторы сопутствую-
щего трехгранника (уравнения Серра-Френе). Уравнения эво-
люции базисных векторов в качестве коэффициентов содер-
жат проективные величины, связанные с волновой функцией, 
описывающей поведение квантового объекта, называемого со-
литоном Хасимото (нелинейное уравнение Шредингера).  

В работе данная проблема рассмотрена на основе ранее 
предложенной автором обобщенной модели Серра-Френе, ко-
торая учитывает дополнительно поворот сопутствующего трех-
гранника вокруг вектора бинормали. Получены эволюционные 
соотношения, зависящие от проективных коэффициентов и ука-
зано на существование солитонов иного вида, чем уединенная 
волна Хасимото. Кроме того, продемонстрировано наличие об-
ластей фрактальности и трансформации этого солитона в зави-
симости от связи скорости изменения одного из базисных век-
торов с двумя другими векторами и естественными скоростями 
изменения указанных в работе векторных функций. 

Переход с уровня движения индивидуальных частиц вдоль 
изменяющейся траектории движения на уровень локальных об-
ластей термодинамической системы сопровождается измене-
нием приоретитных величин (осуществляется путем перехода 
от векторов сопутствующего трехгранника к кватерниону энер-
гии-импульса). Перемещение материальной частицы может 
происходить в покоящейся или движущейся локальной облас-
ти под воздействием внутренних и внешних сил. В случае про-
текания обратимых термодинамических процессов в неподвиж-
ной целле возможно формирование вихревых структур. Дейст-
вие специфических внешних сил может приводить к сохране-
нию кватерниона энергии-импульса на локальном масштабном 
уровне. 
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Terekhov S.V. 
 

PHYSICS-GEOMETRICAL DESCRIPTIONS OF HYPERSPACE. 
IV. SOLITON HASHIMOTO. MECHANICAL MOVEMENT СELLA. 
 

We consider the variability basis accompanying trihedron in 
a generalized model of Serre-Frene, which takes into account the 
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rotation of the local coordinate system relative to the binormal 
vector. Partly trajectory of motion of a particle is described taking 
into account the two-parametric basis depending on the time and 
distance traveled. We get different versions of a nonlinear Schrö-
dinger equation corresponding to the areas of scaling and trans-
formation of the soliton Hashimoto. As part of the quaternion equ-
ations of motion of the model installed local area environment. It 
is shown that the internal energy of the field is consumed to per-
form the work and heat. It was found that in the area of fixed re-
versible processes formed vortex structures. 

 
Keywords: soliton Hashimoto, nonlinear Schrödinger equation, the local area, 
the strength, the movement. 
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ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ГИПЕРПРОСТРАНСТВА. V. ПОЛЕ ГИПЕРДВОЙНЫХ  

КВАТЕРНИОНОВ 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
ул. Р. Люксембург, 72, Донецк, 83114 

 
Рукопись поступила в редакцию 20 июня 2017 года 

 
Исследовано кватернионное поле гиперкомплесных струк-

тур Гамильтона-Гиббса с различными калибровками, наклады-
ваемыми на скалярную и векторную части потенциала. Пока-
зано, что при воздействии на неподвижную локальную область 
внешнего поля с нулевой скалярной частью, могут наблюдать-
ся те или иные поля, связанные с различным поведением век-
торного потенциала. Например, отсутствие субстанциональ-
ного градиента кватернионного поля приводит к наложению 
на потенциалы калибровки Лоренца и появлению электромаг-
нитного поля Максвелла. Найдена связь особенностей кватер-
нионного дифференциального исчисления с физическими харак-
теристиками для гипераналитической плотности энергии ква-
тернионного поля. Установлено, что произведение двух гипер-
аналитических кватернионов не описывается гипераналити-
ческой функцией, если дефект кватернионной производной от-
личен он нуля. Показано, что помимо стандартных сил (напр., 
силы Лоренца) на «заряд» в кватернионном поле действуют 
дополнительные силы. 

 
Ключевые слова: локальная область, кватернион, гипераналитичность, 
плотность распределения «зарядов», плотность «тока», скалярный и век-
торный потенциалы 
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1. ВВЕДЕНИЕ: ВИДЫ КВАТЕРИНИОНОВ 

 
В течение последних пятидесяти лет наблюдается устойчи-

вая тенденция к возрождению применения в геометрии и физи-

ке функций вида 
c

γА+=Φ ϕ  [1-12] (скалярная ϕ=Φ )(Sc  и век-

торная A)( =ΦVe  части могут зависеть, например, от простран-
ственно-временных аргументов r и t , c  – характерная скорость, 
а квадрат «цвета» кватерниона равен 
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«Цветность» (1) однотипных кватернионов проявляется при 
их перемножении, т.к. произведение векторных составляющих 
определяется формулой 

 B])[AB(ABA ×−⋅= γγγγ 2  .                     (2) 
Кватернионные теории позволяют записать известные физиче-
ские и математические соотношения в простой и наглядной 
форме [1, 2, 5-12]. Например, гипердуальные кватернионы ис-
пользуют для описания винтовых движений [1]; условия со-
пряженной гипераналитичности градиента псевдокватернионов 
[6] полностью соответствуют уравнениям Максвелла для элек-
тромагнитного поля в вакууме и т.д. Это указывает на возмож-
ность решения других проблем и задач с помощью гиперком-
плексного исчисления.  

Одной из таких задач является отыскание и исследование 
уравнений тех полей [9], которые описываются кватернионами 
другой «цветности». Математическая сторона проблемы связа-
на с давними попытками аксиоматизации теоретической физи-
ки и внедрением в ее основы геометрико-алгебраических идей. 
С физической стороны, признание корпускулярно-волнового 
дуализма де Бройля [13] и попытка Максвелла записать урав-
нения электромагнитного поля в виде гипераналитичности ква-
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тернионной функции [14, с.489] (см. также работы автора [6, 8, 
9]) указывают на то, что такие попытки небезосновательны.  
Для описания состояний вещества и поля необходимо ис-сле-
довать кватернионные функции разной «цветности»; сравнить 
уравнения гипераналитичности и гипергармоничности с урав-
нениями феноменологических моделей по материальным по-
лям; выяснить соответствие между особенностями кватерни-
онного исчисления и их физическим содержанием.  

Вначале исследуем условия гипераналитичности и гипер-
гармоничности кватернионов Гамильтона-Гиббса, введенных 
в работе [15]. 

2. УСЛОВИЯ ГИПЕРАНАЛИТИЧНОСТИ И  
ГИПЕРГАРМОНИЧНОСТИ ПОЛЕВЫХ  

КВАТЕРНИОНОВ ГАМИЛЬТОНА-ГИББСА 

Согласно формуле (10) из [16], гипердвойные кватернион-
ные функции (кватернионы Гамильтона-Гиббса) удовлетворя-
ют системе безразмерных уравнений гипераналитичности (да-
лее по тексту положим скорость 1c = ) 
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где ∇+
∂
∂=◊ γ
τ

 – оператор «тетра», 
r∂
∂=∇  – оператор «набла», 

t/lτ = , t  – время в пространственных единицах измерения, l  – 
характерная длина, z)/ly,(x,rr =  – радиус-вектор, определяю-
щий положение точки с координатами x , y и z ,  

AA ⋅∇=div ; ϕϕ ∇=grad ; A][A ×∇=rot . 
Так как кватернион r)(τ,Φ  зависит от действительных пе-

ременных τ  и r, то его аргументами являются гиперкомплек-
сные структуры rγτR +=  и rγτR −=∗ , т.е. )( ∗Φ=Φ RR, . Отметим 
тот факт, что при выполнении условий (3) выполняется также 
равенство 0=Φ◊ ∗∗  и не обращаются в нуль локальные кватер- 
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нионные производные 0≠Φ◊∗ , 0≠Φ◊ ∗ . 
Для неподвижной локальной области (скорость перемеще-

ния ее центра масс 0u = , см. формулу (9) из [16]) условия (3) 
определяют независимость кватерниона )( ∗Φ RR,  от комплек-
сно-сопряженной структуры ∗R . Кроме того, неоднозначность 
физического определения скалярного )( ∗RR,ϕ  и векторного 
потенциалов )A( ∗RR,  гиперкомплексной функции )( ∗Φ RR,  свя-
зана с тем, что физически измеримые функции (например, на-
пряженности материальных полей) определяются частными 
производными от потенциалов. Поэтому при решении физиче-
ских задач на потенциалы полей накладывают дополнительные 
ограничения, которые определяют их калибровку. Если на не-
подвижную локальную область оказывает воздействие внеш-
нее поле с напряженностью Eγ0−=Ε∗ , то во всей системе, со-
стоящей из таких целл, будет отсутствовать субстанциональ-
ный градиент кватернионного поля при выполнении условий 
(формула вида (25) из [16]) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−+
∂
∂

=+
∂
∂

Ε=Φ◊⇔=Φ ∗

EAA

A
:

rotgrad
τ

0div
τ0

ϕ

ϕ

D .        (4) 

а) калибровка Лоренца [17, с.228] соответствует первому урав-
нению (4). Введем в рассмотрение два типа поля 21 EEE += : 

ϕgrad
τ1 −
∂
∂−= AE ,             (5) 

AE rot2 = .                       (6) 
Применение операции дивергенции к уравнениям (5) и (6) с 
учетом первого уравнения (4) приводит к уравнениям 
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Даламбера). Действуя оператором ротора на (5), получим 

τ
rot 2

1 ∂
∂−= EE .            (9) 

Вычислив частную производную по времени от (5) и приме-
нив к первому уравнению системы (4) оператор «набла», най-
дем уравнение 

+
∂
∂=
τ

rot 1
2

EE A .                    (10) 

Сравнение уравнений (5)-(10) с теорией электромагнитно-
го поля Максвелла (см., напр., [17, п.4.12]) показывает, что век-
торная функция 1E  описывает «электрическое» поле, а 2E  − 
«магнитное». При этом выполняются равенства  

 ρ4πϕ −= ,                       (11) 
 jA π4−= ,                (12) 

здесь ρ  − скалярная функция плотности распределения «заря-
да», а j − векторная функция плотности «тока». После введе-
ния гиперкомплексной плотности распределения «заряда» 

jγρQ +=               (13) 
соотношения (11) и (12) можно записать в кватернионном ви-
де 

 Q4π−=Φ .                  (14) 
В области гипераналитичности (см. условия (3)) кватерниона 
(13) наблюдается локальный закон сохранения плотности рас-
пределения «заряда» ρ , а плотность «тока» удовлетворяет урав-
нению, которое имеет вид второго уравнения системы (3). 

Отметим, что уравнения (11) и (12) являются волновыми 
уравнениями для потенциалов кватернионного поля [17, с.228]. 
Таким образом, уравнения Максвелла являются следствием от-
сутствия субстанционального градиента [16] кватернионного 
поля )( ∗Φ RR,  при действии на локальную область внешнего по-
ля специфического вида (формула вида (25) из [16]), наложе-
ния на потенциалы калибровки Лоренца и ее естественном 
возникновении в условиях (3) и (4); 
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б) калибровка Кулона описывает соленоидальное векторное по-
ле A ( WA rot= , [17, п.4.10]), для которого выполняется равен-
ство  

0div =A .                     (15) 
Из первого уравнения (4) следует, что поле Кулона характери-
зуется стационарным скалярным потенциалом ϕ , для которо-
го (11) принимает вид уравнения Пуассона [18, с.56] (в едини-
цах системы СГС) 

ρ4πϕ −=∆ .                            (16) 
Отметим, что при выполнении условий (3) взятие операции ди-
вергенции (div ) от второго уравнения системы переводит его 
в уравнение Лапласа; 
в) калибровка Лапласа ([17, п.4.11]) задается соотношениями  

0div =A , 0rot =A ,           (17) 
а уравнение Лапласа 

0=∆ϕ                     (18) 
описывает локальную область, в которой отсутствуют «заря-
ды», «магнитное» поле и наблюдается стационарное скаляр-
ное поле ϕ , порождающее «электрическое» поле. Поле не дос-
тигает экстремального значения в областях, где выполняется 
уравнение Лапласа (18) и концентрируется в тех точках, где 

0<∆ϕ  [19]. 
г) калибровка вида gradψ=A  ( 0div ≠A ) описывает потенциаль-
ное (безвихревое) векторное поле A, так как выполняется тож-
дество 0gradrot ≡= )(A ψ  [17, с.179], при этом из второго урав-
нения системы (3) следует, что  

)(τf
τ
ψ =+
∂
∂ ϕ , 

где )τf(  – произвольная функция безразмерного времени. Под-
становка этого равенства в первое уравнение системы (3) пре-
образовывает его в неоднородное уравнение Даламбера 

  )τ(fψ ′−= . 
Кватернион )( ∗Φ RR, , удовлетворяющий уравнению Даламбе-
ра  
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 0RR, =Φ ∗ )( ,                            (19) 
будем называть гипергармоническим. С точки зрения теории 
Максвелла гипергармоническая функция определяет локаль-
ные области, в которых отсутствуют «заряды» и «токи». В этих 
целлах скалярный и векторный потенциалы задаются перио-
дическими во времени и по пространству функциями, которые 
могут формировать в синергетических системах периодичес-
кие структуры Тьюринга [20]. 

 

3. КВАТЕРНИОН ПЛОТНОСТИ ЭНЕРГИИ  
В НЕПОДВИЖНОЙ ЦЕЛЛЕ 

 

Произведение плотности «заряда» (13) )( ∗RR,Q  на гипер-
комплексный потенциал )( ∗Φ RR,  задает плотность энергии по-
ля Φ= QW , при этом ее скалярная и векторная части равны 

Aj ⋅+== ϕρwSc(W) ,              (20) 
A][jjAW ×−+== ϕρVe(W) .            (21) 

Согласно формуле (47) из [16], гипераналитичность кватерни-
онов Q  и Φ  ( 0Q =◊ , 0=Φ◊ , см. условия (3)) не определяет 
гипераналитичность функции W , т.е.  

)()}()()({)(
,

WQWQQQQW
00 ∆=Φ◊=◊∆ =+Φ◊+Φ◊=Φ◊=◊

Q ,   (22) 

где дефект кватернионной производной по [16] равен: 
{ }j]])[A[(Aj)( ×∇×+−∇+⋅=∆ ϕγrotWQ .           (23) 

С учетом правила (4) из [15] и формулы (2) из [16] равенство 
(23) принимает вид: 

{ }Zj][A[jAj)( +×+∇×+⋅=∆ rot]γrotWQ ϕ ,            (24) 
где вектор jAj)(AZ div−∇⋅= . Следовательно, целла с «заря-
дом» Q  в кватернионном поле Φ обладает гиперкомплексным 
градиентом плотности энергии G

,
γgW

00Q
+=◊

=Φ◊=◊
:  

Aj
,

rotgW)Sc(
00Q

⋅==◊
=Φ◊=◊

,        (25) 

Zj][A[jG
,

+×+∇×==◊
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rot]W)Ve(
00Q

ϕ .   (26) 
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Используя формулу (18), определение (24) из [15], формулы (42) 
-(46) из [16] и условия (3), запишем первое слагаемое в (24) в 
виде 

})))()(()(){(

}),,(),,(),,(),,({

QQQQQ
8
1

QQQQ
8
1

∗∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

Φ◊+Φ◊−Φ◊+◊+Φ◊+◊=

=>Φ◊<+>Φ◊<+>Φ◊<+>Φ◊<=g
 (27) 

Согласно формулам (18) из [15] и (37) из [16], выражение 

})(){(]),[(]}),[(]),{[([j ∗∗∗∗∗∗ Φ◊−Φ◊=Φ◊=Φ◊+Φ◊=∇× QQ
4
1Q

4
1QQ

4
1]γ ϕ (28) 

Третье слагаемое (24) по формулам (18) из [15] и (39) из [16] 
равно 

})Q()Q{(
4
1]),Q[(

4
1

]}),Q[(]),Q{[(
4
1]rot[

Φ◊−Φ◊=Φ◊−=

=Φ◊+Φ◊−=×

∗∗∗∗∗

∗jAγ
,       (29) 

Величина (с учетом определения (23) из [15]) 

Q
2
1QQ

2
1Q

2
1γ )()}(){()],,[(Z ◊Φ=◊Φ−◊Φ=◊Φ=       (30) 

представляет собой произведение числа на локальную гипер-
комплексную производную по направлению кватерниона по-
тенциала Φ от кватерниона плотности распределения «заря-
да» Q. Формулы (27)-(30) демонстрируют связь особенностей 
дифференциального исчисления кватернионов и физических 
свойств локальной области при отсутствии гиперкомплексных 
градиентов плотности распределения «заряда» Q и потенциа-
ла поля Φ. 

При условии гипераналитичности функций Q и Φ дефект 
гиперкомплексной производной от плотности энергии W  равен 
нулю ( 0WQ =∆ )( ), например, в таких случаях: 
а) если выражение (30) равно нулю ( 0=Z ). Рассмотрим неко-
торые частные случаи обращения вектора Z  в нуль: 

− 
⎩
⎨
⎧
=
=

=
0
0

0
j
A

:Z , в локальной области наблюдается стационарное  
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распределение плотности «зарядов», при наличии внешнего 
«электрического» поля (см. систему (4)) его напряженность 
противоположна по направлению градиенту скалярного потен-
циала кватернионного поля ϕ , дефект кватернионной произ-
водной (24) равен нулю и кватернион плотности энергии опи-
сывается гипераналитической функцией; 

− 
⎩
⎨
⎧
=
≠

=
0
0

0
j
A

:Z , при наличии внешнего поля стационарное рас-

пределение плотности «зарядов» поддерживается «электриче-
ским» и «магнитным» полями, дефект кватернионной производ-
ной (24) равен нулю и кватернион плотности энергии описы-
вается гипераналитической функцией; 

− 
⎩
⎨
⎧
≠
=

=
0
0

0
j
A

:Z , при наличии внешнего поля ему противодейст-

вует градиент стационарного скалярного потенциала, дефект 
кватернионной производной (24) отличен от нуля и кватерни-
он плотности энергии не описывается гипераналитической фун-
кцией; 

 − 
⎩
⎨
⎧
≠
≠

=
0
0

0
j
A

:Z , выполняется равенство jAj)(A div=∇⋅  и пусть 

плотность «тока» j перпендикулярна «магнитному» полю (6) 
( 2Ej⊥ , величина (27) обращается в нуль), тогда по Теореме 5 
из [16] компланарность векторов j, A  и jrot  (или j, A  и ϕ∇ , 
или j, ϕ∇  и jrot , или A , ϕ∇  и jrot ) определяет обращение в 
нуль формулы (26), т.е. перпендикулярность соответствующих 
векторов к полю G . В этом случае дефект кватернионной про-
изводной (24) равен нулю и кватернион плотности энергии опи-
сывается гипераналитической функцией; 
б) если выражение (30) не равно нулю ( 0≠Z ) и плотность «то-
ка» j перпендикулярна «магнитному» полю (6) ( 2Ej⊥ , вели-
чина (27) обращается в нуль), то объем параллелепипеда, по-
строенного на векторах j, A  и jrot  (или j, A  и ϕ∇ , или j, 
ϕ∇  и jrot , или A , ϕ∇  и jrot ), в случае нулевого дефекта ква- 
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тернионной производной будет равен 
Zjj][Aj ⋅=×⋅ rot              (31) 

(или 
ZA][jA ⋅=∇×⋅ ϕ  ,           (32) 
Zj][jj ⋅=∇×⋅ rotrot ϕ  ,             (33) 

Zj][A ⋅∇=×⋅∇ ϕϕ rot ).               (34) 
Отличие объемов параллелепипедов (31)-(34) от правых частей 
указанных соотношений указывает на наличие кватернионно-
го градиента плотности энергии, т.е. на то, что функция W не 
является гипераналитической. Таким образом, произведение 
двух гипераналитических функций не является гипераналити-
ческим, если дефект кватернионной производной отличен от ну-
ля. 

 
4. СУБСТАНЦИОНАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ СОХРАНЕНИЯ 

ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ «ЗАРЯДА».  
СИЛЫ В КВАТЕРНИОННОМ ПОЛЕ 

 

Если плотность распределения «заряда» (13) описывается 
гипераналитической функцией, то выполняются условия вида 
(3): 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+
∂
∂

=+
∂
∂

=◊
0rotgradρ

τ

0div
τ
ρ

0Q
jj

j
: .                  (35) 

Если центр масс локальной области движется со скорос-
тью u , но остаются неизменными условия (35), то первое урав-
нение (35) можно переписать в виде 

 uJ ρdivdiv
dτ
ρd −=+ ,           (36) 

здесь ∇⋅+
∂
∂= u
τdτ

d  − субстациональная производная по време-

ни, ujJ ρ−=  − субстациональная плотность «тока», равная раз-
ности векторов истинной плотности «тока» j и конвективной 
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компоненты uρ . Для несжимаемой среды ( 0div =u ) субстан-
циональное уравнение сохранения плотности распределения 
«заряда» (36) принимает вид: 

0div
dτ
ρd =+ J .        (37) 

Если в среде отсутствует «ток» ( 0=j ), но присутствует кон-
вективное перемещение «заряда», то субстанциональная плот-
ность «заряда» 

 uJ ρ−= .             (38) 
Силу, действующую на движущийся «заряд» в кватерни-

онном поле вида (4), определим формулой ( JγρQ += ): 
)γ(ρQQEF E][JEEJ ×−+⋅=Φ◊−== ,                (39) 

где скалярная часть кватерниона (39) определяет скорость дис-
сипации энергии 

EJ ⋅=
dτ
dε ,                      (40) 

а векторная – силу, действующую на «заряд»: 
E][JEF ×−=ρ .           (41) 

Из формулы (40) следует, что рассеяние энергии локаль-
ной областью не происходит при отсутствии внутри нее «тока» 
( 0=J ), а при его наличии – при перпендикулярности плотнос-
ти «тока» J  вектору напряженности внешнего поля E ( EJ ⊥ ). 
При коллинеарности плотности «тока» J  вектору напряженно-
сти «электрического» поля 1E  ( 1EJ ) из правой части равенст-
ва (41) исчезает вычитаемое ]E[J 1× . В этом случае указанные 
величины связаны соотношением 

1σEJ = ,              (42) 
где σ  – коэффициент пропорциональности. Если стационар-
ное векторное поле A  не изменяется от точки к точке локаль-
ной области, то выражение (42) описывает закон Ома, запи-
санный в дифференциальной форме [22, с.14], а коэффициент 
σ  – электропроводность среды. 
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С учетом введенных определений и при выполнении (42) ра-
венство (41) запишется в виде 

]E[jE]E[uEF 2221 ρρρ ×−+×+= .              (43) 
Если выполняется равенство 

0ρ 22 =×− ]E[jE ,                (44) 
то соотношение (43) является стандартным выражением для 
силы, действующей на «заряд» в «электрическом» и «магнит-
ном» полях, причем второе слагаемое описывает силу Лорен-
ца 

]E[uF 2L ρ ×= .              (45) 
Таким образом, стандартное выражение для силы, действу-

ющей на «заряд» в «электрическом» и «магнитном» полях, воз-
никает тогда, когда происходит конвективное перераспреде-
ление «заряда», выполняется дифференциальный закон Ома 
и справедливо выражение (44). 

 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Условия гипераналитичности кватернионных функций в 
некоторой локальной области позволяет устранить неопреде-
ленность в определение полевых потенциалов (первое урав-
нение условий определяет калибровку полевых потенциалов) 
и приводят к уравнениям моделей Максвелла, Кулона, Пуассо-
на и Лапласа. Исследование гипераналитичности произведе-
ния двух гипераналитичных кватернионов Гамильтона-Гибб-
са позволило связать некоммутативность и неассоциативность 
дифференциального гиперисчисления с физическими величи-
нами системы. Следует отметить, что помимо стандартных сил 
(напр., сила Лоренца) в кватернионном поле на «заряд» дейст-
вуют дополнительные силы. Таким образом, применение гипер-
комплексного исчисления к описанию физических объектов 
позволяет получить не только известные из эксперимента и тео-
рии соотношения, но и установить целый ряд новых связей 
между характеристиками системы. 
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Terekhov S.V. 
 

PHYSICS-GEOMETRICAL DESCRIPTIONS OF HYPERSPACE. 
V. FIELD OF HYPERDOUBLE QUATERNIONS 

 
The quaternion field of hypercomplex structures of Hamilton-

Gibbs is investigational with different calibrations, laid on scalar 
and vectorial to part of potential. It is shown that at affecting im-
mobile local area of the external field with a zero scalar part, there 
can be one or another fields, related to different behavior of vecto-
rial potential. For example, absence of substancional gradient of 
the quaternion field results in imposition on potentials of Lorenz 
calibration and appearance of the Maxwell electromagnetic field. 
Connection of features of quaternion differential calculation is 
found with physical descriptions for the hyperanalytical closeness 
of energy of the quaternion field. It is set that work of two hyperan-
alytical quaternions is not described by a hyperanalytical function, 
if the defect of quaternion derivative is excellent he zero. It is shown 
that besides standard forces (e.g., Lorenz force) on a «charge» ad-
ditional forces operate in the quaternion field. 

 
Keywords: local area, quaternion, hyperanalyticity, closeness of distribu-
tion of «charges», closeness of «current», scalar and vectorial potentials. 
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44. Физика и техника высоких давлений. 
Донецк, 2018, т. 28, № 2, с. 74-80 
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ФИЗИКО-ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
ГИПЕРПРОСТРАНСТВА. VI. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ  
ФИЗИЧЕСКОЙ ВЕЛИЧИНЫ И ЗАКОН ИЗМЕНЕНИЯ 

ЕЕ ПОТОКА 
 

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
ул. Р. Люксембург, 72, Донецк, 83114 

 
Рукопись поступила в редакцию 25 декабря 2017 года 

 

Исследована взаимосвязь кинетического и динамическо-
го уравнений, определяющих условия гипераналитичности ква-
терниона Гамильтона-Гиббса. Выявлены случаи субстанцио-
нального и локального сохранения скалярной составляющей 
этой гиперкомплексной функции. Показано, что при установ-
ленных в работе ограничениях на вид потока физической вели-
чины, априори выполняются законы Фика, Фурье и им подоб-
ные. 

 
Ключевые слова: локальная область, кватернион, гипераналитичность, 
закон сохранения, поток, стационарность 

 
ВВЕДЕНИЕ: ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ  

ХАРАКТЕРИСТИК ФИЗИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН 
 

Отсутствие внешнего воздействия на локальную область 
(целлу) сопровождается сохранением той или иной характерис-
тики физического объекта, причем наблюдается идентичность 
вида законов сохранения. Приведем ряд примеров: 
а) калибровка Лоренца [1, с.228] 

0div
t

=+
∂
∂ Aϕ ,         (1) 

где ϕ  и A  – скалярный и векторный потенциалы электромаг- 
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нитного поля, t  – время. Если отсутствует расходимость век-
торного поля A  ( 0 div =A ), то уравнение (1) соответствует ло-
кальному закону сохранения скалярной функции ϕ  ( 0t =∂∂ /ϕ ). 
Если векторная функция A  отвечает за конвективный перенос 
скалярного потенциала ( uA ϕ= , u  – скорость перемещения 
центра масс целлы в локальной точке в выбранный момент вре-
мени t ), то для несжимаемой среды ( 0 div =u ) уравнение (1) 
описывает субстанциональный закон сохранения потенциала ϕ  
( 0dtd =/ϕ ). Если векторная функция A  задает потенциальное 
поле ( ϕ∇−= αA , 0rot =A , α  – постоянный коэффициент пропор-
циональности), то уравнение (1) определяет дифференциальный 
закон сохранения скалярной функции ϕ .  
б) закон сохранения заряда [2, с.36] 

0div
t
ρ =+
∂
∂ j ,        (2) 

где ρ  – объемная плотность электрического заряда, t  – время, 
j  – плотность тока; 
в) закон сохранения массы [3, с.10] 

0ρ div
t
ρ =+
∂
∂ u ,          (3) 

здесь ρ  – плотность вещества, u  – массовая скорость в данной 
точке в момент времени t ; 
г) уравнение неразрывности (уравнение Фоккера-Планка) [3, 
с.53] 

0 div
t
w =+
∂
∂ j ,          (4) 

здесь w  – плотность вероятности, j  – поток частиц в момент 
времени t ; 
д) модель Шредингера [4, с.124] 

0 div
t
P =+
∂
∂ J ,         (5) 

где распределение вероятности ∗Ψ⋅Ψ=P  задается волновой 
функцией Ψ , а поток в локальной точке в момент времени t  ра-
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вен ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Ψ∇Ψ= ∗

mi
Re hJ  (h  – приведенная постоянная Планка, i  – 

мнимая единица, m – масса частицы). 
Несмотря на разное физическое содержание величин (1)-

(5), все они удовлетворяют одному и тому же уравнению. Это 
уравнение является одним из условий, определяющих локаль-
ную гипераналитичность кватерниона Гамильтона-Гиббса 

0V
τγτfτF r),F(r),(r),( +=  

(см. формулу (10) из [5, с.108]), которые запишем в размерных 
единицах: 

     
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−+
∂
∂

=+
∂
∂

=◊
0rot

V
1gradf

tV
1

0div
t
f

0

0
2
0

FF

F
:F ,              (6) 

где 
0

0

L
tVτ =  и 

0L
rr = − безразмерные время и радиус-вектор поло-

жения центра тяжести локальной области; 0L  и 0V  − характер-
ный размер и скорость для исследуемой задачи (в последую-
щих формулах длину 0L  и скорость 0V  положим равными еди-
нице); f  и F  скалярная и векторная составляющие кватерниона 
F . Легко показать, что функции f  и F  удовлетворяют уравне-
ниям  

     0f = ,                           (7) 
 F)(F rotrot2−= .                             (8) 

( 2

2

t∂
∂−∆=  – оператор Даламбера, 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆  – оператор 

Лапласа). Если вектор-функция F  задает потенциальное (без-
вихревое) векторное поле, т.е.  

0rot =F  
( φgrad=F , так как 0)rot(grad ≡φ  [1, с.179], φ  – произвольный 
скалярный потенциал), то кватернион F  удовлетворяет уравне-
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нию Даламбера (формула (19) из [6]), т.е. является гипергармо-
ническим.  

Система уравнений (6) содержит два уравнения: первое из 
них соответствует выполнению закона сохранения скалярной 
функции f , а второе – задает изменение потока этой функции. 
Определенный интерес представляют случаи априорного вы-
полнения второго уравнения системы (6), которым соответст-
вуют классические модели Фика, Фурье и им подобные кине-
тические теории. Поэтому целью данной работы является вы-
явление вариантов не только локального или субстанциональ-
ного сохранения функции f , но и обращения второго уравнения 
системы (6) в тождество. Это позволит выяснить границы при-
менимости вышеуказанных построений. 
 

СУБСТАЦИОНАЛЬНОЕ СОХРАНЕНИЕ СКАЛЯРНОЙ  
СОСТАВЛЯЮЩЕЙ КВАТЕРНИОНА 

 

Если центр масс целлы движется со скоростью u , то ум-
ножив скалярно эту скорость на второе уравнение (6) и при-
бавив результат к первому уравнению, получим соотношение 

для субстанциональной производной по времени 
td

df  от скаляр-

ной функции f : 

FFFu  div
t

rot
td

df −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−⋅= .         (9) 

При обращении в нуль правой части уравнения (9) величина f  
остается неизменной в каждый момент времени в любой точке 
исследуемого объекта.  

Рассмотрим ряд частных случаев субстанционального со-
хранения скалярной составляющей кватерниона F , когда вы-
полняется равенство: 

0 div
t

rot =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−⋅ FFFu .      (10) 

1. Пусть 0≠u , 0
t

rot ≠
∂
∂− FF , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−⊥

t
rot FFu  и 0div ≠F , тогда  
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уравнение (10) служит для определения векторного поля F :  
а) потенциальное (безвихревое) векторное поле F , т.е. 

0rot =F  
( φgrad=F , так как 0)rot(grad ≡φ  [1, с.179], φ  – произвольный 
скалярный потенциал), равенство (10) принимает вид уравнения 
Пуассона [7, с.56]: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂∇⋅−=∆

t
φφ u ,            (11) 

Следовательно, правую часть уравнения (11) можно трактовать 
как плотность ρ  некоторых «зарядов» (в единицах системы 
СГС): 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂∇⋅=

tπ4
1ρ φu ,            (12) 

Если целла покоится ( 0=u ) или скорость движения ее центра 
масс перпендикулярна градиенту скорости изменения скаляр-

ного потенциала ( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂∇⊥

t
φu ), то внутри локальной области «за-

ряды» отсутствуют. В том случае, когда вектор F  является по-
током величины f  ( fgradγ−=F , γ  – постоянный кинетический 
коэффициент, т.е. fγ−=φ ), перемещение целлы порождает вну-
три нее «заряды» с плотностью 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂∇⋅−=

t
f

π4
γρ u ,                   (13) 

(кинетический коэффициент 0γ > ) причем эти «заряды» проти-

воположны по знаку величине ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂∇⋅

t
fu ; 

б) стационарное векторное поле F  ( 0t=∂∂F/ , т.е. векторная 
функция F  явно не зависит от времени t  и является функцией 
только пространственных переменных). Из второго уравнения 
системы (6) имеем fgradrot =F  и уравнение (10) принимает вид: 

0 divfgrad =−⋅ Fu            (14) 
или 
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0f( divdivf =−+ u)Fu .             (15) 
При конвективном переносе величины 0f ≠  ее поток равен 

uF f= , поэтому уравнение (15) сводится к условию несжима-
емости локальной области, т.е. 

0 div =u .                    (16) 
2. Соленоидальное векторное поле с калибровкой Кулона 

0div =F  ( WF rot= , [1, п.4.10], W – произвольное векторное по-
ле, при этом 0div(rot ≡W) ; отметим, что по первому уравнению 
системы (6) имеет место локальное сохранение скаляра f ): 
– неподвижная целла ( 0=u ); 
– подвижная локальная область ( 0≠u ): 
а) выполняется равенство 

0
t

rot =
∂
∂− FF .               (17) 

Если искать общее решение этого уравнения методом раз-
деления переменных [8, с.133], то получим решение вида 

( )tλexp)(t, G(r)rF = , 
а векторная функция G(r) удовлетворяет уравнению GG λrot = . 
Это уравнение разрешимо [8, с.44], так как из 0div =F  следует 

0div =G . Используя теорему Стокса [8, с.21] (контур C  ограни-
чивает ориентированную поверхность nS S= , n – нормаль к по-
верхности), получим 

∫∫∫∫∫ =⋅=⋅=⋅=⋅
S

n
SSCS

dSGλdSλλddrot nGSGrGSG d .     (18) 

Формула (18) показывает, что циркуляция вектора G(r)  по кон-
туру C  определяется проекцией векторного поля G(r)  на нор-
мальный вектор n; 
б) поле Лапласа ( 0rot =F  ⇒ φgrad=F  ( 0)rot(grad ≡φ ), где φ  – 
произвольный скалярный потенциал, и так как 0div =F , то вы-
полняется уравнение Лапласа 0=∆φ ), тогда равенство 

0
t
=

∂
∂⋅ Fu              (19) 

означает взаимную перпендикулярность этих векторов, т.е. дви-
жение локальной области осуществляется перпендикулярно к 
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векторным линиям поля скорости изменения вектора F . Если 
вектор F  не изменяется с течением времени, то уравнение (9) 
обращается в тождество; 

в) перпендикулярность векторов fgrad
t

rot =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−⊥ FFu . Иная фор-

ма записи этого условия имеет вид: 
0)(f divdivf =− uu .           (20) 

Из уравнения (20) следует, что в несжимаемой среде ( 0 div =u ) 
конвективный поток ( uf ) является вихрем ( Qu rotf = , Q  – про-
извольное векторное поле, 0div(rot ≡Q) ). 
 

КИНЕТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ФИКА, ФУРЬЕ И  
   ИМ ПОДОБНЫЕ (ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ СОХРАНЕНИЕ  

     СКАЛЯРНОЙ СОСТАВЛЯЮЩЕЙ КВАТЕРНИОНА)  
 

Согласно первому закону Фика (см., напр., [9, с.8]), диффу-
зионный поток j  связан с градиентом концентрации вещества 

cgradс =∇  соотношением: 
cD∇−=j ,                     (21) 

где D  – коэффициент диффузии, размерность которого в меж-
дународной системе СИ – m2/sec. Закон теплопроводности по 
Фурье (см., напр., формулу (1.2.10а) из [10, с.18]) содержит по-
ток тепла Tj , который описывается формулой: 

θkT ∇−=j ,              (22) 
здесь k  – коэффициент теплопроводности, θ∇  – градиент тем-
пературы θ .  

В общем случае кинетические коэффициенты указанных 
и им подобных необратимых процессов зависят от местопо-
ложения точки в среде при заданном моменте времени. Таким 
образом, в безразмерных величинах кинетические явления это-
го класса характеризуются следующей зависимостью между 
векторной и скалярной составляющими кватерниона: 

fγ∇−=F               (23) 
( γ  – переменный кинетический коэффициент). Следует заме- 
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тить, что зависимость коэффициента γ  от времени и простран-
ственных аргументов задается механизмом протекания процес-
са. 

С учетом того, что 0)frot( ≡∇ , второе уравнение системы 
(6) является уравнением для определения функции g=∇f  при 
известной зависимости коэффициента γ  от пространственно-
временных координат: 

0γ
t

γ
t
γ1 =×∇+

∂
∂−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂− g][gg .                (24) 

После подстановки  

      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−= ∫

t

0 t
γ1

γ
1exp tdt r),z(g .               (25) 

уравнение (24) принимает вид ( ( ) h=∇ γln ): 

z][z ×∇=
∂
∂ γ

t
γ  ⇒ ( ) z][z ×∇=

∂
∂ γln

t
⇒ z][hz ×=

∂
∂

t
.      (26) 

В проекциях векторное уравнение (26) эквивалентно системе 
уравнений 

               

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

1331
3

3113
2

2332
1

zhzh
t

z

zhzh
t

z

zhzh
t

z

,                (27) 

которое аналогично системе уравнений (1) из [11] и ее анализ 
приведен там же. Поэтому здесь рассмотрим лишь частные слу-
чаи явного обращения уравнения (26) в тождество. Они априори 
приводят к решению второго уравнения системы (6) в виде за-
конов Фика, Фурье и им подобных (выражение (23)): 
1. Стационарность вектора z  (отсутствие явной зависимости 
этого векторного поля от времени, т.е. 0t =∂∂ /z ) и его колли-
неарность градиенту логарифма кинетического коэффициента 
( 0=× z][h ⇒ h||z , могут быть направленными в одну или про-
тивоположные стороны). 
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2. Стационарность вектора z  и зависимость кинетического ко-
эффициента γ  только от времени ( γ(t)γ = , 0≡h ). 
3. Стационарность вектора z  и постоянство кинетического ко-
эффициента γ  ( onstcγ = , 0≡h ). 

Отметим, что в двух последних случаях векторное поле g  
представляется произведением двух функций, одна из которых 
зависит только от времени t , а вторая – только от пространст-
венных координат r , что является основанием для применения 
метода разделения переменных. 

 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Универсальность вида для законов сохранения различных 
физических величин является следствием их кватернионной 
природы. Рассмотренные типы законов сохранения (локальный, 
субстанциональный и дифференциальный) реализуются при оп-
ределенных условиях. Они связаны с формированием того или 
иного состояния синергетической системы. Особый интерес 
представляют классические кинетические модели, так как ус-
ловия их реализации указывают на образовании в системе вих-
ревых и других структур. Таким образом, алгебра гипердвой-
ных кватернионов Гамильтона-Гиббса является вспомогатель-
ным инструментом для выяснения физической сущности слож-
ных систем. 
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Terekhov S.V. 
 

PHYSICS-GEOMETRICAL DESCRIPTIONS OF HYPERSPACE. 
VI. LAWS OF MAINTENANCE OF SIZES AND LAW OF CHANGE 

OF STREAM 

 
Intercommunication is investigational kinetic and dynamic 

equalizations, qualificatory the terms of hyperanalyticity of quater-
nion of Hamilton-Gibbs. The cases of substancal and local mainte-
nance of scalar constituent of this hypercomplex function are edu-
ced. It is shown that at the limitations of stream of physical size set 
in-process, a priori the laws of Fic, Fourier are executed and them 
similar to. 

 
Keywords: local area, quaternion, hyperanalyticity, law of maintenance, 
stream, stationarity 
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УДК 536.6 
 

Локтионов1 И.К., Терехов2 С.В., Ткач2 В.И. 
 

ТЕПЛОЕМКОСТИ ВАКАНСИОННОЙ И КОРПУСКУЛЯРНОЙ  
ПОДСИСТЕМ КОНДЕНСИРОВАННОЙ СРЕДЫ 

 
1Донецкий национальный технический университет, Донецк, ДНР 

2ГУ «Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина», Донецк, ДНР 
e-mail: likk@telenet.dn.ua, svlter@yandex.ru 

 

Предложен термодинамический подход к вычислению теп-
лоемкости при постоянном давлении термодинамической сис-
темы в рамках модели с малым числом ограничений, наклады-
ваемых на микроскопические параметры корпускул и вакансий. 
Получено выражение для свободной энергии Гельмгольца и ус-
тановлены термодинамические соотношения для микроскопи-
ческих параметров компонентов. Найдены выражения для теп-
лоемкостей корпускулярной и вакансионной подсистем конден-
сированной среды с фиксированным числом частиц, проведе-
ны численные расчеты указанных величин для различных сис-
тем. Показано, что характер изменения теплоемкости с тем-
пературой существенно зависит от температурной зависи-
мости теплоты, рассчитанной на одну «частицу», а также 
от величины и знака параметров, входящих в нее. 

 

Ключевые слова: конденсированная среда, вакансия, энергия Гельмголь-
ца, энтропия, внутренняя энергия, теплоемкость, температура. 

 

HEAT CAPACITY VACANCIES AND CORPUSCULAR 
SUBSYSTEMS OF THE CONDENSED ENVIRONMENT 

 

I.К. Loktionov1, S.V. Terekhov2, V.I. Tkatch2 
1Donetsk national technical university, Donetsk, DPR 

2А.А. Galkin Donetsk Physics and Engeeniring Institute, Donetsk, DPR 
 

The thermodynamics approach for calculations of heat ca-
pacity at constant pressure for the thermodynamics system within 
the framework of the model with the small number of limitations 
constrained on the microscopic parameters of particles and va-
cancies is proposed. The expression for the Helmholtz free energy 
was obtained and the thermodynamics relations for the micro-
scopic parameters of the components were established. The ex-
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pressions for the heat capacities of the particle and vacancy sub-
systems of the condensed medium with the fixed number of parti-
cles were found and the numerical calculations of these quantities 
for the different systems were performed. It has been shown that 
the heat capacity temperature behavior essentially depends on the 
temperature dependence of the heat calculated per one “particle” 
as well as on the values and signs of the parameters involved.  

 

Keywords: condensed medium, vacancy, energy of Helmholtz, entropy, 
internal energy, heat capacity, temperature. 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Экспериментальные исследования теплоемкости металли-
ческих [1] и неметаллических [2, 3] стекол, опаловых матриц 
[4], мультиферроиков [5], крио кристаллов криптона [6], моно-
силицида кобальта [7], углеродных наноматериалов [8] и дру-
гих конденсированных сред демонстрируют отклонение полу-
чаемых температурных зависимостей от кривых классических 
моделей Дебая и Эйнштейна [9, с.85] и их модификаций (напр., 
[10-12]). Теплоемкость:  
– стекол испытывает скачок при их нагревании (охлаждении) в 
области температуры стеклообразного перехода;  
– опаловых матриц значительно превышает ее значения, рас-
считанные по модели Дебая; 
– мультиферроиков, криокристаллов криптона и моносилицида 
кобальта отображается температурной кривой, которая не толь-
ко лежит выше классической линии, начиная с некоторой тем-
пературы, но и испытывает изгиб в сторону больших значений; 
– фуллерита С60 в определенном температурном интервале со-
держит пик. 

Перечисленные особенности поведения температурной за-
висимости теплоемкости материалов указывают на необходи-
мость построения термодинамической модели температурной 
зависимости теплоемкости конденсированной среды. В этой 
связи целями данной работы являются: разработка на основе 
классической термодинамики нового подхода к описанию теп-
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лоемкости конденсированной среды с учетом вакансий, образу-
ющих свободный объем; определение термодинамических ве-
личин, ответственных за изменение вида температурной кривой 
теплоемкости; исследование области применимости предложен-
ного теоретического построения с помощью численных расче-
тов модельных и реальных систем. 

Дискретизация объема системы подразумевает его разбие-
ние на N  ячеек: iN  мест (каждое из них имеет объем iv ) заняты 
частицами сорта i  (всего в системе k  компонентов), а 0N  огра-
ниченных областей (каждая из них имеет объем 0v ) – остаются 
вакантными. Таким образом, объем системы определяется по 
формуле 

p

k

i
ii VVNvNvV +=+= ∑

=
0

1
00 ,       (1) 

которая использовалась при построении феноменологических 
моделей разреженной и конденсированной сред [13, 14]. В этих 
моделях объем системы представлялся в виде совокупности 
областей с неизменными объемами iv  ( ki ...,,1,0= ), что позволя-
ет говорить о моделях с «жесткими» ячейками всех типов. В 
представляемой работе, в отличие от [13, 14], объем ячеек мо-
жет изменяться, а также не используется целый ряд ранее при-
нимаемых ограничений по отношению к корпускулярной (ато-
марным или молекулярным) и вакансионной подсистемам.  

2. СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА И 
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ ДЛЯ 

МИКРОСКОПИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ КОМПОНЕНТОВ 

В качестве независимых аргументов, описывающих сос-
тояние k -компонентной среды, выберем числа атомов (моле-
кул) iN  сорта i  ( ki ...,,1= ) и вакансий 0N , объем системы V  и 
температуру T . Другими словами, будем считать, что состоя-
ние конденсированной системы описывает свободная энергия 
Гельмгольца. Согласно [13, 14], под конденсированной средой 
понимается термодинамическая система с малой объемной до-



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
101 

 

лей вакансий ( 1/00 <<VNv ). В дальнейшем все составляющие сис-
темы (корпускулы и вакансии) будем называть «частицами».  

Вероятность того, что на каждую «частицу» вида i  прихо-
дится внутренняя энергия iε  ( ki ...,,1,0= ), определим форму-
лой Больцмана 

)exp( iiw βε−= ,          (2) 
здесь θβ /1= , Tk B=θ  – температура исследуемого объекта по 
энергетической шкале, J/K103807.1 23−⋅=Bk  – константа Больцма-
на. Сумма вероятностей (2) равна единице, следовательно, вну-
тренняя энергия одной вакансии задается температурой систе-
мы и внутренними энергиями частиц 

])exp(1ln[)1ln(
11

0 ∑∑
==

−−−=−−=
k

i
i

k

i
iw βεθθε .   (3) 

Перестановка местами тождественных «частиц» не может из-
менить термодинамическое равновесие системы. При фикси-
рованных внешних условиях вероятности (2) не изменяются от 
опыта к опыту, поэтому вероятность того, что iN  ячеек заняты 
частицами сорта i , а 0N  мест остаются вакантными, определяет-
ся по схеме Бернулли [15, с.29]: 

∏
=

=
k

i i

N
i

N
wNW

i

0 !
! .           (4) 

С учетом равенств (2) и (4) свободная энергия Гельмгольца за-
дается классической формулой [14, с.153] 

( ) ( ) STUNNNNNNNNWF
k

i
ii

k

i
ii −=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +++=−= ∑∑

== 1
00

1
00 /ln/lnln θεεθ , (5) 

а вакансии выступают в роли дополнительного и равноправно-
го компонента системы. 

Из сравнения левой и правой частей в последнем равенстве 
(5) находим, что внутренняя энергия и энтропия системы удо-
влетворяют соотношениям вида (1) 

p

k

i
ii UUNNU +=+= ∑

=
0

1
00 εε ,              (6) 
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p

k

i
ii SSNsNsS +=+= ∑

=
0

1
00 ,             (7) 

где энтропия, приходящаяся на одну «частицу» сорта i , равна 
)/ln( NNks iBi −= .               (8)  

Экстенсивность величин (1), (6) и (7) приводит к соотношени-
ям 
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∑
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ii
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00

0 ,        (10) 

т.е. термодинамические величины вакансий определяются кол-
лективной реакцией корпускулярной подсистемы. 

В силу того, что объем (1), внутренняя энергия (6) и кон-
фигурационная энтропия (7) являются однородными функция-
ми Эйлера первого порядка по числу «частиц», связь между ми-
кроскопическими величинами имеет вид [14, с.148]  

iiii TsPv µε ++−= ,             (11) 
где P  – давление, iµ  – химический потенциал «частиц» сорта 
i. По теории Гиббса [16] из (11) следует, что 

iii TdsPdvd +−=ε ,             (12) 
dTsdPvd iii −=µ ,              (13) 

причем для равновесных вакансий выполняются соотношения 
  dTsdPv 000 0,0 −==µ .           (14) 

Второе равенство (14) соответствует уравнению Клапейрона-
Клазиуса [17, с. 103–106], что позволяет связать характеристи-
ки вакансии с измеряемыми величинами.  
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Из соотношения (11), записанного для вакансий, и второ-
го равенства (14) получаем  

  00 vP
dT
dPT ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=ε ,                (15) 

  
dT
dPvs 00 = .                  (16) 

Для характеристики теплоты, приходящейся на одну «час-
тицу», введем понятие теплоты хаотизации «частиц» сорта i, 
согласно формуле Tsq ii =  ( ki ...,,1,0= ). Так, из (15) и (16) на-
ходим, что величина, которую будем называть теплотой хаоти-
зации вакансий Tsq 00 = , равна 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= P

dT
dPT

dT
dPTq 00 ε .          (17) 

Использование формулы (8) позволяет найти распределе-
ние вакансий в виде температурной зависимости их относитель-
ной доли 

  
1)exp(

1

0

0
0 −

==
qN

Nx
p β

,         (18) 

и концентрации частиц сорта i  ( 0≠i ) 

  )exp()1( 0 i
p

i
i qx

N
Nx β−+== ,              (19) 

здесь ∑
=

=
k

i
ip NN

1
 – число частиц в системе, Tsq ii =  – теплота хао-

тизации частиц сорта i . Из (18) видно, что вакансии подчиня-
ются «квантовой» статистике Бозе-Эйнштейна и при опреде-
ленных условиях могут «сконденсироваться» в одной ячейке. 
Выполнив суммирование по i  в (19) и учтя (18), получим ра-
венство 

∑
=

−=−−
k

i
iqq

1
0 )exp()exp(1 ββ .           (20) 

Отсюда вытекает, что вероятность тепловой хаотизации, вно-
симой в систему «частицей» вида i  ( ki ...,,1,0= ), определяется 
формулой Бернулли 

)exp( ii qp β−= .          (21) 
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Формула (21) позволяет переписать (18) и (19) в виде 

  
0

0
0 1 p

px
−

= ,          (22) 

  
01 p

px i
i −
= .                   (23) 

Если тепловая хаотизация вакансий незначительна ( 10 <<p ), то 
относительная доля вакансий 0x , по (22), и концентрации час-
тиц ix , по (23), совпадают с соответствующими вероятностями 

ip  ( ki ...,,1,0= ). 

3. ТЕПЛОЕМКОСТИ ПОДСИСТЕМ КОНДЕНСИРОВАННОЙ 
 СРЕДЫ С ФИКСИРОВАННЫМ ЧИСЛОМ ЧАСТИЦ pN  

Для такого объекта перепишем первые равенства систем 
(9) и (10) в виде 

00
1

0 )( dNdNdTCCdTCdU
k

i
iiVVpV εε +=+== ∑

=

,  (24) 

00
1

0 )( dNTsdNsTdTCCdTCTdS
k

i
iiPPpP +=+== ∑

=

,    (25) 

где VС , PС  – теплоемкости системы при постоянных значениях 
объема и давления, соответственно; VpС , PpС  и 0VС , 0PС  – анало-
гичные теплоемкости для корпускулярной и вакансионной под-
систем.  
а) Вклад вакансий в теплоемкость системы, по (24) и (25), оп-
ределяется формулами (в безразмерном виде) 

θ
ε

d
dx

Nk
C

pB

V 0
0

0 = ,       (26) 

θd
dxq

Nk
C

pB

P 0
0

0 = .       (27) 

Разность величин (27) и (26) задается выражением (при учете 
(11) и первого равенства (14)) 

( )
θθ

ε
d
dxPv

d
dxq

Nk
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pB

VP 0
0

0
00

00 =−−=− ,                    (28) 

а их отношение – 
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0
0

0

0

0 γ
ε

== q
C
C

V

P ,       (29) 

здесь 0γ  – показатель адиабаты для вакансионной подсистемы.  
Из формулы (29) с учетом (17) находим, что  

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=+= P
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dPT

dT
dPTPv

0

0
0 1

ε
γ ,                    (30) 

а разность теплоемкостей  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=− P

dT
dPTPCCC VVP /000 .                 (31) 

Согласно равенству (30), теплоемкости вакансионной подсис-
темы при постоянных значениях давления или объема совпа-
дают ( 10 =γ ), если величина 0Pv  значительно меньше, чем вну-
тренняя энергия из расчета на одну вакансию 0ε  ( 00 ε<<Pv ). Дру-
гими словами, для точечных вакансий ( 00 ≈v ) показатель адиа-
баты равен единице. Закон Майера для вакансионной подсис-
темы выполняется при равенстве правой части соотношения 
(31) универсальной газовой постоянной K)J/(mol314,8 ⋅=R . 

С учетом распределения (18) и формулы (21) из (27) най-
дем  
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б) Вклад корпускулярной подсистемы в теплоемкость систе-
мы, по (24) и (25), определяется формулами (в безразмерном 
виде) 
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С учетом формул (21) и (23) производная 

θθθ d
dp

p
p

d
dp

pd
dx iii 0

2
00 )1(1

1
−

+
−

= ,         (36) 

где производные от вероятностей (21) определяются выраже-
ниями 
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⎟
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⎛ −=
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θ

θθ d
dqqp
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dp i

i
ii
2 .            (37) 

Отметим, что второе слагаемое в формуле (36) определяет вли-
яние вакансионной подсистемы на теплоемкость корпускуляр-
ной подсистемы. 

Теплоемкости (34) и (35) при подстановке формул (36) и 
(37) зависят не только от температуры и теплоты на одну ва-
кансию, но и от средних характеристик корпускулярной подси-
стемы 
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4. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ ТЕПЛОЕМКОСТЕЙ  
РАЗЛИЧНЫХ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

С целью изучения возможностей предложенной модели бы-
ли проведены численные расчеты теплоемкостей с различными 
температурными зависимостями теплот хаотизации.  

Пусть Bakq =0 , где a  – постоянная величина. На рис. 1 по-
казаны кривые температурной зависимости теплоемкости при 
постоянном давлении вакансионной подсистемы при разных 
значениях величины a . Из рис. 1 видно, что с уменьшением теп-
лоты хаотизации вакансий 0q  теплоемкость 0PС  стремится к 
универсальной газовой постоянной K)J/(mol314,8 ⋅=R  (см. кри-
вые 1–4 на рис. 1), а число вакансий по (18) – к бесконечности. 
Рост значения параметра a  приводит к практически нулевым 
величинам теплоемкости в области низких температур.  
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Аналогичное поведение демонстрирует и теплоемкость при 
постоянном давлении для корпускулярной подсистемы, если 
теплота хаотизации pq  остается неизменной. Численные рас-
четы показывают, что независимо от значений постоянных теп-
лот хаотизации корпускулярной и вакансионной подсистем 
при выполнении соотношения 2/ 0 =qqp  теплоемкость системы 
(рис. 2, кривая 1; кривая 2 отображает изменения теплоемкос-
ти вакансионной подсистемы в зависимости от температуры си-
стемы) всегда стремится к R3 , т.е. выполняется закон Дюлонга-
Пти.  

 
 

 
 
 

На рис. 3 отображен ход изменения теплоемкости вакан-
сионной подсистемы в зависимости от температуры, когда фун-
кция n

B bTakq +=/0 , при постоянных параметрах 400=b , 1−=n  
и варьировании константы a .  

На рис. 4 показан график теплоемкости никеля при пос-
тоянном давлении* и наличии в нем магнитного фазового пе-
рехода второго рода при температуре Кюри TC = 631 K. Чис-
ленный расчет этой зависимости производился в предположе- 

 

Рис. 1. Влияние параметра а на теп-
лоемкость при постоянном давле-
нии для вакансионной подсистемы: 
1 – 10; 2 – 150; 3 – 400; 4 – 1000 

 
 

Рис. 2. Теплоемкость термодинами-
ческой системы при отношении 
теплот хаотизации равном 2:1 (при-
мер: 2000 =q , 400=pq ) для корпус-
кулярной и вакансионной подсис-
тем (1 – теплоемкость системы; 2 – 
теплоемкость вакансий) 

1

2
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нии встречных тепловых волн между корпускулярной и «ва-
кансионной» подсистемами. Пик на кривой теплоемкости, сог-
ласно развитым представлениям, обусловлен температурной 
зависимостью теплоты хаотизации «вакансий», которая описы-

вается функцией ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−⋅

−=
pc

c

c

pc

B TT
TT

T
TT

k
Tq arctg

7.0
6.14

)(0  ( pT  − темпера-

тура, при которой намагниченность образца обращается в нуль 
при снижении температуры от точки фазового перехода). Для 
корпускулярной подсистемы теплота хаотизации задавалась 

формулой ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−⋅+=

pc

c

p

cp

B

p

TT
TT

T
TT

k
Tq

arctg8.1
8.1

)( . Таким образом, темпе-

ратурная зависимость теплоты хаотизации «частиц» оказыва-
ет существенное влияние на вид кривой температурной зависи-
мости теплоемкости вакансий и корпускул. 

В качестве второго примера рассмотрим модельный аморф-
ный материал, который представляет собой сложную термоди-
намическую систему. В таких системах возможна синергетиче-
ская (совместная) реакция всех подсистем на изменения внеш- 
________________________ 

* В качестве «вакансионной подсистемы» здесь выступает подсистема 
спинов, противоположно направленных по отношению к внутреннему 
молекулярному полю никеля. 

 

Рис. 3. Изменение теплоемкости 
при постоянном давлении для ва-
кансионной подсистемы при варь-
ировании параметра а: 1 – 10; 2 – 
35; 3 – 200; 4 – 400 

 

Рис. 4. Температурная зависимость 
теплоемкости при постоянном дав-
лении для никеля (∆  − по Леппу 
[18, с.30]) 
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него окружения. В частности, она проявляется в поведении кор-
пускулярной (рис. 5, кривая 1) и вакансионной (рис. 5, кривая 
2) подсистем при изменении теплового фона. На рис. 5 (кри-
вая 3) показан ход температурной зависимости теплоемкости 
при постоянном давлении модельного аморфного материала 
при его нагревании (рис. 5 а) и охлаждении (рис. 5 б).  
 

  
                             а                                                      б 
Рис. 5. Теплоемкость модельного стекла при его нагревании (а) и 
охлаждении переохлажденного расплава (б): 1 – часть теплоемкости, 
определяемая только вакансиями; 2 – часть теплоемкости, опреде-
ляемая изменением концентрации частиц; 3 – часть теплоемкости, 
определяемая изменением относительной доли вакансий; 4 – тепло-
емкость стеклующегося материала 

 
Поведение теплот хаотизации корпускулярной и ваканси-

онной подсистем при возрастании температуры термодинами-
ческой системы имитировалось функциями:   
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где KT 6500 = ; KTp 630=  − температуры «разогрева» вакансион-
ной и корпускулярной подсистем при нагревании стекла (рис. 5 
а). Ход температурных кривых теплот хаотизации «частиц» пе-
реохлажденного расплава при охлаждении (рис. 5 б) опреде-
лялся теми же зависимостями при температуре «замерзания» 
корпускулярной подсистемы KTp 560= . 

Проведенные численные расчеты позволяют предложить 
следующий механизм формирования «замороженных» состо-
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яний неравновесной термодинамической системы. Стекло со-
держит неравновесные вакансии (избыточный свободный объ-
ем, 00 ≠µ ), концентрация которых снижается при повышении 
температуры. Наряду со снижением концентрации вакансий 
приближение к температуре стеклообразного перехода сопро-
вождается разрывом химических связей между корпускулами 
и другими необратимыми процессами. Этот этап предплавле-
ния материала приводит к снижению величины теплоемкости, 
так как доля тепла расходуется на частичную хаотизацию амор-
фной фазы. Переход стекла в состояние сильно переохлажден-
ного расплава порождает новые степени свободы для вакансий 
и увеличивает их концентрацию, что приводит к резкому воз-
растанию теплоемкости как вакансионной подсистемы, так и 
термодинамической системы в целом.  

Обратный процесс охлаждения стеклующегося расплава 
сопровождается ступенчатым переходом от жидкого состоя-
ния к твердому, так как вакансионная система не успевает под-
страиваться к изменениям температуры при относительно боль-
ших скоростях отбора энергии из системы. Существование тем-
пературного интервала перехода определяется различием па-
раметров корпускулярной и вакансионной подсистем, входя-
щих в функциональную зависимость теплот хаотизации ука-
занных подсистем от мгновенной температуры системы в вы-
бранный момент времени.  

5. ВЫВОДЫ 

Экспериментальные исследования различных материалов 
продемонстрировали отклонения поведения кривых теплоем-
кости от классических закономерностей моделей Дебая и Эйн-
штейна. В этой связи рассмотрено влияние вакансионной под-
системы на теплоемкость многокомпонентной конденсирован-
ной среды с неизменным общим числом частиц. Полученные 
соотношения показали существенную зависимость вида кри-
вых теплоемкости системы при постоянном давлении от тем-
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пературных зависимостей введенных теплот хаотизации в кор-
пускулярной и вакансионной подсистемах. Варьирование зна-
чений параметров температурной зависимости микроскопи-
ческих теплот хаотизации для корпускулярной и вакансион-
ной подсистем проявляется в виде экспериментально наблю-
даемых отклонений теплоемкости от хода классических кри-
вых.  
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Предложен термодинамический подход к описанию нерав-

новесного состояния синергетической системы, в которой про-
текают необратимые процессы. Проведена классификация си-
стем и их состояний по отношению к взаимодействию с внеш-
ней средой. При сохранении локальной аддитивности неравно-
весной энтропии системы с помощью преобразования Лежан-
дра введена функция неравновесности. Переход системы в тер-
модинамическое равновесие сопровождается обращением в 
нуль функции неравновесности и ее дифференциала. Установ-
лены способы компенсации неравновесности стохастическими 
процессами, в результате которых производится (утилизиру-
ется) энтропия. 

 

Ключевые слова: термодинамическая система, неравновесность, само-
организация, энтропия, необратимые процессы 
 

1. ВВЕДЕНИЕ: САМООРГАНИЗАЦИЯ И НЕРАВНОВЕСНОСТЬ 

Одной из актуальных проблем современной термодинами-
ки является развитие представлений о неравновесных системах, 
в которых протекают необратимые процессы и которые обме-
ниваются с окружающей средой не только частицами и энер-
гией (открытая система), но и энтропией (синергетическая 
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система). Такие объекты обладают рядом уникальных свойств: 
их поведение существенно изменяется при удалении от термо-
динамического равновесия; индивидуальные изменения состо-
яний компонентов системы сменяются ее кооперативным от-
ветом на внешнее воздействие; ряд параметров системы дос-
тигает критических значений, при которых возникают самоор-
ганизующиеся структуры. Поэтому в данной работе объектом 
исследования является синергетическая система, для которой 
вклад энергии пограничных явлений в общую энергию систе-
мы существенно мал по сравнению с энергетикой объемных 
эффектов.  

Цель работы состоит в выяснении возможности описания 
такой системы в рамках феноменологической термодинамики 
путем введения новой функции состояния, описывающей от-
клонение характеристической термодинамической функции от 
ее вида при равновесии. Такой подход позволяет рассматри-
вать как слабонеравновесные, так и сильнонеравновесные объ-
екты, расположенные вдали от точки термодинамического рав-
новесия. Отметим, что достижение аргументами (и им сопря-
женными величинами) характеристической функции своих рав-
новесных значений должно приводить к занулению вводимой 
функции для получения формул классической термодинамики. 
Самоорганизацией [1-3] называют процесс образования но-вой 
структуры системы, возникающей в результате коопера-
тивного взаимодействия подсистем при пороговых значениях 
управляющих параметров в области нелинейного поведения 
или в неравновесных условиях. Этот процесс является квантом 
эволюционного преобразования системы в новое состояние [4]. 
Переструктурирование бывает диссипативным (ячейки Бена-
ра, кольца Тейлора и др.), консервативным (образование струк-
тур кристаллов, биополимеров и т.д.) и дисперсионным (соли-
тоны). Отличительной чертой самоорганизации является уни-
версальный характер взаимосвязей между параметрами вне за-
висимости от природы системы [5].  
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Для объяснения сути процесса самоорганизации зачастую 
привлекают (см. [6, с. 492]) такие понятия, как открытость сис-
темы и необратимость процессов, отождествляя их с термином 
неравновесность. Отметим, что степень открытости системы оп-
ределяется проницаемостью ее пограничного слоя для энергии 
и вещества, а переструктурирование – емкостными свойствами 
самой системы. Например, поглощение внешнего тепла может 
происходить за счет возбуждения внутренних степеней свобо-
ды атомов и молекул, увеличения скорости движения частиц, 
протекания эндотермических реакций, возникновения внутрен-
них течений и т.д. Следовательно, отклонение состояния сис-
темы от положения термодинамического равновесия сопровож-
дается протеканием процессов, которые стремятся вернуть си-
стему в устойчивое положение: или к исходному положению 
термодинамического равновесия при малых отклонениях, или 
к новому стационарному состоянию при значительном отходе 
системы от положения равновесия. В последнем случае энтро-
пия неравновесной системы должна определяться не только па-
раметрами состояния, но и характеристиками протекающих 
процессов. Необратимый процесс является перестройкой ло-
кальных областей (целл) системы, при этом параметры системы 
эволюционируют от точки к точке. Необратимые процессы мо-
гут затухать за пределами целлы, или компенсировать друг дру-
га так, что на макроуровне общий процесс будет обратимым, т. 
е. в этом случае энтропия системы не изменяется. Поэтому не-
равновесные состояния связаны с изменчивостью системы в 
целом по отношению к внешним воздействиям. 

В этой связи выделяют метастабильное, нестабильное и 
стабильное состояния. Метастабильное и стабильное состоя-
ния являются устойчивыми, так как им соответствует постоян-
ство или минимум характеристического термодинамического 
потенциала. При переходе системы в состояние, которое ха-
рактеризуется максимумом термодинамического потенциала, 
она попадает в область неустойчивости. В этом случае внеш-
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няя подпитка системы веществом и энергией может перевести 
ее в состояние динамического равновесия с внешней средой 
(напр., маятник Капицы [7]). Таким образом, неравновесные со-
стояния возникают как в открытых системах, так и при проте-
кании необратимых процессов. 

Вторым признаком неравновесного состояния является 
тип сопротивляемости системы изменениям внешней среды. 
Для большого числа объединений подсистем характерно появ-
ление положительной обратной связи [6]. Механизмами тако-
го поведения системы являются спонтанные флуктуации харак-
теристик ее состояния, стремление управляющих параметров к 
пороговым значениям и другие явления, перемещающие сис-
тему в точку бифуркации (ветвления). За точкой ветвления сис-
тема с положительной обратной связью совершает сложные ав-
токолебательные движения между состояниями со старой и но-
вой структурами, подстраиваясь под состояние внешней сре-
ды путем самоорганизации. 

Третья особенность неравновесности состоит в наруше-
нии соотношений, установленных для равновесных систем, в 
частности, может разрушаться аддитивность экстенсивных ве-
личин (см., напр., энтропия Цаллиса [8]). Такое поведение сис-
темы связано с появлением более «длиннохвостых» степенных 
распределений частиц, которые порождают дополнительное 
слагаемое в энтропии системы в виде произведения энтропий 
подсистем. 

В дальнейшем неравновесную систему, которая обменива-
ется с внешней средой энергией, веществом и энтропией, будем 
называть синергетической. Структуры, которые возникают в 
синергетической системе при рассеивании энергии, называют 
диссипативными [9]. Для их существования требуется постоян-
ный приток извне энергии и вещества (а в случае синергетиче-
ской системы еще и внешней энтропии) при неизменном росте 
энтропии в ограниченном объекте или его компенсации процес-
сами упорядочения. Следует отметить, что одному и тому же 
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набору граничных условий может соответствовать множество 
различных диссипативных структур. Выбор той или иной орга-
низации системы зависит от доминирующего в данный момент 
времени реального процесса. Доминантность процесса опреде-
ляется внешними условиями, возникающими флуктуациями ха-
рактеристик синергетической системы, значениями управляю-
щих параметров и временем затухания процесса.  

Самоорганизация и рождение новых структур являются 
следствием потери устойчивости синергетической системой при 
ее смещении из положения равновесия. Отметим, что синерге-
тическая система находится вблизи положения термодинамиче-
ского равновесия, если производные по времени и пространст-
ву от термодинамических величин значительно меньше, чем от-
ношение этой величины к характерному времени процесса или 
характерному размеру целлы, соответственно. В противном слу-
чае синергетическая система находится вдали от равновесия. 
Ее характеристические функции будут зависеть не только от 
пространственно-временных и термодинамических аргументов, 
но и от скоростей изменения последних координат.  

Из возникающего спектра структурных единиц отбирает-
ся та, которая наиболее устойчива по отношению к происходя-
щим изменениям во внешней среде. Завершение процесса пе-
реструктурирования отвечает переходу синергетической сис-
темы в новое устойчивое состояние (термодинамическое рав-
новесие или стационарное состояние).  

Так как явление переструктурирования наблюдается в раз-
личных системах, поэтому возникает необходимость развития 
термодинамической концепции понятия неравновесности; оп-
ределения влияния скоростей изменения сопряженных к термо-
динамическим координатам синергетической системы на ее ха-
рактеристические функции; вывода и решения уравнений для 
этих величин. 
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2. ПРОИЗВОДСТВО АДДИТИВНОЙ ЭНТРОПИИ 

Рассмотрим систему в термодинамическом пространстве 
безразмерных (параметры системы отнесены к некоторым ха-
рактерным величинам) обобщенных координат: q1 = U – внут-
ренняя энергия, q2 = N – число частиц, q3 = V – объем системы. 
Равновесное состояние системы поддерживается безразмерны-
ми потенциалами термодинамических полей: φ1 = 1/T – тепло-
вого (T – абсолютная температура), φ2 = µ/T  – химического (µ 
– химический потенциал частиц), φ3 = P/T  – механического (P 
– давление). Тогда энтропия системы определяется формулой 
[10] 

∑
=

=
3

1i
ii qS ϕ ,        (1) 

а ее дифференциал –  
∑
=

=
3

1i
ii dqdS ϕ ,          (2) 

при выполнении равенства, которое обеспечивает экстенсивный 
(аддитивный) характер энтропии: 

 0
3

1
=∑

=i
ii dq ϕ .          (3) 

Равенство (3) эквивалентно уравнению Дюгема-Гиббса [11], 
оно показывает, что равновесие достигается: а) при постоянст-
ве потенциалов термодинамических полей ( consti =ϕ ); б) при 
компенсации бесконечно малого изменения одного из потенци-
алов термодинамических полей изменениями двух других по-
тенциалов. Таким образом, отклонение термодинамической сис-
темы от положения равновесия характеризуется изменением ее 
состояния, которое связано с бесконечно малыми изменениями 
потенциалов термодинамических полей.  

Локальная аддитивность энтропии (2) позволяет классифи-
цировать термодинамические системы по степени их открытос-
ти: изолированная, закрытая, открытая и синергетическая (табл. 
1).  
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Таблица 1. 
Типы термодинамических систем по степени их открытости 

 

№ 
п/п 

 

Тип 
системы 

Внут-
ренняя 
энергия, 

q1 

Число 
частиц, 

q2 

Объем 
систе-
мы,  
q3 

Изменение 
энтропии,  

dS 

1 Изолированная const const const 0 
2 Закрытая change const const φ1dq1 
3 Открытая change change const φ1dq1+φ2dq2 
4 Синергетическая change change change φ1dq1+φ2dq2+φ3dq3 

 

На микроуровне первые три системы формируются ансам-
блями частиц, подчиняющимися микроканоническому, канони-
ческому и макроканоническому распределениям [12]. Следова-
тельно, в синергетической системе возникают такие ансамбли 
частиц, которые формируют стационарные состояния в резуль-
тате: перепутывания фазовых траекторий частиц, возникнове-
ния новых инвариантных и резонансных торов движения, заме-
ны эргодичности на перемешиваемость и т.д. На макроуровне 
неравновесность системы проявляется в виде разрушения ад-
дитивности экстенсивных параметров; отклонения соотноше-
ний, установленных в рамках равновесной термодинамики, от 
их классических формулировок; перераспределения вещества; 
эволюции потенциалов термодинамических полей как в термо-
динамическом, так и в реальном пространственно-временном 
континууме. 

Для изолированной системы дифференциал энтропии всег-
да равен нулю ( 0=dS  – обратимые процессы), поэтому измене-
ния в такой системе имеют обратимый характер. В системах 
2)−4) (табл. 1) эта величина может принимать или нулевое зна-
чение, или быть положительной ( 0>dS  – необратимые процес-
сы). Следовательно, для величины (2) выполняется нестрогое 
неравенство: 

0
3

1
≥= ∑

=i
ii dqdS ϕ .                   (4) 



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
120 

 

Производство энтропии наблюдается при протекании хи-
мической реакции (скалярный процесс: задается произведени-
ем химического сродства на скорость реакции), необратимого 
процесса (векторный процесс: задается произведением потока 
той или иной величины на термодинамическую силу, порожда-
ющую поток) и течении вещества (тензорный процесс: задает-
ся произведением тензора напряжений на тензор изменений в 
системе). Вне зависимости от характера (скалярный, векторный 
или тензорный) и типа (обратимый или необратимый) процес-
са изменения в системе можно описать приращением энтропии 
и скоростью ее изменения. 

Например, производство аддитивной энтропии при прос-
транственно-временном ( t  – время, r  – средний радиус-вектор 
центра масс локальной области) изменении экстенсивных ха-
рактеристик определяется субстанциональной (среда считает-
ся сплошной, целла движется без ускорения) скоростью изме-
нения энтропии: 

∑
=

=
3

1i

i
i dt

dq
dt
dS ϕ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂= ∑

=

3

1
div

i
i

i
i t

q Jϕ +∑
=

)div(
3

1
vi

i
iq ϕ i

i
i XJ∑

=

3

1
,    (5) 

где vJ ii q=  – конвективный поток i-ой экстенсивной величины, 
dtdrv =  – скорость перемещения центра масс целлы, ii ϕ∇=X  

– термодинамическая сила, порождаемая градиентом i-ого по-
тенциала интенсивных характеристик. Из соотношения (5) вид-
но, что формула Дэфея-Пригожина [13] для производства энтро-
пии синергетической системы с ненарушенной аддитивностью 
экстенсивных величин 

=
dt
dS 0

3

1
≥∑

=
i

i
i XJ             (6) 

имеет место в трех случаях:  
1) для несжимаемых сред ( 0div =v ) экстенсивные характерис-
тики iq  локально сохраняются ( ⇒= 0dtdqi ii Cq = ) 

0div =+
∂
∂

i
i

t
q J ,           (7) 
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а расходимость потоков потенциалов термодинамических по-
лей равна нулю  

0)div( =viϕ .                (8) 
Следовательно, протекание необратимых процессов в ло-

кальных областях не приводит к росту энтропии. Другими сло-
вами, транспортные процессы в целле не вызывают изменений 
вокруг нее, т.е. на макроуровне наблюдается обратимый термо-
динамический процесс. Отметим, что уравнение (7) справедли-
во и для сжимаемых сред ( 0div ≠v ), если скорость изменения 
i-ой экстенсивной характеристики компенсируется расходимо-
стью поля скоростей, т.е. при выполнении равенства 

vdivii qdtdq −= ; 
2) для каждого i-ого экстенсивного аргумента справедливо урав-
нение 

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

i
i

i t
q Jdivϕ 0)div( =viiq ϕ ;      (9) 

3) выполняется равенство 

0)div(div
3

1
=⎢

⎣

⎡
⎥⎦

⎤−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

∑
=i

iii
i

i q
t
q vJ ϕϕ ,     (10) 

которое с учетом определения (4) совпадает с формулой (6). 
Таким образом, транспортные процессы не являются су-

щественным признаком неравновесного состояния термодина-
мической системы. Кроме того, изучение необратимых процес-
сов в реальном пространстве-времени (R-пространстве) не поз-
воляет исследовать кинетическую перестройку потенциалов 
термодинамических полей, динамические эффекты неравновес-
ности, возникновение волн, образование иерархических струк-
тур и т.д. Поэтому развитие существующей модели в направле-
нии учета обобщенных термодинамических координат iq  и ско-
ростей их изменения iq&  (термодинамическое фазовое простран-
ство или Q-пространство) представляет собой одну из актуаль-
ных проблем неравновесной термодинамики и теории самоор-
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ганизации. В этой связи исследуем отклонение термодинами-
ческого определения энтропии от ее классической формулиров-
ки. 

 

3. ФУНКЦИЯ НЕРАВНОВЕСНОСТИ 

Дополним R-пространство осями обобщенных термодина-
мических координат iq  и скоростей их изменения iq& . Такой 
пространственный континуум будем называть расширенным 
или P-пространством. Дифференциал в P-пространстве обозна-
чим буквой D  для его отличия от дифференциала в R-простран-
стве 

v
v

r
r

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= dd
t

dtd r                 (11) 

и от дифференциала в Q-пространстве  

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂=

3

1i
i

i
i

iq q
qd

q
dqd

&
&                (12) 

(для других аргументов: ∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂=

3

1i
i

i
i

iq q
qddd

&
&

ϕ
ϕ ). Дифференциал 

D  представляет собой сумму приведенных выражений (11) и 
(12). Его применение позволяет отслеживать изменения состо-
яния неравновесной системы в обеих областях расширенного 
пространства. 

 Локальные законы изменения характеристических функ-
ций отображаются дифференциальными уравнениями, которые 
представляют собой действие некоторого оператора на искомую 
функцию. При перемещении центра масс целлы без ускорения 
или независимости исследуемой функции явным образом от 
скорости движения центра масс локальной области транспорт-
ные уравнения в R-пространстве задаются субстанциональным 
оператором вида 

r
v
∂
∂+

∂
∂=
tdt

d r .                (13) 

Если действие оператора (13) на функцию равно нулю, то гово- 
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рят о локальном сохранении физической величины, которая 
описывается данной функцией (см. уравнение (7)). Использо-
вание субстанционального оператора  

v
a

r
v

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=
tdt

d r              (14) 

(a  – ускорение центра масс локальной области) обусловлено за-
висимостью искомой функции от скорости движения центра 
масс целлы. Операторы, аналогичные (14), применялись при 
построении кинетических моделей Больцманом [14] и Власо-
вым [15].  

В дальнейшем для исследования процессов и явлений в P-
пространстве будем использовать эволюционный оператор  

dt
d

dt
d

dt
D qr += ,                (15) 

когда субстанциональный оператор в R-пространстве задается 
формулой (13). Например, для обобщенной координаты kq  вы-
полнение равенства 

kk
kqkrk qq

dt
qd

dt
qd

dt
Dq

&+′=+=           (16) 

указывает на то, что скорость изменения обобщенной коорди-
наты в P-пространстве состоит из суммы скоростей ее измене-
ния в R- и Q-пространствах. Первое слагаемое в формуле (16) 
описывает эволюцию обобщенной координаты kq  за счет ло-
кальной скорости изменения координаты и перемещения цен-
тра масс целлы, а второе – за счет внутренних процессов.  
Обращение выражения (16) в нуль указывает на сохране-ние 
обобщенной координаты в расширенном пространстве, при 
этом уравнение (7) принимает вид неоднородного уравнения 

kk
k

t
q σ=+
∂
∂ Jdiv ,          (17) 

где величина kkk qq &−= vdivσ  связана с производством (утили-
зацией) обобщенной координаты kq . Таким образом, расшире-
ние реального пространства позволяет описать не только явле-
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ние локального сохранения экстенсивной величины, но и ее 
производство (утилизацию).  

 На примере энтропии для системы, в которой протекают 
векторные процессы, рассмотрим построение модели, основан-
ной на исследовании отклонения формулы для термодинами-
ческой функции от ее классического вида. Соотношения (4)− 
(10) справедливы в том случае, когда сохраняется локальная эк-
стенсивность (аддитивность) энтропии, зависящей только от 
обобщенных термодинамических координат iq . При общем под-
ходе неравновесная энтропия ),,,( ii qqtS &r  является функцией 
пространственно-временных переменных, а в Q-пространстве 
– обобщенных термодинамических координат iq  и их скорос-
тей изменения iq& . Пусть в неравновесном состоянии энтропия 
сохраняет свойство аддитивности при бесконечно малых изме-
нениях обобщенных координат. Используя преобразование Ле-
жандра [16, 17] по отношению к энтропии S  неравновесной си-
стемы, введем в рассмотрение функцию неравновесности: 

=),,,( ii qtW &ϕr −),,,( ii qqtS &r ∑
=

≠

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂3

1i
i

ijqi

q
q
S

−),,,( ii qqtS &r ∑
=

3

1i
ii qϕ .  (18) 

Для системы в равновесном состоянии выражение (18) об-
ращается в нуль ( 0),,,( =ii qtW &ϕr ) и формула для энтропии сис-
темы принимает классический вид (1). Отметим следующие 
факты: неравновесная энтропия не описывается формулой (1); 
свойство аддитивности соблюдается в дифференциальной фор-
ме (2), т.е. с учетом формулы (16) дифференциал энтропии в P-
пространстве равен 

== ∑
=

3

1i
ii DqDS ϕ dtqq

i
iii )(

3

1
∑
=

+′ &ϕ ;                (19) 

пространство потенциалов iϕ  термодинамических полей явля-
ется сопряженным (касательным) пространством к термодина-
мическому пространству экстенсивных величин iq . Дифферен-
циал функции неравновесности (с учетом (19) для дифференци-
ала неравновесной энтропии) равен  
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=−= ∑
=

3

1i
ii DqDW ϕ dtq

i
iii )(

3

1
∑
=

+′− ϕϕ & .             (20) 

Функцию неравновесности ),,,( ii qtW &ϕr  можно использо-
вать для термодинамического описания неравновесной систе-
мы в терминах потенциалов термодинамических полей. Форму-
ла (20) позволяет классифицировать неравновесные состояния 
системы в зависимости от изменений потенциалов термодина-
мических полей (табл. 2).  

  Таблица 2. 
Типы состояний термодинамической системы  

по степени ее неравновесности 
 
№ 
п/п 

 
Тип 

состояния 

 

Тепло-
вое 
поле,  
φ1 

 

Хими-
ческое 
поле,  
φ2 

 

Механи-
ческое 
поле,  
φ3 

 

Изменение функции 
неравновесности,  

dW 

1 Равновесное const const const 0 
2 Теплообменное change const const q1dφ1 
3 Термохимическое change change const q1dφ1+q2dφ2 
4 Неравновесное change change change q1dφ1+q2dφ2+q3dφ3 

 

Из табл. 2 видно, что нарушение равновесности системы 
происходит в результате изменений потенциалов термодинами-
ческих полей в P-пространстве. В общепринятых обозначени-
ях соотношение (20) имеет вид: 

VDPNDDTWSTDW −+−= µ)( .            (21) 
В силу того, что в равновесии функция 0=W  и справедливо со-
отношение Дюгема-Гиббса, дифференциал функции неравно-
весности в расширенном P-пространстве также обращается в 
нуль. Таким образом, термодинамическое равновесие достига-

ется при выполнении равенств 
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

DW
W . Из соотношения (21) 

следует, что при приближении к равновесию величина →TW  
const , т.е. функция W  в окрестности равновесия ведет себя как 
линейная функция потенциала теплового поля (теплообменное 
неравновесие). 
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4. МОДЕЛИ КОМПЕНСАЦИИ НЕРАВНОВЕСНОСТИ 

Смещение системы из положения равновесия приводит к 
возникновению необратимых процессов, которые изменяют 
производство (утилизацию) энтропии (функции неравновесно-
сти) в P-пространстве. С учетом формул (15) и (19) дифферен-
циал энтропии неравновесной системы в расширенном прос-
транстве определяется формулой 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∇+

∂
∂=+= Sd

t
SdtSdSdqqtDS qrii rr ),,,( & ∑

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+

∂
∂3

1i i
i

i
i q

Sqd
q
Sdq

&
& ,(22) 

где i

ijqiq
S ϕ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

≠

 определяет i-тый неравновесный потенциал 

),,,( iii qqt &rϕ . Используя формулы (5) и (19), получим соотноше-
ние  

∑∑
==

′=
∂
∂+∇+

∂
∂ 3

1

3

1 i
ii

i
i

i

qq
q
SS

t
S ϕ&&

&
v ,                 (23) 

или  

   ∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−′=

3

1i
i

i
ii

r q
q
Sq

dt
Sd

&&
&

ϕ .                 (24) 

Сравнение (6) и (24) показывает, что выполняется равенство 

∑∑
==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−′

3

1

3

1 i
ii

i
i

i
ii q

q
Sq XJ&&
&

ϕ ,                (25) 

т.е. в случае локального сохранения экстенсивных характерис-
тик в R-пространстве ( 0=′iq ) последнее слагаемое в формуле 
(22) определяется производством энтропии. 

Применение элементарных преобразований к первой сум-
ме в правой части (24) позволяет привести равенство (24) к ви-
ду 

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂−−=

3

1i
i

i
i

irr q
q
Sq

tdt
Wd

dt
Sd

&&
&

ϕ ,            (26) 

который отображает связь между производствами энтропии и 
функции неравновесности в R-пространстве. Аналогичное рас-
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смотрение в расширенном пространстве дифференциала функ-
ции неравновесности (20) приводит к выражению 

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂−−=

3

1i
i

i
i

irr q
q
Wq

tdt
Sd

dt
Wd

&&
&

ϕ .     (27) 

Следствием из формул (26) и (27) является выполнение равенс-
тва 

∑
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−

∂
∂3

1
0

i
i

ii

q
q
W

q
S

&&
&&

(или в частном случае i
ii q

S
q
W ζ=

∂
∂=

∂
∂

&&
), (28) 

которое указывает на тождественность реакции iζ  системы на 
изменения энтропии и функции неравновесности. 

Подстановка формулы (26) в первое равенство (22) приво-
дит к соотношению 

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂−+−=

3

1i
i

iqiq q
dt

d
tdt

Sd
dt

DW
dt
DS ϕϕ ,       (29) 

где (по формуле (22)) величина   

∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+=

3

1i
i

i
ii

q q
q
Sq

dt
Sd

&&
&

&ϕ  .             (30) 

Из формул (22) и (29) следует связь между производством 
функции неравновесности в P-пространстве и производством 
энтропии в R-пространстве 

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
∂
∂+=−

3

1i
i

iqir q
dt

d
tdt

Sd
dt

DW ϕϕ .               (31) 

Подстановка формулы (26) в (31) с учетом вида оператора (12) 
для функции неравновесности (выражение в скобках формулы 
(12)) приводит к тому, что 

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+−=

3

1i
i

i
ii

q q
q
Sq

dt
Wd

&&
&

&ϕ ,                (32) 

которое в иной форме записи сводится к формуле (28). Форму-
лы (29) и (31) определяют модель компенсации изменений в P-
пространстве энтропии и функции неравновесности производст-
вом энтропии и неравновесности в двух его подпространствах. 
Пусть для всех потенциалов выполняется уравнение 
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0=+
∂
∂=+

∂
∂= i

iiqi
i tdt

d
t

ϕϕϕϕξ & ,          (33) 

откуда следует очевидный вывод: стационарность потенциалов 
термодинамических полей ( 0=∂∂ tiϕ ) является причиной то-
го, что они постоянны ( 0=iϕ& ) в Q-области расширенного прос-
транства. На макроуровне это условие определяет переход сис-
темы в стационарное состояние. Выполнение соотношения (33) 
позволяет описать необратимые процессы в неравновесной сис-
теме моделью перекрестной компенсации асимметричного ви-
да. Она базируется на принципе: производство энтропии в ре-
альном пространстве-времени тормозится процессами упоря-
дочения и переструктурирования в расширенном пространст-
ве, которые проявляются в снижении роста функции неравно-
весности. В этом случае выполняются равенства 

dt
Sd

dt
DW r=− ;  

dt
Sd

dt
DW

dt
DS q+−= .              (34) 

Из первой формулы (34) видно, что неравновесность опре-
деляется производством энтропии, а не протеканием необрати-
мых процессов или степенью открытости системы. Отсутствие 
производства энтропии при протекании необратимых процес-
сов возможно, например, когда перпендикулярны поток и тер-
модинамическая сила одного типа.  

Формулы (34) показывают, что модель перекрестной ком-
пенсации симметричного типа реализуется при дополнитель-
ном условии, когда производства энтропии и неравновесности 
совпадают в термодинамической фазовой области расширенно-
го пространства, т.е. 

dt
Sd

dt
Wd qq = .                       (35) 

Формула (35) отображает постоянство разности между энтро-
пией и функцией неравновесности в термодинамическом фазо-
вом пространстве (Q-пространстве). В этом случае перераспре-
деление энергии, вещества и потенциалов термодинамических 
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полей в реальном R-пространстве тормозит производство энтро-
пии и убыль неравновесности в P-пространстве. 

В заключение отметим, что модель полной компенсации 
определяется формулами  

dt
DW

dt
DS −= ;    ∑

=
=

3

1i
ii

q q
dt

Sd
ξ , 

которые указывают на сохранение величины SW +  (инвариан-
та движения) в P-пространстве (первая формула).  
 

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Анализ понятий «открытость системы» и «необратимые 
процессы» показывает их нетождественность понятию «нерав-
новесность». Развитие неравновесности вынуждает термоди-
намическую систему переструктурироваться и перейти в но-
вое устойчивое состояние (самоорганизация). В этой связи про-
ведены классификации типов систем и их состояний (табл. 1 и 
2), возникающих при взаимодействии с внешней средой. Тер-
модинамический подход к описанию неравновесности позво-
ляет ввести новую функцию состояния, полученную из энтро-
пии неравновесной системы с помощью преобразования Ле-
жандра. Эта функция и ее дифференциал обращаются в нуль 
при переходе в состояние термодинамического равновесия, а 
энтропия системы описывается классическим выражением. Рас-
смотрены варианты компенсации возникающей неравновеснос-
ти системы хаотическими процессами, т.е. производством эн-
тропии. Отметим, что установленные формулы (26)−(35) опре-
деляют кинетические аспекты изменений потенциалов термо-
динамических полей в расширенном пространстве с возможно-
стью возникновения динамических эффектов. Они также пока-
зывают, что в терминах потенциалов можно проводить изуче-
ние неравновесных состояний термодинамической системы и 
находить зависимости термодинамических величин от скорос-
тей изменения термодинамических аргументов. Таким образом, 
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анализ термодинамической концепции неравновесности пока-
зывает перспективность рассмотрения этого понятия в плане от-
клонения термодинамических функций состояния от их клас-
сических выражений в неравновесных условиях. 
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THERMODYNAMIC CONCEPT OF NON-EQUILIBRIUM. 

I. FUNCTION OF NON-EQUILIBRIUM. COMPENSATION MODELS 
 

A thermodynamic approach to description of a non-equilib-
rium state of a synergetic system where irreversible processes 
take place is proposed. The systems and the states are classified 
with respect to the interaction with the enviroment. In the case 
when local additivityof the non-equilibrium entropy of the system 
is conserved, a function of non-equilibrium is introduced by Le-
gendre transformation. Transition of the system to thermodynam-
ic equilibrium is accompanied by vanishing function of non-equi-
librium and its differential. The methods of non-equilibrium com-
pensation by stochastic processes accociated with entropy pro-
duction (utilization) are found. 

 
Keywords: thermodynamics system, non-equilibrium, self-organization, en-
tropy, irreversible processes 
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Статья поступила в редакцию 4 марта 2017 года 

 
В рамках модели компенсации неравновесности проведе-

на классификация состояний синергетической системы. Уста-
новлено существование нового инварианта движения, пред-
ставляющего собой сумму функции неравновесности и энтро-
пии системы. Продемонстрирована взаимосвязь кинетических 
и динамических процессов, порождающая периодические изме-
нения значений интенсивных и экстенсивных величин в синер-
гетической системе. Получены уравнения эволюции потенци-
алов термодинамических полей и найдены явные зависимости 
этих потенциалов от сопряженной экстенсивной характерис-
тики и скорости ее изменения. 

 
Ключевые слова: термодинамическая система, неравновесность, само-
организация, энтропия, необратимые процессы 
 

1. ВВЕДЕНИЕ: КЛАССИФИКАЦИЯ НЕРАВНОВЕСНЫХ 
СОСТОЯНИЙ 

 

Значительные отклонения открытой системы от положения 
термодинамического равновесия сопровождается возникнове-
нием периодических структур, колебаний экстенсивных вели-
чин и волн термодинамических полей [1-8]. Коллективная ре-
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акция синергетической системы на изменения внешних условий 
приводит к перестройке ее внутренней структуры и полей, обес-
печивающих ее устойчивое состояние. В этой связи целью дан-
ной работы является классификация неравновесных состояний 
синергетической системы, а также определение условий пере-
хода от необратимых процессов к возникновению в системе ко-
лебательных и волновых движений. 

В работе [9] предложен термодинамический подход к опи-
санию синергетической системы, состояние которой формиру-
ется необратимыми процессами. Вид процесса, протекающего 
в неравновесной системе, определяется в P-пространстве (см. 
обозначения в [9]) обращением в нуль дифференциала энтро-
пии DS  ( 0=+= SdSdDS qr  – обратимый процесс, напомним, что 
для неравновесной синергетической системы энтропия являет-
ся функцией ),,,( ii qqtS &r  от времени, пространственных коорди-
нат, обобщенных термодинамических величин и скоростей их 
изменения) или его нетривиальностью ( 0>DS  (хаотизация) или 

0<DS  (упорядочение) – необратимый процесс). При этом не-
обходимым, но недостаточным условием (дополнительно тре-
буется выполнение равенства нулю функции неравновесности 

( 0=W , согласно [9], ∑
=

−=
3

1i
iiiiii qqqtSqtW ϕϕ ),r,,(),r,,( && ), которое оп-

ределяет равновесие, а 0≠W  – его отсутствие) нахождения сис-
темы в состоянии равновесия является обращение в нуль диф-
ференциала функции неравновесности DW  ( 0=+= WDWDDW qr ) 
в P-пространстве (состоит из обычного пространства-времени 
R и пространства термодинамических обобщенных координат 
Q). В частности, классификация состояний неравновесной сис-
темы в модели перекрестной компенсации асимметричного ти-
па (формулы (29), (31) и (33) из работы [9]) приведена в табли-
це. 

Как видно из таблицы, в P-пространстве можно выделить 4 
группы состояний по условию равновесности состояния систе-  
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  Таблица. 
Состояния синергетической системы и условия обратимости  

неравновесных процессов 
  

№ 
п/п 

 

R-пространство 
 

Q-пространство 
 

P-пространство Условие  
обратимости процесса 
в P-пространстве 

 

drS 
 

drW 
 

dqS 
 

dqW 
 

DS 
 

DW 
 

I 0 
0 

0 
Ø 

0 
0 

0 
Ø 

 

0 
 

0 
 

drS = 0  и  dqS = 0 
 

II 0 
0 

0 
Ø 

Ø 
Ø 

0 
Ø 

 

dqS 
 

0 
 

 dqS = 0 

 
III 

Ø 
Ø 
Ø 

Ø 
0 
Ø 

0 
0 
0 

0 
Ø 
Ø 

 
drS 

 
− drS 

 
drS = 0 

 
IV 

Ø 
Ø 
Ø 

Ø 
0 
Ø 

Ø 
Ø 
Ø 

0 
Ø 
Ø 

 

drS + 
dqS 

 
− drS 

 
drS + dqS = 0 

Примечание: Ø означает, что величина отлична от нуля 

мы и типу производства энтропии. Группы I и II являются рав-
новесноподобными, а группы III и IV – неравновесными. В 
группе I первая строка определяет сохранение энтропии и функ-
ции неравновесности в обеих частях P-пространства. Вторая 
строка группы I задает сохранение тех же величин, если выпол-
няется равенство (32) из [9]. Группа II формируется состояния-
ми, которые обеспечивают сохранение энтропии в R-пространс-
тве при ее изменении в Q-пространстве, которое не влияет на 
равновесноподобное состояние системы (состояние, которое 
описывается второй строкой группы II, отвечает выполнению 
условия (32) из [9]). Группа III отвечает состояниям, которые 
формируются при производстве энтропии в R-пространстве и 
его отсутствии в Q-пространстве. При этом производство нерав-
новесности может происходить в одной из частей расширенно-
го пространства (первая строка – в R-пространстве; вторая стро-
ка – в Q-пространстве) или одновременно в обеих областях P-
пространства (третья строка группы III). Группа IV определяет-
ся производством энтропии в обеих областях P-пространства с 
описанными выше случаями производства неравновесности для 
группы III. Многообразие состояний неравновесной системы, 
классификация которых была проведена в рамках ограничен-



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
135 

 

ной модели перекрестной компенсации асимметричного типа, 
указывает на возможность обнаружения в этой системе разно-
образных явлений, в частности, появление новых инвариантов 
движения. 

 

2. ИВАРИАНТ ДВИЖЕНИЯ SW+  
 

В рамках общей модели компенсации [9], когда величина 

0≠iξ  (
dt

d
t

iqi
i

ϕϕ
+

∂
∂

=ξ , iϕ − потенциалы термодинамических полей 

[9]), исследуем возможность появления в P-пространстве ново-
го инварианта движения, определяющего сумму функции не-
равновесности и энтропии. Вычитая выражение (31) из (29) (см. 
[9]) и учитывая формулы (28), (30) и (32) (см. [9]), найдем, что 
выполняется равенство: 

( )∑
=

−+=+ 3

1

)(
i

iiiiii qqq
dt

SWD ξϕζ &&& ,       (1) 

где управляющими параметрами (коэффициенты дифференци-
ального уравнения) являются: частная производная от функции 
неравновесности W  по обобщенной скорости iq&  (величина iζ ), 
потенциал i-ого термодинамического поля (коэффициент iϕ , 
см. [9, п. 2]) и его кинетическое изменение (параметр iξ , фор-
мула (33) из [9]). Формула (1) показывает, что величина SW+  
является инвариантом движения, например, при выполнении 
дифференциального уравнения 

0=−+ iiiiii qqq ξϕζ &&& ,               (2) 
Если ограничиться поиском условий, при которых наблю-

дается экспоненциальный рост или убыль экстенсивных харак-
теристик, то решение уравнения (2) можно искать в виде 

))(exp( dttq ii ∫= η .                      (3) 
Подстановка (3) в (2) приводит к уравнению  

)( 2
iiiiiii ξηϕηζηζ −+−=& ,                 (4) 

из которого следует, что постоянство функции )(tiη  (или экспо-
ненциальное изменение экстенсивных величин) связано с обра-
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щением в нуль правой части уравнения (4). Вид решения урав-
нения 

02 =−+ iiiii ξηϕηζ                       (5) 
задается значением дискриминанта i∆ .  

Если управляющие параметры постоянны, то в зависимос-
ти от значения дискриминанта iiii ξζϕ 42 +=∆  уравнение (2) имеет 
следующие решения:  
а) 0<∆i :  

))sin()cos(( 21 tCtCeq iiii
ti

i ββα += ;  ( iii ζϕα 5,0−= ;  iii ζβ ∆= 5,0 );  (6) 
б) 0=∆ i :  

)( 21 tCCeq ii
ti

i += α ;              (7) 
в) 0>∆ i :  

ti
i

ti
ii eCeCq 2

2
1

1
γγ += ; ( iiii ζϕγ )(5,02,1 ∆−= m ).   (8) 

Формула (6) в зависимости от знака коэффициента iα  определя-
ет возникновение в неравновесной системе затухающих ( 0<iα ), 
стационарных ( 0=iα ) или нарастающих ( 0>iα ) временных пе-
риодических структур. Формула (7) соответствует затухающему 
( 0<iα ), стационарному ( 0=iα ) или нарастающему ( 0>iα ) от-
клику неравновесной системы. Формула (8) описывает экспо-
ненциальную реакцию системы с различными вариантами пер-
систентности. Отметим, что по уравнению (2) обращению в 
нуль параметра iξ  (модель перекрестной компенсации асимме-
тричного типа) отвечает постоянство экстенсивных характерис-
тик ( 0=iq& ) или протекание обратимых превращений ( 0=Sdq ) в 
Q-пространстве. Следовательно, в общем случае формулы (6)− 
(8) определяют условия и характер экспоненциального измене-
ния обобщенных термодинамических координат. 

Таким образом, изменчивость управляющих параметров в 
уравнении (1) при выполнении условий (2) порождает разнооб-
разие возможных состояний неравновесной системы, которые 
отличаются от иных состояний сохранением инварианта дви-
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жения SW+ . В этой связи возникает необходимость в рамках мо-
дели перекрестной компенсации асимметричного типа найти 
условия, при которых инвариант движения SW+  сохраняется в 
R-области P-пространства.  

Пространственно-временная эволюция неравновесного сос-
тояния определяется скоростью изменения функции неравнове-
сности и энтропии, т.е. производством неравновесности и эн-
тропии в реальном пространстве-времени. В рамках модели пе-
рекрестной компенсации асимметричного типа [9] сохранение 
инварианта движения SW +  в R-пространстве, согласно форму-
ле (27) из [9], определяется выражением:  

∑
= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂−=+ 3

1

)(
i

i
i

i
ir q

q
Wq

tdt
SWd

&&
&

ϕ .    (9) 

Правая часть равенства (9) обращается в нуль в ряде случаев: 
− экстенсивные характеристики сохраняются в Q-пространст-ве 
( 0=iq& ) при стационарности потенциалов термодинамичес-
ких полей ( 0=∂∂ tiϕ ); 
− экстенсивные характеристики изменяются с постоянной 
скоростью ( ii Сq =& , 3,2,1=i ), а потенциалы термодинамических 
полей не зависят от обобщенных термодинамических коорди-
нат (все величины 0=∂∂ ji qϕ ), т.е. стационарны (см. формулу 
(33) из [9]); 
− для всех характеристик ( 3,2,1=i ) выполняется система ра-
венств, которая определяет стационарность потенциалов термо-
динамических полей ( 0=∂∂ tiϕ ) и отсутствие явной зависимос-
ти функции неравновесности от скоростей изменения обобщен-
ных термодинамических координат ( 0=∂∂ iqW & ) 

⎩
⎨
⎧

=∂∂
=∂∂

0/
0

i

i

qW
t
&

ϕ
;                 (10) 

− для всех величин справедливо соотношение 0=
∂
∂+

∂
∂

i
i

i
i q

q
Wq

t
&&

&

ϕ  

( ,1=i 3,2 : 0≠∂∂ tiϕ , 0≠∂∂ iqW & , ii Сq ≠& ). 
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− выполняется равенство ( 3,2,1=i : 0≠∂∂ tiϕ , 0≠∂∂ iqW & , 

ii Сq ≠& ) 

0
3

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂

∑
=i

i
i

i
i q

q
W

t
q &&

&

ϕ .                      (11) 

Три первых из указанных случаев описывают ситуации со ста-
ционарными ( 0=∂∂ tiϕ ), а два оставшихся случая – с нестацио-
нарными ( 0≠∂∂ tiϕ ) потенциалами термодинамических полей.  

Пусть для всех описанных вариантов функция неравновес-
ности постоянна и равна константе 0W  (при этом 0=Sdr , т.е. в R-
пространстве протекают обратимые процессы). Если величина 

00 =W , то система находится в стабильном состоянии, отвечаю-
щем термодинамическому равновесию. При значении парамет-
ра 00 ≠W  ее состояние метастабильное, т.е. система неустойчи-
ва по отношению к малым флуктуациям характеристик. Следо-
вательно, неравновесная система может длительное время пре-
бывать в устойчивом состоянии со стационарными потенциа-
лами ( 0=∂∂ tiϕ ) термодинамических полей (стационарное сос-
тояние) или в метастабильном состоянии при постоянном нену-
левом значении функции неравновесности в случае нестацио-
нарных интенсивных величин ( 0≠∂∂ tiϕ ). Последнее состоя-
ние, несмотря на нестационарность, может быть устойчивым, т. 
е. оно отвечает динамическому равновесию. 

Таким образом, формулы (22)−(35) из [9] и (1)−(11) опи-
сывают переход системы к новому равновесному ( 0→DW ) сос-
тоянию за счет уменьшения производства энтропии в результа-
те протекания обратимых ( 0=DS ) или необратимых ( 0≠DS ) про-
цессов. Транспортные явления сопровождаются возникновени-
ем потоков неравновесных характеристик, которые приводят к 
перераспределению энергии и вещества в системе. Поэтому рас-
смотрим потоки неравновесных экстенсивных аргументов в ре-
альном пространстве-времени и потоки интенсивных величин 
в термодинамической фазовой области расширенного простран- 
ства. 
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3. ПОТОК НЕРАВНОВЕСНОГО i-ОГО ЭКСТЕНСИВНОГО 
АРГУМЕНТА iq . ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ИЗМЕНЕНИЯ 

ЭКСТЕНСИВНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

В R-пространстве протекание конкурирующих между собой 
необратимых процессов приводит к разбиению неравновесной 
системы на совокупность локальных областей, в которых на-
блюдаются флуктуации термодинамических величин и характе-
ристических функций. Они вызывают постоянное спорадичес-
кое отклонение положения центра масс локальной области (цел-
лы) от равновесного значения. Поэтому местоположение целлы 
со значением термодинамической координаты iq  i-ого экстен-
сивного аргумента задается средним значением радиуса-векто-
ра )(ir . Скорость перемещения центра масс локальной области 
определяется формулой dtd ii )()( rv = . Движение целлы происхо-
дит в направлении, противоположном градиенту i-ой величины, 
вызывающего пространственное смещение локальной области. 
Таким образом, поток аргумента iq  равен: 

=∇−
∂
∂−=−== )(

)()(
)()()(

)(
)(

)(
)( iii

i
i

iii
i

ii
iii q

t
q

dt
qd

dt
dq

dt
qd

q vrr
r

r
r

vJ  

(ниже использована формула [10, с. 20]:  
)()(]][[ CBACABCBA ⋅−⋅=×× ) 

iiiiiiiiiii
i

i
ii qkqqq

t
q

dt
qd

∇−=∇−=∇−×∇×+
∂
∂−= )()(]][[

)(
)()()()()()()(

)( vrvrvrr
r ,(12) 

где подчеркнутое выражение равно нулю (иная форма записи 
равенства (12)), а )()( iiik vr=  – i-тый коэффициент пропорциональ-
ности. Согласно линейной теории Онзагера (см., напр., [11]), 
кинетические коэффициенты ik  являются положительными ве-
личинами. Поэтому формула (12) показывает, что вектор ско-
рости )( iv  движения целлы коллинеарен вектору градиента iq∇  
экстенсивной величины iq  и противоположен ему по направле-
нию.  



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
140 

 

Транспорт энергии и вещества локальной областью может 
привести к возникновению обратимых во времени явлений, на-
пример, периодических изменений экстенсивных функций в R-
пространстве. Эти феномены порождаются явной зависимостью 
потока экстенсивного параметра от времени, т.е. являются ди-
намической составляющей необратимого процесса. 

Пусть целла с локально сохраняющейся (выполняется урав-
нение (7) из [9]) экстенсивной величиной iq  движется с посто-
янной скоростью )( iс . Тогда легко показать, что поток iJ  удов-
летворяет уравнению 

02
)( =∇+

∂
∂

ii
i qc

t
J .                    (13) 

Совместное решение уравнений (7) из [9] (первое уравнение 
системы уравнений (14)) и (13)  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∇+
∂
∂

=+
∂
∂

0

0div

2
)( ii

i

i
i

qc
t

t
q

J

J
                    (14) 

приводит к уравнениям гиперболического типа для экстенсив-
ной характеристики iq   

ii
i qc

t
q ∆=

∂
∂ 2

)(2

2

                         (15) 

( 2

2

2

2

2

2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆  – оператор Лапласа) и ее потока iJ  

])[rot(rot2
)(2

2

iii
i c

t
JJJ ∆+=

∂
∂ .                 (16) 

Система уравнений (14) связывает необратимые во времени 
транспортные процессы с обратимыми периодическими во вре-
мени перемещениями. Формулы (15) описывают периодические 
изменения термодинамических величин. Возникновение, напри-
мер, периодических изменений экстенсивной величины при по-
стоянном коэффициенте пропорциональности (формула (12)) 
отображает стационарность потока этой характеристики, так как 
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    t
qk

t
i

i
i

∂
∇∂−=

∂
∂ )(J .         (17) 

Согласно формуле (17) стационарность потока экстенсивной 
характеристики определяется обращением в нуль смешанной 
производной (правая часть равенства (17)), вид которой может 
быть приведен к виду уравнения (15) с помощью преобразова-
ния Лоренца [13, с.58]. В заключение этого пункта можно отме-
тить, что неоднородная система уравнений вида (14) может по-
служить основой для построения теории иерархических изме-
нений в неравновесной системе. 

 

4. ЭВОЛЮЦИЯ ПОТЕНЦИАЛОВ  
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

 

Интенсивные характеристики неравновесной системы из-
меняются в Q-области расширенного пространства, при этом 
они удовлетворяют уравнению: 

i
j j

ijq

j

iji

q
I

dt
d

q
I

t
πϕ =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∑
=

3

1 &
,       (18) 

где jiij qI &ϕ=  – составляющие матрицы  j-тых компонентов i-ого 
потока потенциала iϕ  термодинамического поля в Q-пространс-
тве; величина: 

∑
= ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂=

3

1j
jji

j

iq
ji qdt

d
q δϕϕπ &

&
& ,     (19) 

описывает производство (утилизацию) потенциала вида i. На-

личие в формуле (18) слагаемых ∑
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

+
∂
∂3

1j j

ijq

j

ij

q
I

dt
d

q
I

&
 эйлеровского 

вида указывает на возможность их минимизации (обращения в 
нуль) при тривиальном значении вариации 0=∫ dtIijqδ  в Q-про-
странстве. Иная форма записи производства потенциала iϕ  ви-
да i (формула (19)): 

                       ∑
= ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂−

∂
∂

=
3

1j
j

j

i

j

ijq
i q

qq
I

dt
d

&&
&&

ϕπ          (20) 
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Из формулы (20) следует: 

iqiiq
q

dt
d

ϕ)(div )( && && ∇= qI ,        (21) 

где поток )( iii qI &ϕ=  ( ∑
=

=
3

1
)()(

j
jiji q eq &&  и )( iq&&  – скорость перемещения 

и ускорение элемента фазовой области с потенциалом iϕ ; je  – 

орты термодинамических осей; ∑
= ∂
∂

=
3

1
div

j j

ij
iq q

I
&

& I  – расходимость 

векторных линий потока iI  в пространстве обобщенных скорос-
тей), соответствует отсутствию производства (утилизации) 0=iπ  
потенциала iϕ .  

В общем случае производство энтропии в Q-пространстве 
задается формулой (см. (30) из [9]): 

∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+=

3

1
1

i
i

i
S

q q
q
SI

dt
Sd

&&
&

 .              (22) 

Если энтропия не зависит явным образом от обобщенных 
скоростей iq&  или эти скорости постоянны, то сумма элементов 
с одинаковыми индексами матрицы компонентов потоков оп-
ределяет производство энтропии в Q-пространстве: 

S
i

ii
q Iq
dt

Sd
1

3

1
== ∑

=
&ϕ .                    (23) 

В сопряженном пространстве потенциалов термодинамиче-ских 
полей составляющие матрицы j-тых компонентов i-ого по-тока 
экстенсивной величины определим формулой jiij qP ϕ&−= . То-
гда производство функции неравновесности в Q-пространст-ве 
равно 

∑
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂+=

3

1
1

i
i

i
W

q q
q
WP

dt
Wd

&&
&

 ,               (24) 

где линейный инвариант функции неравновесности ∑
=

−=
3

1
1

i
iiW qP ϕ& . 

Таким образом, в Q-пространстве разность между производст-
вами энтропии и функции неравновесности (с учетом формулы 
(28) из [9]) задается разностью между линейными инварианта-
ми соответствующих матриц  
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WS
qq PI
dt
Wd

dt
Sd

11 −=−  .                     (25) 

Используя формулы (19) и (33) из [9], можно записать линей-
ные инварианты введенных матриц в виде: 

∑
=

−=
3

1
1

i

ir
iS dt

qd
dt
DSI ϕ  ,                      (26) 

∑
=

+−=
3

1
1

i

ir
i

r
W dt

dq
dt

SdP ϕ  .        (27) 

Формулы (26) и (27) показывают, что линейный инвариант эн-
тропии определяется процессами в P-пространстве, а линейный 
инвариант функции неравновесности – только в R-пространст-
ве. Разность формул (26) и (27) (при учете производной по вре-
мени в R-пространстве от формулы (18) из [9]) равна 

dt
Wd

dt
DSPI r

WS +=− 11  .      (28) 

Из формулы (28) следует: равенство линейных инвариантов эн-
тропии и неравновесности приводит к компенсации произ-
водства энтропии в P-пространстве производством функции не-
равновесности в R-пространстве. В этом случае процессы в не-
равновесной системе описываются моделью перекрестной ком-
пенсации симметричного типа (соотношения (34) и (35) из [9]).  
При постоянных скоростях изменения экстенсивных вели-чин 
( jj Cq =& ) уравнение (18) распадается на два равенства (см. 
формулы (18) и (20)) 

⎪
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1

3

1
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j
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j

ijq

j j

iji

q
I

dt
d

q
I

t

π

ϕ

&

.           (29) 

Согласно (29), кинетическая перестройка потенциалов термо-
динамических полей неравновесной системы, происходит в си-
лу их нестационарности и возникновения потоков в термодина-
мической фазовой области P-пространства. Первое уравнение 
системы (29) можно переписать в векторной форме: 
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0div =+
∂
∂

iq
i

t
Iϕ ,                        (30) 

где ∑
= ∂
∂=

3

1
div

k k

ik
iq q

II  – расходимость векторных линий потока iI  

в пространстве обобщенных координат. Уравнение (30) имеет 
вид закона локального сохранения потенциала iϕ  в термодина-
мическом фазовом пространстве. 

Поток интенсивной величины возникает под действием ее 
градиента в Q-пространстве, поэтому, согласно формуле (12), 
можно записать, что матричные элементы ijI  равны: 

j

i
iij q

I
∂
∂Ω−= ϕ ,                (31) 

где iΩ  – кинетический коэффициент i-ого типа. Для постоянно-
го коэффициента iΩ  однородное ( 0=iπ ) уравнение (18) прини-
мает вид 
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здесь ∑
= ∂
∂=∆

3

1
2

2

j j
q q

 – оператор Лапласа в Q-пространстве. Первое 

слагаемое в правой части уравнения (32) может описывать во-
зникновение фрактальных объектов (см., напр., пункты 8.2 и 8.3 
работы [14]), а второе – различных динамических эффектов. 
При выполнении условия (21), учете равенства (31) и перемен-
ном коэффициенте iΩ  однородное уравнение (18) принимает 
вид: 
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где параметры ⎟
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⎠
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dt
d

q
qc iq

j
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jij
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&& ; 
j

i
kijk q

qe
&

&
∂
Ω∂= ; 

j

i
kijk q

qf
&

&&
∂
Ω∂=  определяются зави-

симостью кинетического параметра iΩ  i-ого типа от экстенсив-
ных обобщенных координат iq  и скоростей их изменения iq& .  

Решение некоторых частных случаев уравнения (33) при-
ведены в работе [15]:  
а) отметим, что автомодельное решение уравнения параболи-

ческого типа (диффузия и др.)  

2

2

q
b

t ∂
∂=

∂
∂ ϕϕ

 

может приводить к потенциалу вида (здесь и далее по тексту ве-
личины Ci, ia  и ib  − постоянные величины) 

)exp()( 2
11 ξξξϕ ba −≈ ,        (34) 

где τξ 2q= , константы интегрирования 11 2Сa =  и 25.01 =b  свя-
заны с параметрами исследуемой среды (см. [15]). Применение 
к уравнению метода Фурье (метода разделения переменных) да-
ет для потенциала ϕ  выражение 

[ ])sin()cos()exp( 21
2 qCqC λλτλϕ +−= , 

(λ  − параметр разделения, связанный с характерным временем 
процесса) которое описывает возникновение диссипативных 
(потенциал убывает с ростом времени) периодических структур 
в Q-области расширенного пространства. 
б) Если локальная скорость изменения потенциала термоди-

намического поля определяется в Q-пространстве смешанной 
производной потенциала по обобщенным координате и скорос-
ти, то уравнение разрушения имеет вид: 

2

2

2

2

2

2

qq ∂
∂−

∂
∂=

∂
∂ ϕϕ
τ
ϕ

&
, 

а стационарное решение (при 0/ =∂∂ tϕ  после введения преоб-

разования Лоренца 21
1 u

uqq
−

−= τ&
 [15]) в качестве слагаемого со-

держит потенциал Людвика Lϕ  [16]: 
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1
2 1ln

b
qaLϕϕ ,         (35) 

где 211 ln2 CqCL += &ϕ  ( iС , 12 Ca =  и 2b  − константы интегриро-
вания [15], причем параметр 12 qb &=  определяет постоянную ско-
рость разрушения). Стационарность потенциала термодинами-
ческого поля неравновесной системы существует в ограничен-
ной области изменения экстенсивной величины ( ( ) 1/ 2

21 <bq ), 
т.е. вне этой области его стационарность может разрушаться. 
Аналогичная картина наблюдается при деформировании мате-
риалов, когда приложенная внешняя энергия не только преобра-
зует внутреннюю структуру, но и вызывает появление новых 
поверхностей раздела (пор, микротрещин и т.д.), т.е. разруше-
ние (фрактуризация) материала [17]. Поиск решения нестацио-
нарного уравнения фрактуризации методом Фурье в виде =ϕ  

)()( qQT ⋅= τ  ( сt=τ , t – безразмерное время, 2
1

2
1 qq −= &ζ , qqq += &&1 , 

qqq −= &1 ,), приводит к формулам 

         )exp()( 2τλτ −=T ,  ∑
∞

=
=

0
)(

n

n
naQ ζζ ,                     (36) 

где λ − константа, определяемая из начальных и граничных ус-
ловий. Коэффициенты ряда удовлетворяют рекуррентному со-
отношению  

0)1(4 2
1

2 =++ + nn aan λ .               (37) 
Полагая коэффициент 10 =a , получим решение в виде 

...
362422

1)(
36242

+⎟
⎠
⎞
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⎠
⎞

⎜
⎝
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⎞

⎜
⎝
⎛−= ζλζλζλζQ             (38) 

Из выражения (38) видно, что, например, при 5.1=ζ  и значе-
ниях параметра 2<<λ  коэффициенты ряда быстро убывают до 
нуля, а при выполнении противоположного равенства ( 2>>λ ) 
– они возрастают до очень больших значений. Таким образом, 
значение параметра 2=λ  является пороговым и определяет 
точку ветвления, после прохождения которой меняется поведе-
ние нестационарного потенциала разрушения. 
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в) Согласно (17), условием стационарности потока интенсив-
ной характеристики является постоянство во времени градиента 
потенциала в Q-пространстве 

0
2

=
∂∂

∂
qt
ϕ ,              (39) 

Вводя переменные (u  – скорость перемещения волны потенци-

ала) 
u
qt +=τ , utqq −=1 , перепишем (39) в виде 

02
1

2
2

2

2

=
∂
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∂
∂

q
u ϕ

τ
ϕ .                (40) 

Уравнение (40) описывает продольную волну потенциала тер-
модинамического поля, которая распространяется со скоростью 
u  вдоль оси 1q . Уравнение (40) в термодинамическом фазовом 
пространстве имеет вид ( ττ u=1 ) 
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2

2

2

2
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2

qq &∂
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∂
∂ ϕϕ
τ
ϕ .            (41) 

Введение нового аргумента Лоренца [13, 18] 
2
1

1
1 v

vqq
−
−= τ&

&  (v  – 

безразмерная скорость перемещения одной системы отсчета от-
носительно другой вдоль оси обобщенных скоростей q& ) позво-
ляет преобразовать уравнение (41) к виду  

02
1

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

qq &

ϕϕ .           (42) 

Решение уравнения (42) определяется такой же функцией, как 
и движение дислокаций в обычном пространстве [18] 

)arctg( 33 qba=ϕ ,                     (43) 
где 13 Ca =  и 1

13
−= qb  − константы интегрирования [15].  

Суммарное действие потенциалов (34), (35) и (43) позволя-
ют описать определенные отклики синергетической системы. В 
частности, в работе [15] развитый формализм был применен к 
описанию возникающего напряжения в материале в зависимос-
ти от деформации. Результаты моделирования механических со-
стояний приведены в работе [15].  
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 В работе предложена модель неравновесной термодинами-
ческой системы, определяемая любым известным термодинами-
ческим потенциалом при добавлении потенциала энтропии не-
равновесности. Предложенная термодинамическая концепция 
неравновесности в предельных случаях дает переход к извест-
ным результатам равновесной термодинамики. С другой сторо-
ны предлагаемая модель позволяет получать новые физические 
представления неустойчивых состояний синергетических сис-
тем, провести их классификацию и исследовать частные случаи 
эволюционных преобразований. Переструктурирование систе-
мы может сопровождаться сохранением определенных величин, 
что указывает на возникновение нового вида симметрии. В ре-
зультате взаимодействия кинетического и динамического под-
уровней в системе могут зарождаться продольные и поперечные 
волны термодинамических величин. В случае динамического 
равновесия с внешней средой система может строить иерархии 
необратимых процессов.  

В рамках одной из моделей компенсации неравновесности 
были получены кинетические уравнения для частных случаев 
потенциалов термодинамических полей. Получены явные зави-
симости в частных случаях для потенциалов разрушения и вол-
нового перемещения от сопряженной обобщенной координаты. 
Сумма этих потенциалов позволяет смоделировать различные 
отклики синергетической системы, которые будут рассмотрены 
в следующей работе, на внешние воздействия. 
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THERMODYNAMIC CONCEPT OF NON-EQUILIBRIUM. 

II. STATES OF THE NON-EQUILIBRIUM SYSTEM  
AND THEIR EVOLUTION 

 
Within the framework of model of indemnification of non-equ-

ilibrium, classification of the states of the synergetics system is car-
ried out. The existence of new invariant of motion is set, that is a 
sum of the function of non-equilibrium and the entropy of the sys-
tem. Intercommunication of kinetic and dynamic processes is shown, 
that gives rise to periodic changes of intensive and extensive para-
metrs in a synergetic system. The equations of evolution of the po-
tentials of the thermodynamics fields are obtained and explicit de-
pendencies of these potentials on conjugate extensive characteris-
tics and the rate of its change are found.  

 
Keywords: thermodynamics system, non-equilibrium, self-organization, en-
tropy, irreversible processes 
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Статья поступила в редакцию 1 июня 2017 года 

 
Показано, что различные отклики неравновесной системы 

на внешнее воздействие можно смоделировать с помощью по-
тенциалов термодинамических полей. Проведено сравнение 
экспериментальных и теоретических диаграмм напряжение-
деформация для металлов и пластмасс. Предложена схема 
возникновения бесконечной и конечной иерархии необратимых 
процессов. 

 

Ключевые слова: термодинамическая система, неравновесность, само-
организация, энтропия, необратимые процессы 

 
 

1. ВВЕДЕНИЕ: ОТКЛИК НЕРАВНОВЕСНОЙ СИСТЕМЫ 
 

Реакция неравновесной системы на внешнее воздействие 
проявляется в виде отклика, который можно отобразить с помо-
щью потенциалов термодинаических полей [1, 2]. Использова-
ние преобразований системы отсчета в Q-области расширенно-
го пространства (обозначения и определения приведены в [2]), 
а также сумма указанных потенциалов позволяет смоделировать 
зависимость среднего (в силу того, что локальные области сис-
темы обладают отличающимися друг от друга параметрами, а 
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процессы имеют противоборствующий характер) интенсивного 
потенциала от его сопряженного экстенсивного аргумента. Ди-
аграммы отклика неравновесной системы на различные внеш-
ние воздействия имеют, например, вид (рис. 1): резонансов (на-
пример, резонансное поглощение световой энергии валентными 
электронами структуры стекловолокна [3, рис. 3.23]); фракталь-
ного роста потенциала, характерного для вольт-амперных ха-
рактеристик структур на сферических металлических кластерах 
[3; 4, рис. 2]; шумов со степенной зависимостью спектра мощ-
ности [5; 6, рис. 1.9], которые возникают в системах с различной 
физической природой; реакции упруго-пластического материа-
ла на деформацию [7; 8, рис. 1.1]. 

 

  
 

Разнообразие откликов неравновесной системы на внеш-
нее воздействие демонстрирует универсальный характер потен-
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циалов термодинамических полей. В частности, различные со-
четания параметров модели позволяют строить кривые зависи-
мости приложенного напряжения σ  от деформаций ξ  [9] и ско-
ростей их изменения ξ& . Механическое состояние материала оп-
ределяется характеристиками его структуры (упругостью, хруп-
костью, вязкостью, пластичностью) и протекающими при де-
формировании процессами (блужданиями частиц и их колеба-
ниями вблизи равновесных положений; возникновением волн и 
самоорганизующихся структур; наличием потоков и различно-
го рода течений) [10]. Следует отметить, что похожие между со-
бой диаграммы напряженного состояния неравновесной систе-
мы возникают при разных способах деформирования материа-
ла, например, при сдвиге и кручении [10], а также при реализа-
ции различных процессов на более низком уровне организации 
материи. В данной работе макроповедение материала отобража-
ется с помощью феноменологической модели [1, 2], для которой 
численные значения параметров найдены по эксперименталь-
ным данным. 

 

2. ДИАГРАММЫ МЕХАНИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЙ 
РЕАЛЬНЫХ МАТЕРИАЛОВ 

 

Диаграммы состояния для кристаллов с дефектами различ-
ной размерности были получены авторами для термодинамиче-
ского потенциала с учетом полей деформации. Теоретические 
аналоги экспериментальных диаграмм напряжение )(εσ  – де-
формация ε  для алюминия (рис. 2, кривая 1) и стали 18Х2Н4М 
А (кривая 2) [12, с. 120] рассчитывали по формулам: 

)2,0arctg(6)01,0arctg(10)( ξξξσ += , 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+++−=

2
2

88
1ln)007,0arctg()9,1arctg(89)02,0exp(4,1)(1 ξξξξξξσ .  

Теоретические формулы позволяют описывать диаграммы 
напряжение-деформация не только металлов и сплавов, но и 
других материалов, например, пластмасс. На рис. 3,а показаны 
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теоретические кривые для полистирола, экспериментальные 
данные для которых приведены в [13, с. 398]. Вычисления на-
пряжений для полистирола (кривая 1) и ударопрочного поли-
стирола (кривая 2) проводили соответственно по формулам:  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−++−=
2

2

2,2
1ln01.0)74,0arctg(3,3)09,0exp()( ξξξξξσ , 

)24arctg(22,0)74,0arctg(62,1)09,0exp(17,0)( 2 ξξξξξσ ++−= . 
 

 
 

На рис. 3,б приведены теоретические зависимости напряжения 
от деформации для пиралина, которые рассчитывали по фор-
мулам (экспериментальные кривые см. в [14, с. 86]): 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−++−=
2

2
1 25,0

1ln6,2)145arctg(332)250exp(2560)( ξξξξξσ ; 
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⎥
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⎢
⎣

⎡
⎟
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⎞
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⎝
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2

2
2 26,0

1ln2)145arctg(320)400exp(3300)( ξξξξξσ ; 
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⎡
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⎞
⎜
⎝

⎛−++−=
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1ln2.1)145arctg(325)700exp(6300)( ξξξξξσ . 

Адекватность теоретических кривых экспериментальным 
данным для различных материалов отображает универсальный 
характер полученных зависимостей потенциалов термодинами-
ческих полей от обобщенных координат. Однако основным не-
достатком полученных выражений является отсутствие связи 
феноменологических коэффициентов с такими параметрами ма-
териалов, например, как модуль Юнга, коэффициент всесторон-
него сжатия и другими константами. Для ее нахождения необ-
ходимо развитие микроскопической теории неравновесных про-
цессов или сравнение полученных соотношений с эксперимен-
том в области малых деформаций, пластических течений с ма-
лой скоростью и медленной фрактуризации материала. Одним 
из достоинств термодинамической концепции неравновеснос-
ти является возможность построения иерархии необратимых 
процессов на основе системы неоднородных уравнений вида 
(14) из [1]. 

 

3. ИЕРАРХИЯ НЕОБРАТИМЫХ ПРОЦЕССОВ 
 

Наличие в локальной области пространственно-временного 
континуума источников (стоков) обобщенных координат iq  (или 
потенциалов в термодинамическом фазовом пространстве) с ин-
тенсивностью iσ  и действие на целлу внешних термодинами-
ческих сил iY  порождает возможность построения иерархиче-
ских структур путем реализации самозацепляющихся процес-
сов. Для построения простейшей модели иерархичности рас-
смотрим систему неоднородных уравнений вида (1.14) (первая 
цифра – номер литературного источника, а вторая – номер фор-
мулы из работы), записанную в безразмерных величинах 
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⎪
⎪
⎩
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⎨
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∂
∂
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∂
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ii
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q

q

YJ

J

τ

σ
τ

div
,             (1) 

где 
0

)(

τ
τ

tс i=  – безразмерное время; )(ic  и 0τ  – характерные ско-

рость процесса изменения независимой переменой типа i и вре-

мя реакции системы; 
)(

)(

i

i
ii c

q
с

J =  – безразмерный поток обобщен-

ного аргумента i. Подействуем на первое уравнение системы 

(1) оператором локальной производной по времени 
τ∂
∂ , а на вто-

рое уравнение – оператором расходимости div  (с учетом тож-

дества ∆≡∇)div( , ∑
= ∂
∂=∆

3

1
2

2

k kx  – оператор Лапласа). Из второго 

установленного уравнения вычтем первое, получим неоднород-
ное волновое уравнение Даламбера (см., напр., [14]) 

iiq ρ−= ;                    (2) 

здесь 2

2

τ∂
∂−∆=  – оператор Даламбера, а величину  

τ
σρ
∂
∂+= i

ii Ydiv  

можно интерпретировать как плотность «зарядов» типа i.  
Если применить к первому уравнению системы (1) опера-

тор Гамильтона ( ∑
∂
∂=∇

=

3

1k к
k x

e ), а ко второму уравнению – опе-

ратор локальной производной по времени 
τ∂
∂ , а затем вычесть 

из первого установленного уравнения второе, то получим урав-
нение Даламбера для потока типа i: 

iii jJJ −=+ )rot(rot ,                      (3) 

здесь величина i
i

i σ
τ

∇+
∂
∂=− Yj  – плотность «тока» типа i. 

Из определений плотностей «зарядов» и «токов» типа i в  
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(2) и (3) следует, что плотность источников iσ  и внешняя тер-
модинамическая сила iY  удовлетворяют системе уравнений (1), 
т.е. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=∇+
∂
∂

=+
∂
∂

ii
i

ii
i

jY

Y

σ
τ

ρ
τ
σ div

.            (4) 

Таким образом, появление волн в неравновесной системе ука-
зывает на порождение необратимыми процессами (1) новых не-
равновесных изменений (4). Повторное применение описанной 
процедуры к системе (4) приведет к появлению волновых урав-
нений для величин iσ  и iY , что указывает на возникновение но-
вого необратимого процесса. Бесконечное копирование проце-
дуры порождает неограниченную иерархию неравновесных 
процессов. Ограниченная иерархия изменений возникает в слу-
чае пропорциональности величин, описывающих вновь образу-
ющиеся источники и внешние силы, величинам предыдущих 
поколений необратимых процессов, т.е. при выполнении, на-
пример, равенств (λ  – число) ii qλσ =  и ii JY λ= , которые яв-
ляются частным случаем соотношения, полученного в рамках 
линейной теории Онзагера [15]. Из (4) видно, что выполнение 
указанных соотношений приводит для величин второго поко-
ления необратимых процессов к равенствам iii q2λλσρ ==  и 

iii JYj 2λλ == . Следовательно, для n-ого поколения неравно-
весных процессов будут выполняться равенства 

i
n

nini qλλσρ == )()(  и i
n

nini JYj λλ == )()( .         (5) 
Формулы (5) демонстрируют масштабирование исходных ве-
личин при переходе от одного поколения необратимых явлений 
к другому. При значении параметра 1<λ  иерархия неравно-
весных процессов с ростом номера поколения вырождается в 
распространение волны исходных величин при отсутствии «за-
рядов» и «токов» типа i. Если параметр 1=λ , то процесс явля-
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ется самоподдерживающимся для исходных величин, а при 
1−=λ  – для зеркальных функций iq−  и iJ− . В случае 1>λ  

иерархия необратимых явлений при переходе с одного уровня 
на другой вызывает в неравновесной системе существенный 
рост «зарядов» и «токов» типа i, чему должна препятствовать 
внешняя среда, в которой также протекают транспортные про-
цессы. 

Следовательно, характерной чертой иерархий является об-
разование (неограниченного или ограниченного) спектра час-
тот волновых перемещений, отображающих реакцию неравно-
весной системы на изменения внешней среды. Бесконечный 
спектр частот наблюдается при динамических процессах типа 
турбулентности, эволюции биологических организмов и дру-
гих, а ограниченный – при рождении солитонов, концентраци-
онных волн и аналогичных образований. Рождение иерархичес-
ких структур снимает противоречие между необратимостью во 
времени неравновесных процессов и обратимыми во времени 
волновыми перемещениями. Появление в неравновесной сис-
теме иерархических структур указывает на образование беско-
нечной или ограниченной цепочки событий со звеньями вида 
«случайные блуждания + изменения потоков во времени = вол-
на». Реализация бесконечной цепочки характеризуется беско-
нечным спектром частот, регистрируемых в системе, а осущест-
вление ограниченной цепочки – свойственно образованию уеди-
ненных волн и возникновению волновых ансамблей. 

 
4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Термодинамическая концепция неравновесности позволила 
показать, что синергетические системы образуют новый класс 
объектов, которые возникают в областях нелинейного поведе-
ния или неравновесности. Их отклик на внешнее воздействие 
формируется в следующей последовательности: неравновес-
ность – производство энтропии – поиск устойчивого состояния 
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– самоорганизация – переструктурирование – снижение уровня 
неравновесности – уменьшение производства энтропии – объ-
ект с новыми количественными и качественными признаками. 
Такая цепочка событий реализуется только в системах с поло-
жительной обратной связью при достижении управляющими 
параметрами пороговых значений (точка бифуркации (ветвле-
ния)), что приводит к когерентной реакции компонентов систе-
мы на изменившиеся внешние условия. Переход через точку би-
фуркации сопровождается появлением сложных автоколеба-
тельных движений и спектра периодических новообразований. 
Из возникших структурных единиц производится отбор наибо-
лее стабильных объединений частиц (кластеров), которые за-
тем клонируются по всей системе с использованием скейлин-
говых (масштабных) преобразований.  

Для теоретического описания явлений и процессов в синер-
гетической системе были предложены модели, опирающиеся на 
построения Онзагера, Пригожина, Олемского, Цаллиса и др. 
Однако оставался неисследованным вопрос об описании нерав-
новесности на основе отклонений установленных термодина-
мических соотношений от их классических формулировок (тер-
модинамическая концепция неравновесности). Предложенный 
подход позволяет сохранить все достижения равновесной тер-
модинамики и расширить феноменологический метод на нерав-
новесные объекты.  

В представленном цикле работ применение преобразования 
Лежандра к неравновесной энтропии позволило ввести понятие 
функции неравновесности. Эта функция зависит от потенциа-
лов термодинамических полей и определяет отклонение выра-
жения для энтропии от ее классического вида. При стремлении 
системы к равновесию функция неравновесности и ее диффе-
ренциал обращаются в нуль, а формула для равновесной энтро-
пии и уравнение Дюгема−Гиббса приобретают ранее установ-
ленный вид. Вблизи точки термодинамического равновесия 
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функция неравновесности линейным образом зависит от потен-
циала теплового поля, что указывает на теплообменный харак-
тер неравновесного состояния при подходе системы к термоди-
намическому равновесию.  

Физико-математический подход позволил установить су-
ществование ряда моделей компенсации неравновесности. В 
частности, в модели перекрестной компенсации асимметрич-
ного типа показано, что производство энтропии дает возмож-
ность снизить уровень неравновесности, которая, в свою оче-
редь, подавляет рост производства энтропии в расширенном 
пространстве. Следовательно, хаотизация в синергетической 
системе подавляется возникновением упорядоченных структур.  
В рамках предложенной концепции были получены следу-
ющие результаты: в конкретных примерах, в частности, уста-
новлена нетождественность понятия «неравновесность» с та-
кими понятиями, как «открытость системы» и «необратимость 
процессов»; проведена классификация состояний неравновес-
ной системы; получены кинетические уравнения эволюции по-
тенциалов термодинамических полей в термодинамическом фа-
зовом пространстве; продемонстрирована возможность появле-
ния динамических эффектов и нового инварианта движения, ко-
торый определяется суммой энтропии и функции неравновес-
ности; найдены функциональные зависимости интенсивных по-
тенциалов термодинамических полей от их экстенсивных аргу-
ментов, что позволило смоделировать для конкретных приме-
ров различные отклики синергетической системы на внешнее 
воздействие. Полученные результаты указывают на перспек-
тивность данного направления исследований в области постро-
ения теории синергетических систем. 
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Yurchenko V.M. 
 

THERMODYNAMIC CONCEPT OF NON-EQUILIBRIUM. 
III. REACTIONS OF THE SYSTEM. ORIGIN OF HIERARCHIES 

 
It is shown that different responses of the non-equilibrium sys-

tem on external influence it is possible to model by means of poten-
tials of the thermodynamics fields. Comparison of experimental and 
theoretical diagrams is conducted tension-deformation for metals 
and plastics. The chart of origin of endless and eventual hierarchy of 
irreversible processes is offered. 

 
Keywords: thermodynamics system, non-equilibrium, self-organization, en-
tropy, irreversible processes 
 
Fig. 1. Response diagrams of a non-equilibrium system to exter-
nal influence in the form of resonances (a), fractal steps (б) and 
noise (в) 
 

Fig. 2. Theoretical stress σ−effective elongation ξ diagrams in 
aluminum (curve 1) and steel 18X2H4MA (curve 2) 
 

Fig. 3. Theoretical stress σ−strain ξ diagrams: а − in polystyrene 
(curve 1) and high-impact polystyrene (curve 2); б − in pyraline: 
1 – 0.007, 2 – 0, 3 – 0.042 [14, p. 86] 
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Терехов С.В. 
 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАЗМЫТОГО ФАЗОВОГО 
ПЕРЕХОДА В МЕТАЛЛИЧЕСКОМ СТЕКЛЕ Fe40 Ni40P14B6  

  
Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 

 
Статья поступила в редакцию 16 января 2018 года 

 
Рассмотрена простейшая термодинамическая модель ло-

кально-равновесной области неравновесной системы (метгласс 
Fe40Ni40P14B6). Аморфный сплав представлен в виде двух сосу-
ществующих конденсированных фаз с пренебрежимо малым 
свободным объемом по сравнению с объемом самой системы, 
что позволяет не учитывать его при построении модели. Ис-
следованы температурные и временные изменения объемной 
доли кристаллической фазы в сплаве Fe40Ni40P14B6. Показано, 
что в случае температурного изменения объемной доли крис-
таллической фазы параметры модели зависят от скоростей 
нагрева аморфного сплава. Продемонстрирована адекват-
ность теоретических представлений экспериментальным дан-
ным для «изотермической» кристаллизации металлического 
стекла Fe40Ni40P14B6. 

 

Ключевые слова: энергия Гиббса, химический потенциал, температура, 
время, параметр порядка, объемная доля, фаза, металлическое стекло 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Теоретические представления о зарождении, росте крис-
таллов и кинетике процессов в стеклах были развиты в середи-
не XX века [1,2]. Одной из актуальных задач термодинамики 
аморфных материалов является определение температурно-вре-
менных границ существования систем в метастабильном состо-
янии [3,4]. В этой связи возникает необходимость развития тео-
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рии размытых фазовых переходов (см., напр., [5,6]) и разработ-
ки термодинамической модели металлических стекол. Целью 
работы является создание теоретического построения, адекват-
но описывающего температурные и временные зависимости 
экспериментальных величин в метглассе Fe40Ni40P14B6. 

Термодинамические методы позволяют исследовать пре-
дельные состояния различных гетерофазных систем. При моде-
лировании неравновесных систем часто используют приближе-
ние локально-равновесных областей (напр., [7,8]). В них спра-
ведливы все термодинамические соотношения, но характерис-
тические функции зависят от места расположения области и 
времени t . 

 

2. ТЕМПЕРАТУРНО-ВРЕМЕННЫЕ ЗАВИСИМОСТИ  
ОБЪЕМНОЙ ДОЛИ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ФАЗЫ 

Рассмотрим локально-равновесную двухфазную область, 
содержащую кристаллическую фазу (фаза 1) и аморфную ма-
трицу (фаза 2). Отметим, что спонтанное зарождение и рост 
кристаллитов критического размера в аморфной матрице под-
робно изложено в работах [3,4]. Установим зависимость объем-
ной доли кристаллической фазы от температуры T и времени t . 
Если фаза 1 занимает объем 1V , а фаза 2 – 2V , то объем системы 
V  равен 

     VVV 21 =+ .                       (1) 
Разделив равенство (1) на объем V , получим соотношение 

       121 =+ xx ,               (2) 
где V/Viix =  − объемная доля фазы i=1,2. 

Введем в рассмотрение параметр порядка η  по формуле 
  21η xx −= .                   (3) 

Из (2) и (3) следует, что 
η)1(5,01 +=x ,  η)1(5,02 −=x .                    (4) 

При нагреве аморфного материала происходит рост кристалли- 
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тов по всему объему, при этом объемная доля фазы 1 изменяет-

ся в пределах от 0 до 1, что соответствует заполнению всего 

объема системы. В связи с этим из первой формулы (4) следу-

ет, что параметр порядка η  принимает значения из интервала 

от −1 до +1. 

Энергия Гиббса из расчета на единицу объема двухфазной 
системы равна 

2211 µµ xxg += ,                 (5) 
где iµ  – химические потенциалы невзаимодействующих меж-
ду собой фаз (отсутствие взаимного влияния фаз друг на друга 
(напр., в приближении теории среднего поля) приводит к тому, 
что коэффициенты активности фаз равны 1) задаются формула-
ми  

),(ln),,(µ),,(µ B0 tTxTktTPtTP iii += ,                (6) 
),,(µ 0 tTPi  − стандартные значения химических потенциалов 

для каждой из фаз, P  − давление, Bk  − постоянная Больцмана. 
Подстановка (6) в (5) приводит к следующим выражениям для 
энергии Гиббса  

sThxxxxTkxxg −=+++= )lnln(µµ 2211B220110 ,     (7) 
энтальпии Камерлинг-Оннеса 220110 µµ xxh +=  и конфигураци-
онной энтропии Больцмана )lnln( 2211B xxxxks +−= . 

Замена в первом равенстве (7) значений объемных долей 
фаз ix  через параметр порядка η  по равенствам (4) приводит 
к энергии Гиббса вида 

)]}η1ln()η1()η1ln()η1[(η{
2
1

B10 −−+++++= Tkggg , (8) 

здесь параметры )2ln2µµ(5.0 B20100 Tkg −+= , 20101 µµ −=g .  
Найдем экстремум энергии Гиббса (8) по аргументу η , ко-

торому отвечает локально-равновесное значение параметра по-
рядка  
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Следовательно, равновесная доля кристаллической фазы равна 
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а скорость изменения по температуре − 
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При протекании фазового перехода в неравновесной среде 
параметр ),()2/( B1 tTfkg =  запишем в виде ряда Тейлора с огра-
ничением линейными членами 

)(),()(),(),(),( x
xx

x
xx

xx tt
t

tTfTT
T

tTftTftTf −
∂

∂+−
∂

∂+= ,  (12) 

где xT  и xt  − температура и время, при которых на соответству-
ющих кривых, описывающих объемную долю кристаллической 
фазы ),(1 tTx , имеется точка перегиба. При этих значениях ука-
занных величин соответствующие скорости изменения функ-
ции ),(1 tTx  по температуре и времени имеют максимумы.  

Так как при фиксированном давлении разность стандарт-
ных значений химических потенциалов фаз связана с теплотой 
фазового перехода и его температурой, то разложение (12) пред-
ставляет собой линейный закон изменения теплоты фазового 
перехода первого рода от температуры и времени. Это приво-
дит к тому, что фазовый переход первого рода происходит в оп-
ределенных температурных и временных диапазонах, что поз-
воляет говорить о его размытости. Наличие таких диапазонов, 
по-видимому, связано с устойчивостью системы по отношению 
к бесконечно малым или конечным флуктуациям плотности 
частиц вблизи зародышей кристаллической фазы, приводящих 
к изменению их размеров. 

В силу того, что металлическое стекло представляет собой 
замороженное метастабильное состояние сплава, то это состо-
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яние ограничено границами абсолютной и относительной ус-
тойчивости по отношению к внешним изменениям. Поэтому на-
личие температурного гистерезиса можно объяснить следую-
щим образом. При достижении температуры стеклования (за 
счет высокой скорости охлаждения) аморфная матрица перехо-
дит из жидкого состояния в твердое, когда система подходит к 
границе абсолютной неустойчивости. Обратный переход (при 
нагреве металлического стекла) наблюдается при более высо-
кой температуре, так как требуется время для прогрева матери-
ала и достижения системой границы относительной устойчи-
вости. 

Предложенная простейшая термодинамическая модель и 
ее проверка на массиве экспериментальных данных по метал-
лическому стеклу Fe40Ni40P14B6 (см. ниже), позволяет утверж-
дать, что формулы (10)-(12) являются предельными соотноше-
ниями, к которым должны стремиться решения кинетических 
уравнений. 

Для сравнения экспериментальных данных с формулами 
(10)-(12) представим аргумент TtTfTkg )/,()2/( B1 =  в виде 

T
Tc

t
t

T
tTb

T
Ta

Tk
g x

x

xxx ⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅= 11

2 B

1 ,             (13) 

где 
T

tTfa xx

∂
∂−= ),(

; 
t

tTfTb xx
x ∂

∂=⋅ ),(
; ),( xxx tTfTc =⋅ . Рассмотрим 

2 случая: 
Тип 1: )(qaa = ; 0=b ; 0=c  ( q  – скорость нагрева с единицей 
измерения min/K ). Сравнение теоретических расчетов с экс-
периментальными данными показывает, что температура  

)log(8.28)272.641()( qqTx +±= ,     (14) 
а параметр (табл. 1) 

)log(64.80584.286)( qqa −=           (15) 
              Таблица 1. 

q 5 10 20 40 80 120 160 200 
a 231.219 206.944 182.669 158.394 134.119 119.919 109.844 102.029
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На рис. 1а приведены расчетные кривые для объемной до-
ли кристаллической фазы при разных скоростях нагрева аморф-
ного материала, а на рис. 1б – ее температурная скорость изме-
нения. На рис. 2 приведено сравнение теоретических и экспери-
ментальных кривых для металлического стекла Fe40Ni40P14B6 

при скорости нагрева q=120 K/min. 
 

 
 

 
 

Тип 2: 0=a ; 0≠b ; 0=c . При «изотермической» кристаллиза-
ции фазовый переход происходит по истечению определенно-
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го промежутка времени. Сравнение теоретических расчетов с 
экспериментальными данными показано на рис. 3 (параметр 

1,3
o

1 −=⋅=
T

tTbb xx , oT  − температура выдержки при «изотермиче-

ской» кристаллизации, время s96=xt ). 
 

 
 

Из рис. 2 и 3 видно, что модель адекватно описывает темпе-
ратурно-временные зависимости объемной доли кристалличес-
кой фазы, т.е. является математическим отображением тех про-
цессов, которые протекают в аморфном материале. На рис. 4 
приведены теоретические кривые, которые совпадают с экспе-
риментальными данными при различных температурах выдерж-
ки материала.  
                   Таблица 2.  

Из рис. 4 видно, что с ростом температу-
ры выдержки материала время кристаллиза-
ции уменьшается. Параметры модели приве-
дены в табл. 2. Параметр b1 связан с темпе-
ратурой выдержки To соотношением 

b1=0.0431· To−31.64.    (16) 
Проведенное теоретическое исследование металлического 

стекла Fe40Ni40P14B6 позволило получить целый ряд соотноше- 

To, K tx, s b1 
617 14500 −5.06 
619 10100 −5.0 
622 7600 −4.9 
633 1700 −4.35 
649 360 −3.66 
662 96 −3.1 



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
170 

 

 
 

ний, полезных для прогнозирования поведения аморфного спла-
ва в зависимости от скорости нагрева материала и температуры 
выдержки при «изотермической» кристаллизации. Представ-
ленная термодинамическая модель, несмотря на феноменологи-
ческий характер параметров модели а, b и с, может использо-
ваться наряду с классическими моделями Колмогорова [9], 
Джонсона и Мэла [10] и Аврами [11] (модель КДМА).  

 

3. ВЫВОДЫ 

1. Предложенная термодинамическая модель качественно и ко-
личественно верно описывает экспериментальные массивы дан-
ных по кристаллизации в метглассе Fe40Ni40P14B6 как при изме-
нении температуры, так и времени. 
2. Установлены линейные зависимости параметров модели от 
характеристик, которые определяют процесс кристаллизации. 
3. Теоретические расчеты подтверждают выводы работ [1,2], в 
которых установлено линейное возрастание ширины фазового 
перехода в сплаве Fe40Ni40P14B6 при увеличении скорости на-
грева от 5 до 200 K/min или с понижением температуры выдер-
жки аморфного сплава при «изотермической» кристаллизации.  

Автор искренне признателен В.И. Ткачу за представленные 
экспериментальные данные по аморфному сплаву Fe40Ni40P14B6. 
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Terekhov S.V. 
 

THERMODYNAMICS MODEL OF THE WASHED OUT PHASE 

TRANSITION IS IN METALLIC GLASS OF Fe40Ni40P14B6 

 
Thermodynamics of local-equilibrium area of the non-equilib-

rium system is considered and the temperature and temporal 
changes of by volume stake of crystalline phase are investigational 
in amorphous material of Fe40Ni40P14B6. The system is presented as 
two coexisting condensed phases with ignored a small free volume. 
In particular, it is shown that in case of temperature change of by 
volume stake of crystalline phase model parameters depend on 
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speeds of heating of amorphous alloy. Adequacy of theoretical pre-
sentations to experimental data is shown for metallic glass of Fe40 
Ni40P14B6. 

 
Keywords: energy of Gibbs, chemical potential, temperature, time, param-
eter of order, by volume stake, phase, metallic glass 
 

Fig. 1. Dependence of by volume stake of crystalline phase (а) 
and speed of her change (б) on a temperature at different speeds 
of heating of q : (from left to right) 5, 10, 20, 40, 80, 120, 160, 
200 K/min 
 

Fig. 2. Temperature dependences of by volume stake of crystal-
line phase in metallic glass of  Fe40Ni40P14B6 (а) and speeds of 
her change from a temperature (б) at q=120 K/min (dot-dash lines 
are a experiment; continuous lines are a theory) 
 

Fig. 3. Comparison of experimental (dot-dash lines) and theoreti-
cal (continuous lines) dependences of by volume stake of crystal-
line phase (а) and speed of her change from time (b) in metallic 
glass of Fe40Ni40P14B6 at Т=662 K 
 

Fig. 4. Crystallizational curves at the different temperatures of 
self-control of material (a: 1 − 662 K, 2 − 649 K, 3 − 633 K; b: 1 
− 622 K, 2 − 619 K, 3 − 617 К) 
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50. Физика и техника высоких давлений. 
Донецк, 2018, т. 28, № 3, с. 65-74 

 

PACS: 61.43.Dq; 64.70.pe; 81.10.Aj 
 

Терехов С.В., Лимановский А.И. 
 

«ФАЗА ПУСТОТЫ» И РАЗМЫТЫЙ ФАЗОВЫЙ ПЕРЕХОД  
  

Донецкий физико-технический институт им. А.А. Галкина 
 

Статья поступила в редакцию 23 апреля 2018 года 
 

Показана связь ранее предложенной простейшей термо-
динамической модели кристаллизации в метглассе Fe40Ni40P14B6 
с моделью КДМА. Изучено влияние «фазы пустоты» на тем-
пературные и временные зависимости объемных долей фаз в 
аморфном материале. Установлено, что равновесность этой 
подсистемы противоречит экспериментальным данным, а ее 
неравновесность, наоборот, приводит к адекватному совпаде-
нию между модельными представлениями и натурными резуль-
татами. 

 

Ключевые слова: модель, энергия Гиббса, химический потенциал, объ-
емная доля, металлическое стекло, параметр порядка, «фаза пустоты» 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Процессы кристаллизации [1,2] и фазовых превращений в 
конденсированных средах [3-7] характеризуются рядом общих 
закономерностей, связанных с появлением температурных и 
временных интервалов изменения некоторых характеристик 
(размытый фазовый переход) вблизи точки перехода. Эти явле-
ния описываются кинетическим уравнением Колмогорова [8-10] 
(модель КДМА). Экспериментальные исследования кристалли-
зации металлического стекла Fe40Ni40P14B6 [11,12] показали, что 
при возрастании скорости нагрева материала до величин более 
100 K/min, наблюдается отклонение кинетической кривой от те-
оретического графика по модели КДМА.  
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В этой связи в работе [13] была предложена термодинами-
ческая модель, базирующаяся на использовании локального 
равновесия выделенной области. В этом случае справедливы 
все соотношения классической термодинамики, но характерис-
тические функции зависят от места расположения области и 
времени t . Если при экспериментальном исследовании опреде-
ляющих характеристик ia  материала они переносятся части-
цами с объемами iω  и существенно изменяются на расстояниях 

iii a/aL ∇∝ , то характерный размер локально-равновесной об-
ласти l  удовлетворяет неравенствам: ii Ll minωmax 3 <<<< . Если 
обозначить через 1t  время протекания релаксационных процес-
сов, а через 2t  – время перехода всей системы в равновесие, то 
время установления термодинамического равновесия в локаль-
ной области et  ограничено выполнением неравенств: 2e1 ttt <<<< . 
Отметим, что для конденсированных фаз время 1t  ~ s10 8− , а вре-
мя 2t  может исчисляться достаточно большими промежутками 
времени. Следовательно, равновесным областям можно поста-
вить в соответствие локальные значения как экстенсивных, так 
и интенсивных переменных, а также использовать все соотно-
шения классической термодинамики. Такой подход позволил 
получить явную зависимость объемной доли кристаллической 
фазы от температуры и времени [13]. Теоретические кинетиче-
ские кривые адекватно описывают массив экспериментальных 
данных [11,12] при любых значениях скорости нагрева аморф-
ного материала. 

Однако невыясненным остался вопрос о влиянии «свобод-
ного» объема на кинетику процессов в металлическом стекле 
Fe40Ni40P14B6. Поэтому целью работы является не только выяс-
нение роли пустого пространства внутри металлического стек-
ла на термодинамику вещества, получение температурной за-
висимости объемных долей сосуществующих фаз, но и уста-
новление соответствия между феноменологическими парамет-
рами модели [13] и кинетическими величинами теории КДМА. 
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2. СВЯЗЬ МОДЕЛИ ИДЕАЛЬНЫХ ФАЗ С 
ТЕОРЕТИЧЕСКИМ ПОСТРОЕНИЕМ КДМА 

 

В приближении идеальных фаз [13] объемная доля кристал-
литов ),(1 tTx  в аморфной матрице описывается формулой 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

Tk
tTgtTx

B2
),(th1

2
1),( 1

1 ,           (1)  

где T  – температура, t  – время, 20101 µµ),( −=tTg , 0µ σ  – стандар-
тное значение химического потенциала фазы σ (кристаллиты – 
фаза 1, аморфная матрица – фаза 2), Bk  − постоянная Больцмана. 

В работе [13] величина 

T
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t
t

T
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⎛ −=== 11),(

2
),(1α ,        (2) 

где TtTfa xx ∂−∂= /),( ; ttTfTb xxx ∂∂= /),( ; ),( xxx tTfTc = ; xT  
и xt  − соответственно температура и время, при которых на гра-
фиках функции (1), наблюдаются точки перегиба. 

Выясним условия, при которых (1) переходит в формулу 
модели КДМА, для чего преобразуем (1) к виду 

[ ] ααα
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x , (3) 

При выполнении сильного неравенства 1e2 <<α  воспользуемся 

разложением в ряд Маклорена функции x
x

−≈
+

1
1

1  [14, с.678] 

с ограничением ряда линейным членом. Тогда функция 1x  при-
нимает вид 

)2exp(1
e1
1

21 αα −≈
+

=x .         (4) 

Сравнение (4) с равенством (4.11) [1, с.54] модели КДМА в фор-
мулировке Аврами приводит к соотношению (показатель сте-
пени 43 ≤≤ n ) 

nttTk ),(2 −=α ,             (5) 
т.е. функция ),( tTf  из (2) равна 
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ntTtTktTf ),(
2
1),( −= .                (6) 

Таким образом, феноменологические коэффициенты а, b 
и c в разложении (2) задаются формулами 
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Тогда формулу (2) можно переписать в виде 

⎥
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здесь коэффициенты  

⎟
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T
Tx=3β . 

Из формулы (10) видно, что при стремлении кинетическо-
го коэффициента ),( tTk  к нулю в точке ),( xx tT , доля объема, в ко-
тором произошло фазовое превращение, по модели Аврами ста-
новится равным 1. В модели идеальных фаз [13] равновесный 

параметр порядка ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

Tk
tTgxx

B2
),(thη 1

210  обращается в 0, что 

соответствует равенству объемных долей кристаллической и 
аморфной фаз (формула (1)) 5.021 == xx . Это противоречие раз-
решимо тогда, когда коэффициент 0),( ≠xx tTk , т.е. коэффициент 

0≠с . Отметим, что параметр 1β  обращается в нуль при выпол-

нении равенства 1
ln
ln

;

−=
∂
∂

== xx ttTTT
k , а параметр 2β  – при 

n
t
k

xx ttTT

−=
∂
∂

== ;ln
ln . 

Этим случаям отвечают различные типы кристаллизации: 
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Тип 1. 0β1 ≠ ; 0β2 = ; 0β3 ≠ . Формула (10) приобретает вид 
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который при выполнении сильного неравенства 

1
β

1β1β
1

1
1 ≈+

⇒>>  

соответствует Типу 1 из работы [13]. Следовательно, параметр 
а в этом случае равен а = cβ1. 
Тип 2. 0β1 = ; 0β2 ≠ ; 0β3 ≠ . Равенство (10) задается выражением 
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Если справедливо неравенство  

1
ββ

βββ
32

2
32 ≈
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⇒>>  (или 1

ln
ln
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>>
∂
∂+

== xx ttTTT
kn ), 

то происходит «изотермическая» кристаллизация по Типу 2 из 
работы [13], а параметр b1 = cβ2. 

Таким образом, сравнение результатов работ [13] и [1,10] 
позволяет связать параметры термодинамической модели с ки-
нетическими коэффициентами, чтобы определять феноменоло-
гические параметры модели [13] по экспериментальным дан-
ным и прогнозировать температурные изменения объемных до-
лей фаз. 

Кроме того, в рамках модели [13] не выяснена роль «сво-
бодного» объема в сосуществовании локальных областей с раз-
личными фазовыми состояниями. 

 

2. ВЛИЯНИЕ «ФАЗЫ ПУСТОТЫ» НА УПОРЯДОЧЕНИЕ 
АМОРФНОЙ МАТРИЦЫ 

 

Пусть металлическое стекло Fe40Ni40P14B6 состоит из ло-
кально-равновесных областей. Для них справедливы все форму-
лы равновесной термодинамики, но обобщенные координаты 
и потенциалы, а также характеристические функции системы 
зависят от времени и пространственного аргумента. Кроме того, 



С.В. Терехов Избранные научные труды. Том 3. 2015-2018 годы 
 

 
178 

 

каждая область представляет гомогенную часть объекта иссле-
дования, т.е. находится в строго определенном фазовом состоя-
нии.  

Особенностью любого аморфного материала является на-
личие в нем объема V0, свободного от частиц. Согласно [15], 
часть объема системы, которая занята небольшим числом кор-
пускул того или иного вещества, будем называть «фазой пусто-
ты». При дискретном подходе «свободный» объем образца за-
полняется квазичастицами, которые назовем «кавитонами» (от 
итальянского “cavità” – пустота, пустотность). Тогда любая сре-
да будет плотно упакована атомами (молекулами) и кавитона-
ми. Например, если объемная доля кавитонов и их число значи-
тельно меньше объемной доли и числа частиц, то среда нахо-
дится в кристаллическом состоянии, при этом кавитон, который 
замещает частицу в узле кристаллической решетки, называют 
вакансией. Если объемная доля кавитонов невелика, но их чис-
ло сопоставимо с числом корпускул, то локальная область при-
надлежит к аморфной матрице, или содержит «замороженную» 
жидкую фазу. В случае, когда объемная доля кавитонов и их 
число значительно превышают объемную долю и число атомов, 
то область находится в «замороженном» разреженном состоя-
нии, или образует «фазу пустоты». Следовательно, локальная 
область аморфного материала находится в одном из 3 фазовых 
состояний: кристаллическом (кристаллиты – фаза 1); «заморо-
женном» жидком (аморфная матрица – фаза 2); газовом («фа-
за пустоты» – фаза 3). Изменение объемных долей фаз проис-
ходит двумя способами. Первый способ связан с индивидуаль-
ным ростом соответствующих локальных областей. Второй спо-
соб определяется синергетической реакцией локальных облас-
тей системы с одинаковым фазовым состоянием, приводящей 
к их слиянию (образуется зернисто-подобная структура) и вы-
теснению из объема системы «фазы пустоты». 

Следует подчеркнуть, что равновесность локальных облас- 
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тей материала не обеспечивает автоматически равновесные зна-
чения характеристик элементов, образующих объект. Поэтому 
рассмотрим равновесную (химический потенциал кавитонов ра-
вен нулю, 0µ0 = ) и неравновесную ( 0µ0 ≠ ) «фазы пустоты». 

1. Равновесная «фаза пустоты». Так как объемная доля ка-
витонов равна VVx /00 =  (V  − объем системы), то объемные до-
ли фаз связаны соотношением 

     ν11 021021 =−=+⇒=++ xxxxxx .                (13) 
Для термодинамически равновесных кавитонов их химический 
потенциал равен нулю, т.е. выполняется равенство 

0),(ln),(µ),(µ 0000 =+= TPxTkTPTP B ,               (14) 
где ),(µ00 TP  – стандартное значение химического потенциала 
кавитонов при атмосферном давлении P  и комнатной темпера-
туре T . Из второго равенства (14) находим, что объемная доля 
“фазы пустоты” равна 

   )),(βµexp(),( 000 TPTPx −= ,                 (15) 
здесь 1)(β −= TkB . Формула (15) показывает, что при равновесии 
объемная доля кавитонов определяется давлением P  и темпе-
ратурой T . 

Вводя в рассмотрение параметр порядка 
21η xx −= ,                     (15) 

и учитывая последнее равенство (13), получим 
      2/)ην(1 +=x ,  2/)ην(2 −=x .               (16) 

Энергия Гиббса из расчета на единицу объема системы равна 
=+++= )lnln(µµ 2211220110 xxxxTkxxg B  

)]}ηνln()ην()ηνln()ην[(ην{
2
1

10 −−+++++= Tkgg B ,      (17) 

где коэффициенты 2ln2µµ 20100 Tkg B−+= , 20101 µµ −=g .  
Экстремум функции (23) найдем из системы равенств 
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Из (18) после несложных преобразований следует, что равно-
весное значение параметра порядка 1η  задается формулой подо-
бия  
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а равновесные доли фаз равны: 
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Следовательно, присутствие в аморфном материале равно-
весных кавитонов приводит к снижению объемной доли крис-
таллической фазы, что не соответствует экспериментальным 
данным. Поэтому перейдем к рассмотрению случая, когда ка-
витонная подсистема не находится в тепловом равновесии. 

2. Неравновесная подсистема кавитонов, для которых хи-
мический потенциал (14) отличен от нуля. В этом случае поми-
мо параметра порядка η , введенного по формуле (15), опреде-
лим второй параметр порядка  

01ξ xx −=  .             (21)  
Параметры η  и ξ  являются независимыми аргументами энер-
гии Гиббса (17) с учетом энергетического вклада кавитонов.  

Объемные доли фаз связаны с ними соотношениями 
3/)ξη1(1 ++=x ,   3/)ξη21(2 +−=x ,  3/)ξ2η1(0 −+=x ,     (22) 

а энергия Гиббса локальной области определяется формулой 
=+++++= )lnlnln(µµµ 002211000220110 xxxxxxTkxxxg B  

++++++++= )ξη1ln()ξη1[(ξη{
3
1

12110 Tkggg B             (23) 

)]}ξ2η1ln()ξ2η1()ξη21ln()ξη21( −+−+++−+−+ , 
где коэффициенты  

3ln3µµµ 0020100 Tkg B−++= , 00201011 µµ2µ +−=g , 

00201012 µ2µµ −+=g . 
Экстремумы функции (23) определяются системой уравне-

ний 
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0
dη
d =g ,   0

dξ
d =g ,          (24) 

которая в явном виде представляет собой систему нелинейных 
алгебраических уравнений 

12 λ
ξ)η21(

ξ)2η1(ξ)η1( =
+−

−+++ ,   22 λ
ξ)2η1(

ξ)η21(ξ)η1( =
−+

+−++ ,      (25) 

здесь )βexp(λ 111 g−= , )βexp(λ 122 g−= , 1)(β −= TkB . Разделив первое 
равенство (25) на второе и выполнив простые преобразования, 
получим 

ηψψξ 10 += ,                           (26) 

где 
κ2
κ1ψ 0 +

−= , 
κ2
κ21ψ1 +

+= , 3

2

1

λ
λκ = . Подстановка (26) в пер-

вое равенство (25) и приведение подобных членов приводит к 
квадратному уравнению 

0ηη2 =++ CBA ,                              (27) 
здесь коэффициенты 

)1ψ2)(1ψ()2ψ(λ 11
2

11 −++−=A , 
)1ψ2)(1ψ()1ψ2)(1ψ()2ψ)(1ψ(λ2 0110101 −++−++−+=B , 

)1ψ2)(1ψ()1ψ(λ 00
2

01 −+++=С . 
В зависимости от знака дискриминанта ACBD 42 −=  урав-

нение (27): 1) не имеет корней ( 0<D ); 2) имеет два совпадаю-

щих корня 
A

B
2

η 2,1 −=  ( 0=D ); 3) имеет два различающихся кор-

ня  

A
DB

2
η 2,1

m−
=  ( 0>D ).                         (28) 

Первые два случая не описывают экспериментальное измене-
ние объемной доли кристаллической фазы при любых значени-
ях параметров. При 0>D  физический смысл имеет корень 

A
DB

2
η1

−−
= , 

так как второй корень приводит к значениям объемной доли фа-
зы 1 вне интервала [0; 1].  
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Представим параметры κ  и 1λ  в виде 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1expκ 1 T

Ta xx ,              (29) 

    ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 1expλ 21 T

Ta xx ,         (30) 

где 1a  и 2a  определены из сравнения теоретических и экспери-
ментальных кривых для металлического стекла Fe40Ni40P14B6, 
полученного при скорости нагрева (рис. 1) 

q=80 K/min: 0.151 =a ; 809.2792 −=a ; 6.694=xxT . 
 

 
 

На рис. 2 показаны температурные зависимости объемных до-
лей фаз, а на рис. 3 – графики параметров порядка η1(T) и ξ1(T) 
в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6. 

Присутствие «фазы пустоты» в металлическом стекле су-
щественно изменяет вид температурных зависимостей объем-
ных долей фаз и скоростей их изменения. Кавитоны изменяют 
характеристики локальных областей материала как в окрестнос-
ти термодинамического равновесия, так и вдали от него. Равно-
весная «фаза пустоты» не дает вклада в энергию Гиббса и сни-
жает объемную долю закристаллизованного вещества, что про-
тиворечит экспериментальным данным.  
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Неравновесность кавитонной подсистемы приводит к появ-
лению в энергии Гиббса дополнительного слагаемого и оказы-
вает влияние на процесс кристаллизации, что проявляется в сни-
жении температуры, при которой наблюдается перегиб графи-
ка объемной доли фазы 1, а также в усложнении вида теорети-
ческих формул для расчета объемной доли кристаллитов и ско-
рости ее изменения. 

 

3. ВЫВОДЫ 
 

1. Феноменологические параметры а, b и c ранее предложенной 
простейшей термодинамической модели [13] могут определять-
ся по экспериментальным массивам данных о кинетике процес-
са кристаллизации в металлическом стекле Fe40Ni40P14B6, что 
повышает прогностические возможности модели [13]. 
2. Установлено, что равновесная «фаза пустоты» понижает объ-
емную долю кристаллической фазы, не внося вклада в энергию 
Гиббса, что противоречит экспериментальным результатам. 
3. Показано, что учет наличия неравновесных кавитонов в амор-
фном материале Fe40Ni40P14B6 приводит к дополнительному 
вкладу в энергию Гиббса, который вызывает: смещение темпе-
ратуры Tx, при которой наблюдается перегиб графика объемной 
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доли фазы 1; усложнение расчетных формул модели без увели-
чения точности вычислений и возрастание доли закристаллизо-
вавшегося вещества при температуре Tx (x1(Tx)=0.513). 
 

  Авторы искренне признательны д-ру ф.-м. н. В.И. Ткачу 
за представленные экспериментальные данные по аморфному 
сплаву Fe40Ni40P14B6. 
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Terekhov S.V., Limanovsky A.I. 
 

«PHASE OF EMPTINESS» AND WASHED OUT 
PHASE TRANSITION 

 
A relation between the simplest thermodynamics model of 

crystallization in the Fe40Ni40P14B6 metal glase offered before and 
the Kolmogorov-Johnson-Mehl-Avrami (KJMA) model is shown. 
The effect of the «phase of emptiness» on temperature and time 
dependences of the volume fractions of phases in an amorphous 
material is studied. It is found that equilibrium of this subsystem 
conflicts with experimental data. Vice versa, non-equilibrium state 
results in an adequate coincidence between modeling and experi-
mental data. 

 
Keywords: model, Gibbs energy, chemical potential, volume fraction, metal 
glass, order parameter, «phase of emptiness» 
 
 
Fig. 1. Temperature dependence of the volume fraction of phase 
1 (а) and the rate of the change (б) at the amorphous material heat-
ing rate of 80 K/min (─ − theory, ···· −experiment) 
 
Fig. 2. Temperature dependence of the volume fraction of phases 
in the Fe40Ni40P14B6 metal glass: 1 − x1 by formula (1); 2 − x1 (22); 
3 − x2 (15); 4 − x0 (21) 
 
Fig. 3. Temperature dependence of the order parameters of the 
Fe40Ni40P14B6 metal glass η1 (1) and ξ1 (2)  
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51. Приложение А 
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