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“Наше ощущение прекрасного возникает под влиянием гар-
монии порядка и беспорядка в природных объектах – тучах, 
деревьях, горных грядах или кристалликах льда. Их очерта-
ния – это динамические процессы, застывшие в физических 
формах… наука и эстетика согласны в том, что именно теря-
ется в технических объектах по сравнению с природными: 
роскошь некоторой нерегулярности, беспорядка и непредс-
казуемости. Понимание этого может здорово помочь нам в 
придании человеческого лица технологии, от которой всё 
больше и больше зависит наше выживание”. 

                                  Г. Айленбергер 
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Фрактальная геометрия возникла в результате преодоления кризиса в 
математике 1875-1925 годов, связанного с осознанием невозможности “истин-
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Введение 
 

 

Да не прочтёт сих принципов тот, кто 
чужд математике. 
                  Леонардо да Винчи 

 

Современная физическая наука строится с учётом самых раз-
нообразных скрытых и явных симметрий, отражающих фундамен-
тальные свойства пространства-времени. Явные симметрии (инва-
риантности) проявляются в виде сохранения тех или иных свойств 
материального объекта и законов его изменения вне зависимости 
от места и времени. Скрытые симметрии отвечают за тождествен-
ность частиц одного и того же вида, существование мировых кон-
стант и многие другие явления. Например, трансляционное преоб-
разование пространственно-временных координат Галилея не из-
меняет законов механического движения. Более общее преобразо-
вание Лоренца оставляет неизменными уравнения электродинами-
ки Максвелла. Важными симметриями являются также поворотная 
(например, окружность при повороте на любой угол совпадает са-
ма с собой) и зеркальная (отсутствует различие между правым и 
левым). Совместная реализация зеркальной, трансляционной, по-
воротной и других инвариантностей порождает красоту и практи-
ческую целесообразность природных объектов.  

Наличие симметрий напрямую связано с линейностью зако-
нов в физике: сила Ньютона пропорциональна ускорению; напря-
жение в законе Ома пропорционально силе тока; поток физичес-
кой величины в модели Онсагера (для изотропной по Кюри систе-
мы) пропорционален приложенной термодинамической силе и т.п. 
Линейные законы плотно заселяют все этажи физического здания. 
Переход в область нелинейности нарушает симметрию, например, 
нарушение зеркальной инвариантности при радиоактивном распа-
де ядер приводит к различию между левым и правым. 

Одной из важных симметрий является инвариантность зако-
нов природы при изменении масштабов (скейлинг). Она приводит 
к существованию самоподобных (фракталы: увеличение одного и 
того же затравочного объекта в определённое число раз) или само-
аффинных (мультифракталы: существует целый спектр масштабов 
– иерархичность структуры и протекающих процессов) объектов: 
кристаллов и дендритов, снежинок и молний, и т.п. Нарушение 
скейлинговой инвариантности приводит к возникновению несора-
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змерности базовых компонентов самоподобных фигур и к детер-
минированному хаосу в динамических системах.  

Измерение линий, которые  описываются  недифференцируе- 
мыми в любой точке функциями (примером могут служить функ-
ции Вейерштрасса), отрезками прямой различной длины приводит 
к изменению понятия размерности, которая до Хаусдорфа и Без-
иковича могла быть только целочисленной. Применение размер-
ности Хаусдорфа-Безиковича дало возможность Б. Мандельброту 
выделить новый класс геометрических фигур (фракталы и муль-
тифракталы), топологическая размерность которых строго меньше 
размерности Хаусдорфа-Безиковича. 

До появления работ Мандельброта в 1975 году фракталы счи-
тались нонсенсом и заповедником математических несуразностей 
(недифференцируемые функции Вейерштрасса, кривая Коха, дере-
во Пифагора, пыль Кантора и др.). Работы Мандельброта с учени-
ками продемонстрировали возможность применения фрактальной 
геометрии для отображения созданных Природой структур: крис-
талликов льда, облаков и растений (рис. В.1), вихря и водосбора 
ручья (рис. В.2), флуктуаций высоты волн, биений человеческого 
сердца и других систем. 

 

 а)         б)            в) 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. В.1. Фрактальная геометрия природы: (а) – снимок электронным мик-
роскопом кристаллика льда; (б) – облака; (в) – капуста Brassica cauliflora. 
 

 

      а)               б) 
 
 
 
 
 
 

Рис. В.2. Спиральная структура вихря (а) и  
квазифрактальное строение водосбора ручья (б). 
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Моделирование природного явления или процесса подразу-
мевает использование его геометрического строения. Именно по-
этому в разных областях знания вырабатывались свои понятия для 
обозначения геометрии исследуемой задачи: четырёхмерное прос-
транство-время в специальной и общей теориях относительности 
Эйнштейна; дислокация в физике пластических деформаций; мор-
фология в теории биосистем и т.д. Появление фрактальной геомет-
рии унифицирует геометрическое отображение реальности и даёт 
универсальный математический аппарат для учёта влияния масш-
табов на природное явление или процесс. В частности, фракталь-
ные листья и деревья, мультифрактальные ландшафтные пейзажи 
и изменения уровней водных поверхностей достаточно правдопо-
добно отображают природную реальность. Широчайшее использо-
вание фракталов и мультифракталов говорит о том, что фракталь-
ная геометрия уникальна и может использоваться в самых разных 
областях научного знания. Именно эта междисциплинарность фра-
ктального подхода, интерес молодых физиков к красоте и практи-
ческому использованию фрактальной геометрии побудили автора 
к написанию данной книги. 
 
               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                  Mориц Escher 

 
Continuous effort – not strength or intelligence – is the key to 
unlocking our potential. (Постоянные усилия – не сила или ум 
– вот ключ к раскрытию нашего потенциала). 

                              У. Черчилль 
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Глава 1. Подобие и фракталы 
 

Геометрия таит в себе два великих сокровища. Од-
но из них – теорема Пифагора, а другое – разделе-
ние отрезка на две части в крайнем и среднем от-
ношении. Первое подобно слитку золота, второе же 
– драгоценному камню. 
                                                                  Иоган Кеплер 

 

Можно возразить И. Кеплеру – геометрия таит в себе гораздо 
больше драгоценностей, чем узрел великий учёный средневековья. 
И одной из них является подобие, которое является неиссякаемым 
источником построения новых геометрических фигур, существен-
но отличающихся от “скучных” и “нудных” построений геометрии 
Евклида. 

Элементами геометрии Евклида являются точка – объект без 
длины, ширины и высоты; линия – объект, который характеризует-
ся длиной, но не имеет ширины и высоты; плоскость – объект, ко-
торый описывается длиной и шириной, но не обладает свойством 
высоты; тело – объект с длиной, шириной и высотой. Эти понятия 
были выработаны человечеством на основе практического опыта 
работы с материальными предметами. С физической точки зрения 
линия возникает при движении точки. Если точка перемещается 
по плоскости или в пространстве без изменения направления дви-
жения (трансляция), то она движется по прямой линии. Прямая ли-
ния отличается тем, что любая её масштабная часть подобна исхо-
дной прямой в целом (рис 1.1), т.е. любой точке отрезка L1L2 соот- 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 1.1. Самоподобие прямой линии. 
 

ветствует единственная точка на прямой M1M2. Плоскость возни-
кает при параллельном переносе прямой вдоль любого направле-
ния  не  совпадающего с самой прямой (рис.1.2).  Здесь появляется 
особенность: перенос прямой вдоль неё самой не порождает плос-
кости, поэтому появляется выделенное направление с трансляци-
онной симметрией. Появление этой  симметрии  приводит к нераз- 
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Рис. 1.2. Возникновение плоскости при трансляции прямой линии 
(стрелочкой показано перемещение прямой M1M2). 

 

личимости движений в одну или другую сторону и, как следствие, 
– к однородности пространства вдоль прямой линии. Таким обра-
зом, вырожденность появления качественно нового объекта (плос-
кости) обусловливает однородность пространства в целом, так как 
прямая может располагаться в пространстве произвольным обра-
зом. Как следствие указанного вырождения появляется инвариант 
движения (импульс перемещения). Однородность времени приво-
дит к закону сохранения энергии. Плоскость возникает и при вра-
щении прямой вокруг произвольной, перпендикулярно располо-
женной к прямой и не совпадающей с ней оси, проходящей через 
любую точку прямой (рис. 1.3). Неразличимость право-  и  левопо- 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.3. Построение плоскости при вращении прямой линии 
(стрелочками показаны направления вращения прямой M1M2). 

 

воротных способов построения плоскости свидетельствует о появ-
лении другой симметрии – зеркальной, которая отображает факт 
неразличимости правого и левого. Так как это построение может 
быть выполнено для любого положения прямой в пространстве, то 
можно говорить о вращательной симметрии или появлении нового 
инварианта движения – сохранении момента импульса. Паралле-
льный перенос кривой линии приводит к возникновению кривой 
поверхности, которая показана на рис 1.4 (трансляционное движе- 
ние вдоль кривой линии невозможно в связи с постоянным изме-
нением направления движения и порождением пространственного 
тела). В этом случае самоподобие кривой наблюдается в направ-
лении трансляции.  
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Рис. 1.4. Рождение кривой поверхности при трансляции кривой линии 
(стрелочкой показано перемещение кривой M1M2). 

 

Аналогичное движение плоскости порождает пространствен-
ное, объёмное тело и имеет свои инварианты движения. На рис. 
1.5 показано движение плоскости M1L1L2M2 в направлении пер-
пендикулярном к плоскости, в результате образуется параллеле-
пипед (частным случаем является куб, который возникает при 
трансляции прямой M1M2 на плоскости и в перпендикулярном на-
правлении на расстояние равное длине прямой M1M2). 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.5. Построение параллелепипеда при трансляции плоскости  
(стрелочкой показано перемещение плоскости M1L1L2M2). 

 

Самоподобие прямой порождает подобие порождаемых ею фигур. 
При аналитическом описании указанных элементов геомет-

рии Евклида возникает потребность во ведении такой характерис-
тики, которая заменила бы слова “длина”, “ширина” и “высота”. 
Таким параметром является размерность геометрического объекта 
d , которая необязательно совпадает с топологической размернос-
тью TD . Под топологической размерностью понимают минималь-
ное количество вещественных параметров для описания точек вы-
бранного пространства. Для рассмотренных объектов евклидовой 
геометрии выполняется соотношение TDd ≤  (для евклидова прост-
ранства топологическая размерность 3=TD , для точки размерность 

0=d , для произвольной линии – 1=d , для плоскости – 2=d , для 
пространственного тела – 3=d ). 



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 

12 
 

Основатель теории фракталов Б. Мандельброт (1984) так пи-
сал о геометрии Евклида: “Почему геометрию называют холодной  
и сухой? Одна из причин заключается в её неспособности описать 
форму облака, горы, дерева или берега моря… Природа демонст-
рирует нам не просто более высокую степень, а совсем другой 
уровень сложности. Число различных масштабов длин в структу-
рах всегда бесконечно. Существование этих структур бросает нам 
вызов в виде трудной задачи изучения тех форм, которые Евклид 
отбросил как бесформенные…”  

Фракталом (от латинского слова “fractus” – изломанный; в 
английском варианте слово “fractional” означает дробный) называ-
ется структура, состоящая из частей, которые подобны исходному 
объекту в целом и имеют размерность Хаусдорфа-Безиковича D , 
которая строго больше её топологической размерности TD : TDD > . 
Фракталы могут отображаться линиями, плоскостями, пространст-
венными телами.  

Ярким представителем фрактальной кривой является траек-
тория движения  броуновской  частицы  (рис. 1.6). Увеличение лю- 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.6. Хаотическая траектория движения частицы Броуна. 
 

бого её участка в 10 раз приводит к увеличению числа звеньев в 
100 раз, т.е. для кривой Броуна размерность Хаусдорфа-Безикови-
ча равна 2. Если бы броуновская частица двигалась по плоскости, 
то её траектория прошла бы по истечении длительного времени 
через все точки плоскости. Однако в силу самопересечения кривой 
движения этот феномен не наблюдается. Кроме того, начав дви-
жение из некоторой точки, броуновская частица может вернуться 
в сколь угодно малую окрестность этой точки, потому что вероят-
ность этого события в случае плоскости равна единице. При дви-
жении в пространстве вероятность возврата в малую окрестность 
начальной точки движения меньше единицы. Отметим, что грани-
цы масштабной инвариантности для блуждающей частицы Броуна 
порядка 810 : от длины свободного пробега (10 нм 910−=  м) до разме-
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ров сосуда ( 1,0≈  м), причём каждое звено траектории образует кон-
тинуум. Рассмотренный пример показывает, что при размерности 
Хаусдорфа-Безиковича равной двум геометрическим объектом не-
обязательно будет плоскость. Этой фигурой может быть и тополо-
гически одномерная линия. Отметим, что траектория броуновской 
частицы достаточно близко подходит под определение недиффе-
ренцируемых функций Вейерштрасса, которые определяются фор-
мулой 

∑
∞

=
=

1
)(cos)(

k

kk xxw βα  

(α  – вещественное число, а β  – нечётное число), где множители kα  
обеспечивают сходимость приведенного ряда. Вейерштрасс пока-
зал, что при выполнении неравенства 

2
31 πβα +>  функция )(xw  во всех 

точках непрерывна, но не дифференцируема. Самоподобная функ-
ция Вейерштрасса с коэффициентом β   

)()(cos)(cos)(cos)( 1
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практически совпадает с исходной функцией, т.е. является асимп-
тотически самоподобной. Если составить музыкальный ряд с по-
мощью функции Вейерштрасса, то при удвоении скорости воспро-
изведения звуки будут звучать не на октаву выше, как должно 
быть, а на полтона ниже. Функции Вейерштрасса описывают ре-
зультирующую суммы колебаний с разными периодами. Отсутст-
вие в природе идеально периодических процессов, взаимодействие 
ограниченного объекта с внешней средой, возникновение спонтан-
ных флуктуаций, стремление к выживанию и другие причины при-
водят к нарушению самоподобия, что отражается в виде разнооб-
разия форм и способов существования материи.  

Фракталы можно разделить на детерминированные (констру-
ктивные, регулярные), построение которых ведётся в соответствии 
с заданным алгоритмом или функциональной зависимостью, и ха-
отические (случайные, псевдослучайные), в алгоритме построения 
которых присутствует случайный (или псевдослучайный) элемент. 
С другой стороны фракталы можно разделить на статические (ите-
рация вещественных функций), которые строятся согласно линей-
ному закону преобразования базисного элемента (при этом испо-
льзуются трансляционные, поворотные и сжимающие-растягиваю-
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щие операции) и динамические (комплексные и гиперкомплекс-
ные) с нелинейным законом итерационных преобразований. Од-
ной из отличительных черт фрактальных множеств является их са-
моподобие при изменении масштаба (так называемая скейлинговая 
инвариантность). Самоподобные множества можно разделить на 
одномасштабные (фракталы) и многомасштабные, которые име-
ют спектр скейлингов (мультифракталы). 

Для иллюстрации самоподобия и определения размерности 
геометрического объекта с помощью масштабного преобразования 
разделим отрезок прямой, квадрат и куб на N  равных частей (рис. 
1.7).  Тогда каждая сконструированная часть будет подобна исход- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.7. Размерность и коэффициент 

подобия геометрических фигур. 
 

ному объекту, но уменьшена в dk/1  раз ( k  – коэффициент подобия). 
Числа N  и dk/1  связаны между собой равенством 1=dkN . Из этого 
равенства определим размерность объекта 

)/1(ln
ln

k
Nd =

 
(в данном оп-

ределении можно использовать логарифм по любому основанию). 
Иная форма записи для размерности геометрической фигуры с ис-
пользованием одного из свойств логарифмической функции имеет 
вид: Nd k)/1(log= . Эта размерность совпадает с минимальной размер-
ностью пространства (топологической размерностью), в котором 
отображается геометрическая фигура или её часть: отрезок прямой 
линии – в одномерном, квадрат – в двумерном, куб – в трёхмерном 
пространствах. Отсюда следует тот факт, что самоподобие геомет-
рических фигур достигается изменением масштаба оригинала как 
в сторону увеличения ( 1>k ), так и в сторону уменьшения его раз-
меров ( 1<k ). 
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1.1. Самоподобие 
 

Природа полна аналогий, и в любой отрасли че-
ловеческого знания можно найти бесчисленные 
метафоры для обозначения феноменов, наблю-
даемых в какой-либо другой области. 

                      Мидхат Газале 
 

Ранее многие исследователи в области физики и математики 
считали, что явления и процессы должны описываться дифферен-
цируемыми функциями. Однако такие функции являются скорее 
исключением, чем правилом, в организации природы. Примером 
может служить траектория броуновской частицы (рис. 1.6), кото-
рая является недифференцируемой кривой: на этой кривой присут-
ствует большое число точек, в которых производная не существу-
ет. Среди аналогичных объектов присутствуют такие, которые при 
любом увеличении масштабов содержат одинаковые структуры – 
это фрактальные множества. Самоподобие фракталов привлекает 
внимание исследователей потому, что этим свойством обладают 
все объекты природы на всех уровнях её организации. 

В качестве самоподобных структур можно привести русские 
матрёшки, ε -разложение Вильсона-Когута (теория перенормиро-
вок),  логарифмическую  спираль,  H-фрактал  (рис. 1.8), снежинку  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 1.8. Конструктивный H-фрактал. 
 

Коха и т.п. Самоподобие отображает иерархическую сущность са-
моорганизации материального мира на всех уровнях его существо-
вания: от самых малых до огромных масштабов. Выбор скейлинго-
вой (масштабной) области в исследуемом объекте может отразить 
те свойства системы, которые игнорируются при более крупном 
масштабе. Самоподобие приводит к тому, что мелкие детали вкра-
пляются в крупные и становятся “незаметными”, хотя они имеют 
те же свойства, что и большие “кирпичики” мироздания. 
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 В качестве примера самоподобной фигуры рассмотрим лога-
рифмическую спираль. Согласно Газале, поворот радиус-вектора 

ir  на произвольный угол ϕ  с удлинением в  k  раз (рис. 1.9) описы- 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.9. Поворот радиус-вектора с увеличением. 
 

вается уравнениями, которые в матричном виде выглядят так: 
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После n  поворотов на угол ϕ  эти уравнения принимают вид: 
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Если начальная точка лежит на оси Ox , то 0=iy . В этом случае по-
сле n  поворотов на угол ϕ   координаты новой точки определяются 
начальной координатой абсциссы по формулам: 

)(cos0 ϕnxkx n
n =  и )(sin0 ϕnxky n

n = . 
Следовательно, 0

22 rkyxr n
nnn =+= , а угол поворота ϕϑ nn = . Из этих фор-

мул видно, что при повороте на произвольный угол ϑ  радиус-век-
тор увеличится в ϕϑ /k  раз. Тогда радиус-вектор можно задать фор-
мулой ϑλϑ err 0)( = , где ϕλ /)(ln k=  – коэффициент расширения. Такая 
спираль называется логарифмической. Логарифмическая спираль 
самоподобна, так как существует такой угол θ , при котором уве-
личенная в k  раз спираль совпадает с исходной спиралью. Коэф-
фициент расширения определяет котангенс постоянного угла β  
между радиус-вектором r  и касательной к нормали в любой точке 
логарифмической спирали (рис.1.10). Это означает, что в каждой 
четверти декартовой плоскости точки спирали расположены вну-
три подобных прямоугольных треугольников. Спираль достаточно 
часто возникает в различных физических задачах, например, фазо-
вые траектории движения в случае  устойчивого  и  неустойчивого 
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Рис. 1.10. Самоподобие логарифмической спирали. 
 

фокусов представляют собой спирали, что говорит о возникнове-
нии самоподобия при таком типе движения.  

Природа использует самоподобие (фрактальность) логариф-
мической спирали при построении живых организмов, например, 
моллюсков (рис 1.12).  
              а)      б) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.12. Аммонит и его сутура (а), Nautilus pompilius (б).  
 

Рис. 1.12 показывает, что самоподобие является неотъемлемым ат-
рибутом природы: элементарные частицы подобны (тождествен-
ны) друг другу; броуновское движение демонстрирует вероятност-
ное самоподобие и т.д. Подобие было использовано Бахом для по-
строения темперированного, двенадцатитонового строя (для этого 
строя отношение частот соседних нот постоянно и равно 12/12  окта-
вы, которая разделяется на 12 полутонов) в музыке. Свойство са-
моподобия наиболее интенсивно использовал в своём творчестве 
художник Эшер (рис. 1.13).  

Самоподобие  пронизывает  все уровни организации, сущест-
вования и фиксации устройства материального мира, т.е. скейлинг 
(или масштабная инвариантность) является важной характеристи-
кой природного объекта. Самоподобие может быть детерминиро-
ванным и хаотическим, непрерывным (траектория движения броу- 
новской частицы) и дискретным (русские матрёшки). Некоторые 
виды подобия сохраняются при значительном увеличении масш-
таба,  а другие исчезают при незначительном изменении геометри- 
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Рис. 1.13. Самоподобие в картинах Морица Эшера. 
 

ческих размеров (ограниченность скейлинга).  Иногда  масштабно 
изменённые объекты математически точно воспроизводят геомет-
рию исходной фигуры, но в природе эта точность теряется за счёт 
воздействия различных факторов, скейлинговая инвариантность 
наблюдается только асимптотически. Самоподобие бывает явным 
или скрытым, поэтому его выявление является важной задачей ес-
тествознания. 

Фрактальная геометрия используется для описания вида по-
верхностей твёрдых тел; несоразмерных структур; квазикристал-
лов; диффузионного роста зародыша новой фазы; рассеяния и по-
глощения излучения в пористых средах; при моделировании пере-
межаемости в сильно турбулентных потоках; кластеризации галак-
тик во Вселенной; береговой линии государств; мембранных по-
верхностей; структуры транспортных артерий; моделирования мо-
лекулярных ландшафтов; горных и лесных массивов; молний; об-
лаков и других природных явлений.  

Фрактальная геометрия и динамика базируются на примене-
нии однородных функций, которые зачастую отображаются сте-
пенными законами. 

 

1.2. Однородные функции и скейлинг 
 

Теперь уже недостаточно открыть основные законы и по-
нять, как работает мир “в принципе”. Всё более и более 
важным становится выяснение того, каким образом эти 
принципы проявляют себя в реальности. 

                  Хайнц-Отто Пайтген 
 

Исследуя законы движения планет И. Ньютон показал, что 
при выполнении масштабного соотношения между частотой об-
ращения ω  и радиусом круговой орбиты r  вида ω  ~ nr 2 , гравитаци-
онный потенциал должен быть пропорциональным nr 22− . При 2/3=n  
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Ньютон получил закон всемирного тяготения; при 2=n  тело приб-
лижается (удаляется) по спирали к центру притяжения; при 2/5=n  
одной из траекторий движения является кардиоида (“сердечко”). 
Таким образом, степенные законы являются неиссякаемыми ис-
точниками подобия. Так исследование частоты падения космиче-
ских обломков на Землю показывает, что каждые 30 микросекунд 
в атмосферу попадает частица размером 1 микрон ( 610 −  м), метео-
риты с диаметром в 100 м встречаются с Землёй один раз в 10000 
лет, а тела астрономических размеров (~ 10 км=10000м) посещают 
земную атмосферу 1 раз в 810  лет. Падение такого или более круп-
ного метеорита может привести к катастрофе планетарного мас-
штаба и к вымиранию биологических видов. Изучение зависимо-
сти числа видов сухопутных животных от длины их тела демонст-
рирует показательный закон с индексом степени 2−=n  (рис. 1.14).  

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.14. Зависимость числа видов сухопутных 
животных от длины их тела. 

 

Галилео Галилей первым открыл самоподобие законов физи-
ки. Бросая маленькие и большие камешки с Пизанской башни, Га-
лилей заметил: они падают с почти одинаковой скоростью. Он ус-
тановил, что время падения прямо пропорционально квадратному 
корню из высоты башни. Самоподобие закона Галилея имеет ог-
раничение в связи с уменьшением притяжения Земли при увели-
чении высоты башни до астрономических размеров. Закон всемир-
ного тяготения только приближённо описывается формулой Нью-
тона. Современные эксперименты требуют введения дополнитель-
ного слагаемого в теоретическую формулу Ньютона, которое свя-
зано с быстро убывающими силами.  

Художник, изобретатель и учёный Леонардо да Винчи пока-
зал, что ствол дерева диаметром d разделяется на две ветви с диа-
метрами 1d  и 2d , причём они связаны между собой равенством 
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   σσσ
21 ddd +=  ( 2=σ ).    (1.1) 

Формула Леонардо да Винчи лежит в основе “трубчатой” модели 
структуры деревьев ( 2=σ ), теории слияния двух рек ( 2=σ ) и транс-
портных магистралей ( 1=σ ), ему удовлетворяют артерии и вены в 
сосудистой системе млекопитающих ( 7,2≅σ ), бронхи лёгкого ( 3≅σ ). 
Концепция скейлинга подсознательно используется человеком при 
создании музыкальных произведений: музыка красива, если в ней 
присутствует несколько изменений тональности (мультифракталь-
ность) и ритма (ограниченная масштабность). 
 Достаточно широко в физике используют гиперболические 
связи между величинами, в частности, Гейзенберг получил соот-
ношения неопределённостей в виде: h≥∆∆ xp  или h≥∆∆ tE  ( p∆  и x∆ ; 

E∆  и t∆  – погрешности измерения импульса и местоположения; 
энергии и времени, соответственно, секДж ⋅⋅= −34100546,1h – постоян-
ная Планка). Это неравенство показывает, что для точной фикса-
ции местонахождения элементарной частицы необходимо исполь-
зовать фотоны с очень большими импульсами (короткие по длине 
электромагнитные волны), т.е. при высокоточном измерении про-
странственной координаты частицы невозможно определить её 
импульс в связи с возмущением движения измеряющими волнами. 
Наибольшая точность измерения переменных p и x ( E  и t) дости-
гается тогда, когда обе измеряемые величины подчиняются нор-
мальному закону (закону Гаусса). Скейлинговая инвариантность 
соотношения неопределённостей Гейзенберга наблюдается в дос-
таточно широких диапазонах энергий и временных интервалов, 
импульсов и координат. Соотношение неопределённостей Гейзен-
берга является следствием существования природных масштабов 
(размеров элементарных частиц). При их отсутствии все элемен-
тарные частицы превратились бы в точки, т.е. просто схлопнулись. 
В этой связи вакуум (пространство без материи) состоит из флук-
туаций, которые имеют конечную энергию и существуют в тече-
ние конечного промежутка времени (косвенным подтверждением 
этой гипотезы являются данные, полученные при изучении сверх-
тонкой структуры атомных спектров).  

Самоподобие наблюдается не только при целочисленных, но 
и при дробных показателях степени. Дробные индексы степени 
встречаются  в разных разделах физики и указывают на существо-
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вание универсальности физических законов при описании, напри-
мер, сосуществующих фаз и спиновых систем; ферромагнетизма и 
сверхпроводимости. Зачастую функция состояния по одному из 
своих аргументов может быть представлена степенным законом ( 
например, функция трёх переменных ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= µβ
α

x
z

x
ygxzyxf ;);;( ), т.е. яв-

ляется самоподобной по этой переменной. Так в термодинамике 
введён закон соответственных состояний, который утверждает 
подобие поведения веществ вблизи критической точки фазового 
перехода. Если записать все параметры состояния системы в без-
размерном виде (например, cddl /= , где cd  – значение параметра d в 
критической точке), то все вещества демонстрируют универсаль-
ность поведения вблизи критической точки. Скейлинг степенных 
функций связан с отсутствием у них естественных масштабов дли-
ны. Кроме того, физические и другие ограничения приводят к раз-
рушению масштабной инвариантности: упругая пружина не может 
линейно растягиваться до бесконечности, всегда существует кри-
тическая длина, при достижении которой пружина претерпевает 
разрыв. Следовательно, ограничения не геометрической природы 
определяют существование характеристических или критических 
масштабов, до достижения которых наблюдается подобие. 
 Универсальность поведения вещества в окрестности крити-
ческой точки фазового перехода привела к созданию теории пере-
нормировок (метод ренорм-группы Вильсона). Например, изуче-
ние поведения теплоёмкости )(Tc  в зависимости от температуры T  
в окрестности критической температуры cT  показало наличие про-
стого степенного закона: )()( cTcTc − ~ α−− cTT  (разности вида )()( cTcTc −  
называют параметрами порядка). Универсальность природы про-
является в том, что критический индекс α  имеет одно и тоже зна-
чение для различных веществ. Он зависит от размерности прост-
ранства, в котором протекает процесс, и от числа степеней свобо-
ды параметра порядка (числа ограничений, накладываемых на па-
раметр порядка).  

В силу сложности устройства реальных систем и протекаю-
щих в них процессов исследователь вынужден моделировать ситу-
ацию, выдвигая простые гипотезы. Так изучение магнитных спи-
новых систем привело Изинга к простой модели: спины могут за-
нимать только два положения (“вверх” ↑  и “вниз” ↓ ) и взаимодей-
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ствуют только с ближайшими соседями. Модель Изинга приводит 
к существованию двух критических температур:1) полностью упо-
рядоченное состояние при 0=cT , когда все спины направлены в од-
ну сторону; 2) полностью хаотическое распределение магнитных 
моментов при ∞=cT , при котором наблюдается беспорядочная ори-
ентация спинов. Для трёхмерной модели Изинга компьютерные 
вычисления дают для параметра порядка (средней спонтанной на-
магниченности )(TM ) выражение вида )(TM ~ 325,0)( TTc −  при cTT < . 
Критический индекс практически равен ⅓, такая же температурная 
зависимость наблюдается и для разности плотностей сосуществу-
ющих фаз газ-жидкость (универсальность поведения вблизи кри-
тической точки перехода). 

Одним из достижений теории фракталов является установле-
ние связи перенормировки с самоподобием исследуемого объекта. 
На рис. 1.15 показаны 3 шага построения ферро- и антиферромаг-
нитной иерархических, самоподобных решёток. Чёрным и свет-
лым точкам на рис. 1.15б соответствуют  разнонаправленные  спи- 
а)            б) 
 
 
 

 
Рис. 1.15. Построение ферро- (а) и антиферромагнитных (б) решёток. 

 

ны. Так как решётки подобны, то их можно характеризовать фрак-
тальной размерностью Хаусдорфа-Безиковича. Компьютерное экс-
периментирование с иерархическими решётками кристаллов пока-
зало, что одинаковым решёткам соответствуют разные критичес-
кие индексы, это привело к снижению научного интереса к теории 
ренорм-группы. Несмотря на то, что ренорм-группа имеет ограни-
ченную область применимости, сходимость её рядов вызывает со-
мнение, но она всё-таки является хорошим инструментом для оты-
скания критических индексов и установления взаимоотношений 
между ними.  

Рассмотрим простой пример применения теории Вильсона к 
треугольной решётке, для которой порог перколяции 2/1=cp , а кри-
тический индекс корреляционной длины равен 3/4 . В методе Виль-
сона используется масштабное увеличение самоподобной решёт-
ки, т.е. 3 узла исходной решётки заменяются одним “сверхузлом” 
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новой решётки. “Сверхузел” считается занятым, если он представ-
лен кластером, для которого заполнены не менее двух узлов ис-
ходной решётки. Обозначим через p  вероятность того, что запол-
нен узел исходной решётки (вероятность того, что узел свободен 
равна pq −= 1 ). Тогда вероятность все три узла равна 3p , а два уз-
ла – qp23 . Следовательно, вероятность образования кластера опре-
деляется по формуле )1(3 23 pppP −+= . При достижении критического 
значения cp  эта вероятность равна cppP == . Кубическое уравнение 
имеет два очевидных (0 и 1) и одно нетривиальное ( 2/1=cp ) реше-
ния. Последний корень совпадает с известным порогом перколя-
ции для треугольной решётки, что указывает на истинность скей-
линговой гипотезы. Проверим этот факт, вычислив критический 
индекс ν  корреляционной длины ξ : ν

σξ
−

−= cpp  (σ  – константа). 
Для “сверхрешётки” приведенное равенство имеет вид ν

λ
−

−=Ε cpPc  
(λ  – коэффициент подобия между исходной решёткой и “сверхре-
шёткой”). Подобие требует равенства этих величин ξ=Ε , следо-
вательно, критический индекс )]/()ln[(/ln cc pppP −−= λν . В окрест-
ности критической точки представим вероятность P в виде ряда 
Тейлора +−+= 2/)(3 cc pppP …, тогда дробь 2/3)/()( =−− cc pppP . При 
значении коэффициента подобия 3=λ  критический индекс 

3/4355,1 ≈≅ν . 
Для правильного вычисления критических индексов, по-видимо-
му, надо использовать разложение функций не в ряд Тейлора, а в 
обобщённые ряды с дробными показателями степени. 
 Однородные функции описывают не только детерминирован-
ные процессы,  но и хаотические явления. Степенные законы с це-
лочисленными показателями степени описывают спектры мощнос-
ти разных шумов (“белый” не зависит от частоты сигнала; “фли-
кер” – обратно пропорционален частоте; “коричневый” (броуновс-
кий, от английского слова “brown”=“коричневый”) – обратно про-
порционален квадрату частоты; “чёрный” – показатель степени в 
обратной пропорциональности частоте превышает двойку). Одна-
ко в акустических исследованиях используют ещё “розовый” шум 
с дробным показателем степени, для которого мощность постоян-
на в пределах октавы, а не герца.  

Однородные функции используют не только в физике или хи- 
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мии, но и в биологии (субъективная громкость воспринимаемого 
человеческим ухом звука прямо пропорциональна его интенсивно-
сти в степени 0,3), экономике (например, закон Парето), в линг-
вистике (гиперболический закон Ципфа) и т.п. Отличие показате-
лей степени от целочисленных значений указывает на необходи-
мость обобщения понятия размерности геометрических фигур. 

 

1.3. Размерность Хаусдорфа-Безиковича 
 

Формула может описать лишь малую долю взаимоот-
ношений, в то время как человеческий глаз обладает 
огромными способностями к интеграции и различе-
нию. 

            Бенуа Б. Мандельброт 
 

 Прямая линия обладает трансляционной и скейлинговой ин-
вариантностью, т.е. самоподобна при параллельном переносе и из-
менении масштаба. При равномерном движении вдоль прямой из 
точки 0r  со скоростью v  радиус-вектор r  с течением времени t  из-
меняется согласно формуле  

tvrr += 0 .      (1.2) 
Выполним растяжение ( 1>k ) или сжатие ( 1<k ) Вселенной, тогда со-
отношение (1.2) примет вид: 

0000 )1()( rktvrtvkrktvrkrkr −+′+=+=+==′ ,   (1.3) 
где введено обозначение tkt =′ . Из формулы (1.3) видно, что парал-
лельный перенос прямой на величину 0)1( rk −  приводит к совпаде-
нию с исходной прямой, что и подтверждает масштабную инвари-
антность прямой Евклида в новой Вселенной. Другие геометриче-
ские фигуры, как и фракталы, не обладают такими свойствами, но 
им присущи свои инвариантности, например, окружность обладает  
поворотным самоподобием и зеркальной симметрией относитель-
но диаметра. 
 Скейлинговая инвариантность прямой связана с её бесконеч-
ной длиной и нарушается для отрезков, так как они имеют конеч-
ную длину. Инвариантность нарушается при изменении масштаба 
конечного отрезка при сохранении подобия. В этой связи возника-
ет вопрос об измерении длин отрезков. Подобрав соответствую-
щим образом коэффициент k  можно добиться того, что получен-
ный после масштабного преобразования отрезок покроет N  раз 
первоначальный отрезок прямой. В этом случае говорят о сораз-
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мерности конечных множеств и выборе подходящего масштаба из-
мерения. Если считать длину первоначального отрезка равной L , 
то длина масштаба будет равна NLl /= . Изменяя число N  можно до-
биться любой длины масштабного отрезка. Очевидно, что устрем-
ление N  к бесконечности не изменит длины первоначального от-
резка  

NllL =)( .     (1.4) 
Поэтому отрезки прямой, квадраты и кубы могут быть использо-
ваны для измерения длин кривых, площадей поверхностей и объё-
мов тел. Так площадь  

    12 )( llLNlS == ,     (1.5) 
а объём  

    23 )( llLNlV == .     (1.6) 
Таким образом, процесс измерения сводится к выбору меры )(lL  и 
масштаба l .  

Уменьшение первоначального отрезка в k  раз задаёт масштаб  
      klLl /)(= .    (1.7) 
Подставив формулу (1.7) в формулы (1.4)-(1.6) получим 

  kNlLlL /)()( = ; 22 /)( kNlLS = ; 33 /)( kNlLV = .  (1.8) 
Из формул (1.8) видно, что выражения k/1 , 2/1 k , 3/1 k ,…, dk/1  явля-
ются множителями подобия, а из первого равенства (1.8) следует, 
что надо положить dkN /  равным 1, тогда число 

 )/1(ln
ln

k
Nd =        (1.9) 

будет определять размерность геометрических фигур с выбранной 
мерой )(lL .  

Для измерения кривых фигур коэффициент подобия надо ус- 
тремить к нулю для совмещения выбранного масштаба с бесконеч-
но малым участком фигуры. Такой подход был предложен незави-
симо друг от друга Ф. Хаусдорфом и А.С. Безиковичем в 1919 го-
ду. Таким образом, размерность Хаусдорфа-Безиковича определя-
ется соотношением  

    
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

→ )/1(ln
lnlim

0 k
ND

k
.            (1.10) 

В отличие от топологической размерности, которая может прини-
мать только целочисленные значения, размерность Хаусдорфа-Бе-
зиковича может быть и дробной. В связи с последним замечанием 
размерность Хаусдорфа-Безиковича называется фрактальной раз-
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мерностью. Вычисление размерности фракталов будет продемонс-
трировано в Главе 2 для конкретных фигур. Размерность Хаусдор-
фа-Безиковича определяет нижнюю границу допустимых масшта-
бов, применяемых для измерения геометрических фигур. Помимо 
этой размерности были предложены и другие её определения. 

 

1.4. Размерность Реньи 
 

Бытие человека базируется на двух китах: чув-
ствах и знаниях. Чувства без знаний не эффек-
тивны; знания без чувств бесчеловечны. 
       В. Вайскопф 

 

Скейлинговое подобие нарушается при учёте физических, хи-
мических, биологических, экономико-социальных и других факто-
ров. Галилей, исследуя зависимость прочности костей животных 
от их габаритов, пришёл к следующему выводу: животное, имею-
щее по отношению к своим сородичам вдвое большие размеры, 
должно весить в 8 раз больше, чем они. Однако более широкие 
кости лап имеют только вчетверо большее поперечное сечение и 
могут выдерживать только четырёхкратное увеличение веса. Это 
приводит к тому, что размер костей увеличивается быстрее, чем 
изменяются остальные части тела животного. Нарушение подобия 
происходит и при рассеивании энергии теплокровными существа-
ми: излучаемая энергия должна быть пропорциональна площади 
поверхности их тела с показателем степени ⅔ (индексом рассеива-
ния), но экспериментальные данные приводят к индексу рассеива-
ния, равному ¾ (рис. 1.16).  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.16. Рассеивание энергии теплокровными животными. 

 

Подобие в динамических задачах сводится к использованию 
однородных функций, описывающих поведение исследуемой сис-
темы. Если потенциальная энергия тела описывается однородной 
функцией пространственных координат порядка n , т.е. )()( rUrU nλλ = ,  
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то при масштабировании времени в ω  раз скорость движения из-
менится в ωλ /  раз, а кинетическая энергия – в 2)/( ωλ  раз. Если ко-
эффициенты подобия совпадают nλωλ =2)/( , то лагранжиан будет 
однородной функцией порядка n , а уравнения движения останутся 
неизменными для преобразования сжатия-растяжения пространст-
венно-временного континуума (универсальность поведения дина-
мических систем вне зависимости от их масштабов). Наиболее ча-
сто однородные функции используются в равновесной термодина-
мике, поэтому многие термодинамические системы демонстриру-
ют универсальное поведение.  

Нарушение скейлинга (в частности, из-за его ограниченнос-
ти) приводит к изменению поведения динамических и термодина-
мических объектов. Нарушение скейлинга указывает на пирами-
дальную организацию природы: на смену одной однородной функ-
ции состояния приходит другая зависимость между параметра-
ми системы с новыми скейлинговыми свойствами.  

Для описания смены масштабной инвариантности воспользу-
емся обобщённым определением энтропии Реньи (1955). Оно со-
держит моменты порядка ν  вероятностей ip :  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
= ∑

=

N

n
npS

1
ln

1
1 ν

ν ν
,           (1.11) 

где ν – произвольное вещественное число. Отметим, что при 1→ν  
из формулы (1.11) следует стандартное выражение для энтропии  

   
∑

=
−=

N

n
nn ppS

1
1 ln .           (1.12)   

Определим обобщённую размерность формулой  

    k
S

D
k ln
lim

0

ν
ν

→
= .            (1.13) 

Из формулы (1.13) видно, что при больших отрицательных значе-
ниях параметра ν  размерность формируется малыми вероятностя-
ми, а при больших положительных значениях этого параметра раз-
мерность формируется теми вероятностями, которые близки к еди-
нице. При 0=ν  размерность Реньи совпадает с размерностью Ха-
усдорфа-Безиковича для фракталов.  

Для фрактальных фигур со свойством самоподобия вероятно-
сти Npi /1= , а энтропия не зависит от порядка ν : 

 
     ( ) NNNS ln)/1(ln)1( 1 −=−= − ν

ν ν ,          (1.14) 
что и определяет особый статус  самоподобных  фракталов. Из оп- 
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ределения размерности Реньи следует, что самоподобный фрактал 
покрывается одинаковыми “ячейками”, число которых вычисляет-
ся по формуле 

   νν Dvn )1()( −= .            (1.15) 
При значении 1=ν  величина 1D

 
задаёт информационную, а при 2=ν  

корреляционную 
k

S
D

k ln
lim 2

0
2

→
=  размерности. Энтропия 2S

 
определяет-

ся вероятностями обнаружения подобного элемента фрактального 
множества на расстоянии k от наугад выбранного другого элемен-
та этого множества. Эти размерности показывают иерархию мас-
штабов, зависящих от того, какие моменты вероятностей участву-
ют в их формировании.  

Достижение границы существования одного масштаба сопро-
вождается переходом к другому масштабу, иной однородной фун-
кции состояния, возникает динамический хаос, изменяется струк-
тура физического тела. Так в 1984 году Д. Шехтман с сотр. обна-
ружили аморфно-кристаллическое состояние быстроохлаждённого 
сплава алюминия с марганцем. Такие системы получили название 
квазикристаллов. Они характеризуются наличием симметрии пя-
того порядка (примером фигуры с осью симметрии пятого порядка 
может служить пятиконечная звезда или пентаграмма, Соломоно-
ва печать, ведьмин след, гоблинский крест), запрещённой для пе-
риодических (самоподобных) кристаллов. Следовательно, фракта-
лы являются неотъемлемой частью природного творчества. 

Помимо фракталов существуют геометрические фигуры, со-
стоящие из частей с разными скейлинговыми коэффициентами по-
добия (мультифракталы). Эти объекты характеризуются набором ( 
спектром) несоразмерных масштабов, которые присущи отдельно 
взятым однородным фрактальным подмножествам. Исследование 
свойств мультифракталов будет проведено в Главе 7. Здесь отме-
тим только одно их качество: совокупность различных однород-
ных монофракталов порождает неоднородную структуру с беско-
нечным или конечным спектром размерностей. Мультифракталы 
отображают такие физические явления и процессы, как сложные 
сигналы, возникновение турбулентности, строение объектов, соз-
данных природой, стохастические транспортные движения и т.п. 
Так как мультифракталы состоят из монофракталов, то проведём 
классификацию последних и рассмотрим методы их построения. 
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Глава 2. Конструктивные (детерминированные, регулярные) 
фракталы 

 

Фрактал – это геометрическая фигура, в 
которой один и тот же фрагмент повторя-
ется при каждом уменьшении масштаба. 
         Н.А. Леверрье 

 Конструктивными фрактальными объектами называются гео-
метрические фигуры, которые строят по заданной процедуре с ис-
пользованием комбинаций линейных преобразований одного и то-
го же базисного фрагмента (параллельные переносы, повороты и 
растяжения-сжатия). Например, фракталом является фигура, кото-
рая получается путём удвоения отрезка прямой с последующим 
уменьшением их длины в k  раз, их поворотом на определённый 
угол и присоединением к одному концу отрезка (рис. 2.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.1. Конструктивный Y-фрактал. 
 

 Фракталы обладают следующими свойствами: 
– всегда содержат один и тот же фрагмент с разными размерами и 
одним и тем же коэффициентом подобия; 
– в основном они не могут быть описаны стандартным геометри-
ческим языком; 
– обязательно содержат явное, приближённое или асимптотичес-
кое подобие элементов; 
– размерность фрактальной фигуры всегда больше её топологичес-
кой размерности; 
– в большинстве случаев фрактальное множество задаётся комби-
нацией определённых преобразований; 
– существуют фрактальные множества (мультифракталы) со спек-
тром размерностей (объединение фрактальных подмножеств). 

Конструктивные фракталы строятся по изначально заданной 
фигуре (основе), которая в дальнейшем повторяется с уменьшени-
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ем в соответствии с заданной процедурой или помещением её в ве-
ршины данного фрагмента, последующее положение которого за-
даётся тем или иным преобразованием. Для построения констру-
ктивного фрактала используют линейное преобразование вида  

     
⎩
⎨
⎧

++=′
+−=′

0

0

cossin
sincos

yyxy
xyxx

αα
αα ,     (2.1) 

которое определяет параллельный перенос и поворот. Если взять в 
качестве основы параллелограмм, то после применения преобразо-
вания (2.1) он перейдёт в новый параллелограмм при сохранении 
его вида и площади (рис. 2.2). Более общее преобразование задаёт- 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 2.2. Параллельный перенос и поворот параллелограмма. 

 

ся системой уравнений 

  
⎩
⎨
⎧

++=′
++=′

0

0

ydycxy
xbyaxx ,      (2.2) 

которая задаёт не только трансляции и повороты, но и сжатия-рас-
тяжения основы (рис 2.3). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 2.3. Аффинное преобразование параллелограмма. 

 

 Фрактал, полученный с помощью преобразования (2.2), пока-
зан на рис. 2.4. 

Масштабное сжатие-растяжение основы с поворотами описы- 
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Рис. 2.4. Аффинный фрактал. 
 

вается матрицей ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A , которая определяет тип и устойчивость 

неподвижной точки начала координат )0;0(O . Инвариантность пре- 
образования определяется выполнением уравнения  
           X

y
x

dc
ba

XA λ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ,     (2.3) 

которое является уравнением на собственные значения матрицы 
преобразования A  (вектор ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
x

X  является главным вектором матри-

цы A ). Уравнение (2.3) имеет нетривиальное решение при обра-
щении главного определителя системы в нуль, т.е.  

      0=
−

−
λ

λ
dc

ba
.     (2.4) 

В развёрнутом виде уравнение (2.4) сводится к квадратному урав-
нению 
       021

2 =+− II λλ ,      (2.5) 
где инварианты daI +=1  и 

dc
ba

AI == det2 . Корни уравнения (2.5) на-

ходятся по стандартным формулам. При выполнении неравенства 

2
2
1 4 II >  корни равны 

2
4 2

2
11

1
III −−

=λ  и 
2

4 2
2
11

2
III −−

=λ , а при выполне-

нии равенства 2
2
1 4II =  – 

2
1

21
I

== λλ . Проанализируем тип и устойчи-

вость точки )0;0(O : 
 а) если 11 <λ

 
и 12 <λ , то точка )0;0(O  устойчивая; 

 б) если 11 <λ
 
и 12 >λ , то точка )0;0(O  седловая (гиперболи- 

ческая); 
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в) если 11 =λ
 
и 12 =λ , то точка )0;0(O  эллиптическая; 

г) если 11 >λ
 
и 12 >λ , то точка )0;0(O  неустойчивая. 

При выполнении равенства 1221 ==⋅ Iλλ  преобразование сохраня-
ет площадь преобразуемой фигуры. Рассмотрим ряд конструктив-
ных фракталов. 

 

2.1. “Пыль” Кантора (1883) 
 

Нельзя допустить возможности непрерывного наблюдения. 
Наблюдение следует рассматривать как дискретную, разрыв-
ную совокупность событий. Между этими событиями суще-
ствуют пустоты, заполнить которые мы не можем… 
                       Эрвин Шрёдингер 

Если отрезок прямой разделить на 3 равные части и удалить 
средний отрезок, то полученная фигура представляет первый шаг 
при построении канторовской “пыли”. Аналогичные действия вы-
полняются с каждым из полученных отрезков до бесконечности 
(рис. 2.5). Так как при n -ом построении коэффициент  подобия  ра- 

 

 
 
 
 
 

 
Рис. 2.5. “Пыль” Кантора. 

 

вен n−3 , а число возникающих отрезков равно n2 , то размерность 
Хаусдорфа-Безиковича равна dDD T =<==<= 16309,03ln/2ln0 . Таким 
образом, канторовская “пыль” занимает промежуточное положе-
ние между прямой и точкой. На первом шаге из отрезка единичной 
длины изымается отрезок длиной 1/3, на втором шаге – 2/9, на 
третьем шаге – 4/27, на четвёртом шаге – 8/81,… В результате бес-
конечной последовательности итераций будет изъята вся длина ис-
ходного отрезка, так как  
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Таким образом, канторовская “пыль” представляет собой несчёт-
ное множество бесконечного числа точек, которое обладает мощ-
ностью континуума. 
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Рассматриваемое множество не является самоподобным, са-
моподобное фрактальное множество Кантора можно построить на 
бесконечном луче. Кроме того, можно построить две внешне раз-
личающихся канторовских фигуры, имеющих одинаковую фрак-
тальную размерность.  

 

2.2. Кривая и “снежинка” Коха (1904) 
 

Наука ищет пути всегда одним способом. Она разла-
гает сложную задачу на более простые, затем, остав-
ляя в стороне сложные задачи, разрешает более про-
стые и тогда возвращается к оставленной сложной. 
                     В. Вернадский 

 

Возьмём отрезок прямой и в его средней части построим рав-
носторонний треугольник; аналогичные построения проведём на 
каждом прямолинейном участке (результаты построений до 5 шага 
показаны  на  рис. 2.6).  Шаг итерации при n -ом построении (коэф- 

                      0=n            
 

    1=n  
                                                         
 
                                             2=n  
   
 

    3=n  
 
 

    4=n  
 
 
            

 
Рис. 2.6. Кривая Коха. 

 

фициент подобия) равен n−3 , а число возникающих отрезков – n4 .  
Следовательно, размерность Хаусдорфа-Безиковича кривой Коха 
равна 12618,13ln/4ln =>== TDD . Так как эта размерность лежит между 1 и 
2, то кривая Коха занимает промежуточное положение между од-
но- и двумерными топологическими фигурами. Если исходный от-
резок прямой имеет единичную длину, то на первом шаге постро-
ения длина кривой Коха увеличивается на отрезок длиной ⅓ и 
становится равной 4/3. После второго итерационного шага её дли-

5=n
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на станет равной (4/3)2, после третьего шага – (4/3)3, …, после N-го 
шага – (4/3)N. Отсюда легко видеть, что в результате бесконечного 
числа итераций длина кривой Коха станет бесконечной. 
        Кривую Коха можно строить на сторонах правильного много- 
угольника (равносторонний треугольник, квадрат и т.д.). На рис. 
2.7  показаны первые четыре шага построения “снежинки” Коха из  
 
 
                0=n     1=n           2=n  
 
 
 
            3=n        4=n  
 
 

Рис. 2.7. “Снежинка” Коха. 
 

равностороннего треугольника. В результате бесконечной итера-
ции возникает замкнутая, без самопересечений, симметричная, са-
моподобная, бесконечно изломанная фигура похожая на снежинку 
(“остров” Коха по Мандельброту).  Граница “снежинки” Коха име-
ет бесконечную длину, несмотря на то, что она ограничивает ко-
нечную площадь. 

 

2.3. Кривые Пеано (1890) 
 

Наш язык мудр: между выражениями “я убеж-
дён” и “я убедился” – большая разница. 
      К. Чапек 

 

Если динамическая система содержит очень большое число 
частиц, то можно ввести функцию распределения );;( tpqf  частиц в 
фазовом пространстве по месторасположениям и скоростям в за-
висимости от момента времени. Из теории вероятностей известно, 
что 1);;( =Γ∫ dtpqf , где величина dpdqd =Γ  определяет объём фазового 
пространства, занятый системой. Дифференциальный закон сохра-
нения числа частиц с течением времени определяется уравнением  

  0)( =+
∂
∂ Jfdiv

t
f r

     (2.6)  

или с учётом несжимаемости фазовой “жидкости” уравнением Ли-
увилля:  

      0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
p
f

p
q
f

q
t
f

td
fd

&& .     (2.7) 
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 Для диссипативных систем объём фазового пространства, за-
нимаемый динамической системой сохраняется, но “расплывает-
ся” по всей фазовой плоскости, превращаясь в бесконечно тонкую 
линию без самопересечений.  

Свойством плотного заполнения доступной области облада-
ют “кривые” Пеано, фрактальная размерность которых совпадает с 
размерностью плоскости 2== TDD . Пеано построил непрерывную 
функцию, для которой областью определения является отрезок, а 
областью значений – квадрат на плоскости. Линия Пеано строится 
следующим образом: исходный квадрат разбивается на 9 равных 
квадратов ( 9=N , 13−=k , TDD === 23ln/9ln ), проводится непрерывная кри-
вая, проходящая по диагоналям квадратов, в той последовательно-
сти, которая показана пунктирной линией на рис. 2.8а. На рис. 2.8б 
показан второй шаг построения кривой Пеано для квадрата 4 (та-
кие же построения проводятся для каждого из 9 квадратов), далее 
процедура повторяется бесконечное число раз. 

 

               а)         б) 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.8. Первые два итерационных шага построения 
“кривой” Пеано. 

 

        Построение Пеано не устанавливает взаимнооднозначного со-
ответствия между точками отрезка и точками квадрата: некоторым 
точкам квадрата соответствует две точки ребра соседних квадра-
тов, а другим четыре точки стыка квадратов. 
       На рис. 2.9 показаны другие кривые, которые заполняют плос-
кость. 
 а)        б)                   в) 
 
    
 
 
 
 

Рис. 2.9. “Кривые”, заполняющие плоскость: 
а) – Гильберта; б) – Серпинского; в) – Госпера. 
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2.4. “Салфетка” и “ковёр” Серпинского (1915) 
 

Жизнь глохнет там, где насилие стремится стереть её свое-
образие и особенности. 
                       В.С. Гроссман 

 

 Фракталы Серпинского представляют собой плоский аналог 
“пыли”  Кантора  (рис. 2.10). “Салфетка” Серпинского может быть  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.10. “Салфетка” Серпинского. 
 

определена различными способами: удалением центрального рав-
ностороннего треугольника из исходного треугольника, разделён-
ного на четыре равносторонних треугольника; множеством выиг-
рышных точек в игре сэра Пинского; использованием треугольни-
ка Паскаля в системе  двоичного исчисления (надо учитывать пра-
вила сложения, принятые в двоичном исчислении: 0+0=1, 0+1=1, 1+ 
+0=1 и 1+1=0). Воспользуемся последним способом, для чего напо-
мним, как строится треугольник Паскаля. Возведение в степень n  
суммы двух чисел приводит к следующим выражениям: 

2=n :            222 2)( bbaaba ++=+ ; 
3=n :               32233 33)( bbabaaba +++=+ ; 
4=n :    4322344 464)( bbababaaba ++++=+ ; 

…………………………………………... 
Паскаль заметил, что числовые коэффициенты на шаге n  можно 
вычислять по известным коэффициентам шага 1−n  в виде суммы 
ближайших чисел (рядом построен аналогичный треугольник в 
двоичной системе исчисления): 
  1         1 

1 2  1            1    0    1 
            1   3    3   1                  1   1     1    1  
         1   4    6    4   1              1    0    0    0    1 
       1   5  10  10   5   1           1    1    0    0   1      1 
   ………………………..       1     0     1  0   1     0     1 
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Треугольник Паскаля, построенный  в  двоичном  коде, полностью 
отвечает верхней части фрактала Серпинского,  если вместо нулей  
изобразить равносторонние треугольники.  

Фрактальная размерность “салфетки” Серпинского обратно 
пропорциональна размерности Хаусдорфа-Безиковича для канто-
ровской “пыли”, т.е. равна 5849,12ln/3ln ==D . Площадь “салфетки” 
Серпинского, как и длина канторовской “пыли”, равна нулю, так 
как в результате построения изымается вся площадь исходного 
равностороннего треугольника. 
  В 1986 году Гордон и др. провели исследование зависимости 
критической температуры от напряжённости магнитного поля фа-
зового перехода сверхпроводящей жидкости в нормальную на об-
разце алюминиевой фольги, которая имела вид “салфетки” Сер-
пинского после 10 итераций. Эта зависимость имела вид самопо-
добной фрактальной кривой, которая достаточно хорошо согласо-
вывалась с теоретической линией. 

Аналогичные действия тем, которые были проделаны с рав-
носторонним треугольником, выполненные по отношению к квад-
рату,  порождают  “ковёр”  Серпинского  (рис. 2.11). Первоначаль- 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.11. “Ковёр” Серпинского. 
 

ный единичный квадрат разбивается на девять квадратов, а затем 
вырезается центральный квадрат. В дальнейшем эта процедура 
проделывается с каждым из восьми оставшихся квадратов и про-
должается до бесконечности. Для “ковра” Серпинского 8=N , 13−=k , 
следовательно, размерность Хаусдорфа-Безиковича равна 

08928,13ln/8ln =>== TDD . 
Так как фрактальная размерность у “ковра” Серпинского больше, 
чем у “салфетки”,  то “ковёр” является менее “дырявой” фракталь-
ной фигурой, чем “салфетка”. 
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 Фрактальные  множества  Серпинского обладают поворотной  
симметрией (треугольник надо повернуть на угол 1200, а квадрат – 
на 900). Точки фракталов Серпинского с иррациональными коор-
динатами при тех или иных преобразованиях порождают хаотиче-
ские циклы, несмотря на то, что координаты точек-образов одно-
значно определяются координатами исходной точки. В физике это 
явление называется детерминированный хаос (см. п. 4.6. Аттрак-
тор Э. Лоренца). 

2.5. Спирали 
 

Полезные комбинации – самые красивые. Спе-
циальное эстетическое чувство – ощущение кра-
соты – играет роль решета… Тот, кто не владеет 
им, никогда не будет истинным творцом. 
             А. Пуанкаре 

 

Плоские спирали разделяются на три типа: раскручивающие-
ся, спираль Архимеда и логарифмическая спираль (спираль роста). 
1). Раскручивающаяся спираль строится согласно формулам: 

         
⎩
⎨
⎧

−=
+=

)cossin(
)sincos(

ααα
ααα

ay
ax .    (2.8) 

2). Спираль Архимеда в полярной системе координат описывается 
соотношением αλρ = , где положительное число λ  определяет рас-
стояние между соседними витками спирали. 
3). Уравнение логарифмической спирали имеет вид αλρρ e0= : для по-
ложительных значений параметра λ  спираль раскручивается, а для 
отрицательных – скручивается; при обращении λ  в нуль спираль 
вырождается в окружность с радиусом 0ρ=R . Я. Бернулли устано-
вил, что изменение масштаба спирали приводит к тому же резуль-
тату, что и её вращение. Действительно поворот спирали на угол β  
отвечает трансляции угловой переменной на этот угол, т.е. надо 
провести замену βαα −→ , тогда уравнение спирали роста приобре-
тает вид αλαλβλβαλ ρρρρ eeee 00

)(
0 ′=== −− . С другой стороны полученную 

формулу можно интерпретировать и как масштабное изменение со 
скейлинговым коэффициентом βλ−= ek . Логарифмическая спираль 
обладает рядом интересных свойств: 
– касательная, которая проведена к логарифмической спирали при 
фиксированном угле α , параллельна любой другой касательной к 
произвольной ветви спирали для этого угла. Это свойство следует 
из скейлинговой инвариантности логарифмической спирали; 
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– логарифмическая  спираль самоподобна, если пренебречь враще- 
нием, и не зависит от масштаба. 

Эти свойства делают логарифмическую спираль такой же вы-
деленной геометрической фигурой, как и прямая линия. В физике 
в виде спиралей изображаются фазовые портреты затухающих ко-
лебаний. 

В качестве примера рассмотрим колебания тела на пружине. 
Пусть тело массой m  прикреплено к пружине с коэффициентом 
упругости k , коэффициент трения о горизонтальную плоскость ра-
вен µ . Выведем тело из положения равновесия и отпустим. На те-
ло действуют следующие силы: сила упругости xkF рпу −=. , сила тре-
ния '/. xdtdxFтр µµ −=−=  и внешняя вынуждающая сила )(tF , которая 
является равнодействующей всех внешних сил, действующих на 
тело (рис. 2.12). Согласно второму закону Ньютона, 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 2.12. Колебания тела на упругой пружине. 
 

=am +.рпуF +.ртF )(tF , 

где ''
)( 2

2
x

dt
xda ==  – ускорение, следовательно, уравнение движения 

имеет вид  
)(''' tFxkxxm +−−= µ . 

Введя обозначения λµ 2=
m

, 2
0ω=

m
k  и )()( tf

m
tF = , перепишем получен-

ное уравнение в виде 
)('2'' 2

0 tfxxx =++ ωλ . 
Найденное уравнение описывает колебания с трением под дейст-
вием внешней силы. Рассмотрим частные случаи этого уравнения. 

1. Пусть отсутствуют внешние силы ( 0)( =tf ) и сила трения 
( 0=µ ), тогда уравнение принимает вид  

0'' 2
0 =+ xx ω  

и описывает свободные колебания.  С  математической  точки  зре- 
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ния данное уравнение является линейным однородным дифферен-
циальным уравнением второго порядка, поэтому ищем его реше-
ние в виде tkex = . В этом случае характеристическое уравнение 
определяется квадратным уравнением вида  

02
0

2 =+ ωk , 
корнями которого будут величины 02,1 ωik m= . Следовательно, общее 
решение ( ) ( )tCtCx 0201 sincos ωω += . Преобразуем это равенство следу-
ющим образом  

( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
+= t

CC

Ct
CC

CCCx 02
2

2
1

2
02

2
2

1

12
2

2
1 sincos ωω . 

Вводя обозначения 
2
2

2
1

1sin
CC

C

+
=ϕ , 

2
2

2
1

2cos
CC

C

+
=ϕ  и 2

2
2
1 CCA += , получим 

формулу, описывающую свободные колебания  
( ) ( )( ) ( )ϕωωϕωϕ +=+= tAttAx 000 sinsincoscossin , 

где A  – амплитуда колебаний, ϕω +t0  – фаза колебаний, ϕ  – на-
чальная фаза колебаний. 

2. Пусть отсутствуют внешние силы ( 0)( =tf ), т.е. колебания 
осуществляются с трением (диссипативная система). В этом слу-
чае уравнение колебаний имеет вид  

0'2'' 2
0 =++ xxx ωλ , 

а характеристическое уравнение даётся квадратным уравнением  
02 2

0
2 =++ ωλ kk . 

С практической точки зрения наибольший интерес представляет 
случай, когда 0ωλ < . Корни характеристического уравнения равны 

ωλ ik m−=2,1 , 
где 22

0 λωω −= . Проводя преобразования аналогичные тем, которые 
были проведены для предыдущего случая, запишем формулу, опи-
сывающую затухающие колебания  

( )ϕωλ += − teAx t
0sin . 

Из формулы видно, что при наличии силы трения колебания при 
увеличении времени t  происходят с уменьшающейся по логариф-
мической спирали амплитудой. 

3. Пусть отсутствует сила трения ( 0=µ ), т.е. колебания осуще-
ствляются под действием внешних сил,  тогда уравнение принима- 
ет вид 
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)('' 2
0 tfxx =+ ω . 

Если внешняя сила описывается периодической функцией  
( )tftf νsin)( 0= , 

то решение линейного неоднородного дифференциального уравне-
ния второго порядка представляется в виде суммы решения линей-
ного однородного дифференциального уравнения второго порядка 
(см. случай 1.) ( )ϕω += tAx 00 sin  и частного решения линейного неод-
нородного дифференциального уравнения второго порядка, кото-
рое будем искать в виде  

( ) ( )( )tBtAtx n νν sincos += . 
а) пусть 0ων ≠  ( 0=n ), тогда ( ) ( )tBtAx νν sincos += . Подставляя эту функ-
цию и её вторую производную в уравнение, сравнивая коэффици-
енты при одинаковых функциях и решая систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно неизвестных коэффициентов 

A  и B , получаем, что 0=A , а 22
0

0

νω −
=

f
B , следовательно, общее ре-

шение имеет вид 
( ) ( )

22
0

0
0

sin
sin

νω
ν

ϕω
−

++=
tf

tAx ; 

α ) пусть 0ων ≠ , но 0ων ≈  и 0=ϕ , тогда решение принимает вид 
( )

22
0

0 sin

νω
ν

−
≈

tf
x ; 

из полученной формулы видно, что при приближение частоты по-
буждающей силы к частоте собственных колебаний наблюдается 
резкое возрастание амплитуды колебаний (резонанс); 
β ) пусть 0ων >>  и 0=ϕ , тогда ( )tAx 0sin ω≈  – действие внешней силы 
не оказывает влияния на собственные колебания системы. 
б) пусть 0ων =  ( 1=n ), тогда ( ) ( )( )tBtAtx νν sincos += . Подставляя эту фун-
кцию и её вторую производную в уравнение, сравнивая коэффи-
циенты при одинаковых функциях и решая систему линейных ал-
гебраических уравнений относительно неизвестных коэффициен-
тов A  и B , получаем, что 0=B  и 

ν2
0f

A −= , следовательно, общее ре-

шение имеет вид:  
( ) ( )

ν
ν

ϕν
2
cos

sin 0 ttf
tAx −+= . 
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2.6. “Листья папоротника” Барнсли (1988) 
 

Физическая теория подобна костюму, сшитому для 
природы. Хорошая теория подобна хорошо сшито-
му костюму, а плохая – тришкину кафтану. 

                    Я.И. Френкель 
 

Преобразования поворотов, сжатий, растяжений и инверсий 
являются частным случаем аффинных преобразований плоскости, 
которые задаются формулами (2.2), которые запишем в виде 

⎩
⎨
⎧

++=

++=

+

+

fydxcy

eybxax

nnn

nnn

1

1 ,     (2.9) 

с масштабным коэффициентом bcda − . Использование четырёх си-
стем вида (2.9) (системы итерируемых функций – СИФ) позволи-
ли М. Барнсли построить фрактальные фигуры, которые очень по-
хожи на природные структуры. На рис. 2.13 показано фрактальное 
множество, похожее на лист папоротника, которое было построе-
но с помощью СИФ.  

 

            а)           б) 
 
 
 
 
 
 
 
    Рис. 2.13. Аффинный лист папоротника (а), построенный  

после 200 000 итераций и его увеличенный фрагмент (б). 
 

Это изображение можно представить в виде табл. 2.1: 
 

                Таблица 2.1. 
 Коэффициенты СИФ листа папоротника (по Р.М. Кроноверу). 

 

Изменяя коэффициенты a, b, c, d, e и f можно получать как новые 
“листья папоротника”, так и новые фрактальные фигуры, напри-
мер, “деревья”. В качестве новой СИФ, применение которой при-
водит к построению новых “листьев папоротника”, возьмём коэф-
фициенты из табл. 2.2 по С.В. Божокину и Д.А. Паршину со слу-
чайным выбором итерирующей функции: 

СИФ Папоротник a b c d e f 
1 
2 
3 
4 

0,7000 
0,1000 
0,1000 
0,0000 

  0,0000 
– 0,4330 
  0,4330 
  0,0000 

0,0000 
0,1732 

– 0,1732 
0,0000 

0,7000
0,2500
0,2500
0,3000

0,1496 
0,4478 
0,4445 
0,4987 

0,2962 
0,0014 
0,1559 
0,0070 
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                Таблица 2.2. 
 Коэффициенты СИФ листа папоротника. 

 

(в последнем столбце табл. 2.2 приведены значения вероятностей, 
с которыми выбирается та или иная система аффинных преобразо-
ваний). Результат применения этой таблицы показан на рис. 2.14. 
 
                    n=2000            n=4000    n=10000         n=50000          n=200000 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.14. Изображение листа папоротника на разных 
этапах итерационного процесса построения. 

 

Из этого примера видно, что незначительное количество пер-
воначальной информации совместно с заданной программой дей-
ствий порождает фрактальные множества, удивительно похожие 
на природные объекты. По-видимому, по аналогичному сценарию 
развивался и эволюционный процесс, который фиксировал в стру-
ктуре одних объектов минимальное количество информации, а в 
других – программу необходимых действий, которые использова-
лись для строительства сложных организмов. Например, биоорга-
низмы возникают на субклеточном, клеточном и многоклеточном 
(организменный, популяционный, социальный) уровнях организа-
ции биологических систем. Различие между субклеточным и выс-
шим многоклеточным уровнями заключается в количестве генов, 
которые определяют начальное информационное поле, задающее 
градиенты первичных реагентов и запускающее “строительство” 
новых более сложных организмов. На субклеточном уровне ин-
формационная ёмкость человеческого гена равна 800 Мб. Очевид-
но, что такого количества информации вряд ли достаточно для по-
строения такого сложного и многоклеточного организма как чело-
век. По-видимому, на клеточном уровне происходит поиск и ус-
воение новой информации о строящемся объекте. Возникновение 

СИФ Папоротник a b c d e f p 
1 
2 
3 
4 

 0,00 
 0,85 
 0,20 

– 0,15 

  0,00 
  0,04 
– 0,26 
   0,28

 0,00 
 – 0,04 
  0,23 
  0,26 

0,16 
0,85 
0,22 
0,24 

0,00 
0,00 
0,00 
0,00 

0,00 
1,60 
1,60 
0,44 

0,01 
0,85 
0,07 
0,07 



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 

44 
 

новой информации вынуждает биологическую систему перестраи-
ваться и подстраиваться под внешние условия. 

Разберём “строительство” “листа папоротника”:  
– первая и вторая итерационные функции формируют “стебель” 
остальных листьев, кроме того, вторая итерационная функция от-
вечает и за слабый изгиб “стебля” (коэффициенты b и c отличны 
от нуля). Если выполнить итерационную процедуру без функций, 
1 и 2, то получим “лист папоротника” без “стебля” (рис. 2.15а).  
– игнорирование функциями 3 и 4 ведёт к построению “стебля” без 
“листьев” (рис. 2.15б); 

 

       а)     б)  
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.15. “Лист папоротника” без “стебля” (а) и 
“стебель” без “листьев” (б). 

 

– исключение поворота в итерационной функции 2 (коэффициенты 
b и c равны нуля) приводит к тому, что “стебель папоротника” 
становится прямым (рис. 2.16); 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 2.16. “Лист папоротника” с прямым “стеблем”. 
 

– расположение листьев слева и справа от “стебля” задают транс-
ляции (коэффициенты e и f ) в итерационных функциях 3 и 4. Если 
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эти коэффициенты совпадают, то “листья” располагаются симмет-
рично относительно “стебля” (рис. 2.16), в противоположном слу-
чае – асимметрично (рис. 2.15). Другими словами: итерационные 
функции 2 и 3 формируют “листья” с одной стороны, а функции 2 
и 4 – с другой стороны “стебля”. 
– отражение в итерационной функции 4 определяет направление 
изгиба “листьев” вверх или вниз (рис. 2.17). 

 

  а)         б) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 2.17. Правильный (а) и неправильный изгиб (б)  
“листьев папоротника”. 

 

Следовательно, изменяя коэффициенты итерационных функций в 
аффинных преобразованиях СИФ, можно построить целое семей-
ство разнообразных “листьев папоротника”  (рис. 2.18) и им анало- 

 

   
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 2.18. “Листья” семейства “папоротниковых”. 
 

гичных объектов, например, деревьев или кристаллов. 
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2.7. “Деревья” Босмана 
 

Математика – наука о хитроумных операциях, про-
изводимых по специально разработанным правилам 
над специально придуманными понятиями. 
                 Е. Вигнер 

 

Примером фракталов, которые получили название “деревья”, 
может служить фигура, изображённая на рис. 2.1. Она представля-
ет собой стилизованное отображение “дерева” Пифагора (рис. 2.19 
а), которое впервые было построено А.Е. Босманом с помощью че-
ртёжной линейки во время второй мировой войны (было исполь-
зовано одно из доказательств теоремы Пифагора с использованием 
квадратов). Применение логарифмической спирали при построе-
нии “дерева” Пифагора приводит к картине обдуваемого ветром 
“дерева” (рис. 2.19б). 

 

 а)              б) 
 
 
 
 

 
 
 

 
Рис. 2.19. Способ построения (а) и обдувание ветром (б)  

“дерева” Пифагора. 
 

“Дерево” иного вида было построено основателем фракталь-
ной геометрии Б. Мандельбротом, оно показано на рис. 2.20. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.20. “Дерево” Б. Мандельброта. 
 

 Построение “деревьев”, “кустов” (рис. 2.21), “цветов”, “сне-
жинок”, “кристаллов” и им подобных фигур осуществляется при 
использовании СИФ. Для некоторых фрактальных множеств коэф- 
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Рис. 2.21. “Куст” Р.М. Кроновера. 
 

фициенты итерационных функций приведены в табл. 2.3. 
 

             Таблица 2.3. 
 Коэффициенты СИФ (по Р.М. Кроноверу). 

 

2.8. “Драконы” Хартера-Хайтвея 
 

Настанет время, когда потомки наши будут удив-
ляться, что мы не знали таких очевидных вещей. 
                   Сенека 

 

Если складывать лист бумаги так,  как показано на рис. 2. 22а  
 

 а)          б) 
 
 
 

 
Рис. 2.22. Построение (а) и вид (б) “дракона” Хартера-Хайтвея. 

(показаны первые четыре итерации), то после n -ого шага построе-
ния получается фрактальная фигура, названная Хартером “драко-

Фрактал a b c d e f 
Папоротник 0,7000 

0,1000 
0,1000 
0,0000 

  0,0000 
– 0,4330 
  0,4330 
  0,0000 

0,0000 
0,1732 

– 0,1732 
0,0000 

0,7000 
0,2500 
0,2500 
0,3000 

0,1496 
0,4478 
0,4445 
0,4987 

0,2962 
0,0014 
0,1559 
0,0070 

Кристалл 0,2550 
0,2550 
0,2550 
0,3700 

0,0000 
0,0000 
0,0000 

– 0,6420 

0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,6420 

0,2550 
0,2550 
0,2550 
0,3700 

0,3726 
0,1146 
0,6306 
0,6356 

0,6714 
0,2232 
0,2232 

– 0,0061 
Лист 0,4000 

– 0,8000 
– 0,3733 
– 0,1867 

0,0600 
0,1371 

0,6000 
0,8000 

0,3533 
1,1000 

0,0000 
0,1000 

Дерево 0,1950 
0,4620 

– 0,0580 
– 0,0350 
– 0,6370 

– 0,4880 
0,4140 

– 0,0700 
0,0700 
0,0000 

0,3440 
– 0,2520 

0,4530 
– 0,4690 

0,0000 

0,4430 
0,3610 

– 0,1110 
0,0220 
0,5010 

0,4431 
0,2511 
0,5976 
0,4884 
0,8562 

0,2452 
0,5692 
0,0969 
0,5069 
0,2513 
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ном”. Из рис. 2.22а видно, что на каждом следующем шаге прямо-
линейный отрезок заменяется на два новых отрезка, которые яв-
ляются боковыми сторонами равнобедренного треугольника. Нап-
равления прогибов вновь получаемых частей чередуется. Отметим 
тот факт, что последовательность центральных складок точно ук-
ладывается на логарифмическую спираль.  Продолжение итераций  
до бесконечности приводит к фрактальному множеству, показан-
ному на рис. 2.22б. Хаусдорфова размерность фрактала “дракон” 
равна единице. 

2.9. “Губка” Менгера 
 

Величайшим достижением человеческого гения 
является то, что человек может понять вещи, ко-
торые он уже не может вообразить. 
         Л.Д. Ландау 

 

“Губка” Менгера (рис. 2.23) является пространственным ана-
логом “ковра” Серпинского (рис. 2.11).  Начальный куб разбивает- 

     а)             б) 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.23. “Губка” Менгера (а) и её внутренняя фрактальная часть (б).  
 

ся на 27 кубиков, затем извлекается 7 кубиков: из центра куба и 6 
кубиков из центров граней, оставшиеся кубики вновь разбиваются 
на 27 частей и производится извлечение указанных выше кубиков 
второго шага построения, процедура повторяется до бесконечнос-
ти. Процесс вырезания оставляет на каждом шаге 20 кубиков с ко-
эффициентом подобия 3, следовательно, размерность Хаусдорфа-
Безиковича для “губки” Менгера равна 37268,23ln/20ln2 <==< D . По-
лученная размерность показывает, что “губка” Менгера имеет ну-
левой объём и бесконечную площадь своих границ. 
 Конструктивные фракталы демонстрируют возможности пос-
троения компьютерных картин, практически не отличимых от тех, 
которые создала Природа в ходе эволюционного развития. В нас-
тоящее время созданы программы, позволяющие отображать гор-
ные и молекулярные ландшафты, волны и другие явления.  
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Глава 3. Построение детерминированных фракталов 
 

 

Мы являемся свидетелями природных процессов оп-
ределённого типа, потому что процессы иного типа 
протекают без свидетелей. 
                  А.Л. Зельманов 

 

Построение конструктивных фракталов может проводиться 
не только согласно словесной процедуре, но и при помощи мате-
матических формул. Поэтому требуется выработка общего подхо-
да к аналитической геометрии фракталов. 

 

3.1. Инвариантные преобразования 
 

Симметрия является той идеей, посредством кото-
рой человек на протяжении веков пытался постичь 
и создать порядок, красоту и совершенство. 
                   Г. Вейль 

 

При использовании комплексных yixz +=  и им комплексно-со-
пряжённых чисел yixz −=  ( x и y – вещественные числа; i – мнимая 
единица, 12 −=i ) система уравнений вида (2.9) может быть перепи-
сана в виде 
         CzBzAz nnn ++=′ +1 ,                   (2.10) 

где комплексные постоянные равны ))((
2
1 cbidaA −−+= , ))((

2
1 cbidaB ++−=  

и fieC += . Рассмотрим частные случаи этого отображения: при 0=C  ( 
коэффициенты системы 0=e  и 0=f ) система уравнений (2.9) описы-
вает аффинное преобразование 

⎩
⎨
⎧

+=

+=

+

+

nnn

nnn

ydxcy

ybxax

1

1  с масштабным ко-

эффициентом bcda −  без трансляции. Если выполняются равенства 
0=B  и 0=C  (аналогично 0=A  и 0=C ), то обращение в нуль коэффици-

ента B  может произойти в одном из случаев: 
 

а) 0==da  и cb −=  ( 0=A : 0==da  и cb= ). Система уравнений (2.9) при-
нимает вид 

⎩
⎨
⎧

−=

=

+

+

nn

nn

xby

ybx

1

1

 
( 0=A :  

⎩
⎨
⎧

=

=

+

+

nn

nn

xby

ybx

1

1 – инверсии нет)
 
и описывает 

перекрёстное расширение (сжатие) относительно начала коорди-
нат с инверсией одной из переменных. 

 

б) da=  и 0==cb  ( 0=A : da −=  и 0==cb ). Система (2.9) преобразуется 
к виду 

⎩
⎨
⎧

=

=

+

+

nn

nn

yay

xax

1

1

 
( 0=A : 

⎩
⎨
⎧

−=

=

+

+

nn

nn

yay

xax

1

1

 
– инверсия есть) – растяжение (сжа-

тие) относительно начала координат. 
 

в) da=  и cb −=  ( 0=A : da −=  и cb = ). Система (2.9) переходит в сис- 
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тему 
⎩
⎨
⎧

+−=

+=

+

+

nnn

nnn

yaxby

ybxax

1

1

 
( 0=A :

⎩
⎨
⎧

−=

+=

+

+

nnn

nnn

yaxby

ybxax

1

1

 
– поворот с масштабирова-

нием), которая описывает чистый поворот системы координат при 
условии 122 =+ba , поворот с растяжением – при 122 >+ba , поворот с 
сжатием – при 122 <+ba . Таким образом, совокупность линейных, 
итерационных отображений одной комплексной плоскости в дру-
гую отвечает построению фрактального множества.  

Известно, что аффинные преобразования инвариантны отно-
сительно трансляционной, поворотной, инверсионной и масштаб-
ной симметрий, следовательно, такими же свойствами будут обла-
дать и фрактальные фигуры. Так как симметрии преобразования 
изначально сказываются на строении фрактальной фигуры, то 
фрактальные множества обладают более широким диапазоном ин-
вариантностей и констант движения, чем фигуры Евклида. Фрак-
тальные множества так похожи на природные объекты только по-
тому, что эволюция шла и продолжает идти по направлению со-
хранения старых и поиска новых инвариантов существования и 
преобразования, которые необходимы для поддержания устойчи-
вого, стационарного состояния. Чем больше сохраняется всевоз-
можных симметрий, тем упорядоченнее, совершеннее природное 
творение, которое способно выдерживать внешние воздействия в 
широком диапазоне их изменений. Естественно, что природа шла 
не только по пути сохранения инвариантов линейных преобразо-
ваний и целочисленной размерности евклидовой геометрии, но и 
экспериментировала с дробной размерностью и нелинейными ото-
бражениями, некоторые из которых будут рассмотрены в Главах 4 
и 5. Природные симметрии существенно отличаются от аффинных 
и, естественно, требуют своего тщательного изучения и аналити-
ческого отображения. Это задача неотвратимо встанет перед бу-
дущими исследователями в области не только естественных, но 
социально-гуманитарных наук. В этой Главе ограничимся иссле-
дованием линейных преобразований и вопросов, связанных с их 
применением для построения конструктивных фракталов. 

 

3.2. Аналитический способ построения фракталов 
 

Самое удивительное свойство нашего мира – это то, что он 
познаваем.               А. Эйнштейн                             

Рассмотрим аналитическую схему построения салфетки Сер-
пинского  с  использованием  системы  преобразований вида (2.10)  
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на комплексной плоскости. Первый шаг состоит в том, чтобы от-
делить 3 равносторонних треугольника, длина сторон которых со-
ставляет половину от длины стороны исходного равностороннего 
треугольника. По М. Барнсли эта операция может быть реализова-
на с помощью трёх линейных аффинных преобразований:  
1) zzT

2
1

1 =′⇒  – преобразовывает вершины исходного треугольника 

в вершины первого строящегося треугольника; прорисовываются 
стороны с длиной стороны, которая равна половине длины сторо-
ны исходного треугольника (рис. 3.1а); 
2) 2

1
2
1

2 +=′⇒ zzT  – строит вершины второго треугольник у основания 

исходного треугольника; 
3) ( )00

3 60sin60cos
2
1

2
1 izzT ++=′⇒  – строит вершины третьего треуголь-

ника у последней вершины равностороннего треугольника. 
      На втором шаге описанные действия применяются к вершинам 
малых треугольников (рис. 3.1б) и т.д. Задание  порядка  выполне- 

 

      а)          б) 
  
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.1. Первый (а) и второй этапы (б)  
аналитического построения “салфетки” Серпинского. 

 

нения указанных преобразований определяет генеалогический код 
“салфетки” Серпинского. Реализация бесконечного кода порожда-
ет плоский аналог “пыли” Кантора. Отметим, что построение это-
го фрактального множества можно начинать даже с одной точки, 
так как он представляет собой аттрактор (равновесное или стацио-
нарное состояния данной системы). Это связано с тем, что вер-
шины треугольника являются неподвижными точками приведен-
ных аффинных преобразований. Начав с произвольной внутренней 
точки равностороннего треугольника, итерационный процесс при-
ведёт к притягиванию фрактального множества точек к вершинам 
треугольника. 
        Приведенный пример показывает возможность использования  
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СИФ для построения конструктивных фракталов, поэтому рассмо-
трим более детально применение поворотов и сжатия-растяжения 
к преобразованию декартовой системы координат в косоугольную 
систему координат. 
 Преобразования, которые были использованы для построения 
“салфетки” Серпинского, содержат сжатие (масштабный коэффи-
циент ½ перед z), трансляцию  на  постоянный  вектор ½, повёрну-
тый на угол 060  (выражение ( )00 60sin60cos i+  в 3-ем преобразовании).  

В качестве второго примера рассмотрим применение системы  
итерируемых функций для построения кривой Коха. Преобразова-
ния имеют вид: 
1) zzT

3
1

1 =′⇒  – переводит начальную точку в точку, которая располо-

жена на ⅓ части исходного отрезка; прорисовывается сам отрезок 
(рис. 3.2а); 
       а)            б) 
    
 
 
 

 
Рис. 3.2. Первый (а) и второй этапы (б)  
аналитического построения кривой Коха. 

 

2) 3
1

3
1 3/

2 +=′⇒ πiezzT  – исходный отрезок сжимается в 3 раза, получен-

ный отрезок поворачивается на угол π/3 против часовой стрелки, а 
затем сдвигается вдоль вещественной оси на постоянный вектор 
⅓; 
3) 3/3/

3 3
1

3
1 ππ ii eezzT +=′⇒ −  – описывает уменьшение исходного отрезка в 

3 раза, поворот полученного отрезка на угол π/3 по часовой стрел-
ке, трансляция вдоль постоянного вектора ⅓, который был повёр-
нут на угол π/3 против часовой стрелки;  
4) 

3
2

3
1

4 +=′⇒ zzT  – масштабирует начальный отрезок и сдвигает ре-

зультирующий отрезок вдоль вещественной оси на постоянный ве-
ктор с длиной ⅔. 
Повторное применение процедур 1)-4) порождает второй шаг пос-
троения кривой Коха (рис. 3.2б), далее схема повторяется до уста-
новленного шага или бесконечности.  
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По аналогичной схеме строится “двойной дракон” Хартера-
Хайтвея (рис. 2.21б). Его изображение возникает при использова-

нии системы аффинных преобразований вида: 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=′⇒

−=′⇒

−

−

iezzT

ezzT

i

i

4/3
2

4/
1

2
1

1
2

1

π

π

. 

Фрактальная размерность “двойного дракона” 5236,1=D . 
 Среди аффинных преобразований существенными являются 
сжимающие отображения, аттракторами которых являются фрак-
тальные множества с неподвижными точками. Поэтому фракталы 
можно определить как множества точек, инвариантных относи-
тельно полугруппы сжатий. 

Помимо преобразований комплексной плоскости с мнимой 
единицей, квадрат которой 12 −=i , могут быть выполнены аффин-
ные отображения для плоскостей двойных yxw ζ+=  (ζ  – мнимая еди-
ница, 12 =ζ ) и идеальных yxu ω+=  (ω  – мнимая единица, 02 =ω ) чисел. 
Модуль комплексного числа yixz +=  определяет множество точек, 
лежащих на окружности с центром в начале координат комплекс-
ной плоскости и радиусом zR= , так как 222 )()( yxyixyixz +=−+= . Квад-
рат расстояния между точками в геометрии Евклида определяется 
такой же формулой, следовательно, метрика комплексной плоско-
сти совпадает с метрикой евклидовой геометрии. В этой связи бу-
дем называть геометрию комплексной плоскости (плоскости Мин-
ковского) круговой. Модуль двойного числа yxw ζ+=  задаёт гипер-
болу 222 )()( yxyxyxw −=−+= ζζ  (интервал между точками), поэтому на 
комплексной плоскости двойных чисел действует гиперболическая 
или спиральная геометрия. Вычисление модуля идеального числа 
показывает, что он равен ( 22 )()( xyxyxu =−+= ωω ) только вещественной 
части идеального числа и определяет две вещественных прямых, 
которые зеркально расположены относительно начала координат 
идеальной плоскости. Таким образом, обращение в нуль полинома 

0)( 2
2 =++= cqbqaqP  с дискриминантом cbaD 42 −=  определяет геометрию 
той или иной комплексной плоскости: 1) 0<D  – круговая геометрия; 
2) 0=D  – геометрия идеальной плоскости; 3) 0>D  – спиральная гео-
метрия. Очевидно, что параметры a, b и c связаны с реализацией 
той или иной симметрии, а, следовательно, с инвариантами движе-
ния.  
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3.3. Специальная теория относительности 
 

Здесь перед нами вырастает психологический барьер, свя-
занный с тем, что мы не знаем, как воспринимать понятия 
пространства и времени на этом этапе, когда они ещё не 
существовали в нашем традиционном понимании. 
            Б. Ловелл 

 

 Равномерное и прямолинейное перемещение по комплексной 
плоскости Минковского со скоростью, близкой к скорости света 
c=299792,458 км/сек приводит к неожиданным эффектам сокращения 
длин отрезков, замедления времени, постоянства скорости света во 
всех инерциальных системах и другим явлениям, которые были 
открыты в специальной теории относительности Эйнштейна. 
 В классической механике изменение местоположения одной 
из частиц мгновенно вызывает изменение положений других час-
тиц, что свидетельствует о бесконечной скорости распространения 
сигнала о перемещениях в механической системе. При таком опи-
сании силы, действующие на частицы, зависят от их координат, 
определяемых в один и тот же момент времени. Изменение одной 
из координат мгновенно сказывается на величине других коорди-
нат. Такой абсолютизм классической механики проявляется также 
в следующих явлениях. 
 Рассмотрим измерение длины стержня в подвижной системе 
отсчёта K~ (в неподвижной системе отсчёта K  она равна 12 xxl −= ), 
движущейся относительно системы отсчёта K  равномерно и пря-
молинейно вдоль оси xO  со скоростью V . Одновременная фикса-
ция в момент времени t  начала и конца стержня в системе K~, со-
гласно формулам Галилея приводит к равенствам: 

      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

tVxx

tVxx

1
'
1

2
'
2 .                  (2.11) 

Следовательно, длина стержня в системе отсчёта K~ с учётом ра-
венств (2.11) равна lxxxxl =−=−= 12

'
1

'
2

' . Это равенство отражает абсо-
лютность длины стержня: в произвольной инерциальной системе 
отсчёта длина тела имеет одно и то же значение. 

Мгновенная скорость перемещения системы K~ по отноше-
нию к системе K  (относительная скорость движения) определим 
посредством взятия производной от первого равенства в принципе 
относительности Галилея: Vuu −=' . Если два тела движутся относи-
тельно друг друга, то скорость относительного движения в непод-
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вижной системе отсчёта равна 12. uuuотн −= , а в подвижной системе 
отсчёта она определяется равенством =−= '

1
'
2

'
. uuuотн 12 uu − .отнu= . Полу-

ченное соотношение указывает на абсолютность относительной 
скорости движения: в любой инерциальной системе отсчёта ско-
рость перемещения одного тела относительно другого одинакова.
 Дифференцирование по времени равенства Vuu −='  приводит к 
равенству ускорений материального тела в подвижной ( 'a ) и не-
подвижной системах отсчёта (a): =a 'a . Следовательно, ускорение 
тела является абсолютной величиной, которая не изменяется (ин-
вариантна) при переходе от одной инерциальной системы отсчёта 
к другой. 

В классической физике справедлив закон сохранения массы 
(закон Ломоносова-Лавуазье), т.е. масса тела инвариантна относи-
тельно преобразований Галилея. В этой связи легко показать, что 
второй закон Ньютона справедлив в любой инерциальной системе 
отсчёта. Полученные равенства указывают на то, что наблюдения 
за механическими движениями не могут дать критерия различия 
инерциальных систем: нельзя утверждать покоится или равномер-
но и прямолинейно движется система отсчёта.  
Равноправие всех инерциальных систем отсчёта позволяет использо-
вать любую из них. Оно отрицает при наблюдении за механическими 
изменениями тел возможность обнаружения абсолютного простран-
ства и абсолютного времени, так как состояния равномерного, пря-
молинейного движения и покоя неразличимы.  

Попытки установления различий этих состояний были пред-
приняты в оптических экспериментах Брадлея (1725) по аберрации 
света при наблюдении удалённых звёзд, Физо (1751) по распро-
странению света в движущейся среде, Майкельсона-Морли (1881) 
по выявлению “эфирного ветра” (идея эксперимента принадлежит 
Максвеллу), Бонч-Бруевича (1956) по наблюдению двойных звёзд, 
вращающихся вокруг общего центра масс, и измерению скоростей 
лучей, вышедших из противоположных точек солнечного диска. 
Проведенные эксперименты показали, что скорость распростране-
ния возмущения от точки к точке конечна: изменение положения 
одной из частиц отразится на положении другой частицы только 
по истечении определённого промежутка времени.  
Максимальная скорость распространения сигнала равна скорости 
света c = 299792,458 км/сек. 
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Большинство скоростей, с которыми движутся тела, значите-
льно меньше этой величины ( cu << ), поэтому классическая механи-
ка имеет широкую область применимости. 

Конечность скорости распространения взаимодействий в со-
четании с принципом относительности приводит к релятивистс-
кой механике (специальной теории относительности (Лоренц, Пу-
анкаре, Эйнштейн)). Эйнштейн ввёл два постулата:  

1. Наблюдая любое физическое явление (а не только механи-
ческое) в инерциальной системе отсчёта, невозможно установить 
находится она в состоянии равномерного и прямолинейного дви-
жения или в состоянии покоя (все физические законы инвариант-
ны относительно выбора инерциальной системы отсчёта). 

2. Скорость света в вакууме имеет одно и то же значение во 
всех инерциальных системах отсчёта. 
Второй постулат Эйнштейна наделяет вакуум различных инерци-
альных систем одним и тем же свойством: скорость света в них не 
зависит от скорости перемещения одной системы отсчёта по от-
ношению к другой. Эта гипотеза требует пересмотра таких поня-
тий как одновременность событий, ход часов и длин тел в различ-
ных инерциальных системах отсчёта, учёта зависимости физичес-
ких характеристик (массы, импульса, энергии и т.п.) от состояния 
движения, также требуется пересмотр теоремы сложения скорос-
тей. Указанные проблемы не могут быть решены без изменения 
формул Галилея. Новые формулы, устанавливающие взаимосвязь 
между координатами тела в покоящейся и подвижной системах 
координат, должны удовлетворять ряду требований: а) связь меж-
ду координатами должна быть линейной, чтобы каждой точке по-
коящейся системы отсчёта отвечала единственная точка подвиж-
ной системы отсчёта (взаимно однозначное соответствие для су-
ществования обратного перехода от координат точки в подвижной 
системе отсчёта к координатам той же самой точки в неподвижной 
системе отсчёта); б) при малых скоростях движения ( cu<< ) полу-
ченные формулы должны переходить в формулы классической ме-
ханики. Первое требование отображает однородность и изотроп-
ность пространства и однородность времени, а, следовательно, су-
ществование законов сохранения массы, импульса, энергии, мо-
мента импульса и обратимость движения во времени. Второе тре-
бование отображает принцип соответствия: более общая теория 
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должна в определённых предельных случаях давать результаты, 
полученные в предшествующей теории. Другими словами: каждая 
новая теория (относительность теоретической истины) должна 
опираться на абсолютизм экспериментальных фактов, получен-
ных при подтверждении её предшественницы, и давать им соот-
ветствующую интерпретацию.  

Важным понятием в релятивистской механике является собы-
тие, которое происходит в пространственной точке в определён-
ный момент времени. Зачастую пользуются четырёхмерным про-
странством, по осям которого определяют три пространственные и 
одну временную координаты. Времениподобным интервалом меж-
ду событиями, которые произошли в начале координат и в точке 

),,,( τzyx  ( tc=τ  – время в пространственных единицах измерения) 
называется величина, определяемая равенством: 

     22222 zyxs −−−= τ .           (2.12) 
Времениподобный интервал (2.12), взятый со знаком “–”, называ-
ется пространственноподобным интервалом. Если интервал меж-
ду событиями равен нулю, то говорят, что событие происходит на 
световом конусе, который разделяет четырёхмерное пространство 
на времениподобную и пространственноподобную области (рис. 3. 
3).  Связь между координатами в лабораторной и подвижной инер- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.3. Релятивистские области. 
циальных системах отсчёта называется преобразованием Лоренца. 
Интервал между событиями является инвариантом относительно ( 
аффинного) преобразования Лоренца плоскости Минковского, ко-
торое имеет вид:  
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Разделение интервалов на времени- и пространственноподоб-
ные не зависит от выбора инерциальной системы отсчёта, поэтому 
понятие интервалов является абсолютным. Причинно-следствен-
ная связь между событиями наблюдается только в областях прос-
транства-времени, разделённых времениподобным интервалом. В 
указанных областях абсолютный характер имеют понятия “рань-
ше” и “позже”. 

Релятивистская механика открыла целый ряд новых физиче-
ских эффектов: 

– сокращение длины твердого стержня: пусть линейка по-
коится в лабораторной системе координат K  и имеет в этой систе-
ме длину 120 xxl −= , где 2x  и 1x  координаты конца и начала линей-
ки. Найдём по формулам (2.13) в один и тот же момент времени 'τ  
координаты конца и начала линейки в подвижной системе коор-
динат: 

                                      ( )
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Вычитая из первого равенства второе, найдем связь между собст-
венной длиной стержня 0l  в лабораторной системе координат K  и 
его длиной l  в движущейся системе координат K ′:  

          2

0 1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

c
Vll .                            (2.15) 

Формула (2.15) показывает, что подвижный стержень будет 
короче по отношению к его длине в покоящейся (лабораторной) 
системе отсчёта. 

– замедление хода часов: пусть часы покоятся в подвижной 
системе координат K ′ . В одной и той же точке x′  происходит со-
бытие, которое начинается в момент времени '

1τ  и заканчивается в 
момент времени '

2τ , т.е. длительность события составляет '
1

'
20 τττ −= .  

В лабораторной системе координат K  длительность события будет 
равна  

      
( )

−
−

′+
=

2

2'
2

/1

)/(

cV

xcVττ
( ) ( ) 2

0

2

2'
1

/1/1

)/(

cVcV

xcV

−
=

−

′+ ττ .     (2.16) 

Этот эффект теории Эйнштейна отражает замедление хода часов в 
подвижной системе отсчёта. 
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– сложение скоростей: пусть материальная частица движется в 
лабораторной системе координат K  со скоростью u . Относительно 
системы K  равномерно и прямолинейно движется система коор-
динат K ′ . В системе отсчета K ′  частица движется со скоростью 'u . 
Дифференциально малые изменения положения точки за некото-
рый дифференциально малый промежуток времени в разных сис-
темах координат связаны между собой преобразованием Лоренца. 
Используя стандартное определение скорости как отношения пе-
ремещения к промежутку времени, получим формулы для компо-
нент скорости 

  
)/(1 2'

'

cVu
Vu

u
x

x
x

+
+

= ;    ( )
)/(1

/1
2'

2'

cVu

cVu
u

x

y
y

+

−
= ;    ( )

)/(1

/1
2'

2'

cVu

cVu
u

x

z
z

+

−
= .     (2.17) 

При движении частицы вдоль оси абсцисс проекции её скорости 
на координатные оси равны '' uux = и 0'' == zy uu . Теорема сложения 
скоростей имеет вид  

  
)/(1 2'

'

cVu
Vuu

+
+= .              (2.18) 

Пусть световой луч движется в системе координат K ′ , кото-
рая перемещается равномерно и прямолинейно относительно ла-
бораторной системы координат K  со скоростью света c . Исполь-
зуя теорему сложения скоростей, получим c

ccc
ccu =

⋅+
+=

)/(1 2 . Это оз-

начает, что и в лабораторной системе координат луч света движет-
ся со скоростью c .  
– связь между энергией и импульсом: специальная теория относи-
тельности установила новое соотношение, связывающее энергию 
и импульс, вида 
       42222 cmcpE += .            (2.19) 

Преобразование Лоренца можно рассматривать, как поворот 
на мнимый угол на плоскости Минковского (круговая геометрия) 
или как поворот на реальный угол на плоскости двойных чисел 
(спиральная геометрия).  

Изложенный материал показывает ограниченность скорости 
распространения взаимодействий и области, в которой наблюдает-
ся причинно-следственная связь между событиями; отображает аб-
солютность времени- и пространственноподобных интервалов; от-
носительность хода часов и длин тел, одновременности, понятий 
“раньше”-“позже”. 
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3.4. Возникновение хаоса и аттракторы 
 

Детерминизм, подобно английской королеве, 
царствует, но не правит. 

                       Майкл Берри 
 

Анализ применения отображений к “салфетке” Серпинского 
показывает, что точки этого фрактального множества являются ре-
пеллерами, т.е. точками, от которых точки-изображения экспонен-
циально удаляются. При обратном преобразовании репеллеры пре-
вращаются в аттракторы, т.е. точки-изображения притягиваются 
к ним. Как отмечалось выше аттракторами “салфетки” Серпинско-
го являются вершины равностороннего треугольника. 

С физической точки зрения это означает следующее: при оп-
ределённых условиях бесконечно малые флуктуации могут экспо-
ненциально возрастать, порождая при этом хаос в регулярном дви-
жении или выход системы за пределы области устойчивого суще-
ствования (и наоборот). Хаотические движения и появление неус-
тойчивостей встречаются в материальном мире практически также 
часто, как регулярное перемещение или “беззаботная” стационар-
ность. Этот факт подтверждает открытое в теории нелинейных ди-
намических систем свойство перемешиваемости: вероятности воз-
никновения порядка из хаоса и хаоса из порядка равны между со-
бой. Материальный мир постоянно балансирует на грани хаос-по-
рядок, порождая всё новые и новые формы самоподобных и муль-
тифрактальных фигур. 

На рис. 3.4 показано, как ламинарный поток дыма на некото-
ром расстоянии от источника дыма превращается в турбулентное 
течение. Не менее сложный и хаотический вид  имеют  траектории 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3.4. Возникновение хаотических движений 
в ламинарном потоке дыма. 
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движения частиц в задаче трёх тел (рис.3.5),  впервые  исследован- 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.5. Хаотические траектории движения 
трёх взаимодействующих тел. 

ной Пуанкаре. А. Пуанкаре (1892) писал: “Поражаешься сложнос-
ти этой фигуры, которую я даже не пытаюсь изобразить. Ничто не 
является более подходящим, чтобы дать представление о сложно-
сти задачи трёх тел, в которой нет однозначного интеграла, и ряды 
расходятся…”. Впервые экспериментальное наблюдение хаоса бы-
ло осуществлено при изучении генератора Ван дер Поля, который 
демонстрировал нелинейные периодические автоколебания. Исс-
ледования в области одномерных отображений показали, что  
– для рациональных чисел отображения осуществляют возврат си-
стемы в исходное равновесие (энергия системы сохраняется и при 
выходе из состояния равновесия система снова в него возвращает-
ся по истечении некоторого времени, необходимого для релакса-
ции системы – консервативные системы); 
– для иррациональных чисел изученные отображения демонстри-
руют возникновение динамического хаоса, зависимость от вариа-
ции начальных условий и переход системы в качественно новое 
состояние (энергия рассеивается; система устойчива вблизи неко-
торого установившегося состояния; возникают квазипериодичес-
кие движения – диссипативные системы). 

Физико-математическое моделирование диссипативных сис-
тем может быть сведено к рассмотрению систем дифференциаль-
ных уравнений первого порядка вида 

)...;;;( 21 ni
i xxxf

td

xd
=  ( ni ÷=1 )          (2.20) 

Если функции )...;;;( 21 ni xxxf  аналитические и не имеют общего 
множителя, то система дифференциальных уравнений первого по-
рядка имеет единственное решение, удовлетворяющее начальным 
условиям 0)0( ii xx = . Если  динамические  переменные )(tx i  не зависят  
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от времени, то система находится в стационарном состоянии. Ус-
тойчивость стационарного состояния определяется уравнениями 
      0)...;;;( 21 =ni xxxf .            (2.21) 
Решения уравнений (2.21) определяют особые точки фазового про-
странства, в отличие от иных точек, которые называются регуляр-
ными или обыкновенными. Обозначим через isx  совокупность ди-
намических переменных, которые обеспечивают переход системы 
в стационарное состояние. Устойчивость этого состояния опреде-
ляется малыми отклонениями динамических переменных от их 
значений в стационарном режиме isii xtxtx −= )()(δ , которые удовлетво-
ряют линеаризованным динамическим уравнениям вида: 

( )
∑

=
=

n

j
jji

i xa
td
xd

1
δ

δ ,                                      (2.22) 

где коэффициенты 
)0(

)(/
jj xxjiji xfa

δδ
δ

=
∂∂= , а начальные условия имеют 

вид isii xxx −= 0)0(δ , причём величины )0(ixδ  называются числами или 
показателями Ляпунова. Решение уравнения (2.22) будем искать 
стандартным образом, представив его в виде: 
          ∑

=
=

n

k

tx
iki

sketx
1

)( λδ ,                               (2.23) 

здесь величины ))0(...;);0();0(( 21 nkiki xxx δδδλλ = . Тогда система уравнений 
(2.23) принимает вид однородной системы линейных алгебраичес-
ких уравнений: 

  ∑∑
==

=
n

kj

tx
jkij

n

k

tx
skik

sksk eaex
1,1

λλ ,                            (2.24) 

которая имеет решение только в том случае, когда её главный де-
терминант равен нулю, т.е. 0det =− isijij xa δ , где 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
ji
ji

ij ,1
,0

δ  – символ Кро-

некера. Из вида решения (2.24) следует, что k-ая составляющая ре-
шения будет затухать с течением времени, если 0Re <ksx , и нарас-
тать если 0Re >ksx  (экспоненциальное нарастание и затухание малых 
флуктуаций). Если хотя бы для одного из показателей Ляпунова 
его реальная часть будет положительной, то стационарное состоя-
ние будет неустойчивым. Если же для k-ой компоненты выполня-
ется равенство 0Re =ksx , то состояние системы будет нейтральным 
(лабильным), а для анализа устойчивости динамической системы 
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надо вводить в рассмотрение нелинейные поправки, возникающие 
при учёте, например, квадратичных слагаемых в разложении фун-
кции )...;;;( 21 ni xxxf  в ряд Тейлора. 

Рассмотрим поведение фазовых траекторий в малой окрест-
ности особой точки. Через обыкновенную точку фазового прост-
ранства проходит одна и только одна траектория. В особой точке 
эти траектории могут пересекаться. Однако это невозможно наб-
людать за конечный промежуток времени в силу единственности 
решения уравнений движения. В двумерном случае характеристи-
ческое уравнение системы линейных дифференциальных уравне-
ний первого порядка сводится к квадратному уравнению (в ком-
плексной области это уравнение вида 0)( 2

2 =++= cqbqaqP ). Анализ кор-
ней этого уравнения приводит к шести типам поведения фазовых 
траекторий, которые показаны на рис. 3.6: 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.6. Особые точки двумерной динамической системы: 
     1) 0Re 1 <sx , 0Im 1 =sx ; 0Re 2 <sx , 0Im 2 =sx  – устойчивый узел; 
     2) 0Re 1 >sx , 0Im 1 =sx ; 0Re 2 >sx , 0Im 2 =sx  – неустойчивый узел; 
     3) 0Re 1 <sx , 0Im 1 ≠sx ; 0Re 2 <sx , 0Im 2 ≠sx  – неустойчивый фокус; 
     4) 0Re 1 >sx , 0Im 1 ≠sx ; 0Re 2 >sx , 0Im 2 ≠sx  – устойчивый фокус; 
     5) ⋅sx 1Re 0Re 2 <sx   – седловая точка (числа Ляпунова имеют разные 

знаки); 
     6) 0Re 1 =sx ; 0Re 2 =sx  – центр. 

 

Любая фазовая траектория,  которая начинается в обыкновен- 
ной точке фазового пространства, будет обязательно приближаться  
к какой-либо из особых точек или замкнутому циклу (периодичес-
кое движение). Это приводит к тому, что всё фазовое пространство 
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динамической системы разбивается на области притяжения к ус-
тойчивому фокусу и предельному циклу (аттракторы по Пуан-
каре). 

Наличие в фазовом пространстве притягивающих множеств 
со сложной структурой порождает странные аттракторы. В этих 
множествах наблюдается устойчивость в притяжении к аттрактору 
и неустойчивость, проявляющаяся в разбегании фазовых точек по 
странному аттрактору. На рис. 3.7 показан странный аттрактор Э. 
Лоренца, который построил его при исследовании системы диф-
ференциальных уравнений первого порядка, описывающих крити-
ческую конвекцию в жидкости. Странные аттракторы зачастую са- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.7. Странный аттрактор Э. Лоренца. 
 

моподобны и обладают упорядоченной структурой. Барнсли пока-
зал, что подвергнутые конечному числу сжимающих аффинных 
преобразований, которые выбираются случайным образом, стран-
ные аттракторы могут аппроксимировать изображения реального 
мира. Случайность выбора сжимающих комплексных функций по-
рождает беспорядочное высвечивание всего странного аттрактора 
в целом. Для восстановления реального изображения требуется ко-
нечное (достаточно небольшое) число параметров и ограниченное 
число сжимающих аффинных преобразований. Здесь вновь возни-
кает аналогия с генеалогическим кодом, позволяющем при мини-
муме используемой информации получить максимум реалистич-
ности. Применение метода систем итерируемых функций или фун-
кций комплексного переменного со случайным выбором итериру-
емой функции позволяет значительно ускорить процесс построе-
ния фрактальной фигуры. 
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Глава 4. Стохастические (случайные) фракталы 
 

Физическая концепция случайности сформирована 
теориями, в которых случай играет существенную 
роль лишь на микроскопическом уровне, в то вре-
мя как на макроскопическом уровне случай теряет 
всю свою значимость. 

                              Б.Б. Мандельброт 
 

Генеалогический код или итерационная процедура является 
неиссякаемым источником как детерминированного хаоса, так и 
самоподобных фигур. Выбор подходящей начальной точки и на-
бора итерируемых функций с их случайным включением приводит 
к быстрому отображению не только простых, но и странных не-
подвижных точек самоподобного множества. 
 Другой процедурой, порождающей фрактальные множества, 
является применение рекуррентных соотношений. Например, со-
отношение вида nnn xxx += ++ 12  при 00 =x  и 11 =x  порождает последова-
тельность Фибоначчи: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, … Выбрав 
коэффициент подобия 6,1/1 =k  и округлив результат умножения на 
это число чисел Фибоначчи, получим за небольшим количеством 
чисел, ту же последовательность Фибоначчи: 0, 2, 2, 3, 5, 8, 13,… 
Если вычислить предел отношения последующего члена к преды-
дущему, то получим ϕ=

−
== +

∞→ 2
15

lim 1

n

n

n x
x

A . Число ϕ  является одним из 

корней квадратного уравнения 012 =−+xx  и называется золотым се-
чением. С другой стороны, число 61803,0≈ϕ  является неподвижной 
точкой итерационного преобразования вида ][/11 nn xx =+ , здесь квад-
ратные скобки означают отбрасывание целой части числа nx . Рас-
сматриваемое преобразование называется гиперболическим отра-
жением или отображением Гаусса.  

Если представить квадратное уравнение, одним из корней ко-
торого является золотое сечение, в виде гиперболического отобра-
жения вида 11 +=ϕ

ϕ
 и заменить справа от равенства единицу на про-

извольное, целое, положительное число n , то получим бесконеч-
ное множество серебряных сечений, которые являются корнями 
уравнений nn

n
+=ψ

ψ
1 . Серебряные сечения возникают в теории ква-

зикристаллов, модели Изинга, при описании возникновения хаоса 
через синхронизацию мод и в других физических построениях. 
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 Хаотизация динамического процесса, устойчивость или изме-
нение стационарного состояния систем различных уровней орга-
низации материи связаны с возникновением и ростом (подавлени-
ем) флуктуаций тех или иных величин. Статистический характер 
поведения флуктуаций изучается в разных науках: от распределе-
ния галактик в астрономии до формирования погоды в климатоло-
гии; от полимеризации молекул в органической химии до исследо-
вания фрактальной структуры транспортных путей в биологии. В 
физических исследованиях случайное, статистическое самоподо-
бие встречается при изучении ограниченной диффузионной агре-
гации, молний, поверхностей разрыва, минимумов энергии в спи-
новых стёклах, турбулентности, молекулярных ландшафтов, дви-
жения частицы Броуна и т.д. В частности, движение броуновской 
частицы является подтверждением молекулярного строения веще-
ства, а траектория перемещения – существования недифференци-
руемых функций, один из видов которых был предложен Вейер-
штрассем. 
 Физический закон, лежащий в основе подобия, которое сох-
раняется в широком масштабном диапазоне (см. Главу 1, стр. 12), 
называется диффузией: среднеквадратическое смещение броуновс-
кой частицы прямо пропорционально времени наблюдения, коэф-
фициент пропорциональности равен удвоенному значению коэф-
фициента диффузии D . Используя найденное соотношение, А. Эй-
нштейн теоретически предсказал, что в ограниченном объёме при-
сутствует конечное число молекул. Этот факт был подтверждён 
экспериментами Перрена. Броуновское движение является част-
ным случаем процесса Маркова-Винера для случая фиксирован-
ных приращений. Определив броуновскую функцию )(tB  как про-
екцию броуновского движения на одну из пространственных осей, 
можно показать, что спектр мощности приращений соответствует 
“коричневому” шуму (см. пункт 1.2, стр. 24).  
 Детерминированный хаос возникает тогда, когда имеется су-
щественная зависимость от начальных условий, или правая часть 
дифференциального уравнения первого порядка задана функцией 
с положительным показателем Ляпунова в каждой точке её опре-
деления. Примером случайной кривой, отображающей стохастич-
ность блужданий, является траектория движения броуновской час-
тицы (рис. 1.6). 
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4.1. Траектория движения броуновской частицы (1827) 
 

Возможно, что рассматриваемое здесь движение идентично 
так называемому броуновскому движению молекул. Однако 
доступные мне источники содержат о последнем явлении на-
столько неопределённые сведения, что я просто не смог сфор-
мировать о нём никакого мнения. 
                                                                                   А. Эйнштейн 

 

Для построения кривой Броуна можно воспользоваться сле-
дующей процедурой: единичный отрезок разбивается на 1000 рав-
ных отрезков с длиной 001,01000/1 ==l ; с помощью генератора слу-
чайных чисел создаётся последовательность дробных чисел { }ig  из 
единичного интервала ( 10 << ig ); образуют массив чисел 

2
1)( −= igiY ; 

вычисляют координаты случайной точки по формулам 
1000

ixi =  и 

∑
=

=
i

k
i kYy

1
)( ; предыдущую и последующую точки соединяют отрезка-

ми прямой. Результатом процедуры будет случайная линия, пока-
занная на рис. 4.1. 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1. Кривая Броуна. 
 

 Кривая Броуна является отражением постоянного теплового 
перемещения составляющих вещества частиц. Энергия частицы 
при абсолютной температуре T  системы, согласно кинетической 
теории Больцмана, равна TkБ2

3=ε  ( КДжk Б /1038,1 25−⋅=  – постоянная 

Больцмана) и не зависит от геометрических размеров частиц. Тра-
ектория случайных блужданий представляет собой набор хаотиче-
ских шагов с характерной длиной в произвольных направлениях. 
Наличие естественного масштаба (минимальной и максимальной 
длин шагов перемещения) приводит к самоподобию кривой Броу-
на. 
 Для выявления фрактальных свойств движения частицы Бро-
уна рассмотрим одномерное случайное блуждание. Пусть частица 
каждые τ  секунд (время столкновений) совершает вдоль прямой 
хаотические прыжки на расстояния не более ξ  или ξ− , соответст-
вующие диаметру частицы.  
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Для аналитического описания процесса случайного блужда-
ния введём закон распределения случайной величины ξ . Так как 
большинство непрерывных случайных величин подчиняются нор-
мальному закону или закону ошибок Гаусса, то будем считать, что 
случайная величина ξ  является нормальной, т.е. имеет плотность 
вероятности вида 

    ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

τ
ξ

τπ
τξ

DD 4
exp

4
1);(

2
f .     (4.1) 

Средняя длина прыжка (математическое ожидание) определяется 
формулой 

0);( ==>< ∫
∞

∞−

ξτξξξ df ,     (4.2) 

а дисперсия – 

      τξτξξξ D2);(22 ==>< ∫
∞

∞−

df .     (4.3) 

Из формулы (4.3) А. Эйнштейн получил выражение для коэффи-
циента диффузии: 

       
τ

ξ
2

2 ><=D .      (4.4) 

Равенство (4.4) справедливо также для прыжков, которые совер-
шаются через неодинаковые интервалы времени, а распределение 
случайной величины ξ  имеет произвольные природу и вид. Пере-
ход к безразмерной переменной Больцмана 

τ
ξ
D2

=Ε  позволяет вве-

сти броуновскую функцию )(tB  (координату частицы на оси) 

∑
=

Ε===
n

i
intBtX

1
)()( τ ,     (4.5) 

вид которой показан на рис. 4.2. 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4.2. Функция мощности для случайного блуждания. 
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4.2. Подобие одномерных блужданий 
 

В том мире, в котором мы живём, флуктуации, бифурка-
ции и неустойчивости встречаются на всех уровнях. Ус-
тойчивые системы, порождающие определённость, соот-
ветствуют только идеализациям, или аппроксимациям. 

                   И.Р. Пригожин 
 

Наблюдение за перемещениями броуновской частицы с раз-
личными временами разрешения показывает независимость конеч-
ных прыжков между собой, а их совместная функция распределе-
ния приводит к тем же самым значениям математического ожида-
ния (4.2) и дисперсии (4.3). В этом случае функция распределения 
имеет вид:  

    ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

τ
ξ

τπ
τξ

kk
kf

DD 4
exp

4
1);(

2
.    (4.6) 

Из формулы (4.6) следует, что фиксирование положения броуновс-
кой частицы через неравные промежутки времени приводит к со-
отношению Эйнштейна (4.4), в котором надо заменить τ  на τkt = . 
Такое масштабирование времени приводит к тому, что рис. 4.2 из-
меняется в направлении уменьшения или увеличения, т.е. демонс-
трирует скейлинговую инвариантность. В этой связи покажем, что 
функция (4.1) является однородной функцией. Для этого проведём 
масштабные преобразования ξζ k=  и τkt = , тогда новая функция 

);(1
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DD
.    (4.7) 

Формула (4.7) показывает, что плотность вероятности Гаусса яв-
ляется однородной функцией порядка 

2
1−=λ . Множитель 

k
1  в фор-

муле (4.7) не только указывает на подобие случайных блужданий, 
но и обеспечивает правильную нормировку на единицу плотности 
вероятности после масштабного изменения пространства-време-
ни. Преобразования пространства-времени с разными масштабны-
ми коэффициентами для пространственной и временной коорди-
нат называются самоаффинными. 
 Пример случайных блужданий ещё раз подчёркивает связь 
между подобием, однородными функциями и фрактальными мно-
жествами. Фрактальные фигуры, возникающие при использовании 
вероятностных функций отображения, называются стохастичес-
кими или случайными. 
 Однородность плотности вероятности Гаусса позволяет обоб- 
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щить случайные блуждания на случай, когда скейлинговый пока-
затель M  отличается от 

2
1 , но лежит в пределах от 0 до 1. Построе-

ние теории обобщённых броуновских движений было выполнено 
основателем фрактальной геометрии Бенуа Б. Мандельбротом. 

 

4.3. Обобщённое перемещение частицы Броуна 
 

... по странному устройству вещей, всегда ничтожные 
причины родили великие события и, наоборот, великие 
предприятия оканчивались ничтожными следствиями. 

              Н.В. Гоголь        

      Для стохастического движения Мандельброта дисперсия фун-
кции мощности )(tBM  пропорциональна времени Mt 2 . Корреляция 
между прошлыми и будущими приращениями определяется фор-
мулой 

    12
)(

)()(
);( 12

2 −=
><

>−−<
=− −M

M

MM

tB

tBtB
ttK .    (4.8) 

Формула (4.8) не зависит от времени и при 
2
1=M  показывает отсут-

ствие корреляции между значениями приращений в прошлом и бу-
дущем (независимость приращений). Однако при 

2
1≠M  (диффузия 

Леви) наблюдается чёткая зависимость между прошлыми и буду-
щими приращениями, что приводит к сохранению (персистентно-
сти) или пренебрежению (антиперсистентности) той тенденци-
ей, которая возникла для предыдущих прыжков. Персистентность 
устанавливается при 

2
1>M : если в прошлом приращения были по-

ложительными (увеличивались), то (в среднем) и в будущем сох-
ранится эта тенденция, несмотря на незначительные отклонения от 
кривой роста. Случай антиперсистентности характеризуется зна-
чениями параметра 

2
1<M  и сменой прошлой тенденции на проти-

воположную. 
 Свойства персистентности и антиперсистентности противо-
речат обычным предположениям, на которых базируется статисти-
ческая физика: события могут быть скоррелированы, если они раз-
делены не более чем на конечный промежуток времени t∆ , причём 
при ∞→∆ t  корреляция между событиями разрушается. Возникно-
вение статистической независимости во времени и/или простран-
стве является базовой гипотезой о тепловом равновесии.  
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Системы со свойствами персистентности и антиперсистент-
ности ассоциируются с биосистемами, которые характеризуются 
доминантными и регрессионными параметрами при передаче ин-
формации наследственности с помощью генетического кода. Сис-
темы с показателем Мандельброта 

2
1=M  порождают шум с незави-

симыми значениями, который называется “белым”, а при значени-
ях 

2
1≠M  – “коричневым” (броуновским). С увеличением параметра 

M  шум уменьшается, а отклонения от начала координат – увели-
чиваются. Эти явления приводят к возникновению аномальной 
диффузии, которая наблюдается в стохастических средах.  

Аномальность диффузионного процесса связана со свойства-
ми фрактальных блужданий в евклидовом пространстве. На фрак-
тальных множествах евклидового пространства аномальная диф-
фузия характеризуется изменением показателя степени зависимо-
сти коэффициента диффузии от времени. 
 По центральной теореме теории вероятностей определён-
ным образом нормированная сумма большого числа случайных ве-
личин с неизвестными законами распределения и конечными дис-
персиями подчиняется закону Гаусса. Отсюда следует инвариант-
ность закона ошибок относительно сложения независимых слу-
чайных величин: дисперсия 2σ  суммы двух случайных величин ра-
вна сумме дисперсий этих случайных величин, т.е. 

  2
2

2
1

2 σσσ += .      (4.9) 
Если ввести некоторый общий показатель степени M , необязате-
льно совпадающий с фрактальной размерностью, а в качестве ха-
рактеристики ширины распределения интерквартильный размах s  
(разность между двумя значениями случайной величины, для ко-
торых вероятности равны ¾ и ¼, соответственно), то вместо соот-
ношения (4.9) можно записать более общее правило: 

  MMM sss 21 += ,            (4.10) 
где 20 ≤< M . Такого вида соотношение впервые было получено Ле-
онардо да Винчи (см. пункт 1.2, формула (1.1) на стр. 20). Случай 

2/1=M  соответствует инвариантному распределению с плотностью 
вероятности вида 
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которая является дифференциальной функцией распределения то-
го, что броуновский шум )(tB  с нулевым начальным значением сно-
ва обратится в нуль на интервале dxxtx +≤≤ . 
 Применение однородных случайных функций распределения 
приводит к возникновению случайных фрактальных фигур, кото-
рые являются отражением детерминированного хаоса, порождае-
мого малыми флуктуациями, нарастающими с течением времени в  
соответствии с классической статистической физикой, или с со-
хранением (сменой) тенденции по Б.Б. Мандельброту. 

 

4.4. Ограниченный рост популяции 
 

Бытие вечно, ибо существуют законы, охра-
няющие сокровища жизни, которыми укра-
шает себя Вселенная. 

    И.В. Гёте        

Рассмотрим ряд простых моделей, прогнозирующих числен-
ность населения Земли: 
– модель Мальтуса. При благоприятных внешних условиях (оби-
лие пищи, отсутствие хищников и т.п.) скорость увеличения чис-
ленности популяции tdNd /  пропорциональна числу особей в сооб-
ществе N . Коэффициент прироста населения k  ( 0>k ) определяется 
разностью коэффициентов рождаемости и смертности. Согласно 
модели Мальтуса, кинетическое уравнение эволюции численности 
популяции имеет вид  

   NktdNd =/ .             (4.12) 
Решением уравнения является функция tkeNtN )0()( =  (раскручиваю-
щаяся логарифмическая спираль, см. пункт 2.5, стр. 38), где )0(N  – 
число особей в начальный момент времени. Удвоение численнос-
ти населения происходит достаточно быстро по истечении проме-
жутка времени, равного kt /2ln=∆ . При превышении некоторого бо-
льшого числа cN  (предел численности популяции) модель Мальту-
са становится непригодной в силу зависимости коэффициента при-
роста от числа индивидуумов в сообществе. 
– логистическая модель (модель Ферхюльста (1845)). При cNN ≥  
возникает конкуренция между особями из-за нехватки питания и 
стремлением к расширенному воспроизводству. Эти обстоятельст-
ва включают природные регуляторные функции, которые подав-
ляют развитие менее приспособленных членов популяции. Линей-
ная зависимость коэффициента прироста Nbak −=  от числа особей 
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приводит к логистической модели, в которой эволюционное урав-
нение имеет вид  

    
2/ NbNatdNd −= .           (4.13) 

Изменения численности населения в зависимости от времени по  
модели Мальтуса (штрих-линия) и модели Ферхюльста (сплошная 
линия)  показаны  на  рис. 4.3. При малой численности сообщества  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4.3. Рост численности населения Земли,  
согласно моделям Мальтуса и Ферхюльста. 

 

закон Мальтуса и логистическое соотношение практически совпа-
дают (в физике твёрдого тела аналогичная картина наблюдается 
при вычислении теплоёмкости по моделям Эйнштейна и Дебая), 
однако при приближении к критической величине народонаселе-
ния логистический закон показывает выход на стационарную чис-
ленность cN  (явление насыщения). Различные оценки стационар-
ной численности населения Земли приводят к значениям от 16 до 
20 млрд. человек. S-образный логистический закон также описы-
вает смену одной технологии другой, эволюционные преобразова-
ния в эконономической и социокультурной сферах, распростране-
ние инноваций и т.п. 
 Модель Ферхюльста может быть описана также на языке ите-
раций: 

2
1 )1( nnn xrxrx −+=+ ,           (4.14) 

где r  – управляющий параметр модели. Стационарным состояни-
ям численности населения соответствуют два значения: 00 =x  – от-
сутствие первоначальной популяции (неустойчивое состояние) и 

10 =x  – максимально заполненная экологическая ниша для иссле-
дуемой популяции. Исследуем поведение популяции вблизи этого 
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положения, для чего линеаризуем уравнение (4.14), введя новую 
переменную 1−= nn xy , причём 1<<ny  определяет бесконечно малые 
отклонения от состояния 10 =x :  

   nn yry )1(1 −≅+ .            (4.15) 
При значениях управляющего параметра 20 << r  состояние 10 =x  ус-
тойчиво (рис. 4.4а), а при 2>r  – оно становится неустойчивым (рис. 
4.4б). При 3,2=r  популяция периодически колеблется с периодом 2 
   а)       б) 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.4. Устойчивость состояния  10 =x  при 20 << r  (а)  
и неустойчивость при 2>r  (б). 

 

вблизи стационарного состояния. Эти колебания устойчивы до тех 
пор, пока управляющий параметр меньше 449,2=r . При дальнейшем 
росте параметра r  период колебаний удваивается каждый раз, ко-
гда происходит приближение к значению 57,2=r , после чего коле-
бания становятся апериодическими, т.е. хаотическими (рис. 4.5).   
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.5. Бифуркационная картина удвоения периода колебаний 
в логистической модели. 
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Удвоение периода колебаний при достижении очередного значе-
ния nr  называется бифуркацией. Исследования показали, что 

      ...16692016609,4lim
1

1 ==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

+

−

∞→
κ

nn

nn

n rr
rr ,          (4.16) 

где κ  – постоянная Фейгенбаума. Бифуркационная диаграмма, изо-
бражённая на рис. 4.5, напоминает конструктивный Y-фрактал, со-
ответствующий дереву Пифагора (см. Главу 2, рис. 2.1, стр. 28). 
При 8284,2=r  возникают колебания периода 3, которые затем удваи-
ваются до значения 8495,2=r , после чего возникает хаос. 
 Исследование модели Ферхюльста показывает, что существу-
ют общие законы возникновения тесно связанных между собой 
фракталов, неустойчивостей стационарных состояний и детерми-
нированного хаоса в динамических системах вне зависимости от 
вида организационного уровня материи. 

 

4.5. Детерминированный хаос 
 

Это не бардак, это творческий беспорядок! 
      А. Лебедев 

 

 Динамическое поведение нелинейной системы всегда сопро-
вождается неустойчивостями и возникновением детерминирован-
ного хаоса, который коренным образом отличается от стохастич-
ности. Первый возникает из-за зависимости поведения системы от 
начальных условий или положительности коэффициентов Ляпу-
нова скоростей изменения состояния. Вторая является противопо-
ложностью детерминизма и сосуществует с ним в вечном единстве 
и противоборстве. Так же как в детерминированных системах мо-
гут возникать псевдослучайные перемещения, так и в хаотических 
средах должны наблюдаться упорядоченные движения. Это утвер-
ждение является следствием принципа перемешиваемости, устано-
вленного в теории нелинейных динамических систем, но который 
имеет более глубокий философский смысл и область применимо-
сти, нежели ему было изначально отведено. 
 Возникающий хаос сопровождается ветвлением (бифуркаци-
ей), в результате которого система выбирает то или иное устойчи-
вое стационарное состояние. Выбор в пользу одного из них совер-
шается за счёт изменения управляющего параметра при достиже-
нии им критического значения. Пока это значение не достигнуто 
система колеблется между двумя “зайцами” и не знает, которого 
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из них предпочесть. Осуществить выбор помогают флуктуации, 
случайные пробы пребывания в том или ином состоянии. Однако 
при этом изменяется геометрия самой системы, она становится на 
определённое время фрактальной, т.е. отличной от евклидовой. В 
этот момент времени включаются свойства персистентности или 
антиперсистентности. Флуктуации не ведут себя так, как это 
принято в статистической физике, где они могут только нарастать 
с течением времени. Они подчиняются тенденции, возникшей на 
раннем этапе вхождения системы в хаос: либо тенденция сохраня-
ется, либо подавляется. Это и является критерием выбора одного 
из стационарных состояний. В дальнейшем возникшая тенденция 
вновь подвергается сомнению и система либо эволюционирует в 
сторону всё большей устойчивости, либо деградирует и становит-
ся всё более и более неустойчивой, вплоть до полного прекраще-
ния своего существования. Тенденциозное развитие реализует ес-
тественный отбор как состояний, так и самих систем в зависимос-
ти от значений их управляющих параметров (параметров порядка 
и хаоса). Чем устойчивее эти параметры по отношению к внешне-
му воздействию, тем дольше система пребывает в выбранном ста-
ционарном состоянии. Многообразие систем и стационарных сос-
тояний порождается огромным числом сочетаний, по всей види-
мости, конечного числа параметров порядка (генеалогического ко-
да), которые сами подвержены флуктуациям. Однако наличие ми-
ровых констант доказывает, что некоторые из них меняются нас-
только медленно, что определяют существование самого материа-
льного мира. 
 Детерминизм сохраняется на начальных стадиях превраще-
ния системы, но после нескольких бифуркаций и вхождения в об-
ласть хаоса он “бледнеет” под напором случайностей. Он снова 
возникает благодаря тенденциозности эволюционного процесса и 
теперь уже хаосу приходится возвращаться в “окопы”. Постоянная 
борьба между детерминизмом и хаотичностью наиболее ярко про-
является на микроскопическом уровне, где “царствует” её величе-
ство случайность. Несмотря на раздел территорий, причинно-след-
ственные и вероятностные “войска” постоянно преодолевают ес-
тественную границу между ними, стремясь оккупировать как мож-
но больше плацдармов для последующих “атак”. Они приводят к 
тому, что ранее усвоенная системой информация (соответственно 
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энтропия) становится бесполезной, что заставляет систему генери-
ровать и запоминать новую информацию. В свою очередь, это тре-
бует создания специфических, унифицированных отделов по жиз-
необеспечению, сохранению генеалогического кода, сбору, пере-
работке, сортировке, запоминанию, наследственной передаче в си-
лу конечного времени существования, выработке и хранению но-
вой информации, а также стратегии будущих действий. Эти требо-
вания вызывают эволюционные преобразования систем с борьбой 
между собой за комфортные условия развития, что вновь приво-
дит к появлению детерминированного хаоса, но на новом уровне 
организации материального мира. Это говорит о том, что извест-
ные и неизвестные законы преобразования материального мира 
допускают множество исходов, но реализуется только один сцена-
рий в силу необратимости происходящих изменений из-за внутре- 
и вневидовой борьбы между системами за “место под солнцем”. 
 Возражения по поводу того, что мир устроен по известным 
нам законам, ведь даже космические корабли достигают требуе-
мых целей, легко могут быть опровергнуты тем, что для этого тре-
буется постоянная корректировка их курса. Если же космический 
корабль, находящийся на орбите Земли, предоставить самому себе 
на достаточно длительный промежуток времени, то его траектория 
движения станет такой же непредсказуемой, как и траектория час-
тицы Броуна. В этой связи возникают вопросы об устойчивости 
солнечной системы, нашей галактики и Вселенной в целом. Не 
изменится ли тенденция её существования после некоторого числа 
бифуркаций и не является ли она регрессивной? Следовательно, 
любые долгосрочные прогнозы поведения любой динамической 
системы (погоды, увеличения или уменьшения количества сделок 
на бирже, демократизации мирового сообщества и т.д.) обречены 
на провал. Хорошие эксперты не гадают на кофейной гуще и не 
делают предсказаний, они выявляют тенденции. Фиксация тенден-
ций в виде феноменологических моделей и эстетических образов 
(зрительных, слуховых и др.) составляет суть научного и художе-
ственного, эстетического восприятия материального мира. Гени-
альность человеческого мозга в том и состоит, что отсекая ненуж-
ное, он создаёт вечное. 
 Найденные законы и пропорции содержат в себе отсечённое, 
которое может оказаться при определённых условиях важным и 
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необходимым. Множественность ранее установленных соотноше-
ний лишний раз подчёркивает, что не всё так просто, как нам бы 
этого хотелось. Кроме того, рождение кибернетики не только рас-
ширило наши вычислительные возможности, но и с появлением 
компьютерной графики позволило создавать иллюзию мира, кото-
рая притягивает всё большее и большее число людей. Если число 
поклонников виртуального мира будет расти, а сам этот мир будет 
совершенствоваться в сторону правдоподобности и схожести с ма-
териальной средой, то неизбежно возникнет деградация человече-
ского общества: эволюция Homo Sapiens (Человек разумный, лат.) 
претерпит бифуркацию и будет заменена развитием роботов. 
 Однако бифуркационный сценарий перехода к хаосу не явля-
ется единственным. Ещё один сценарий возникновения детерми-
нированного хаоса был открыт Б.Б. Мандельбротом при исследо-
вании нелинейных отображений одной комплексной плоскости в 
другую. Существование на плоскости аттракторов и репеллеров 
приводит к формированию евклидовых или фрактальных границ 
между ними (сепаратрис, от слова сепарация – разделять). Точки, 
которые образуют границу, не могут участвовать в притяжение к 
аттрактору или в отталкивании от репеллера, поэтому они нахо-
дятся в лабильном (безразличном) состоянии. При изменении уп-
равляющих параметров меняются не только неподвижные точки, 
но и границы их влияния. Может случиться так, что она рассып-
лется на отдельные точки и станет такой, как “пыль” Кантора (см. 
пункт 2.1, стр. 32) или “салфетка” Серпинского (см. пункт 2.4, стр. 
36). Этот процесс является более общим, чем сценарий Фейгенба-
ума, несмотря на то, что процесс Б.Б. Мандельброта схож с преоб-
разованием Ферхюльста. Различие состоит в том, что при крити-
ческих значениях управляющего параметра граница из евклидовой 
становится фрактальной. Самоподобие границы прослеживается 
на разных масштабах и на различных её участках. Границы такого 
рода называются множествами Жюлиа, который, в частности, ус-
тановил, что эту границу можно восстановить целиком по малому 
участку, используя масштабирование. Динамический процесс на 
границе невероятно хаотичен, граница постоянно видоизменяется, 
поэтому комплексные фракталы называют динамическими. В не-
линейных динамических системах с числом переменных не менее 
2 возникают аттракторы нового типа – странные аттракторы. 
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4.6. Аттрактор Лоренца 
 

То, что мы знаем, – ограниченно, а 
то, что мы не знаем, – бесконечно. 

      П.С. Лаплас 
 

 Пусть слой жидкости толщиной h  находится в гравитацион-
ном поле Земли ( gr  – вектор свободного ускорения) под действием 
градиента температуры, т.е. на верхней границе жидкость имеет 
постоянную температуру 0T , а на нижней – 0T T∆+  (рис. 4.6). При дос- 
 
 
 
 

 
Рис. 4.6. Поведение слоя жидкости  
при наличии градиента температуры. 

 

таточно большой разности температур T∆  (градиент температу-
ры) в слое возникают конвекционные потоки, которые формируют 
ячейки Бенара (рис. 4.7) (ширина nsl /= , s  – размер среды вдоль оси  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.7. Внешний вид ячеек Рэлея-Бенара. 
 

абсцисс, n  – число ячеек, умещающихся на оси абсцисс): внутри 
которых жидкость поднимается от более нагретой нижней грани-
цы к поверхности слоя, а по плоскостям шестигранников охладив-
шаяся жидкость стекает вниз.  

Распределённая система задаётся векторным полем скоро-
стей );;( 321 uuuuu rr = , скалярными полями давления );;;( tzyxPP= , темпе-
ратуры );;;( tzyxTT =  и плотности );;;( tzyxρρ = , соответственно. Моде-
лирование исследуемой ситуации строится на использовании урав-
нений: 
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∂
∂ χ)( r  ( χ – коэффициент темпера-

туропроводности); 
– связи между плотностью и температурой )1(0 T∆−= αρρ  (осталь-
ные параметры считаются независящими от разности температур 
(приближение Буссинеска), α – коэффициент теплового расшире-
ния). 
Система уравнений дополняется граничными условиями: 
– на нижней границе TTtzyxT ∆+== 0);0;;( ; 00 ==yur ; 
– на верхней границе 0);;;( TthzyxT == ; 0==hyur . 
Граничные условия для поля скоростей отражают отсутствие дви-
жения жидкости через граничные плоскости. Линеаризуем данные 
уравнения, введя следующие обозначения: 
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где );;( tyxp  и );;( tyxθ  – малые отклонения от гидростатического дав-
ления ygPP 00 ρ−=  и от линейной зависимости )( yTT = , соответствен-
но. Тогда система уравнений примет вид: 
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заметим, что ( ) juuy
rr =∇ . Граничные условия преобразуются к виду: 
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. 
Так как движение жидкости происходит в плоскости yOx , то соста-
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отражающим непрерывность среды. После исключения давления, 
как показал Солтсмен (1981), уравнения (4.17) принимают вид: 
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ряд Фурье, сохраняя только младшие члены разложения и исполь-
зуя подстановку  
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где )(tX , )(tY  и )(tZ  зависят только от времени ( )(/3 χνα ThgR ∆=  – чис-
ло Рэлея, а 2324 /)1( nnRc +=π  – его критическое значение, величина n  
характеризует отношение линейных размеров ячейки Бенара), по-
лучим систему уравнений Э.Н. Лоренца (1963): 
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где производная берётся по безразмерному времени 222 /)1( hln χπτ += , 
χν /=a  – число Прандтля, cRRb /=  – управляющий параметр, а коэф-

фициент )1(/4 2nc += . В системе уравнений Лоренца переменная )(tX  
характеризует скорость вращения конвекционных потоков, а )(tY  и 

)(tZ  описывают распределение температуры по осям абсцисс и ор-
динат, соответственно. Решение уравнения (4.18) при 10=a , 3/8=c  и 

74,24=b  показало, что графики функций )(tX , )(tY  и )(tZ  подобны кри-
вой Броуна (см. пункт 4.1, рис. 4.1, стр. 67). В качестве примера на 
рис. 4.8а показана зависимость )(tX . Из рис. 4.8а видно, что старт 
итераций со стартовой точки близкой к первоначально выбранной 
точке приводит к расхождению графиков функции )(tX   (пунктир-
ная линия на рис. 4.8а). Затем Э.Н. Лоренц изобразил все три пе-
ременные на пространственном графике, напоминающем в плос-
ком изображении крылья бабочки (см. пункт 3.4, рис. 3.7, стр. 64), 
который не только продемонстрировал взаимозависимость пере-
менных )(tX , )(tY  и )(tZ  (рис. 4.8б), но и показал сложный характер  
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а)          б)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.8. Временное изменение функции )(tX  (а) и трёхмерное  
изображение странного аттрактора Лоренца (б). 

 

автоколебаний, которые возникают в динамической системе при 
определённых значениях управляющего параметра. Они получили 
название детерминированного хаоса. 
     Проанализируем устойчивость (условия возникновения конвек- 
ции и турбулентности) модели Лоренца, для чего запишем систе-
му уравнений (4.18) в векторной форме  

)(XFX
r&r = , 

где );;( ZYXX =
r , ););(()( YXcZZXYbXXYaXF +−−−−=

r . Решение уравнения 
0)( =XF

r  определяет неподвижные точки, которые задаются равенст-
вами )0;0;0(1 =X

r  и )1;)1(;)1((2 −−±−±= bbcbcX
r . Первая точка опи-

сывает теплопроводность покоящейся среды. Её матрица устойчи-

вости по Ляпунову равна 
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, причём собственные 
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2,1
abaa −++

±+−=λ     и    c−=3λ .         (4.19) 

Все показатели Ляпунова отрицательны при значении управляю-
щего параметра 10 << b , т.е. решение )0;0;0(1 =X

r  устойчиво. При 1=b  
собственное число 01 =λ , а решение )0;0;0(1=X

r  становится неустойчи-
вым: начинается конвекция Бенара и реализуется второе решение 

)1;)1(;)1((2 −−±−±= bbcbcX
r . Для этого решения матрица устойчивости 

имеет вид 
⎟
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, где )1( −±= bcd . Главные значения 

этой матрицы при 1=b  равны 01 =λ , c−=2λ  и 13 −−= aλ . Критическая ве- 
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личина управляющего параметра для конвективного решения оп-
ределяется по формуле 

1
3

−−
++=

ca
caabc  (при 10=a , 3/8=c , то 74,24=cb ). При 

превышении этого значения предельный цикл конвективного дви-
жения становится неустойчивым и динамическая система перехо-
дит в хаотический режим. 
 Возникновение ячеек Бенара при достижении критического 
значения градиента температуры демонстрирует явление самоор-
ганизации в диссипативной системе. Тепловая энергия, вносимая в 
систему извне, расходуется на создание конвективных потоков в 
строго определённых пространственных областях, что приводит к 
возникновению шестигранных структур. Геометрическая форма 
ячеек зависит от граничных условий, она может также быть квад-
ратной и треугольной. При нагревании не только дна, но и боко-
вых стенок сосуда, происходит переход шестигранников в страйп-
структуры (лабиринты) с последующим переходом их в спирали ( 
рис. 4.9). Таким образом, ячеистая структура  становится  неустой- 
 
 
 
 
 

Рис. 4.9. Стадии преобразования ячеек Рэлея-Бенара в спираль. 
 

чивой при нагреве боковых стенок и замещается более устойчи-
вым спиралевидным образованием. 
 Аттрактор в модели Э.Н. Лоренца был назван “странным” по- 
тому, что его геометрическую структуру невозможно было воссоз-
дать из элементов евклидовой геометрии, т.е. из элементов с цело-
численной размерностью. “Странный” аттрактор Э.Н. Лоренца об-
ладает дробной размерностью и является фракталом. Увеличение 
любого его участка приводит к тому же результату, если просчи-
тать траектории с более точными числовыми значениями парамет-
ров, т.е. “странный” аттрактор самоподобен. Все траектории внут-
ри странного аттрактора неустойчивы; фазовая точка никогда не 
проходит по одной и той же траектории; любые две из них экспо-
ненциально расходятся, при этом оставаясь на инвариантном торе 
(рис. 4.10). Движения фазовой точки носят хаотический характер, 
а достаточно малое изменение начальных условий радикально из-
меняет вид движения: от  периодических  до  хаотических, т.е. оно 
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Рис. 4.10. Образование инвариантного тора  

фазовыми траекториями в модели Э.Н. Лоренца. 
 

становится неустойчивым, но детерминировано  предсказуемым  в 
смысле эволюционного развития. Перечисленные свойства гово-
рят  о  частичной  упорядоченности, которая проявляется в форми- 
ровании конвекционных ячеек Рэлея-Бенара.  

Ещё раз подчеркнём отличие детерминированного хаоса от 
случайных процессов: случайное движение либо непредсказуемо, 
либо предсказуемо (с определённой вероятностью) отличаются от 
сложных автоколебаний, отображаемых “странным” аттрактором, 
эволюция которых детерминируема, но ограниченно предсказуе-
ма, и они имеют вполне узнаваемый фазовый портрет. Кроме того, 
для описания стохастических процессов надо учитывать флуктуа-
ции в исходном уравнении или формулировать уравнение в терми-
нах плотности вероятности, как это сделал при создании кванто-
вой механики Э. Шрёдингер. Вхождение системы в детерминиро-
ванный хаос порождает внутренний “белый” шум, при этом сама 
система остаётся устойчивой по отношению к внешним шумам и 
воздействиям. Малое отклонение любой внутренней точки 
“странного” аттрактора от первоначального положения “потонет” 
во внутреннем шуме собственных флуктуаций системы. Иная кар-
тина наблюдается при малом отклонении системы от положения 
равновесия или стационарного состояния: по истечении продол-
жительного времени оно может привести к существенным изме-
нениям динамической системы и, может быть, к её полному раз-
рушению. Таким образом, детерминировано хаотические системы 
сочетают слабую чувствительность к малым внешним шумам и 
воздействиям с устойчивостью их “странного поведения”. 
 Другой вид “странного поведения” демонстрирует осцилля-
тор Рёсслера (рис. 4.11), который возникает при исследовании сис-
темы уравнений вида: 
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Рис. 4.11. Автоколебания в системе Рёсслера (1976) 
при 2,0=a ; 4,0=b  и 8=c . 
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Исследование системы уравнений (4.20) проводится аналогично 
тому, как это было показано на примере системы уравнений (4.18). 
 Если рассмотреть систему нелинейных итерационных урав-
нений вида 
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то она порождает довольно много “странных” аттракторов самых 
разнообразных и фантастических форм, некоторые из которых по-
казаны на рис. 4.12. 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.12. Области детерминированного хаоса нелинейной системы. 
 

Из приведенных примеров становится очевидным, что любая 
нелинейная система дифференциальных уравнений первого поряд-
ка с двумя или более переменными должны порождать “странный” 
аттрактор или “странный” репеллер. Системы со “странными” ре-
пеллерами представляют не меньший интерес, так как они должны 
отражать области случайного порядка, которые должны быть весь-
ма чувствительными к внутренним шумам и очень неустойчивыми 
по отношению к внешнему воздействию.  
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Глава 5. Динамические фракталы 
 

Чему бы жизнь нас не учила, но сердце ве-
рит в чудеса. 
            Ф.И. Тютчев 

 

Итерационные процессы на комплексной плоскости порож-
дают динамические фрактальные множества, которые уже напо-
минают некоторые природные явления и объекты. Например, воз-
никает конкуренция между несколькими аттракторами за домини-
рование на плоскости, что приводит к возникновению сложных, 
фрактальных по строению границ между территориями противо-
борствующих аттракторов. Именно в пограничных областях наб-
людается фазовый переход порядок-беспорядок. Наличие репелле-
ров порождает “пустыни”, недоступные для фазовых траекторий. 
Плоскость дробится на ячейки, размер которых должен определяя-
ться при устремлении числа итераций к бесконечности. В резуль-
тате “борьбы за выживание” может остаться только одна из вою-
щих сторон, но на плоскости всегда останутся точки, которые “не 
подчинятся зову победителя”. Границы такого вида называются 
множествами Жюлиа (Гастон Жюлиа и Пьер Фату изучали эти 
множества для случая рациональных отображений в комплексной 
плоскости), ряд этих фигур изображён на рис. 5.1. 
  а)         б)           в) 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.1. Виды фрактальных множеств Жюлиа. 
 

На границе происходят постоянные “стычки”, она постоянно ви-
доизменяется, что невозможно отобразить на статической картин-
ке. Именно из-за этого процесса комплексные фракталы получили 
название “динамические”. Кроме того, на плоскости могут появ-
ляться новые аттракторы, которые, используя конкурентную борь-
бу между другими аттракторами, могут захватить большую терри-
торию и диктовать другим “соплеменникам” свои условия. Выбор 
того или иного числового значения управляющего параметра при-
водит к конкретному типу множества Жюлиа. 
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5.1. Итерации комплексных функций 
 

Теория не является самоцелью наук, она занимается реальными, 
а не вымышленными проблемами. С точки зрения физика, тео-
рия больше напоминает дипломатию, чем твёрдые убеждения. 
                                                                                  Дж. Дж. Томсон 

 

Самая простая нелинейная, квадратичная итерация, которая 
была исследована Бенуа Б. Мандельбротом, имеет вид: 

 czzfz nnn +==+
2

1 )( ,     (5.1) 
где biac +=  – постоянное комплексное число. В области веществен-
ных чисел равенство (5.1) переходит в нелинейную систему двух 
итерационных функций гиперболического типа: 
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byxy
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nnn

21

22
1 .             (5.2) 

Преобразование (5.2) порождает фрактальную фигуру, вид границ 
которой постоянно изменяется. 

Как любое отображение, система уравнений (5.1) имеет непо-
движные точки, которые определяются из условия )(zfz =  и могут 
быть притягивающими (аттракторами), отталкивающими (ре-
пеллерами) или нейтральными (слиперами, производная от анг-
лийского слова sleep – спать). Неподвижная точка подобна в не-
котором смысле равновесному состоянию в термодинамике или 
стационарному состоянию для динамической системы. Если непо-
движная точка является стартовой точкой итерационного процес-
са, то система в ней и останется. Классификация неподвижных то-
чек соответствует динамическим равновесиям трёх типов: устой-
чивому, неустойчивому и лабильному (безразличному). Все точки, 
которые отображают итерационный процесс (5.1), будут неогра-
ниченно приближаться к аттрактору, удаляться от репеллера или 
находиться на первоначальном расстоянии от слипера. Характер 
неподвижной точки определяется значением первой производной 
от итерационной функции )( zf : аттракторы характеризуются зна-
чениями первой производной, которые удовлетворяют неравенст-
ву 1)( <′ zf , слиперы – равенству 1)( =′ zf , а репеллеры – неравенству 

1)( >′ zf . Способ получения этих соотношений становится очевид-
ным, если разложить итерационную функцию в окрестности лю-
бой неподвижной точки 0z  в ряд Тейлора 
     +−′+= )()()()( 000 zzzfzfzf …,             (5.3) 
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ограничившись первыми двумя членами разложения. Для непод-
вижной точки равенство (5.1) примет вид ( 1)( += nzzf , 00)( zzf = , nzz = , а 

0z  определяет исходную точку): )()( 0001 zzzfzz nn −′+=+  или 
   )()( 0001 zzzfzz nn −′=−+ .             (5.4) 

Из формулы (5.4) видно, что при 1)( <′ zf  расстояние от итераци-
онной точки nz  до неподвижной точки 0z  с каждым итерационным 
шагом будет уменьшаться, для слипера ( 1)( =′ zf ) – оставаться не-
изменным, а для репеллера ( 1)( >′ zf ) – увеличиваться. 

Не менее важными точками комплексных отображений явля-
ются периодические точки, которые образовывают циклы. Напри-
мер, цикл периода 2 определяется равенствами: 

  
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

ξζ
ζξ

f
f ,               (5.5) 

при этом точки, которые находятся на цикле, никогда его не поки-
дают, а переходят друг в друга. Из (5.5) легко видеть, что перио-
дические точки цикла периода 2=k  являются неподвижными точ-
ками отображения: 

    )())(( )2(
1 nnn zfzffz ==+ ,             (5.6) 

а периодические точки цикла периода ,5,4,3=k … –  
 )())((... )(

1
1 n

k
n

k
n zfzffffz ==

−
+ 43421

.             (5.7) 

Характеристика цикла периода 2 определяется первой производ-
ной от функции отображения, т.е. 

)()()())(()))((())(( )2( ξζξξξξ ffffffff ′⋅′=′⋅′=′=′ .            (5.8) 
Дальнейшая классификация для циклов периода 2 (с учётом фор-
мулы (5.8)) проводится также, как и для неподвижных точек отоб-
ражения: если выполняется неравенство 1)()( <′⋅′ ξζ ff , то цикл 
притягивает точки; при 1)()( =′⋅′ ξζ ff  – точки отображения нахо-
дятся на первоначально определённом расстоянии от цикла; в слу-
чае, когда 1)()( >′⋅′ ξζ ff , итерационные точки удаляются от цик-
ла. Такая же схема исследования применяется и для циклов перио-
да ,5,4,3=k … Точки, в которых появляется цикл периода 2, называ-
ются точками бифуркации (или ветвления); для цикла периода 3 – 
точками трифуркации и т.д. В связи с этим неподвижные притя-
гивающие циклы периода 2≥k , согласно А. Пуанкаре, также назы-
ваются аттракторами. Поэтому сохраняющие первоначальное рас-
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стояние циклы будем называть слиперами, а отталкивающие – ре-
пеллерами. Итак, под особыми структурами динамической систе-
мы будем понимать неподвижные точки (фокусы) и  неподвижные  
циклы с общими именами: аттракторы, слиперы и репеллеры. Бес-
численное множество неподвижных точек может образовывать ли-
нию Кантора. Если изображающая точка притягивается к бесконе-
чности, то притягивающей точкой является бесконечно удалённая 
точка. 

 

5.2. Комплексные регулярные фракталы  
Жюлиа, Фату, Мандельброта 

 

Красота и математическое совершенство точно решён-
ных моделей инициирует появление и развитие новых 
математических структур, которые, в свою очередь, спо-
собствуют созданию новых физических теорий… 
                         А.Ю. Захаров 

 

Простейшее множество Жюлиа порождается отображением  
2

1 )( nnn zzfz ==+ ,              (5.9) 
которое является частным случаем более общих преобразований 
комплексной плоскости с помощью полиномов  

      )()(1 zPzfz nnn ==+ ,            (5.10) 
где 01

2
2

1
1 ...)( azazazazazP n

n
n

nn +++++= −
−  – полином порядка n  с комплек-

сными коэффициентами, или их отношения (рациональной дроби): 
  )(/)()(1 zQzPzfz mnnn ==+ .           (5.11) 

Неподвижные точки отображения Жюлиа являются решени-
ем уравнения zz =2 : 01 =z  и 12 =z . Первая производная от итераци-
онной функции равна zzf 2)( =′ . В первой неподвижной точке она 
равна 10)0( <=′f , следовательно, эта точка порождает аттрактор. Во 
второй неподвижной точке 12)1( >=′f , т.е. она соответствует репел-
леру. Если выбрать в качестве начальной итерационной точки та-
кую, модуль которой меньше единицы, то последовательность чи-
сел 2

0z , 4
0z , 8

0z ,… будет стремиться к нулю, т.е. к устойчивому фоку-
су 01 =z . Если начальная точка по модулю равна 1, то и все после-
дующие итерационные точки будут лежать на единичной окруж-
ности, т.е. на слипере. Если же модуль начальной точки итераци-
онного процесса превышает единицу, то вышеуказанная последо-
вательность стремится к бесконечно удалённой точке. Таким обра-
зом, сепаратрисой (границей) бассейнов двух  аттракторов  (устой- 
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чивого фокуса и бесконечно удалённой точки) является слипер в 
виде единичной окружности, внутри которой лежит устойчивый 
фокус и на которой находится неустойчивый репеллер 12 =z , а так-
же все неподвижные точки отображений более высокого порядка 

)()( zf k . 
Если константа 0≠c , то корни уравнения zcz =+2  также приво-

дят к аналогичным трём случаям, но при этом внутренний аттрак-
тор находится в точке 01 ≠z , а граница приобретает фрактальную 
структуру. При значении константы ic 74,012,0 +−=  граница состоит 
из связного множества деформированных окружностей. Внутрен-
ние точки этих окружностей притягиваются к трициклам, опреде-
ляемым уравнением вида (5.7): )()3(

1 nn zfz =+ . Следовательно, вид гра-
ницы (множества Жюлиа, рис. 5.1а и б, стр. 86) зависит от значе-
ний постоянной 0≠c . Возможна ситуация, что при определённом 
значении константы c  граница может превратиться в “пыль” Кан-
тора – множество несвязанных между собой точек, которое полу-
чило название “пыль” Фату (рис. 5.1в). Следует отметить, что вы-
бор начальной итерационной точки не из множества Жюлиа уво-
дит последовательность отображающих точек на бесконечность, в 
противном случае точки множества довольно хаотичным образом 
переходят одна в другую. Б.Б. Мандельброт установил правила, по 
которым можно предсказать вид множества Жюлиа в зависимости 
от значения управляющего параметра c. Эти правила графически 
отображаются в виде множества Мандельброта (рис. 5.2). Множес- 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5.2. Графическое изображение правил Б.Б. Мандельброта. 

 

тво Мандельброта связно и имеет фрактальную размерность. Суть 
правил основателя фрактальной геометрии состоят в следующем: 
пока параметр c  находится в чёрной зоне, множества Жюлиа связ-
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ны; попадание значений параметра c в светлую область приводит 
к полному рассыпанию множества Жюлиа с переходом в множе-
ство Фату. 

Исследуем свойства самого множества Мандельброта. Осно-
вную его часть занимает фигура, похожая на кардиоиду. Значени-
ям параметра порядка c  из этой области соответствуют множества 
Жюлиа с незначительно деформированным слипером. Бесконеч-
ное множество ей подобных фигур, изображённых вокруг кардио-
иды, называются почками, которые отвечают за возникновение ци-
клов того или иного периода. Так центру наибольшей почки на 
рис. 5.2 соответствует значение параметра c , отвечающее за возни-
кновение бицикла (происходит бифуркация), сдвиг по веществен-
ной оси влево порождает переход к трициклам: бифуркационная 
ветвь разбивается на три ветви и т.д. Другие почки отвечают за во-
зникновение циклов более высоких порядков. Граница множества 
Мандельброта содержит бесконечно много слиперов, которые на-
зывают маргинально устойчивыми точками.  

Из рис. 5.2 также видно, что множество Мандельброта окру-
жено разветвлёнными иглоподобными фигурами, которые называ-
ют дендритами, на их иглах нанизано бесконечно много умень-
шенных копий множества Мандельброта. Если взять значение па-
раметра c  на игле дендрита, то множество Жюлиа принимает вид 
дендрита. Если запускать итерационный процесс с любой точки 
дендрита, то это приводит к хаотическим блужданиям отобража-
ющей точки по дендриту. Если начальная точка не принадлежит 
дендриту, то точка-образ притягивается бесконечно удалённым ат-
трактором. Стартуя из точки, принадлежащей какой-либо миниа-
тюрной копии главного множества Мандельброта, получают ком-
бинацию из дендрита и части, аналогичной и подобной основному 
множеству. Выбор исходной точки в малой окрестности дендрита 
порождает самые фантастические виды “пыли” Фату, один из ко-
торых показан на рис. 5.3. 
 Метод построения множества Мандельброта основан на тео-
реме, которую независимо друг от друга доказали Гастон Жюлиа и 
Пьер  Фату. Суть её состоит в определении связности множества 
Жюлиа. Если старт итерационного процесса происходит с точки 

00 =z  и отображающие точки не уходят на бесконечность, то мно-
жество Жюлиа связно.  Последнее утверждение является эффекти- 
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Рис. 5.3. “Морской конёк” из “пыли” Фату. 
 

вным критерием принадлежности управляющего параметра c мно-
жеству Мандельброта и способом построения последнего. Дейст-
вительно, последовательность комплексных чисел по соотноше-
нию (5.1) имеет вид: 00 =z ; cz =1 ; ccz += 2

2 ; cccz ++= 22
3 )( ; ccccz +++= 222

4 ))(( ; … 
Если эта последовательность имеет предел, отличный от бесконеч-
ности, то точка c  принадлежит множеству Мандельброта. Отбра-
сывание в этой последовательности исходной точки 00 =z  никаким 
образом не изменяет сделанного вывода. 

Очевидно, что на практике при построении фрактальной фи-
гуры Мандельброта ограничиваются достаточно большим, но ко-
нечным числом итераций, например, 200000, а при подходе к гра-
нице это число увеличивается до 500000. Из изложенного материа-
ла следует три правила Мандельброта: 
1) если итерационный процесс приводит к уходу последователь-
ности на бесконечность, то точка c  находится далеко от множества 
Мандельброта; 
2) чем медленнее точка-образ уходит на бесконечность, тем ближе 
она находится к границам множества Мандельброта; 
3) если последовательность 00 =z , cz =1 , ccz += 2

2 , cccz ++= 22
3 )( , … 

сходится к конечному числу, то параметр c  принадлежит множе-
ству Мандельброта. 
При построении фрактальной фигуры Мандельброта было замече-
но: если при значениях параметр c , удовлетворяющих неравенству 

2>c , итерационная точка выходит за границы круга с радиусом 2,  
то она быстро перемещается к бесконечно удалённой точке. Если 
построить линии ухода точки-образа на бесконечность и линии с 
одинаковыми значениями итерационной последовательности для 
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разных значений параметра c, то получим “заряженное” множест-
во Мандельброта (рис. 5.4). Отметим, что при значительном удале- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.4. “Заряженное” множество Мандельброта. 
 

нии от фрактальной фигуры эквилиния по форме приближается к 
окружности. 

Проведенное исследование вновь подтверждает ранее выска-
занное утверждение: генеалогический код, содержащий минимум 
информации, в сочетании с процессом его считывания способен 
породить неимоверно сложные и самоорганизованные фракталь-
ные фигуры. Другими словами, самоорганизация возникает в точ-
ках ветвления программы многократной реализации генеалогичес-
кого кода. В результате самоорганизации происходит перестройка 
внутренней структуры исходной системы и последующая эволю-
ция преобразованной системы в соответствии с принципом перси-
стентности. 

 

5.3. Отображение Ньютона 
 

Чутьё художника иногда стоит мозгов учёного, и то и другое 
имеет одни цели, одну природу, и что, может быть, со време-
нем при совершенствовании методов им суждено слиться. 
                      А.П. Чехов 

 

Пусть дана непрерывная и монотонная функция )(xf , которая 
на отрезке ];[ ba  имеет непрерывные и не обращающиеся в нуль 
производные )(' xf  и )('' xf , а на концах отрезка ];[ ba  принимает зна-
чения разных знаков. В силу монотонности график функции пере-
секает ось абсцисс в единственной точке 0x , которая является кор-
нем уравнения 0)( =xf  (рис. 5.5). Проведём касательную к графику 
функции )(xfy=  из того конца отрезка ];[ ba , для которого выполняет- 
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  Рис. 5.5. Приближение к корню по методу Ньютона. 

ся неравенство 0)()( '' >afaf  или 0)()( '' >bfbf . Для графика, изображён-
ного на рис. 5.5, таким концом является точка b , так как график 
функции вогнутый, то 0)('' >bf  и 0)( >bf . При выборе другого конца 
интервала точка пересечения касательной с осью абсцисс может 
выйти за пределы интервала ];[ ba . Воспользуемся уравнением ка-
сательной, которую проведём к графику заданной функции )(xfy =  
в точке b : 

)()()( ' bxbfbfy −+= . 
Касательная пересекает ось абсцисс в точке  

)(
)(

'1
bf

bfbx −= , 

в которой проведём новую касательную. Новая касательная пере-
секает ось абсцисс в точке  

)(

)(

1
'

1
12

xf

xf
xx −= . 

Данный процесс повторяется до тех пор, пока не будет достигнута 
требуемая точность ε  на шаге k :  

)(

)(

1
'

1
1

−

−
− −=

k

k
kk

xf

xf
xx . 

Следовательно, ε±≈ kxx 0 . 
Если этот алгоритм применить к функции комплексного пе-

ременного, то получим итерационный процесс 

)(

)(
'1

n

n
nn

zf

zf
zz −=+ .           (5.12) 

Легко видеть, что неподвижными точками отображения (5.12) яв-
ляются корни уравнения 0)( =zf .  

Наличие дроби в итерационной формуле (5.12)  указывает  на  
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наличие особых сверхпритягивающих точек, для которых выпол-
няется равенство 0)(' =zf . Согласно формуле (5.4), корни уравнения 

0)(' =zf  будут притягивать к себе любую итерационную последова-
тельность, причём расстояние от сверхпритягивающей точки до 
точки-образа будет равно нулю. Это говорит о том, что при старте 
с корня уравнения 0)(' =zf  итерационный процесс будет давать зна-
чения совпадающие с этим корнем. Для пояснения этого момента 
рассмотрим ряд примеров. 

 Если итерационной функцией является квадратичный поли-
ном czbzazPzf ++== 2

2 )()( , то неподвижными точками будут корни квад-
ратного уравнения 02 =++ czbza , которые имеют вид 

   
a

cabb
z

2
42

2,1
−−

=
m            (5.13) 

и расположены симметрично относительно прямой Дж. Хаббарда 
(1977) 

a
bz
2

−= , которая расположена перпендикулярно к отрезку пря-

мой, соединяющей корни (5.13). Если итерации начинаются с точ-
ки на прямой Хаббарда, то точки-образы будут постоянно распо-
лагаться на ней, совершая хаотические колебания. Корни квадрат-
ного уравнения (5.13) являются аттракторами, прямая Хаббарда – 
слипером. В силу того, что все точки прямой Хаббарда являются 
особыми сверхпритягивающими точками, то граница между аттра-
кторами имеет сложную фрактальную структуру. Используя па-
раллельный перенос и масштабирование, приведём квадратичный 
полином к виду, описывающему множество Мандельброта: 

CZ
a

bc
a

bza
a

bc
a
bz

a
bzacz

a
bzaczbzazP +=−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=++= 2

2222

2
222

2 4244
)( ,     (5.14)    

где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

a
bzaZ
2

, 
a

bcC
4

2
−= . В новой системе координат прямая Хаббар-

да проходит через начало координат, её схематичный вид показан 
на рис. 5.6. Граница каждой грушевидной фигуры состоит из бес-
конечного числа подобных грушевидных фигур, которые соседст-
вуют с обеими полуплоскостями комплексной плоскости. 

В случае кубической функции картина значительно усложня-
ется. Вначале рассмотрим простой полином третьей степени вида 

1)()( 3
3 −== zzPzf . Корни этой функции имеют вид: 

 11 =z , 
2

31
3,2

m−
=z .           (5.15)  
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Рис. 5.6. Схематичный вид сепаратрисы  
для случая czbzazPzf ++== 2

2 )()( . 
При расположении корней на комплексной плоскости они образу-
ют равносторонний треугольник, высотами, биссектрисами и ме-
дианами которого являются прямые Хаббарда (рис. 5.7).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5.7. Корни уравнения 013 =−z  и 
границы Хаббарда (пунктирные прямые). 

 

Из рис. 5.7 видно, что прямые Хаббарда пересекаются в точке 
0=z , в которой первая производная функции ( 2' 3)( zzf = ) обращается 

в нуль. Она лежит на всех трёх прямых Хаббарда, которые явля-
ются слиперами. Особенность точки 0=z  и хаотичность колебаний 
на слиперах порождает “пузырчатую” границу между тремя аттра-
кторами (5.15), которая разделяет комплексную плоскость, как пи-
рог, на три части. Сепаратриса представляет собой фрактальное 
множество, показанное на рис. 5.8а, на рис.5.8б показаны итераци- 
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    а)       б) 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.8. Сепаратрисы (а) и потоки (б) в итерационном процессе Ньютона. 

 

онные  потоки  метода  Ньютона. Отметим, что столь своеобразное 
строение фрактальной сепаратрисы приводит к тому, что она со-
седствует одновременно с тремя областями. На рис. 5.9 показан 
увеличенный участок границы между тремя областями. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.9. Фрактальная структура увеличенного участка 

“деревьев” Хаббарда. 
 

В общем случае, когда в качестве итерационной функции ис-
пользуется произвольный полином третьей степени, реализация 
метода Ньютона сопровождается появлением своеобразных облас-
тей. Если старт итерационного процесса происходит из этих об-
ластей, то точки-образы притягиваются к циклу, который не свя-
зан ни с одним из корней кубического уравнения. Если параметри-
зовать коэффициенты кубического полинома, т.е. установить их 
зависимость от некоторого комплексного параметра t , то на ком-
плексной плоскости этого параметра появлению цикла будут со-
ответствовать те области, которые представляют собой миниатюр-
ные копии множества Мандельброта. 
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Глава 6. Кватернионные (гиперкомплексные) фракталы 
 

Единственный способ избавиться от драконов – 
это иметь своего собственного. 

Е.Л. Шварц 
 

 С начала 60-х годов ХХ в. в научной литературе появляются 
работы, в которых для описания физических явлений и процессов 
используются функции пространственного комплексного перемен-
ного (кватернионов). Эти работы показали перспективность при-
менения кватернионов при исследовании механических, электро-
магнитных, квантовых и других физических процессов.  
 Кватернион можно получить из комплексного числа yixz +=  
с использованием принципа удвоения комплексных единиц. Пола-
гая 20 xjxx +=  и 31 xjxy +=  ( 12 −=j  – новая мнимая единица) и вводя за-
кон умножения комплексных единиц (табл. 6.1, Гамильтон (1843)), 

               Таблица 6.1.  
Произведения гиперкомплексных чисел i , j  и k . 

 
 
 
 
 

получим кватернион 
                                      zkyjxiq +++= τ .                                 (6.1) 

В формуле (6.1) τ  называется числовой (скалярной или веществен-
ной), а zkyjxi ++  – векторной (мнимой) частями кватерниона. Из 
табл. 6.1. видно: произведение гиперкомплексных чисел некомму-
тативно (неперестановочно). Таким же законом умножения, как и 
комплексные единицы, обладают орты координатных осей в век-
торной алгебре со следующими отличиями:  
– скалярное произведение ортов nmmn ee δ=⋅ , где 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
mn
mn

nm ,1
,0

δ  – сим-

вол Кронекера;  
– векторное произведение q

q
nmmn eee Ω=× , где символ 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ −
=Ω

уподстановкчётнуюобразуютиразличныиндексывсеесли
совпадаютиндексадвабыхотяесли

уподстановкнечётнуюобразуютиразличныиндексывсеесли
q
nm

,1
,0
,1

. 

В физической интерпретации табл. 6.1 отображает наличие в ис-
следуемом многообразии поступательного и вращательного дви-
жений, т.е. винтового перемещения. 

 i  j  k  
i  1−  k  j−  
j  k−  1−  i  
k  j  i−  1−  
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Гиперкомплексные числа подчиняются всем арифметическим 
действиям. Особый интерес представляет произведение мнимых 
частей двух разных кватернионов: 

 

 ( ) ( )izyzyzzyyxxqq 122121212121 ImIm −+++−= ( ) ( )kyxyxjxzxz 12211221 −+−+ .  (6.2) 
 

Действительная часть (6.2) представляет собой скалярное произве-
дение вектора );;( 111 zyxX =  на вектор );;( 222 zyxY = , т.е. ( )YX ⋅− . Мнимая 
часть кватерниона (6.2) представляет собой векторное произведе-
ние YX ×  этих векторов. Исходя из изложенного материала, можно 
предложить иную форму записи кватерниона: 
                                                  qqq β+= 0                                           (6.3) 
( β  – мнимая единица, 12 −=β ). Такую форму записи кватерниона бу-
дем называть алгебраической или векторной, причём перемноже-
ние мнимых частей кватернионов будет осуществляться с учётом 
(6.2) по правилу 
                                       [ ]212121 qqqqqq ×+⋅−= βββ .                       (6.4) 
Вычислим длину (модуль) q  и квадрат кватерниона: 
                              ( )( ) 22

000
2* qqqqqqqqq +=−+== ββ ;                                     

                             qeqqqqqq 0
22 2β+=⋅= ; 22

0
2 qqq −= ,             (6.5) 

здесь 22
0

2 qqq −= – вещественноподобный интервал, qe  – единич-
ный вектор в направлении вектора q . Формулы (6.5) показывают, 
что введение кватернионов объединяет евклидово и псевдоевкли-
дово пространства. Поэтому такое пространство будем называть 
гиперпространством. В евклидовом неискривлённом пространст-
ве из первого равенства (6.5) следует, что 

 1
22

0 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

q
q

q
q .     (6.6)  

Полученное равенство означает, что после введения угла ϕ  между 
кватернионом и осью 0qO , можно записать: ϕcos0 qq =  и ϕsinqq = . 
В псевдоевклидовой части гиперпространства из определения ин-
тервала 22

0
2 qqq −=  следует равенство  

1
22

0 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

q
q

q
q .     (6.7)  

Следовательно, в псевдоевклидовом пространстве  
ϕchqq =0  и ϕshqq = . 

Рассмотрим другие формы записи кватерниона: 
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а) тригонометрическая форма записи кватерниона  
                                     ( )ϕβϕ sincos qeqq += ,                          (6.8) 

здесь 
q

q0cos =ϕ , 
q
q

=ϕsin , единичный вектор qeβ  называют цветом 

кватерниона.  
б) показательная запись кватерниона  
                           ( ) ( )ζψξϕβ kjiqeqq q ++== expexp ,         (6.9) 
где угол ϕ  связан с углами ξ , ψ  и ζ  соотношением 

2222 ζψξϕ ++= . 
Если в евклидовом подпространстве кватернион (6.1) разде-

лить на модуль гиперкомплексного числа, то получим ортомоду-
лированный кватернион в евклидовом пространстве:  

                          3210 coscoscoscos αααα kji
q
q +++= ,                    (6.10) 

где nα  ( 30÷=n ) – углы, которые образует кватернион с осями ортого-
нальной системы координат в евклидовом гиперпространстве. Ко-
синусы nαcos  называются направляющими косинусами кватернио-
на. Они связаны между собой соотношением 

    1coscoscoscos 3
2

2
2

1
2

0
2 =+++ αααα .          (6.11) 

Установим связь между направляющими косинусами кватерниона 
и углами ξ , ψ  и ζ . Воспользовавшись формулой Эйлера 

γγγ sincos iei += , 
нетрудно показать, что 

    ζψξζψξα sinsinsincoscoscoscos 0 −= ; 
    ζψξζψξα coscossinsinsincoscos 1 += ; 
    ζψξζψξα sincossincossincoscos 2 −= ; 

      ζψξζψξα cossinsinsincoscoscos 3 += . 
При значении углов nπψ 2= , mπζ 2= , (n , Zm∈ ) получаем стандарт-
ные формулы для комплексного числа: ξα coscos 0 = и ξα sincos 1 = .  

В псевдоевклидовом пространстве ортонормированный ква-
тернион равен: 
                                 3210 γγγγ chkchjchich

q
q +++= ,                 (6.12)  

где nγ  ( 30÷=n ) – углы, которые образует кватернион с осями ортого-
нальной системы координат в псевдоевклидовом подпространстве.  



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

101 
 

Направляющие косинусы связаны между собой равенством 
13

2
2

2
1

2
0

2 =−−− γγγγ chchchch . 
Комплексная функция ),(),()( yxviyxuzf +=  ( ),(),(),,( yxRyxvyxu ∈ ) бу-

дет аналитической (регулярной, голоморфной) в области D , если 
она удовлетворяет условиям Коши-Римана: 
                                          

y
v

x
u

∂
∂=

∂
∂ ;    

x
v

y
u

∂
∂−=

∂
∂ .                              (6.13) 

Согласно теории Ли, можно ввести инфинитезимальный комплек-
сный оператор 

y
i

x ∂
∂+

∂
∂=◊ . Подействуем оператором ◊  на комплекс-

ную функцию )( zf , получим 

                                     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

=◊
x
v

y
u

i
y
v

x
u

zf )( .                           (6.14) 

В силу условий (6.13) аналитическая функция )( zf  удовлетворяет 
уравнению 0)( =◊ zf . Функция )( zf  называется гармонической, ес-
ли она удовлетворяет уравнению Лапласа  

0=∆ f  

(
2

2

2

2

yx ∂
∂+

∂
∂=∆  – оператор Лапласа). Оператор Лапласа ∆  можно предс-

тавить в виде ◊◊=∆ +  (
y

i
x ∂

∂−
∂
∂=◊+  – комплексно-сопряженный опера-

тор к оператору ◊ ), тогда гармоническая функция удовлетворяет 
уравнению 0=◊◊+ f .  

Для получения условий, аналогичных соотношениям Коши-
Римана и определяющих регулярность кватернионной функции 

),(),(),( rtVrtWrtf β+=  
в области D, подействуем оператором 

rt ∂
∂+

∂
∂=◊ β  на эту функцию 

                        Ξ+Σ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−

∂
∂=◊ ββ V

rt
V

r
W

r
V

t
Wf .                

Вводя обозначения 
r

WWWgrad
∂
∂=∇= , 

r
VVdiv

∂
∂=  и ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×

∂
∂= V
r

Vrot  (опера-

ции градиента ( grad ), дивергенции ( div ) и ротора ( rot ) стандартно 
определены в векторной алгебре) и учитывая уравнение 0=◊ f , по-
лучим условия регулярности функции f  в области D : 
                                    Vdiv

t
W =
∂
∂ ,    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂−= Vrot

t
VWgrad .                 (6.15) 

Если функция ),( rtf  не удовлетворяет соотношениям (6.15), то она  



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

102 
 

нерегулярна. Предположим, что эта функция является гармониче-
ской функцией, тогда она удовлетворяет уравнениям: 
                                              0=Ξ+

∂
Σ∂ div
t

.                                      (6.16)  

                                          0=Ξ−Σ−
∂
Ξ∂ rotgrad
t

,                               (6.17) 

при этом функции W  и V  удовлетворяют уравнениям  
02

2
=∆+

∂
∂ W

t
W  и 02

2
=∆+

∂
∂ V

t
V . 

Рассмотрим псевдогиперфункцию ),(),(),( rrrf τψβτφατ += , ко-
торая описывает поле в некоторой замкнутой псевдоевклидовой 
области D . Выясним условия регулярности псевдогиперфункции. 
Подействуем оператором 

r∂
∂+

∂
∂=◊ β
τ

α  на данную функцию и вос-

пользуемся уравнением 0=◊ f , тогда получим 
                                                0=+

∂
∂ ψ
τ
φ div ,                                     (6.18) 

                                                0=+
∂
∂ φ

τ
ψ grad ,                                   (6.19) 

                                                 0=ψrot .                                           (6.20) 
Преобразуем (6.18) к виду 
                                       ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂ ψφφ
τ
φ

c
Vdiv

c
Vdiv                           (6.21) 

или 
                                        φφ σ

τ
φ =+

∂
∂ Jdiv ,                                     (6.22) 

где 
c
VJ φφ =  – поток величины ),( rτφ ; )( ψσ φφ −= Jdiv  – производство 

величины φ  в области D  за счёт наличия “стоков” и “источников”. 
Если источники и стоки отсутствуют ( 0=φσ ) и среда несжимаема 
( 0=Vdiv ), то величина φ  сохраняется. Таким образом, уравнение 
(6.18) определяет в общем случае уравнение баланса величины φ , 
а в частном случае 0=φσ  –  дифференциальный закон сохранения 
временной составляющей псевдогиперфункции.  
      Следующее уравнение (6.19) путём преобразования 

                                  φψψ
τ
ψ gradgrad

c
Vgrad

c
V −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛+
∂
∂                    (6.23) 

сводится к виду 
                                          φψ

τ
ψ gradgrad

c
V

d
d −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛= .                               (6.24) 



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

103 
 

Формула (6.24) определяет закон изменения векторной функции 
),( rτψ , т.е. закон движения величины, описываемой этой функци-

ей. Из формулы (6.20) следует, что векторное поле ψ  является по-
тенциальным полем (безвихревым, следовательно,  

),(),( rgradr τλτψ −= , 
где ),( rτλ  – потенциал векторного поля ψ ).  

Используя формулы (6.18)-(6.20), проверим регулярность им-
пульсного поля ),(),(),( rp

c
rErP τβτατ +=  

(6.18):                  ( ) ( ) 00 =+
∂
∂

⇒=+
∂
∂ Vmdiv

t
mVmdiv

c
E
τ

                          (6.25) 

–  закон сохранения массы, записанный в дифференциальной фор-
ме.  
(6.19):    ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⇒−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛= EmVgrad
td
pd

c
EgradVmgrad

c
V

d
pd

2

2

τ
,     (6.26) 

где учтено постоянство массы m . Обозначая через 
2

2mVK =  – кине-

тическую энергию, а через KEU −=  – потенциальную энергию, пе-
репишем последнее уравнение в виде второго закона Ньютона  

             FU
td
pd =−∇= .            (6.27) 

Уравнение (6.20) показывает потенциальность импульсного поля.  
 

6.1. Множества Жюлиа в гиперпространстве 
 

Читать не размышляя – всё равно 
что есть и не переваривать.  
                                   Эдмунд Берк 

 

В гиперпространстве итерационное отображение Жюлиа име-
ет вид 

      0
2

1 qqq nn +=+ ,                    (6.28) 
где kejcibaq +++=0  – постоянный кватернион. В пространстве Евкли-
да равенство (6.28) эквивалентно системе четырёх итерационных 
уравнений (см. квадрат кватерниона во втором равенстве (6.5)): 

          
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=

+=

+=

+−−−=

+

+

+

+

ezz

cyy

bxx

azyx

nnn

nnn

nnn

nnnnn

τ
τ
τ

ττ

2

2

2

1

1

1

2222
1

,                  (6.29) 

которая является частным случаем системы уравнений вида (4.21).  
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При 00 =z  и 0=e  система (6.29) порождает трёхмерную проекцию 
фигуры Жюлиа: 

          
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

+−−=

+

+

+

cyy

bxx

ayx

nnn

nnn

nnnn

τ
τ

ττ

2

2

1

1

222
1

,                           (6.30) 

которую обозначим 3DJ. При 00 =y  и 0=c  система уравнений (6.30) 
сводится к ранее исследованной системе итерационных функций 
гиперболического типа 2DJ (см. пункт 5.1, формула (5.2), стр. 87).  

    ⎪⎩
⎪
⎨
⎧

+=

+−=

+

+

bxx

ax

nnn

nnn

τ
ττ
21

22
1 .                    (6.31) 

При 00 =x  и 0=b  система (6.31) порождает логистическое отображе-
ние Ферхюльста (см. пункт 4.4, формулу (4.13), стр. 73) или мно-
жество 1DJ. 

Так как множества 1DJ и 2DJ изучены в главах 4 и 5, соответ-
ственно, то исследуем свойства множества 3DJ:  
– двумерными сечениями множества 3DJ являются множества Жю-
лиа; 
– при выполнении неравенства 022 ≠+ cb  нелинейное преобразова-
ние (6.30) имеет две неподвижные точки );;( AAA yxA τ  и );;( BBB yxB τ , 
где координаты 

s
s

A 2
1−=τ ; sbxA = ; scyA = ; 

s
s

B 2
1+=τ ; sbxB −= ; scyB −= , а па-

раметр 
)(8

)(161814
22

222

cb

cbaaa
s

+

+++−+−
= ; 

– при выполнении соотношений 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<++

<

≠+

5,0

5,0

0

222

22

AAA

A

yx

cb

τ

τ  точка );;( AAA yxA τ  бу-

дет устойчивой, а точка );;( BBB yxB τ  – всегда неустойчивой;  
– при выполнении равенств 0=b , 0=c  и 75,02 −<<− a  наблюдается счёт-
ное множество подынтервалов, на которых наблюдаются устойчи-
вые периодические точки; 25,075,0 <<− a  существует единственная ус-

тойчивая неподвижная точка )0;0;( CC τ  (
2

411 a
C

−−
=τ ) и единственная 

неустойчивая неподвижная точка )0;0;( DD τ  (
2

411 a
D

−+
=τ ); при 25,0=a  

точки )0;0;( CC τ  и )0;0;( DD τ  сливаются и порождают лабильную точ-
ку, которая исчезает при 25,0>a ; при 5,0=a  особая точка )0;0;5,0(E  по- 
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рождает инвариантный цикл: 5,0=Bτ , 
4

1422 −=+ ayx ; 

– множество 3DJ(a, b, c) при нулевых значениях параметров a, b и 
c принадлежит единичной сфере 1222 =++ yxτ  и индуцирует хаоти-
ческие движения; 
– множество 3DJ(a, 0, 0) симметрично осей xO  и yO  и при малых 
значениях параметра a лежит на некоторой поверхности вращения 
вокруг оси τO ; 
– при выполнении неравенств 2>≥ zq  любая траектория итераци-
онного процесса 3DJ(a, b, c) стремится к бесконечно удалённой не-
подвижной точке, а само множество 3DJ(a, b, c) – несвязно, состо-
ит из отдельных точек; 
– множество 3DJ(a, b, c) является границей областей притяжения 
устойчивых точек и бесконечно удалённой точки; 
– множество 3DJ(a, b, c) инвариантно относительно прямого и об-
ратного итерационных процессов, причём для обратного отобра-
жения оно является аттрактором. Вид множества 3DJ(a, b, c) с раз-
личных сторон показан на рис. 6.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 6.1. Кватернионное множество 3DJ(a, b, c)  
и его виды с разных ракурсов. 
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6.2. Симметрия и мозаики 
 

Можно думать, что пятерная ось является у мелких организ-
мов своеобразным инструментом борьбы за существование, 
страховкой против окаменения, против кристаллизации, пер-
вым шагом которой была бы “поимка” решёткой. 

           Н.В. Белов 
 

Присутствие той или иной симметрии в структуре фракталь-
ной фигуры свидетельствует о наличии инвариантных характерис-
тик. Их число значительно возрастает при увеличении числа степе-
ней свободы, т.е. при переходе вещества в конденсированное сос-
тояние. Регулярные структуры возникают при достижении тем или 
иным параметром порядка критического значения. Примерами та-
кой самоорганизации могут служить: кристаллизация и появление 
ячеек Рэлея-Бенара; периодические химические реакции Белоусо-
ва-Жаботинского и возникновение вихревых дорожек; снежинки и 
паттерны колоний бактерий.  

Помимо статической симметрии возникающих структур сле-
дует отметить симметрию протекающих транспортных и динамиче-
ских процессов. Взаимодействия частиц, обмен информацией-энт-
ропией, веществом и энергией между внутренними частями систе-
мы и с внешней средой, взаимное влияние потоков разных физиче-
ских величин друг на друга, внешние и внутренние поля, флуктуа-
ции и детерминированный хаос – все они обладают своей симмет-
рией, которая формирует свойства и геометрические особенности 
регулярной структуры. Изучение статических и динамических сим-
метрий даст возможность управления физико-химическими свойст-
вами и геометрическим устройством порождаемых пространствен-
но-периодических структур. 

Исследования физических явлений и процессов показали, что 
при обнаружении той или иной правильной упаковки ячеек, напри-
мер, в кристалле, будет говорить о существовании такой же струк-
туры в гидродинамическом течении, в виде фазового портрета ди-
намической системы, при возникновении периодического движе-
ния или при развитии биологического объекта. Следовательно, за-
кон геометрического формообразования является универсальным. 
Это свидетельствует о том, что формирование системы во внешней 
среде происходит путём отбора тех симметрий, которые являются 
общими как для динамической системы, так и для внешней среды. 
Поэтому выяснение вида возможных покрытий (мозаик) плоскости, 
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а тем более пространства, является не только чисто геометрической 
задачей, но и представляет значительный интерес для физики в свя-
зи с возникновением ближнего и дальнего порядков в веществе.  

Симметрии определяют геометрическую форму самооргани-
зующихся фигур. В этой связи важно выяснить, какие симметрии 
разрешены, а какие запрещены геометрическими законами. В осно-
ве кристаллофизики лежит ортодоксальная идея плотного покры-
тия плоскости или пространства периодически повторяющимися 
фигурами. Реализация этой идеи требует существования некоторо-
го постоянного вектора, трансляция на который всей совокупности 
структурных ячеек, вновь приводит к базисному виду порождаю-
щей совокупности. Однако трансляция должна быть совместимой с 
поворотом на определённый угол (осью симметрии того или иного 
порядка). Осью симметрии k -го порядка называют прямую линию, 
поворот вокруг которой на угол 

k
πϕ 2=  приводит к совмещению фи-

гуры самой с собой. Порядок оси ( k ) определяет количество само-
совмещений решётки при повороте на 0360 . Для определения значе-
ний разрешённых углов поворота рассмотрим плоскую решётку, 
показанную на рис. 6.2. Из рисунка видно, что при повороте вокруг  
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.2. Сочетание трансляционного сдвига на вектор ar  
и поворота на угол ϕ . 

 

осей, проходящих через точки 1B  и 2B  и расположенных перпен-
дикулярно к плоскости рисунка, на угол ϕ , конец радиуса ma  ( m  – 
масштабный коэффициент, в классической кристаллофизике 1=m ) 
попадает в силу самоподобия в точки решётки 2A  и 3A , соответст-
венно. Расстояние между точками 2A  и 3A  равно постоянной решёт-
ки a , уменьшенной (увеличенной) в целое число раз. Для положи-
тельных значений числа n  направления векторов ar  и an r  совпада-
ют, а для отрицательных значений числа n  – эти векторы разнона-
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правленные. Из рис.6.2 следует необходимость выполнения равен-
ства: 

   ϕcos2 amana −=   или   ϕcos
2

1 =−
m
n .                  (6.32) 

Так как значения косинуса принадлежат интервалу ]1;1[− , то целое 
число n  принадлежит отрезку ]12;12[ ++− mm  (положительность числа 
m  очевидна). Зависимость порядка k  оси симметрии от числа n  при 
разных значениях масштабного параметра m  показана на рис. 6.3. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 6.3. Возникновение новых квазиосей симметрии  
при увеличении радиуса области самоподобия. 

 

При полуцелых значениях m  наблюдаются классические оси сим-
метрии только 1-го, 2-го и 4-го порядков, а для целых значений – 
все классические оси порядка 1-го, 2-го, 3-го, 4-го и 6-го порядков. 
При 

2
3≥m  возникают квазиоси симметрии, запрещённые при клас-

сическом подходе (см. также таблицы в Приложении А), в частно-
сти, возникает ось 5-го порядка, которая наблюдается в квазикрис-
таллах. Следовательно, появление новых квазиосей симметрии при 
увеличении размера области подобия приводит к возникновению 
промежуточных состояний вещества с фрактальной геометрией и 
частичным упорядочением.  

Рассмотрим покрытие плоскости базисными ячейками с той 
или иной симметрией. Стандартный подход состоит в использова-
нии конечного числа базисных элементов, образующих совокуп-
ность мозаичных ячеек. Ячейкам может быть придана сколь угодно 
сложная форма, как это делал, например, в своих картинах Мориц 
Эшер (рис.6.4). Однако сохранение дальнего порядка при покрытии 
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Рис. 6.4. M. Escher, Twon cavaliers. 

 

такими мозаиками наблюдается только для ограниченного числа 
способов. Кроме того, в теории покрытий, паркетов, упаковок и 
орнаментов существует выделенная симметрия с осью пятого по-
рядка (квазикристаллы). Например, в физике твёрдого тела счита-
лось невозможным появление дальнего порядка в квазикристал-
лах. Однако в конце XX века они были обнаружены не только экс-
периментально, но и в природных условиях (рис. 6.5).  Эти  откры- 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.5. Природный квазикристалл с осью симметрии пятого порядка. 

 

тия позволили расширить физические представления о промежу-
точном кристаллическом состоянии с симметрией пятого порядка, 
хотя такие структуры известны с давних времён (орнаменты двор-
ца Альгамбры в Гренаде – рис. 6.6; мозаика Пенроуза – рис. 6.7 и 

 

 
 
 
 
 
 
 
   

 

Рис. 6.6. Орнаменты дворца Альгамбра. 
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  Рис. 6.7. Покрытие плоскости мозаикой Пенроуза. 
 

др.). Сравнение рис. 6.5 с рис. 6.7 показывает, что природный ква-
зикристалл имеет структуру мозаики Пенроуза. 

Мозаика Пенроуза является отражением динамической сим-
метрии, которая и порождает структуры с осью симметрии пятого 
порядка, как промежуточное звено при переходе к кристаллам. В 
качестве примера рассмотрим движение в плоскости yOx  частицы 
с заряд e и массой m , соответственно. Движение частицы проис-
ходит под действием постоянного магнитного поля 0B , направлен-
ного вдоль оси zO , и волнового пакета );( txE  с большим числом раз-
нообразных гармоник, который распространяется вдоль оси xO  (ос-
циллятор с периодическим внешним воздействием). Поставленная 
задача сводится к решению системы дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×+=

=

][ 0Bv
c
eEevm

vr

&

&
,            (6.33) 

где );( yxr =  – радиус-вектор, определяющий положение частицы на 
плоскости yOx , );( yx vvv=  – скорость перемещения по орбите, c  – ско-
рость света (см. пункт 3.3, стр. 55). Независимость правой части 
второго уравнения системы (6.33) от переменной y  приводит к су-
ществованию инварианта (интеграла движения) xvy y 0ω−==&  (без 
ограничения общности константа интегрирования положена рав-
ной нулю), где 

cm
Be 0

0 =ω  – циклотронная частота вращения. Волно-

вой пакет представим в виде: 

∑
∞

∞−=
−−−=

n
TnttxkTEtxE )()(sin);( 0 δω ,          (6.34) 

где 
0

2
ω
π=T  – период, 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=−
Tnt

nTt
Tnt

,0
,1

)(δ  – δ -функция Кронекера. Урав- 
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нение (6.34) имитирует короткие толчки, передаваемые частице 
волновым пакетом через промежутки времени пропорциональные 
периоду внешней силы. Для перехода к итерационному процессу 
запишем связь между переменными x  слева ( 0−nt ) и справа ( 0+nt ) от 
δ -функции (такое же соотношение запишем и для переменных xv ): 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−−=+

−=+

)sin()0()0(

)0()0(

0 txkTE
m
etvtv

txtx

nxnx

nn

ω
.         (6.35) 

Соотношения (6.35) приводят к представлению (6.33) в виде нели-
нейного отображения (в дальнейшем положим uvx = ): 

          
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+−=

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−+=

+

+

)(cos)sin()(sin

)(sin)(sin1)cos(

0
0

001

0
0

0
01

TnTxk
m

TEe
uTxu

TnTxk
m

TEe
uTxx

nnnn

nnnn

ωωωω

ωω
ω

ω
.     (6.36) 

При значительном ослаблении магнитного поля ( 00 →ω ) сис-
тема уравнений (6.36) принимает вид: 

                  
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=

+

+

)sin(0
1

1

nnn

nnn

xk
m

TEeuu

k
uTxx ω

.                       (6.37) 

Итерации по уравнениям (6.37) приводят к глобальному хаосу при 
выполнении условия 12

0 ≥= TkE
m
eG . При малых значениях парамет-

ра G  ( 1<<G ) фазовый портрет исследуемой динамической системы 
представляет собой совокупность очень узких случайных слоёв, 
разделённых инвариантными кривыми. Перемещение перпендику-
лярно слоям практически невозможно, что соответствует невозмо-
жности увеличения энергии осциллятора. 

Отображение (6.36) описывает ускоряющуюся под действием 
толчков частицу. Если положить 0=ω , т.е. исключить из рассмот-
рения регулярные ускорения точки (изменение скорости движения 
частицы прямо пропорционально фазовой скорости 

k
ω  волнового 

пакета), то вместо (6.36) возникнет отображение с подкручивани-
ем на угол T0ωα = . Особый интерес вызывают резонансные явле-
ния, возникающие при целом числе толчков q  за период колебания 

α
π2 , т.е. при выполнении равенства α

π2=q . При 1=q  возникает цик-



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

112 
 

лотронный резонанс, а при 2=q  – полуцелый. Если значение вели-
чины q  превышает двойку, то возникают довольно хаотические 
движения частицы, которые характеризуются периодическими фа-
зовыми  портретами  (рис. 6.8). Неограниченная “паутина” отобра- 

 

 
  а)         б)          в) 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.8. Квадратные решётки “островков” периодических  
движений (а, б) и орнамент (в) при 4=q . 

 

жает области детерминированного хаоса. Соотношение размеров 
областей устойчивого и неустойчивого движений (при сохранении 
квадратной решётки) определяется амплитудой внешнего воздейс-
твия. Если фазовая точка-образ состояния динамической системы 
находится на паутине, то она может уйти сколь угодно далеко от 
начальной точки. Малое отличие угла поворота от его резонансно-
го значения приводит к распаду паутины (рис. 6.9)  и  порождению  
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.9. Квазикристаллическая “паутина”  
областей случайных блужданий. 

 

переходных состояний (например, состояний системы с осью сим-
метрии пятого порядка). В этом случае возникновение паутины ( 
областей случайных блужданий) происходит при преодолении во-
змущением некоторого критического значения. Многократное уве-
личение “паутины” показывает её фрактальную структуру. 
 Запишем гамильтониан динамической системы  в  безразмер- 
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ных величинах при значении внешней частоты воздействия 0=ω , 
положив 

0
1 ω

xvkw = , xk
vk

w y −==
0

2 ω
, 

m
TEeA 0=  и 

T
t=τ , получим 

∑
∞

∞−=
−−+=

n
nwAwwH )(cos)(

2 2
2
2

2
1 τδα .          (6.38) 

Уравнения движения имеют вид 
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H
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n

α
τ

τδα
τ .               (6.39) 

Анализ системы уравнений (6.39) показывает, что процесс удвое-
ния островков устойчивости (рис.6.10)  наблюдается при выполне- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.10. Бифуркация “островков” устойчивости  
(областей периодических движений). 

нии условия ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛>

2
2 αctgA . Для четвертичного циклотронного резо-

нанса ( 4=q ) угол 
2

2 ππα ==
q

, т.е. бифуркации наблюдаются при 

2>A . При значении параметра 88665,4)2( =A … происходит появле-
ние цикла с периодом 22=4, а при 92934,4)3( =A … он теряет устойчи-
вость и происходит рождение цикла с периодом 23=8. Последова-
тельность значений )(nA  быстро сходится к числу 93488,4)( =∞A … А 
предел отношения параметрических длин между удвоениями пе-
риодов практически равен удвоенному значению постоянной Фей-
генбаума (см. пункт 4.4, формула (4.16), стр. 75): 

      κ87,1...72,8lim )()1(

)1()(
≈=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

+

−

∞→ nn

nn

n AA
AA .                   (6.40) 

Таким образом, постоянная Фейгенбаума отражает наличие неиз-
менного, периодического, внешнего воздействия (“волна подкач-
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ки”), которое влияет на внутреннюю динамику любой системы. В 
заключение рассмотрения фазовых портретов осциллятора с под-
качкой отметим, что при 6=q  фазовая “паутина” имеет вид “сне-
жинки” Коха (рис. 6.11), а решётка получила название “кагоме”. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.11. Фрактальное строение “паутины” при 6=q . 
 

Подводя итог, можно сказать, что квазикристаллы являются 
квазипериодическими структурами, содержащими два и более не-
соразмерных периода. Существование несоразмерности простран-
ственных периодов и внешнего периодического воздействия могут 
породить фрактальные структуры с квазисимметрией – осями сим-
метрии пятого, седьмого и других запрещённых порядков. 

Использование двумерных 2DJ(a, b) и трёхмерных 3DJ(a, b, c) 
проекций гиперкомплексных структур, которые имеют собствен-
ные вращательные степени свободы, может привести к совершен-
но неожиданным фигурам замощения плоскости и пространства, 
соответственно (рис. 6.12). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 6.12. Кватернионные мозаики по К.Н. Крамкову. 
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6.3. Конструирование инвариантных структур 
 

В одном случае из ста тот или иной вопрос усиленно обсуждается 
потому, что он действительно тёмен; в остальных девяноста девя-
ти он становится тёмным, потому что усиленно обсуждается. 

  Эдгар Алан По 
 

До появления фрактальной геометрии заполнение пространс-
тва осуществлялось правильными многогранниками, изображён-
ными на рис. 6.13. Например,  кристаллы  алмаза  (структурная мо-  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 6.13. Правильные многогранники с числом плоскостей 20,12,8,6,3=N . 

 

дификация углерода) имеет решётку в виде октаэдра, поваренная 
соль (NaCl) – в виде куба, сернистый колчедан (FeS) – в виде доде-
каэдра, бор (B) – в виде икосаэдра.  

Правильные многогранники применяются также для отобра-
жения ячеек Бравэ и Вигнера-Зейтца в физике твёрдого тела. Ком-
поненты кристаллического тела располагаются либо в узлах ре-
шётки Бравэ, либо в ячейке Вигнера-Зейтца, окружённой полиэд-
ром Дирихле-Вороного (рис. 6.14). Параллелоэдры Дирихле-Воро-
ного плотно заполняют трёхмерное пространство. 
а)      б)         в)            г) 
 
 
 
 
Рис. 6.14. Полиэдры Вороного: а) простая кубическая решётка; б) гране-
центрированная кубическая решётка; в) решётка алмаза; г) решётка не-

упорядоченного материала. 
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Для правильных многогранников, которые имеют V  вершин, 
G  граней и R  рёбер, выполняется соотношение связи Эйлера (см. 
табл. 6.2): 

      2=−+ RGV .            (6.41) 
             Таблица 6.2. 

Правильные многогранники и правило Эйлера. 
Название Вершины (V ) Грани (G ) Рёбра ( R ) 2=−+ RGV  

Тетраэдр 4   4 (тетра) 6 2 
Октаэдр 6 8 (окто) 12 2 
Гексаэдр (куб) 8 6 (гекса) 12 2 
Икосаэдр 12  20 (икоси) 30 2 
Додекаэдр 20   12 (додека) 30 2 

 

Соотношение (6.41) полностью совпадает с правилом фаз Гиббса в 
термодинамике: если система описывается p  независимыми пере-
менными (степенями свободы), состоит из f  сосуществующих фаз 
и содержит k  компонентов, то они связаны равенством 
            2=−+ kfp .            (6.42) 

Независимо друг от друга Кеплер и Пуансо нашли невыпук-
лые многогранники с элементами в виде звёзд (рис. 6.15).  Они по- 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.15. Игольчатые тела Кеплера и Пуансо. 
 

лучаются путём продолжения граней правильного или полуправи-
льного многогранника до их самопересечения. Простейшее из та-
ких тел может быть получено путём пересечения продолжений 
граней октаэдра или пересечением двух тетраэдров (звезда Кепле-
ра (1619)).  

На рис. 6.16 показаны плотные упаковки пространства шара-
ми в конструкции Фуллера. Г.С. Мельниковым был разработан ме-
тод построения плоских и пространственных фигур  с  использова- 
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Рис. 6.16. Упаковка пространства шарами по Фуллеру. 
 

нием гиперкомплексного исчисления, некоторые из них показаны 
на рис. 6.17. 
  
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.17. Геометрические фигуры, построенные 
 по кватернионному методу Г.С. Мельникова. 

 

Как было показано в Главе 1, геометрические фигуры возни-
кают в результате определённого типа движения точки по плоско-
сти или в пространстве. Для кватернионов собственными движе-
ниями являются перемещения по единичной сфере четырёхмер-
ного евклидового подпространства, уравнение которой описыва-
ется соотношением (6.11). Согласно теореме Лагранжа (1740), лю-
бое натуральное число 1≥N  может быть представлено в виде сум-
мы квадратов неотрицательных целых чисел in  ( 41÷=i ): 

2
4

2
3

2
2

2
1 nnnnN +++= .           (6.43) 

Компьютерное доказательство этого равенства состоит в следую-
щем: пусть выполняется равенство 22

3
2
2

2
1 ... snnnnN ++++=  (*); соста-

вим программу, которая будет построчно записывать натуральные 
числа на экране монитора, отмечая чёрным цветом числа, которые 
не удовлетворяют соотношению (*). При увеличении числа квад-
ратов s  экран дисплея будет изменяться так, как показано на рис. 
6.18. При 4>s  вид на мониторе остаётся таким же, как и для 4=s , 
что и доказывает соотношение Лагранжа. 

 Сравнение уравнения (6.11) с нормированным на N  равенст- 
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Рис. 6.18. Компьютерный способ доказательства теоремы Лагранжа. 

 

вом (6.43) приводит к соотношению: 

N
n2

2cos =α   или  
N

n±=αcos .                  (6.44) 

Косинус любого угла принимает значения из интервала ]1;1[− , сле-
довательно, Nn ≤≤0 . Формула (6.44) позволяет по координатам 
ортонормированного кватерниона построить многогранники, вер-
шины которых лежат на поверхности единичной сферы. При 1=N  
число 10 ≤≤ n , т.е. принимает два значения 0 и 1. Проекции орто-
нормированного кватерниона на трёхмерное пространство опреде-
ляют орты координатных осей iq

r
±=±= )0;0;1()1( , jq

r
±=±= )0;1;0()2(  

и kq
r

±=±= )1;0;0()3( . Соединив концы этих векторов отрезками пря-
мых линий, получим октаэдр (рис. 6.13). При 2=N  число n  лежит в 
интервале 20 ≤≤ n  и также принимает два значения 0 и 1. Проек-
ции ортонормированного кватерниона имеют вид: 

⎟
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Соединение концов соседних векторов приводит к построению ку-
ба (рис. 6.13) с четырёхгранными пирамидами на гранях, которые 
параллельны оси аппликат ( zO ). При 3=N  ( 1,0=n ) указанное по-
строение приводит к чистому кубу.  
 Трёхмерная сфера тесно связана с группой симметрий )3(SO , 
которая состоит из вращений относительно прямых, проходящих 
через начало координат. Её можно представить в виде совокупно-
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сти ортогональных матриц с определителем равным 1+ . При до-
бавлении трансляционных движений можно показать, что собст-
венными движениями трёхмерного пространства являются винто-
вые движения. Очевидно, что совмещение винтовых движений с 
масштабными изменениями радиуса вращения порождает вихре-
вое движение, в результате чего возникает фрактальное тело. 

Вихри сопровождают все движения, которые происходят с 
диссипацией энергии. Сопротивление потоку вблизи препятствий 
вызывает появление круговых движений: даже при очень слабом 
ветре вращается пыль и мелкий мусор у бровки тротуара. В газо-
вой и жидкой средах могут возникать гигантские вихри, которые 
называются смерчами и водоворотами. Вихри сопровождают по-
лёты насекомых и летательных аппаратов. Двойная спираль ДНК – 
две переплетённые вихревые нити и т.п.  

Причиной возникновения вихря является вязкость среды (да-
же очень маленькая как у газов). Обтекание средой препятствия 
сопровождается торможением её частиц вблизи поверхности пре-
пятствия. Вдали от поверхности препятствия частицы ускоряются 
потоком, в результате чего в среде возникает вращательный мо-
мент и образуется вихрь. Внутри вихря давление меньше, чем на 
его внешней границе, поэтому он будет устойчивым образовани-
ем, всасывая внутрь себя газовую или жидкую среду. Одинаково 
вращающиеся вихри при сближении начинают вращаться вокруг 
оси симметрии, а противоположно вращающиеся вихри – двига-
ются поступательно как единое целое. Например, вихревые кольца 
при сближении ведут себя следующим образом: переднее кольцо 
замедляет своё движение и увеличивает свой радиус; догоняющее 
кольцо сжимается и ускоряется при прохождении через переднее 
кольцо; смена колец местами приводит к повторению описанного 
процесса (автоколебательная система). Отметим, что наличие 
второго вихря вызывает изменение скорости, но не ускорения пер-
вого вихря. Изолированные вихри находятся в состоянии покоя. 
Стабильность и распад вихря обеспечивается гироскопическими 
силами. В настоящее время сценариев распада вихря открыто око-
ло десятка: пузырьковый, спиральный, двуспиральный, коничес-
кий, бегущий и др. Несмотря на большое число эксперименталь-
ных и теоретических работ, адекватной теории распада вихря по-
ка не создано.  
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Глава 7. UМультифракталы U 

 

TРаз мы взялись за новое дело, мы должны 
иначе думать и действовать. 
                                            Авраам Линкольн 

 

Реальные объекты, явления и процессы всегда состоят из де-
терминированных и стохастических подсистем. Описание случай-
ных элементов, согласно их природе, требует конечного (иногда и 
бесконечного) множества геометрических фигур с разными мас-
штабными коэффициентами, т.е. они состоят из совокупности не-
однородных монофракталов. Смесь неоднородных монофракталов 
порождает сложные множества, которые отображают либо момен-
тальное состояние динамической системы, либо геометрию неупо-
рядоченной среды. Для их изучения применяют мультифракталы, 
которые имеют спектр скейлинговых размерностей. 

Мультифракталами называются самоподобные фигуры, сос-
тавленные из различающихся по своим свойствам частей, каждая 
из которых характеризуется своей размерностью Хаусдорфа-Бези-
ковича. Мультифракталы обладают следующими свойствами: 
– в отличие от регулярных фракталов они неоднородны, т.е. сос-
тавлены из несоразмерных структур; 
– неоднородность мультифракталов приводит к введения спектра 
размерностей Хаусдорфа-Безиковича; 
– помимо геометрических параметров они обладают статистичес-
кими характеристиками. 
 Продемонстрируем различие между фракталами и мультиф-
ракталами на примере покрытия плоскости самоподобными фигу-
рами (рис. 7.1). Вначале покроем квадрат  с  единичной  площадью  
  а)         б)           в) 
 
 
 
 
 

Рис. 7.1. Покрытие единичного квадрата (а)  
фрактальной (б) и мультифрактальной (в) плитками. 

 

фрактальными плитками с площадью 4/11=S . Число способов, кото-
рыми можно закрыть заданную площадь, равно единице. Если по-
крывать начальный квадрат плитками с разными коэффициентами 
подобия, а, следовательно, и с разными площадями плиток ( 4/11 =S , 
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9/12 =S  и 36/13 =S ), то число способов покрытия равно восьми (квадрат 
покрывается целым числом плиток того или иного вида): 

1) S=4SB1B;   2) S=9S B2B;   3) S=36S B3B;   4) S=3S B1B+9SB3B; 
5) S=2SB1B+18SB3B;  6) S= S B1B+27SB3B;  7) S=3SB2B+24SB3B;  8) S=S B2B+32SB3B. 

Этот пример показывает не только неоднородность покрытия, но и 
появление статистических свойств мультифрактала. Продолжение 
рассмотренного процесса для каждого вида плитки до бесконечно-
сти приводит к неоднородному расположению точек фрактальных 
подмножеств по площади заданного квадрата. “Население” наугад 
выбранной геометрически сходной плитки будет с каждой итера-
ционной процедурой изменяться, поэтому количество точек внут-
ри любой области можно только предсказать, но не предвидеть. 
Если обозначить через ip  вероятность попадания точки в квадрат с 
площадью iS , то на первом итерационном шаге из N  исходных то-
чек в квадрат с площадью 1S  попадёт Np1  точек. На втором шаге 
эти точки перераспределятся между тремя аналогичными квадра-
тами, “заселённость” которых составит Np2

1 , Npp 21  и Npp 31 . На 
третьем шаге эти величины будут равны Np3

1 , Npp 2
2
12 , Npp 3

2
12 , Npp 2

21 , 
Nppp 3212  и Npp 2

31 . Отсюда видно, что “заселённость” квадрата i  из-
меняется с каждым итерационным шагом. Рассмотрим общую кар-
тину этого явления. 

 

7.1. UОбобщённая статистическая сумма мультифрактала U 

 

Нововведение – это нечто большее, чем новый метод. Это – новый 
взгляд на вселенную, как на место риска, а не случайностей или опреде-
лённости. Это – новый взгляд на роль человека во вселенной: он создаёт 
порядок, идя на риск. А это означает, что нововведения – это не утвер-
ждение власти человека, а признание его ответственности. 
                       Питер Драккер 

 

Пусть отображение реального объекта (например, острова на 
географической карте) занимает область S  (рис. 7.2а), имеет фрак- 
  а)         б)            в) 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 7.2. Определение видов растений на острове (а) 

 методом ячеек (б, в) со случайно выбранным размером. 
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тальную размерность D  и на фиксированном этапе построения со-
стоит из N  точек (например, число видов растений в выбранном 
квадрате; в конце итерационной процедуры число N  можно сде-
лать сколь угодно большим). Покроем изучаемую область сеткой 
квадратов со случайно выбранной стороной ε  (рис. 7.2б, в), кото-
рая значительно меньше максимального линейного размера остро-
ва. Из рис. 7.2 (б и в) видно, что общее число ячеек )(εn  зависит от 
размера ячейки покрытия.  

Обозначим через )(εin  количество ячеек, в которой находится 
i  точек (в дальнейшем считаем, что все ячейки заняты хотя бы од-
ной точкой). Вероятность того, что в наугад выбранной ячейке бу-
дет находиться i  точек, равна 

N
n

p i

N
i

)(
lim)(

ε
ε

∞→
= ,      (7.1) 

и она определяет относительную “заселённость” выбранной ячей-
ки. Вероятности )(εip  должны удовлетворять стандартному усло-
вию нормировки, принятому в теории вероятностей: 

    1)(
)(

1
=∑

=

ε
ε

n

i
ip .      (7.2) 

Однако наличие пустых ячеек приводит к невыполнимости равен-
ства (7.2). Поэтому расчёт статистической суммы для выбранной 
системы выполняется следующими способами: 
– учитываются присутствие пустых (вакансионных) ячеек; взаимо-
действие занятых точками ячеек между собой (перемещение опре-
делённого числа точек из одной ячейки в другую при скейлинго-
вом преобразовании); комбинаторные свойства системы при обме-
не местами тождественных ячеек и т.д. (физическое моделирова-
ние; см., например, монографию автора “Моделирование тепло-
вых и кинетических свойств реальных систем”); 
– вводится мультифрактальное обобщённое выражение для стати-
стической суммы с “деформацией” значений )(εip  (математическое 
моделирование; см. монографию Б.Б. Мандельброта “Фрактальная 
геометрия природы”). 

Рассмотрим обобщённое выражение для статистической сум-
мы ),( qZ ε  (P-модель), которая зависит не только от геометрического 
размера, но и от показателя степени q  значения вероятности )(εip  
(“деформации” вероятности): 



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 

123 
 

  ∑
=

=
)(

1
)(),(

ε
εε

n

i

q
ipqZ .      (7.3) 

Введём в рассмотрение скейлинговую экспоненту 
  

ε
ετ

ε ln
),(lnlim)(

0

qZq
→

= ,     (7.4) 

тогда обобщённая фрактальная размерность Реньи (см. пункт 1.4, 
формула (1.13), стр. 28) определится формулой 

     
1
)()(

−
=

q
qqD τ .      (7.5) 

Если размерность (7.5) не зависит от параметра q , т.е. DqD =)( , то 
геометрическая фигура является неоднородным монофракталом, в 
противном случае она – мультифрактал. Из соотношения (7.4) сле-
дует показательный закон зависимости обобщённой статистичес-
кой суммы от скейлинговой экспоненты: 

 )(
)(

1
)(),( q

n

i

q
ipqZ τ

ε
εεε ≈=∑

=

.     (7.6) 

В случае регулярного (однородного) фрактала количество то-
чек в каждой ячейке одинаково и равно  

)(
)(

ε
ε

n
Nn i = .       (7.7) 

Следовательно, вероятность того, что наугад выбрана ячейка с чи-
слом точек i , одинакова для всех ячеек и равна по формуле (7.1) 

)(
1)(
ε

ε
n

pi = . По формуле (7.6) обобщённая статистическая сумма  

   )(
)(

1)(
)(

1)(),( 1
)(

1

)(

1
ε

ε
ε

ε
εε

εε
q

q

n

i
q

n

i

q
i n

n
n

n
pqZ −

==
==== ∑∑ .   (7.8) 

При достаточно малом значении линейного размера ячейки ε  об-
щее число ячеек по Хаусдорфу-Безиковичу (см. пункт 1.3, форму-
ла (1.9), стр. 25) равно 

Dn −≈ εε )( ,      (7.9) 
следовательно, обобщённая статистическая сумма (7.8) определит-
ся равенством 

     )1(),( −≈ qDqZ εε .            (7.10) 
Сравнение формул (7.10) и (7.6) позволяет определить фракталь-
ную размерность равенством (7.5). Для однородного монофракта-
ла скейлинговая экспонента зависит от показателя “деформации” 
вероятностей по линейному закону. Нелинейная зависимость при-
водит к спектру размерностей и, как следствие, к возникновению 
многомасштабного фрактального объекта. 
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Так как параметр q  принадлежит множеству действительных 
чисел, то при ∞−→q  основной вклад в статистическую сумму дают 
разреженные ячейки с малыми вероятностями их заполнения. Если 

∞+→q , то вид статистической суммы определяют ячейки с большой 
“заселённостью” и высокими значениями вероятностей обнаруже-
ния таких ячеек. Следовательно, размерность Реньи характеризует 
плотность заполнения ячеек, т.е. неоднородность распределения 
точек по мультифракталу. Рассмотрим физический смысл обоб-
щённой размерности Реньи. 

 

7.2. UФрактальная U, Uинформационная и корреляционная  
UразмерностиU 

 

Многие люди полагают, что они думают, в то время 
как они просто пересматривают свои предрассудки. 
               Уильям Джеймс 

 

При 0=q  размерность Реньи постоянна и равна 0)0( DD = , при 
этом обобщённая статистическая сумма  

0)0()()0,( DnZ −=≈= εεεε τ .           (7.11) 
Из формулы (7.11) следует, что размерность Хаусдорфа-Безико-
вича 0D  является грубым параметром для мультифрактала. При 1=q , 
учёте всех ячеек (занятых i  точками и пустых) и условия (7.2) по-
лучим, что 1)1,( =εZ , а скейлинговая экспонента 0)1( =τ . Подстановка 
последнего значения в формулу (7.5) приводит к неопределённос-
ти ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
0
0 . Для раскрытия неопределённости преобразуем обобщённую 

статистическую сумму к виду 
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q
i epeppppqZ .         (7.12) 

Так как 1→q , то показатель экспоненты является малой величиной, 
поэтому её можно разложить в ряд Тейлора ( xex +≈1 ): 

       i
pq pqe i ln)1(1ln)1( −+≈− .           (7.13) 

Подстановка (7.13) в (7.12) с учётом (7.2) приводит к следующему 
выражению для обобщённой статистической суммы 

   ∑
=

−+≈
)(

1
)(ln)()1(1),(

ε
εεε

n

i
ii ppqqZ .          (7.14) 

Выражение  

  ∑
=

−=
)(

1
)(ln)()(

ε
εεε

n

i
ii ppS            (7.15) 
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называется в математической теории энтропией фрактальной фи-
гуры, а в физике – безразмерной конфигурационной энтропией. 

Скейлинговая экспонента по формуле (7.4) с учётом соотно-
шения xx −≈− )1(ln  приводится к виду 

     
ε
ε

ε
ετ

εε

)(lim)1(
ln

)1,(lnlim)1(
00

SqZ
→→

−−== ,          (7.16) 

а размерность  
   

ε
ετ

ε

)(lim
1
)1()1(

0

S
q

D
→

−=
−

= .          (7.17) 

В силу того, что энтропия является мерой хаоса или недостатка 
информации )()( εε SI −=  о местонахождении ячеек с i  точками, то 
размерность (7.17) определяет информацию, необходимую для фи-
ксирования местоположения точки в наугад выбранной ячейке.  

В качестве примера вычислим, сколько надо задать вопросов, 
чтобы определить положение одной частицы в 16 ячейках. Первый 
вопрос: частица находится в ячейке с номером большим 8? Ответ 
− нет (F; ответы на вопросы: False − ложь, True − правда). Второй 
вопрос: частица размещается в ячейке, с номером который превы-
шает 4? Ответ − да (T). Третий вопрос: частица расположена в 
ячейке с номером, который не более 6? Ответ − да (T). Четвёртый 
вопрос: частицу можно найти в ячейке под номером 6? Ответ − нет 
(F). Следовательно, она располагается в ячейке под номером U5U. 
Теперь вычислим количество требуемых вопросов аналитически.  

Вероятность обнаружения одной частицы в 16 ячейках равна 

16
1=ip . Согласно определению информации по Шенону, получим  

            4
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На рис. 7.3 показан информационный процесс определения место-
положения одной частицы в 16 ячейках.  

Поэтому размерность  
    

ε
ε

ε

)(lim)1(
0

ID
→

= .                   (7.19) 

называется информационной. 
Вычислим размерность )2(D , которая задаётся равенством 
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и тесно связана с корреляционной функцией 
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Рис. 7.3. Нахождение частицы с помощью вопросов, 
на которые можно отвечать только да (T) или нет (F). 
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,lim)(
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=
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εθ
ε ,           (7.21) 

где суммирование проводится по всем парам точек мультифракта-
ла с радиус-векторами kr  и lr , 

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,1
0,0

)(
x
x

xθ  – функция Хевисайда. Ис-

ходя из определения функции Хевисайда, находим, что суммиро-
вание в формуле (7.21) ведётся по всем парам точек, расстояние 
между которыми не менее линейного размера ячейки ε . Эта сум-
ма, поделённая на 2N , определяет вероятность обнаружения таких 
точек в мультифрактале. Эту же вероятность можно найти следую-
щим образом: величина 2

ip  определяет вероятность попадания в 
ячейку i  двух точек, а сумма таких вероятностей – задаёт вероят-
ность того, что две произвольно выбранные точки фрактального 
множества лежат в одной ячейке. Следовательно, можно записать, 
что корреляционный интеграл приближённо равен 

  )2(
)(

1

2 )()2,()( D
n

i
ipZK −

=
≈=≈ ∑ εεεε

ε
.          (7.22) 

Отсюда найдём, что  
   

ε
ε

ε ln
)(lnlim)2(

0

KD
→

−= .                   (7.23) 

Размерность, которая определяется по формуле (7.23), называется 
корреляционной.  

Общим свойством размерности Реньи является её монотон-
ное убывание с ростом значения параметра q , следовательно, мак-
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симального значения функция )(qD  достигает при ∞−→q , а мини-
мального – при ∞+→q .  

В качестве примера рассмотрим неоднородную “пыль” Кан-
тора (см. пункт 2.1, рис. 2.5, стр. 32), распределение вероятностей 
для которой показано на рис. 7.4. На n -ом  итерационном  шаге  её  
 
 
 
 
 

 
Рис. 7.4. Построение неоднородного фрактального  

множества Кантора. 
 

построения обобщённая статистическая сумма будет определяться 
обычным биномом Ньютона 

        [ ] [ ] ( ) )(
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здесь 
)!)((!

)!(
)( knk

nC k
n −

=
ε
ε

ε  – число сочетаний из общего числа ячеек )(εn  

по k  ячеек. На изучаемом процедурном шаге размер ячейки равен 
n−= 3ε . Воспользуемся равенством (7.6), получим 

           ( ) )()()(
21 3 qnnqq pp τεε −≈+ ,                   (7.25) 

т.е. скейлинговая экспонента определяется с одной стороны равен-
ством (7.5), а из соотношения (7.25) – формулой 

           ( )
3ln

ln
)( 21

qq pp
q

+
−=τ ,                   (7.26) 

что позволяет для обобщённой размерности получить выражение 
           ( )

3ln)1(

ln
)( 21

−

+
−=

q

pp
qD

qq
.                            (7.27) 

Для однородной “пыли” Кантора вероятности 
2
1

21 == pp  и все её раз-

мерности (Хаусдорфа-Безиковича, информационная, корреляцион-
ная и др.) совпадают, поэтому хаусдорфову размерность можно 
вычислить, положив в формуле (7.27) параметр 2=q : 

     ( )
6309,0

3ln
2ln

3ln)12(
ln

)2(
2
2

2
1 ≈=
−
+

−==
pp

DD .          (7.28) 

Для неоднородной “пыли” Кантора (
4
1

1 =p  и 
4
3

2 =p ) спектр обобщён-

ных размерностей показан на рис. 7.5. 
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Рис. 7.5. Изменение размерности неоднородной “пыли” Кантора. 

 

Наряду с обобщёнными размерностями используют функцию 
мультифрактального спектра или спектр сингулярностей мульти-
фрактала. 

 

7.3. UСпектр сингулярностей мультифрактала U 

 

Для того чтобы “быть образованным” сегодня, необходимо не только иметь 
отнюдь не поверхностное знание наук и искусств, но и понимать взаимосвя-
зи, чему мало где учат… Коротко говоря, это должно быть образованием ра-
ди выживания. 

                        Норман Казинс 
 

Для однородных фракталов формула (7.9) приводит к выра-
жению 

0)( D
ip εε ≈ .            (7.29) 

В общем случае количество ячеек определённого сорта зависит от 
их размера по степенному закону, что приводит к аналогичной за-
висимости для вероятностей обнаружения ячеек в мультифрактале 

i
ip αεε ≈)( ,            (7.30) 

где показатель степени iα  называют экспонентой сингулярности 
или показателем Липшица-Гёльдера. Формула (7.29) показывает, 
что чем меньше экспонента сингулярности, тем большую по вели-
чине особенность имеет функция )(εip  при 0→ε . Для мультифракта-
лов типичной ситуацией является изменение параметра сингуляр-
ности в некотором конечном интервале от minα  до maxα . Эти пока-
затели Липшица-Гёльдера можно определить формулами 

    )()(
min +∞==

∞+→
D

qd
qd

q

τα  и )()(
max −∞==

∞−→
D

qd
qd

q

τα ,          (7.31) 

соответственно. Им соответствуют малые minip  и большие  maxip   ве- 
роятности заполнения наугад выбранной ячейки. 

Изменение параметра iα  ставит вопрос о законе распределе-
ния вероятностей попадания его значения в тот или иной наперёд 
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заданный интервал. Число ячеек, имеющих один и тот же показа-
тель сингулярности iα  в интервале от α  до αα d+ , обозначим через 

αα dn )( . Плотность вероятности )(αn  определим в соответствии с фор-
мулой (7.9) в виде 

)()( αεα fn −≈ ,           (7.32) 
где функция )(αf  задаёт размерность некоторого фрактального под-
множества данного мультифрактала. Размерность этого подмно-
жества всегда меньше или равна размерности самого множества. 
Таким образом, функция )(αf  описывает спектр размерностей од-
нородных подмножеств, на которые можно разбить исходное мно-
жество, представляющее мультифрактал.  

Каждому однородному фракталу принадлежит только часть 
из общего числа ячеек )(εn , поэтому при суммировании по под-
множеству условие нормировки вероятностей (7.2) не выполняет-
ся (очевидно, что их сумма меньше единицы). Следовательно, для 
всех значений α  выполняется неравенство 

αα ≤)(f ,                    (7.33) 
знак равенства имеет место для однородных фракталов. 

Вычисление обобщённой статистической суммы по формуле 
(7.3) с заменой суммирования по i  на интегрирование по α  приво-
дит к формуле 

∫∫∑ −

=
≈≈= αεαεαεε ααα

ε
ddnpqZ fqq

n

i

q
i

)(
)(

1
)()(),( .         (7.34) 

В силу малости величины ε  обобщённую статистическую сумму 
можно оценить функцией вида 

  )())(()(),( qqfqqqZ ταα εεε =≈ − ,                  (7.35) 
при выполнении равенства   

       
α
α

d
fdq )(= .                    (7.36) 

Тогда обобщённая фрактальная размерность определяется соотно-
шением (7.5) 

       
1

))(()(
1
)()(

−
−=

−
=

q
qfqq

q
qqD αατ .                   (7.37) 

Знание зависимости )(qD  с учётом формулы (7.36) позволяет найти  
параметрическую функцию )(qα  по формуле 

        
qd
qdqqD

dq
dq )()]1)(([)( τα =−= .           (7.38) 

Следовательно, экспонента сингулярности задаётся выражением 
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           )()()( q
qd
qdqf ττα −= ,                   (7.39) 

которое является преобразованием Лежандра. Обратный переход 
задаётся формулами (7.36) и 

          )()()( α
α
αατ f

d
fdq −= .                   (7.40) 

Отметим, что аналогичными равенствами связаны между со-
бой характеристические функции в термодинамике, в частности, 
свободная энергия F  и внутренняя энергия U  для закрытой сис-
темы с энтропией S  при температуре T  

           
T
FTFSTFU
∂
∂−=+= .                   (7.41) 

Другим примером является замкнутая механическая система, ко-
торая имеет функцию Лагранжа L  и движется со скоростью q& . Её 
полная энергия E сохраняется и определяется формулой 

  Lq
q
LE −

∂
∂= &
&

.                                      (7.42) 

Аддитивность лагранжиана приводит к тому, что энергия совокуп-
ности замкнутых подсистем равна сумме их энергий. Данное свой-
ство сохраняется и тогда, когда замкнутые подсистемы находятся 
в постоянном (не зависящем от времени) внешнем поле. Системы, 
для которых энергия сохраняется, называются консервативными.  

В классической механике преобразование Лежандра приме-
няется тогда, когда одни характеристики состояния системы явля-
ются независимыми аргументами функции Гамильтона, например, 
обобщённая координата q , а другие – независимыми переменными 
Лагранжа, например, параметр ξ . Переход от переменных вида 

ξξ &&,,, qq  к переменным ξξ &&,,, qmpq =  сопровождается введением функ-
ции Рауса LqppqR −= &&),,,( ξξ , дифференциал которой равен 

ξ
ξ

ξ
ξξ

ξ
ξ

&
&

&&
&

dLpdqdLqdpRpd
p
RdRqd

q
RRd

∂
∂−+

∂
∂−−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= .         (7.43) 

Параметры ξ  и скорости их изменения ξ& , относительно которых 
не происходит преобразования Лежандра, удовлетворяют уравне-
нию Лагранжа 

    0=
∂
∂−

∂
∂

ξξ
LL

td
d

&
                       (7.44) 

 с заменой функции Лагранжа на функцию Рауса. Следовательно, 
функция Рауса является гамильтоновой по отношению к перемен-
ной q  и лагранжевой по отношению к координате ξ . Энергия сис-
темы определяется равенством вида (7.42): 
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    ξ
ξ

ξ
ξ

&
&

&
&

&
& ∂
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∂
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∂
∂= RRLLq

q
LE .          (7.45) 

Функция Рауса оказывается наиболее полезной в том случае, когда 
координата q  явным образом не входит в функцию Лагранжа, та-
кая координата называется циклической. Циклическая координата 
находится прямым интегрированием равенства 

p
pRq

∂
∂= ),,( ξξ &

& . Рассмо-

тренные примеры показывают, что задолго до открытия фракталь-
ной геометрии физики учитывали мультифрактальность природ-
ных объектов. 

С физической точки зрения мультифрактал можно считать за-
крытой системой с замкнутыми однородными фракталами, кото-
рая характеризуется спектром сингулярностей )(αf , определяемым 
формулой (7.39). В точке, соответствующей однородному фракта-
лу параметр )0(α  равен хаусдорфовой размерности 0)0( D=α  и по 
формуле (7.37) экспонента сингулярности 0))0(( Df =α . Так как ос-
тальные размерности меньше этой величины, то функция сингу-
лярностей имеет в точке 0)0( D=α  максимум. Информационная раз-
мерность лежит на кривой ))(( qf α  в точке, для которой выполняют-
ся равенства αα =)(f  (неподвижная точка) и 1)(' =αf  (слипер). Сле-
довательно, информационная размерность определяет размерность 
слиперной фрактальной области или области безразличного ожи-
дания. Для корреляционной размерности функция сингулярностей 
равна 2)2(2))2(( Df −= αα . Один из видов графика функции )(αf  приве-  
ден на рис. 7.6. Отметим тот факт, что на концах интервала minα  и  
  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 7.6. Один из возможных видов  
функции спектра сингулярностей. 
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maxα  другие функции )(αf  могут в нуль и не обращаться. Помимо 
рассмотренного подхода к изучению спектра мультифрактальных 
размерностей были предложены и другие модели его построения.  

 

7.4. UМодели спектра фрактальных размерностей U 

 

Доводы, до которых человек додумывается сам, обычно 
убеждают его больше, нежели те, которые пришли в го-
лову другим.  
                                  Блез Паскаль 

 

В настоящее время предложен целый ряд моделей, позволя-
ющих анализировать спектр масштабов мультифракталов. Станда-
рный подход, рассмотренный выше, базируется на использовании 
преобразования Лежандра. Анализ спектра фрактальных размерно-
стей без применения преобразования Лежандра предложен А.Б. 
Чаброй и Р.В. Дженсеном. Он основан на использовании нормиро-
ванной меры 

   
),(

)(
qZ

p
q

q
i

i ε
µ = ,            (7.46) 

где обобщённая статистическая сумма определяется формулой 
  ∑

=
=

N

i

q
ipqZ

1
)(),( εε ,           (7.47) 

т.е. суммирование ведётся не по ячейкам, а по всем точкам муль-
тифрактала (аналогичная формула получена в методе ячеек Больц-
мана). Параметрическая функция )(qα  вычисляется по формуле 
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µ
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ε ln

ln)(
lim)()( 1

0

∑
=
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==

N

i
ii pq

qd
qdq .          (7.48) 

Функция спектра сингулярностей определяется выражением, кото- 
рое следует из равенства (7.36): 

)()()( qqqqf τα −= .                            (7.49) 
 Применение меры (7.46) позволяет ввести информацию муль-
тифрактала (информационный анализ мультифрактала) 

           ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

N

i i

i
i q

ppqI
1 )(

ln)(
µ

.                   (7.50) 

Мультифрактальная информация связана с обобщёнными размер-
ностями Реньи соотношением 

    
εε ln)1(

)(lim)1()(
0 −

+=
→ q

qIDqD .                   (7.51) 

Показатель (7.48) и функция (7.49) сингулярностей  в  этом  случае  
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оказываются сдвинутыми влево на величину )1(D , т.е. 
  )1()()( DqqI −=αα   и  )1()()( Dqfqf I −= .          (7.52) 

 Помимо стандартной P-модели, рассмотренной в пункте 7.1, 
нашли применение L-модели. Они базируются на разбиении муль-
тифрактала на K  областей с размерами 1V , 2V ,…, KV . Каждая об-
ласть характеризуется своим значением меры Kp  и находится вну-
три “сферы” с радиусом KR . Значения радиусов KR  ограничены 
сверху радиусом “сферы” R , внутри которой располагается муль-
тифрактал, т.е. RRK ≤ . В L-модели обобщённая статистическая сум-
ма зависит от параметра “деформации” вероятностей q , скейлин-
говой экспоненты )(qτ , способа разбиения мультифрактала на об-
ласти или вида последовательности { }KV , характерного линейного 
размера мультифрактала R .  

Обобщённая статистическая сумма имеет вид 
       { }( ) ∑

=
=

K

i i

q
i

K
R
p

RVqZ
1

,,, ττ .                          (7.53) 

Эта величина будет близка к единице при приближении параметра 
τ  к скейлинговой экспоненте )(qτ , которая определяется формулой 
(7.5). При выполнении равенств ε==== KRRR ...21  равенство (7.53) 
приобретает вид уравнения (7.3). 

Для рекурсивной процедуры разбиения, когда на каждом ша-
ге возникает k  новых областей и на шаге n  их становится nk , обоб-
щённую статистическую сумму можно записать в виде 

         { }( ) { } n
k

n
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i i

q
i

kn RVqZ
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p

RVqZ )),,,((,,, 1
1

ττ τ =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛
= ∑

=

.                 (7.54) 

В пределе бесконечно больших значений n  обобщённая статисти-
ческая сумма (7.54) стремится или к нулю ( { } 1),,,(1 <RVqZ kτ ), или к 
бесконечности ( { } 1),,,(1 >RVqZ kτ ). Предел функции { } ),,,( RVqZ kn τ  будет 
равен единице при ∞→n  только в том случае, когда первая статис-
тическая сумма  

  { } 1),,,(1 =RVqZ kτ .                    (7.55) 
Равенство (7.55) является уравнением относительно скейлинговой 
экспоненты, поэтому функция { } ),,,(1 RVqZ kτ  является генератором 
мультипликативного процесса разбиения исследуемого неодноро-
дного мультифрактала.  

Применим рассмотренный формализм к исследованию рекур- 
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сивной процедуры разбиения отрезка единичной длины на отрезки 
с длинами 25,01 =R  и 5,02 =R , которые имеют одинаковую вероятность 
заполнения 

2
1

21 == pp  (рис. 7.7). Генератор этого мультипликативно- 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 7.7. Рекурсивная процедура построения 
неоднородной “пыли” Кантора. 

 

го процесса определяется формулой 
     { } τττ

2

2

1

1
1 ),,,(

R
p

R
p

RVqZ
qq

k += .           (7.56) 

Подстановка (7.56) в уравнение (7.55) при заданных значени-
ях длин и вероятностей приводит к уравнению относительно зави-
симости параметра τ  от величины q : 

      q242 =+ ττ .            (7.57) 
Решение уравнения (7.57) имеет вид 

    1
2ln

121ln
)(

2

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

=

+q

qτ .           (7.58) 

Спектр фрактальных размерностей )(qD  вычисляется по фор-
муле (7.5), принимает значения от 1)(2/1 ≤≤ qD  и имеет вид, показан- 
ный на рис. 7.8.  

Ценность мультифракталов и их анализа состоит в том, что 
они отражают реальные объекты и процессы, а монофракталы яв-
ляются всего лишь их идеализированными представлениями. При-
менимость мультифрактального подхода основана на возможности 
разбиения природного явления на самоподобные части с разными 
линейными и другими размерами, отношение которых друг к дру-
гу может быть рациональным (соразмерные монофракталы) или 
иррациональным  (несоразмерные  монофракталы)  числом. Перво- 
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Рис. 7.8. Спектр обобщённых размерностей 
в L-модели мультифрактала Кантора. 

 

начально такой анализ был разработан для статистического изуче-
ния особенностей масштабных изменений в сингулярных мерах. В 
настоящее время мультифрактальный способ применяется в самых 
разных науках: при изучении сегрегационных свойств элементов 
крови в биологии и диффузионного роста зародышей новой фазы в 
физике; для описания инвариантной вероятностной меры стран-
ных аттракторов в динамической теории систем и кодирования ин-
формации; при исследовании структуры неупорядоченных систем 
с запрещённой осью симметрии пятого порядка (квазикристаллы); 
для определения распределения людей с тем или иным доходом в 
экономике и т.п. Распространение мультифрактального анализа на 
случай функциональных зависимостей привёл к появлению и раз-
витию вейвлетного преобразования (“wavelet” в переводе с анг-
лийского языка означает “маленькая волна” или “всплеск” (Гросс-
ман и Морле (1984))).  

Солитоноподобное преобразование базируется на использо-
вании совокупности функций, обладающих свойством пространст-
венной (или временной) и частотной локализованности. Локализа-
ция всплеска позволяет проанализировать поведение системы в 
обычном пространственно-временном континууме и в частотном 
пространстве. Вейвлеты образуют иерархический базис и исполь-
зуются для моделирования нелинейных детерминированных или 
случайных процессов в динамических системах. В отличие от Фу-
рье-анализа, всплески являются “математическим микроскопом”, 
позволяющим изучить внутреннюю природу неоднородных объек-
тов и их скейлинговые свойства. 
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Глава 8. UФизические мультифракталы U 

 

Anyone who conducts an argument by appealing to authority 
is not using his intelligence; he is just using his memory. 
(Тот, кто в споре прибегает к авторитетам, использует не 
свой ум, а только свою память).  

                  Леонардо да Винчи 
 

Самоподобие в физических явлениях и процессах связано с 
использованием однородных функций и степенных законов, кото-
рые часто возникают при исследовании различных по своей при-
роде, внутреннему устройству и протекающим изменениям систе-
мах. Выяснение причин, которые порождают тождественность эле-
ментарных частиц одного вида, подобия фазовых портретов раз-
ных динамических структур, условий возникновения турбулентно-
сти и формирования поверхностей зародышей новой фазы, а также 
решение многих других проблем современной физической теории 
может осуществиться с привлечением геометрических, алгебраи-
ческих и других математических методов анализа. В частности, 
фрактальный анализ позволяет находить степенные законы изме-
нения физических величин без привлечения физико-математичес-
кого моделирования. Известно, что временные интервалы вдоль 
подобных фазовых траекторий изменяются в соответствии с зако-
ном )2/(1 nk − . Для линейного осциллятора с квадратичной зависимо-
стью потенциальной энергии показатель 2=n , т.е. коэффициент од-
нородности равен 0k . Это означает, что период колебаний, как вре-
менная характеристика линейного осциллятора, не будет зависеть 
от амплитуды или энергии колеблющегося тела. В квантовой ме-
ханике это факт отражается в равных расстояниях между энерге-
тическими уровнями, которые равны кванту Планка. Для нелиней-
ного осциллятора с восстанавливающей силой, которая описыва-
ется кубической зависимостью, потенциальная энергия описывает-
ся полиномом четвёртой степени ( 4=n ). Отсюда следует, что изме-
нение времени будут пропорционально 1−k . Это означает, что час-
тота колебаний (величина обратная к периоду) будет зависеть от 
энергии осциллятора: при возрастании жёсткости пружины возрас-
тает энергия и резонансная частота системы. 

Диссипативные процессы (поглощение и излучение, трение и 
обмен веществом с внешней средой, химические реакции и турбу-
лентность, а также подобные явления), трудно поддаются масшта-
бированию, так как сопровождаются случайными флуктуациями и 
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процессами. Например, десятикратное уменьшение микроволново-
го резонатора приводит к такому же десятикратному возрастанию 
резонансных частот, при этом толщина скин-слоя (слой внутрен-
ней поверхности резонатора, который поглощает электромагнит-
ное излучение) обратно пропорциональна корню квадратному из 
частоты волны. По законам скейлинга показатель степени для ко-
эффициента подобия должен равняться 1− , а не 2/1− . Это свиде-
тельствует о том, что данный процесс не описывается монофрак-
талом с фиксированной размерностью. Для правильного модели-
рования процесса поглощения электромагнитного излучения внут-
ренней поверхностью резонатора её представляют в виде мульти-
фрактала со спектром размерностей. 

При описании дифракции на прямоугольной щели использу-
ют функцию 
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которую с учётом многократного применения тригонометрической 
формулы ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
sin

2
cos2sin ααα  можно представить в виде бесконеч-

ного произведения Эйлера: 

    ∏
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

1 2
cos...

4

4
sin

4
cos

2
cos

2

2
sin

2
cos)(

i
i
x

x

x
xx

x

x
xxf π

π

π
ππ

π

π
π .      (8.2) 

Уже первый шаг построения бесконечного произведения Эйлера 
показывает, что функция 

x
xxf

π
π )sin()( =  самоподобна с коэффициен-

том подобия 2 и с точностью до множителя ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
cos xπ , который оп-

ределяет нули функции )(xf  при всех нечётных значениях аргуме-
нта x .  

Важность масштабных преобразований была продемонстри-
рована в 30-ые годы ХХ века лауреатом Нобелевской премии Хи-
деки Юкавой. Используя конечную пороговую длину ядерных сил 
он предсказал существование элементарной частицы, которая дол-
жна реально существовать и быть приблизительно в 240 раз тяже-
лее электрона (Юкава назвал её мезоном). Впоследствии были от-
крыты две частицы в космических потоках элементарных частиц: 
мюон (в 207 раз тяжелее электрона) и пи-мезон (в 270 раз тяжелее 
электрона).  
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        Масштабная инвариантность проявляется не только на микро- 
скопически малых расстояниях, но и на таких, которые совмести-
мы с размерами Вселенной. Так в 1948 году Альфер и Герман, ис-
пользуя простой степенной закон между плотностью излучения rρ  
и плотностью вещества mρ  вида 3/4

mr ρρ ≈ , доказали возможность 
существования реликтового теплового поля с температурой по аб-
солютной шкале KT 5≈ . Ровно через тридцать лет фоновое релик-
товое излучение с температурой KT 7,2≈  было обнаружено А. Пен-
зиасом и Р. Вильсоном. 

Применение мультифрактальной геометрии позволяет смоде-
лировать сложное поведение нелинейных динамических систем, 
ограниченную диффузией сегрегацию, появление “пальцев” в вяз-
ких средах, перколяцию в кристаллических решётках и т.д. Наи-
большего успеха мультифрактальный анализ достиг при изучении 
турбулентности. Несмотря на то, что использовались эксперимен-
тальные данные при появлении турбулентности в различных сис-
темах (атмосферная, в пограничном слое, при обтекание круглого 
цилиндра или проволочной решётки), все они хорошо укладыва-
ются на функцию спектра размерностей при 3,0=p  (рис. 8.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.1. Мультифрактальный спектр турбулентности. 
 

 Не менее важным достижением физики подобия является ис-
следование ограниченной диффузией агрегацией отдельных блуж-
дающих частиц на древовидном мультифрактале (рис. 8.2). Причи-
ной возникновения такой фигуры является более высокая вероят-
ность того, что блуждающая частица осядет на “отростке”, по сра-
внению с вероятностью прикрепления во внутренней области “де-
рева”. Теоретические расчёты показывают, что функция спектра 
обобщённых размерностей принимает непрерывный ряд значений 
из интервала от 5,0min ≈α  до 5max >α . 
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Рис. 8.2. Древовидный мультифрактал агрегации, 
ограниченной диффузией. 

 

Сходство между внешними видами древовидного мультиф-
рактала, возникающем при ограниченной диффузией агрегации, и 
линейной молнией не случайно. Рост агрегационного дерева про-
исходит в направлении наибольшего градиента концентрации ве-
щества, а распространение линейной волны – в направлении наи-
большего градиента потенциала электрического поля. В результате 
этого процесса внутренние области имеют достаточно низкую ве-
роятность “заселённости”, поэтому в этих областях практически 
отсутствует рост новых “ветвей”.  

Рассмотрим более детально ряд конкретных систем и пока-
жем мультифрактальный характер физических явлений и процес-
сов. 

8.1. UМультифрактальная конвекция Рэлея-Бенара 
 

Выдержки, изречения и прочее подобны зажигательным 
стёклам: они собирают лучи ума и знания, рассеянные в 
произведениях писателей, и силой, и живостью сосредо-
точивают эти лучи в сознании читателей.  

 Джонатан Свифт 
 

Странный аттрактор Э.Н. Лоренца (см. пункты 3.4, стр. 64, и 
4.6, стр. 79) обладает мультифрактальными свойствами, хотя и с 
небольшим отклонением от точного самоподобия. В 1985 году М. 
Енсен и сотр. провели экспериментальное изучение закономерно-
стей возникновения тепловой конвекции в очень маленькой ячейке 
с объёмом 3686,0 см . Между нижней и верхней поверхностями жид-
кости поддерживалась разность температур T∆ . В ячейке возника-
ли 2 вала. Увеличение разности температур выше некоторого кри-
тического значения приводило к потере устойчивости и возникно-
вению поперечных осцилляций. Автоколебания происходили с со-
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бственной частотой системы 0ω . Внешнее воздействие реализовы-
валось в виде постоянного горизонтального магнитного поля и пе-
ременного, вертикального, электрического поля с частотой 0ωϕ , 

где 
2

15 −
=ϕ  − золотое сечение (см. Главу 4, стр. 65). Оно приводи-

ло к нерегулярным флуктуациям температуры нижней поверхно-
сти ячейки. Построение графика зависимости температуры от вре-
менного промежутка наблюдений продемонстрировало существо-
вание странного аттрактора. 

Анализ экспериментального графика проводился следующим 
образом. На полученной кривой выбиралась произвольная точка, и 
подсчитывалось количество шагов K  вдоль линии, которые необ-
ходимо сделать, чтобы текущая точка оказалась на расстоянии от 
исходной точке не более чем на величину ε . При покрытии вре-
менной зависимости )()( qD

tn −≈ εε  кубиками оценивали вероятность 
обнаружения точки в кубе в момент времени t  формулой 

   
)(

1)(
ε

ε
t

t n
p = .      (8.3) 

Формула (8.3) соответствует представлению странного аттрактора 
в виде совокупности монофракталов. Оценка обобщённой статис-
тической суммы по формуле (7.53) даёт выражение 
     { }( ) )()()(

1

1)(,,, αταα εεεε fqqq
K

i

q
t

qq
K pVtqZ =≈≈ −

=

−∑ .                (8.4) 

Вычисленный по экспериментальным данным спектр сингулярнос-
тей )(αf  показан на рис. 8.3, который демонстрирует хорошее со-
гласие теории и эксперимента. 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.3. Спектр сингулярностей для конвекции Рэлея-Бенара. 
 

В общем случае странный аттрактор можно представить в ви-
де фрактальной пыли, фрактальная размерность которой меньше 
топологической размерности евклидова пространства. Странность 
аттрактора проявляется в том, что итерационный процесс его по-
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строения существенно зависит от выбора начальной точки. Кроме 
того, выбор двух сколь угодно близких исходных условий приво-
дит при большом числе итераций к значительному расхождению 
значений итерационных последовательностей. Прототипом стран-
ного поведения может служить модель Ферхюльста (логистичес-
кое отображение, см. пункт 4.4, стр. 72). Следует отметить, что ло-
гистическое отображение; критическое отображение окружности 
самой на себя с числом вращений, равным золотому сечению; мно-
жество Кантора и тепловая конвекция Рэлея-Бенара принадлежат к 
одному классу универсальности. В силу того, что золотое сечение 
является неподвижной точкой распределения Гаусса или гипербо-
лического отображения, то данный класс мультифракталов можно 
назвать гиперболической группой универсальности. 
       Свойства установленного универсального поведения странных 
аттракторов могут быть асимптотически хорошо смоделированы с 
помощью двух генераторов с длиной 408,01 =l  и 2

12 ll = , имеющими 
вероятности реализации 5,021 == pp . Размерность Хаусдорфа-Безико-
вича ( 0=q ) 0))0(( Df =α  для этого модельного странного аттрактора с 
удвоением периода определяется из равенства 
                100

21 =+ DD ll .                   (8.5) 
Так как 2

12 ll = , то замена 0
1
Dlx =  приводит уравнение (8.5) к квадрат-

ному уравнению, одним из корней которого является золотое сече-
ние 618,0

2
150

1 ≈
−

== ϕDl . Следовательно, фрактальная размерность 

Хаусдорфа-Безиковича модельного странного аттрактора равна 

       537,0
)408,0(ln
)618,0(ln

ln

ln

1

1
0

0

≈==
l

l
D

D

.                    (8.6) 

Информационная размерность 525,0)1( =D . При 0≠q  и 1≠q  урав-
нение (8.5) имеет вид 
            qqq ll 2)(

2
)(

1 =+ ττ ,                   (8.7) 
поэтому размерности определяются по формуле вида золотого се-
чения 

            
1

2

ln)1(

121
2
1ln

)(
lq

qD
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−
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⎤
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⎡

⎟
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⎝
⎛ −+
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.             (8.8) 

Последовательность размерностей задаётся числами 
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774,0
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1)(
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==∞−

l
D ; …; 561,0)1( =−D ; 537,0)0( 0 ==DD ; 525,0)1( =D ; 497,0)2( =D ; 

482,0)3( =D ; …; 387,0
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1)(
22
==∞+

l
D .       (8.9) 

Полученные результаты достаточно хорошо согласуются с числен-
ными расчётами (погрешность ~ 2,5%). Несмотря на малое расхож-
дение между теоретическими результатами и данными численных 
расчётов, надо признать, что странный аттрактор удвоения перио-
да не является полностью самоподобным. Это означает, что для 
описания физических мультифрактальных объектов и процессов 
требуется более точное выражение для обобщённой статистичес-
кой суммы. 

Уточнение выражения для обобщённой статистической сум-
мы связано с установлением зависимости вероятности обнаруже-
ния точек покрытия в той или иной ячейке от линейных размеров 
самой ячейки. Кроме того, надо учитывать присутствие в системе 
пустых ячеек, которые ответственны за существование свободного 
объёма, подвижность и размер частиц, а также их взаимодействия 
между собой. Указанные условия эквиваленты правильному выбо-
ру параметра порядка в теории фазовых переходов. После фикса-
ции параметра порядка можно использовать теорию фазовых пе-
реходов Л.Д. Ландау и ренормализационный подход Вильсона-Ко-
гута. 
        Другим примером физического мультифрактала является ден-
дритная структура, которая возникает при агрегации частиц, огра-
ниченной их подвижностями. 

 
 

     8.2. UОграниченная диффузией агрегацияU 

 

События и обстоятельства имеют свои корни в нас 
самих. Они растут из семян, которые мы посеяли.  
              Генри Девид Торо 

 

Ограниченная диффузией агрегация также, как и конвекция Рэ-
лея-Бенара, является ярким представителем класса динамических 
мультифракталов, которые являются мгновенными снимками того 
или иного физического процесса. С другой стороны, процесс огра-
ниченной диффузии отображается случайным мультифракталом, 
так как диффузионный процесс − это случайные блуждания части-
цы до достижения её поверхности осаждения.  

Процесс диффузионного перемещения частиц впервые был 
описан Фиком в предположении, что частицы находятся в совер-
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шенно беспорядочном тепловом движении и не взаимодействуют 
между собой. Рассмотрим процесс диффузии в цилиндре с посто-
янной площадью поперечного сечения S , ось которого расположе-
на на оси абсцисс Ox  (рис. 8.4), причём концентрация );( xtc  вещест- 
 
 
 
 
 

Рис. 8.4. Картина диффузионного процесса по Фику. 
 

ва вдоль цилиндра неравномерна ( );()0;( Ltctc > ) и отсутствуют ис-
точники и стоки для диффундирующего вещества (нет внешнего 
введения вещества в диффузионную зону и отсутствуют внутрен-
ние химические реакции). Количество вещества, приходящееся на 
единицу объёма исследуемой системы, называется объёмной кон-
центрацией, т.е. 

Vd
dNc= , где dN  – число частиц в элементе объёма dV. 

Нетрудно показать, что поток вещества при переходе от точки 0x  к 
точке xx ∆+0  пропорционален площади поперечного сечения S  и 
скорости изменения концентрации 

x
xtc

∂
∂ );(  вдоль оси Ox , т.е. поток 

вещества 
x

xtcSJ
∂

∂−= );(
D , где D – коэффициент пропорциональности. 

Это равенство называется первым законом Фика, а D  – коэффици-
ентом диффузии. В общем случае коэффициент диффузии опре-
деляется соотношением Эйнштейна (см. пункт 4.1, формулу (4.4), 
стр. 68). Отметим, что диффузионный процесс, в основном, проис-
ходит в сторону убывания концентрации и это направление выбра-
но положительным. Градиент же изменения концентрации направ-
лен в противоположную сторону, поэтому в приведенной формуле 
для потока поставлен знак “–”. Будем считать коэффициент диф-
фузии постоянной величиной. Следовательно, скорость изменения 
массы вещества в объеме Vd  за промежуток времени t∆ , с одной 
стороны, равна разности изменений массы на выходе и входе об-
ласти Vd , а с другой стороны – разности потоков вещества, т.е. его 
изменению tdxS

x
J

∆
∂
∂ . Приравнивая эти величины и переходя к пре-

делу 0→∆t , получим, с учётом определения концентрации, уравне-
ние диффузии 
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∂
∂

D ,            (8.10) 

здесь SJj /=  поверхностная плотность потока. Уравнение (8.10) на-
зывается вторым законом Фика или уравнением диффузии.  

В трёхмерном пространстве уравнение диффузии при отсут-
ствии источников и стоков имеет вид 0=+

∂
∂ jdiv

t
c , а при их наличии: 

σ=+
∂
∂ jdiv

t
c , где функция σ  описывает производство или уничтоже-

ние вещества в диффузионной зоне. Использование полученного 
уравнения диффузии для интерпретации экспериментальных дан-
ных сводится к его интегрированию при определённых краевых 
условиях.  

При достижении стационарного состояния ( 0=
∂
∂

t
c ) распреде-

ление частиц в пространстве определяется уравнением Лапласа 
       0);(

2

2
=

∂
∂

x
xtc .                     (8.11) 

Граница перемещается в направлении перпендикулярном к гради-
енту концентрации и определяется формулой 

    n
x

xtcv
S∂

∂= );(
D ,                     (8.12) 

где n  – вектор нормали к поверхности S .  
        На рис. 8.2 (см. стр. 139) показана компьютерная картина про-
цесса осаждения (агрегации). Частицы, случайно блуждающие по 
плоскости, достигая поверхности агрегата, становятся частью но-
вой поверхности. Если частица достигала нижней линии рис. 8.2, 
то она становилась зародышем нового дендрита. Как только блуж-
дание заканчивала одна частица, так из случайно выбранной точки 
верхней прямой рис. 8.2 своё диффузионное перемещение начина-
ла другая точка. От вертикальных линий рис. 8.2 частицы отража-
лись по законам геометрической оптики. Аналогичные мультиф-
рактальные дендриты наблюдаются при электроосаждении метал-
лов, росте вторичных фаз, при образовании “вязких пальцев”, ко-
гда происходит поднятие вязкой жидкости по капиллярам, и тому 
подобных процессах. 

Иной алгоритм построения ветвящейся структуры был пред-
ложен Уиттеном и Сандером, который основан на выращивании 
кластера (см. Главу 9). Процесс роста кластерного зародыша оста-
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навливают при достижении им диаметра L и содержании частиц N . 
Обозначим число узлов роста на границе кластера через γN . Это 
число прямо пропорционально числу частиц в кластере N , кото-
рое, в свою очередь, зависит от диаметра L по степенному закону, 
т.е. γN ~ N~ DL  (для плоского случая фрактальная размерность клас-
тера равна 71,1=D ). Тестирование узлов роста производится путём 
случайного испускания частиц с окружности, которая очерчивает-
ся вокруг выросшего дендрита. Вероятность того, что блуждаю-
щая частица осядет на узле k , определяется формулой 

N
N

p k
k = ~ D−ε . В 

силу того, что в данном компьютерном эксперименте используют-
ся частицы фиксированного размера ε , то по формуле (7.53) полу-
чим, что обобщённая статистическая сумма равна 
      { }( ) )(

1
)(,,, q

K

i
q

q
i

K L
p

RVqZ τ
τε

τ ≈=∑
=

.                          (8.13) 

Трудность вычисления статистической суммы (8.13) состоит 
в том, что при малых значениях параметра q тяжело оценить ма-
лые вероятности, определяющие агрегацию частицы внутри класс-
тера. Схожесть процессов ограниченной диффузией агрегации и 
электроосаждения позволяет смоделировать эту ситуацию на язы-
ке теории электромагнитных явлений. Численное моделирование 
электростатической задачи позволило установить спектр сингуля-
рностей дендритного класса универсальности (рис.8.5).  

 

 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 8.5. Спектр сингулярностей дендритных мультифракталов. 

 

Из рис. 8.5 видно, что при стремлении экспоненты сингуляр-
ностей α  к нулю функция спектра сингулярностей также стремит-
ся к нулю. Максимум функции равен 5,1  вместо теоретического 
значения 71,1 . Такое расхождение теории и эксперимента было объ-
яснено тем, что при моделировании сформировавшихся дендритов 
были использованы небольшие числа частиц в кластерах. 
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 Сравнение рис. 8.5 с рис. 8.3 показывает существенное отли-
чие гиперболического и дендритного классов универсальности. К 
последнему относится и возникновение “пальцев” в вязких средах. 

 

8.3. UРост “пальцев” в вязких средах U 

 

Истинная логика нашего мира – это подсчёт 
вероятностей.  
                                 Джеймс Кларк Максвелл 

 

Помещение двух смешивающихся вязких жидкостей (напри-
мер, воды и желатина) между двумя параллельными, стеклянны-
ми, плоскими пластинами приводит к появлению мультифракталь-
ных дендритных структур (“пальцев”). Их образование связано с 
броуновским движением частиц жидкостей, наличием градиентов 
химических потенциалов и давления, которые определяют гидро-
динамическую неустойчивость системы. Рост “пальцев” осуществ-
ляется у выступов дендритов, вблизи которых градиенты давления 
и химических потенциалов достигают наибольших значений. 
 В несмешивающихся жидкостях (например, глицерине и неф-
ти) поверхностное натяжение препятствует ветвлению дендритно-
го дерева. Это приводит к образованию “крупных пальцев” и, соот-
ветственно, “крупных” дендритов. Если добавить в одну из жидко-
стей добавки (присадки), которые снижают поверхностное натяже-
ние, то “крупные пальцы” начинают “худеть” и спектр их фрак-
тальных размеров сужается. 
 Динамика процесса образования “пальцев” произвольной тол-
щины описывается уравнением Лапласа для давления. Перемеще-
ния жидкостей зависит от распределения давления и граничных 
условий на обеих стеклянных пластинах. 
 Похожий механизм образования вязких “пальцев” наблюдает-
ся при вытеснении жидкости из пористого объёма на поверхность 
раздела. Перемещение жидкости внутри поры описывается урав-
нением Дарси. В стационарном случае это уравнение сводится к 
уравнению Лапласа для давления. Различие между образованием 
вязких “пальцев” в жидкостях и пористых средах связано с разны-
ми линейными масштабами. В первом случае масштаб определя-
ется капиллярными силами и контролируется поверхностными на-
тяжениями жидкостей. Во втором случае характерный линейный 
размер определяется средним диаметром и геометрическим видом 
поры.  
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Строение поры вносит элемент случайности в процесс вы-
теснения жидкости. Жидкость будет лучше вытесняться через уз-
кое горло поры, нежели через широкое отверстие. Это связано с 
давление воздуха: оно тем меньше, чем уже горло поры. Следова-
тельно, результат вытеснения жидкости из пористой среды зави-
сит как от глобального распределения давления, так и локальных 
флуктуаций геометрии поры. 
 Четвёртым примером появления “пальцев” является задача о 
растворении пористой среды агрессивной жидкостью. Структуры 
растворения при больших скоростях течения агрессивной жидкос-
ти соответствуют дендритным фигурам, возникающим при огра-
ниченной диффузией агрегации с фрактальной размерностью 1,6. 
 Для математического моделирования вытеснения одной жид-
кости другой рассмотрим процесс образования одиночного вязко-
го “пальца”, изображённого на рис. 8.6.  Поверхность раздела меж- 
 
 
        
        1 
 
 
                          

  
             2 

Рис. 8.6. Геометрический вид одиночного вязкого “пальца”. 
 

ду покоящимися жидкостями определяется капиллярными силами. 
Они формируют разность давлений на границе раздела жидкостей 

      ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=−=∆

yx RR
ppp 11

12 σ ,                          (8.14) 

где σ  – коэффициент поверхностного натяжения на границе разде-
ла между жидкостями, yxR ,  – радиусы локальной кривизны грани-
цы. Геометрия ячейки определяется углом между границей и пла-
стиной, который обозначим через θ . Этот угол определяет один из 
главных радиусов кривизны yR . Предположим, что жидкость  2  яв- 
ляется смачивающей ( 12 pp > ) и выполняется неравенство 

2
bRR yx ≈>> , 

где b  – расстояние между двумя бесконечными и параллельными 
пластинами. Введём между пластинами из области, находящейся 
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на ∞− , жидкость 2 с постоянной скоростью ),0,0( uU = . С такой же 
скоростью будем отводить жидкость 1 из области, находящейся на 
∞+ . При различии коэффициентов вязкости жидкостей 1 и 2 грани-

ца раздела оказывается неустойчивой, что приводит к появлению 
вязких “пальцев”. 

Величину скорости ),0,0( uU =  определим из уравнения Навье-
Стокса и уравнения неразрывности (см. пункт 4.6, стр. 80): 
                    PU ∇−= µ ,                                   (8.15) 
где µ  – подвижность, zgpP ρ+= , ρ  – плотность жидкости 2, g  – ус-
корение свободного падения. Из уравнения неразрывности следу-
ет, что скорость движения удовлетворяет уравнению 
                 0=∆−= PUdiv µ ,                                   (8.16) 
т.е. уравнению Лапласа 0=∆P  или 0=∆ p . 

Проверка на устойчивость решений полученного уравнения 
осуществляется в соответствии с процедурой Ляпунова. Синусои-
дальное возмущение границы раздела вида 
                 ( )xkitA += ωδ exp ,                          (8.17) 
(здесь A  – амплитуда возмущения, ω  – частота, 

λ
π2=k  – волновой 

вектор, λ  – длина волны) либо затухает ( 0<ω ) с течением времени, 
либо экспоненциально возрастает ( 0>ω ). Такой подход фиксирует 
тенденции в развитии исследуемой ситуации.  

Граница раздела будет неустойчивой тогда, когда длина воз-
мущающей волны превысит некоторое критическое значение, т.е. 
при выполнении условия 
                

)()(
2

12

21

c
c uu −−
=≥

µµ
σµµ

πλλ .                  (8.18) 

Волны, не удовлетворяющие неравенству (8.18), будут подавлять-
ся поверхностным натяжением границы раздела.  

Критическая скорость движения определяется формулой 
                    

12

1221 )(
2

µµ
ρρµµ

π
−

−
=

g
u c .                          (8.19) 

Возмущения с длиной волны cm λλ 3=  обладают наибольшей ско-
ростью нарастания, которые и определяют рост вязких “пальцев”. 
Подобие таких физических процессов как ограниченная диффузи-
ей агрегация, рост вязких “пальцев”, вытеснение жидкости из по-
ристой среды и других позволяет говорить о дендритном классе 
универсальности. 
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8.4. U“Чёртовы” лестницы и “языки” АрнольдаU 

 

The degree of one's emotion varies inversely with one's knowledge of 
the facts – the less you know the hotter you get.  
(Степень эмоциональной реакции обратно пропорциональна зна-
нию фактов – чем меньше вы знаете, тем более бурно реагируете). 

           Бертран Рассел 
 

Рассмотрим процесс построения однородной “пыли” Кантора 
(см. пункт 2.1, рис. 2.5, стр. 32) и установим зависимость вероят-
ности обнаружения y точек множества Кантора слева от значения 
аргумента x длины единичного отрезка на каждом итерационном 
шаге (табл. 8.1).  Из табл. 8.1 видно, что при устремлении количес- 

   Таблица 8.1. 
Функция распределения вероятностей обнаружения точек 
множества Кантора от их расположения на отрезках. 

UПервый шаг U 

 

 
 
 

UВторой шаг U 

 
 
 
 
 
тва итераций к бесконечности, функция )(xy  будет иметь горизон-
тальные плато почти всюду, но при этом всё-таки будет возрастать 
от 0 до 1. На рис. 8.7 показан график зависимости )(xy  для второго 
и бесконечного итерационного шага. 

 

   а)           б) 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.7. “Чёртова” лестница для множества Кантора на втором (а) 
и бесконечном (б) итерационных шагах построения. 

 

Удивительное свойство зависимости )(xy  иметь бесконечное 
число разрывов, интервалов постоянства и при этом возрастать от 
0 до 1 позволяет назвать график )(xy  “чёртовой” лестницей. Для 

Длина отрезка ]3/1;0[ ]3/2;3/1[ ]1;3/2[ 1 
Вероятность ]2/1;0[ 2/1  ]1;2/1[  1 

Длина отрезка ]9/1;0[  ]9/2;9/1[ ]9/3;9/2[  ]3/2;3/1[

Вероятность ]4/1;0[  4/1  ]4/2;4/1[  2/1  

Длина отрезка ]9/7;3/2[ ]9/8;9/7[ ]1;9/8[  1 
Вероятность ]4/3;2/1[ 4/3  ]1;4/3[  1 
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биноминального мультипликативного процесса, который описыва-
ет построение неоднородной “пыли” Кантора, “чёртова” лестница 
имеет вид близкий к параболическому графику, который изобра-
жён на рис. 8.8.  

      
 
 
 
 
 
 

                           
 

Рис. 8.8. “Чёртова” лестница неоднородной “пыли” Кантора. 
 

        “Чёртовы” лестницы играют важную роль при синхронизации 
двух осцилляторов. Значение функции )(xy  определяет отношение 
частот на всём множестве вещественных чисел, а плато – фикси-
рованное отношение, но на множестве рациональных чисел. Отме-
тим, что в последнем случае наблюдается асимптотическое само-
подобие. Рациональное отношение частот соответствует появле-
нию параметрических резонансных явлений, которые приводят к 
подстройке осцилляторов друг под друга. Именно поэтому это яв-
ление получило название синхронизация мод (затягивание часто-
ты, синхронизация фаз). В 1812 году такую синхронизацию перио-
дов обращения астероида Паллада и планеты Юпитер открыл Га-
усс (отношение составляло 

18
7 ). Особенность синхронизационного 

процесса состоит в том, что он предпочитает скачкообразный пе-
реход к иному рациональному отношению частот при нарушении 
первоначального отношения. Частотный диапазон синхронизации 
тем шире, чем меньшие целые числа стоят в знаменателе и числи-
теле отношения. Интервалы синхронизации обладают высокой 
степенью универсальности и наблюдаются во многих колебатель-
ных системах. В этой связи они моделируются асимптотически 
самоподобными фрактальными структурами ( ...868,00 ≈D ). 

Явление синхронизации фаз неразрывно связано с критичес-
ким отображением окружности саму на себя. Это нелинейное пре-
образование можно представить в виде итерационного процесса, 
который описывается уравнением 

x

)(xy
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               )2(sin
21 nnn
K θπ
π

θθ −Ω+=+ ,                          (8.20) 

где K  – коэффициент нелинейной связи (линейный случай реали-
зуется при 0=K ), Ω  – формальное число вращения, определяющее 
отношение частоты внешней, гармонической, вынуждающей силы 
к собственной частоте системы. Реальное число вращения опреде-
ляется формулой 
                       

n
w n

n

0lim
θθ −

=
∞→

                                  (8.21) 

и задаёт среднее приращение переменного угла nθ  за один итера-
ционный шаг. Такие названия связаны с тем, что в фазовом прос-
транстве портрет динамической системы имеет вид простого (от-
ношение частот определяется иррациональным числом) или резо-
нансного (отношение частот определяется рациональным числом) 
тора, на меридианы и параллели которого накручиваются фазовые 
траектории.  

При движении динамической системы остаются неизменны-

ми некоторые величины (например, действие 
π2

∫−= dqp
I ), которые 

называются адиабатическими инвариантами. Динамические урав-
нения можно записать в переменных действие ( I )-угол (ϑ ), кото-
рые задают в фазовом пространстве инвариантный тор (рис. 8.9):  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∂
∂=

=

)(

0

I
I
H

I

ωϑ&

&
,                    (8.22) 

 
 

 
 
 
 
 

Рис. 8.9. “Рождение” инвариантного тора. 
 

где )( Iω  – круговая частота нелинейных колебаний, H  – гамильто-
ниан динамической системы. При медленных возмущениях, вно-
симых в динамическую систему, действие приближённо сохраня-
ется. Если действие меняется существенным образом, то могут во-
зникнуть новые гармоники возмущений, которые переведут сис-
тему в новое устойчивое состояние, вплоть до возникновения хао-
тических движений. Следовательно, хаотическое состояние систе-
мы характеризуется системой уравнений 
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.             (8.23) 

Если движение динамической системы характеризуется N адиаба-
тическими инвариантами kI  ( Nk ÷= 1 ), то она имеет N сохраняю-
щихся интегралов движения. Если число интегралов движения бу-
дет меньше числа N на величину n , то происходит “разрушение” 
n  адиабатических инвариантов (например, полная энергия систе-
мы не сохраняется в нелинейных динамических системах и при 
формировании упорядоченных структур при необратимых процес-
сах). Разрушение интегралов движения должно приводить к раз-
рушению инвариантных торов фазового пространства. 

Фазовые траектории на торе описывают квазипериодические 
колебания. Особенностью инвариантных торов является их зави-
симость от количества интегралов движения. При 2=N  торы вло-
жены один в другой и делят фазовое пространство между собой. 
Разрушенные инвариантные торы оказываются плотно зажатыми 
между устойчивыми торами (рис 8.10), поэтому возмущения фазо- 
 
 
 
 
 
 
  Рис. 8.10. При 2=N  разрушенные торы зажаты 

между устойчивыми торами. 
 

вой траектории в такой области ограничены (слабый хаос). При 
количестве интегралов движения 2>N  торы пересекаются и разру-
шенные торы образуют сложную сетку каналов (“паутину”), по 
которым фазовая траектория начинает “гулять” по всему фазовому 
пространству (сильный  хаос) и может уйти сколь угодно далеко от 
исходного состояния (диффузия Арнольда). Причина возникнове-
ния слабого и сильного хаосов состоит в следующем. Поверхность 
постоянной энергии в пространстве с N2  измерениями имеет раз-
мерность 12 −N , а её граница – 22 −N . Если торы делят фазовое про-
странство, то их размерность должна удовлетворять неравенству 
≥N 22 −N , отсюда  находим, что 2≤N . Следовательно, при конечном 

значении числа N  всегда существуют конечные по размеру (пусть 
даже не очень большие) области фазового пространства, в кото-
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рых движение динамической системы будет детерминированным, 
а уравнения движения обратимыми во времени. 

Формальное число вращения задаёт движение по простому, а 
реальное число вращения – по резонансному торам. Для линейно-
го случая ( 0=K ,синхронизация отсутствует) эти числа совпадают 
и инвариантным тором является резонансный тор, поэтому систе-
ма подчиняется детерминированному поведению. При значении 
параметра 1=K  происходит критическое отображение окружности 
самой на себя, при этом область синхронизации покрывает прак-
тически весь интервал частот Ω , за исключением точек множества 
Кантора. Этот факт и отражает “чёртова” лестница. Области син-
хронизации получили названия “языков” Арнольда, которые пока-
заны на рис. 8.11. 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 8.11. “Языки” Арнольда. 

 

При малых значениях итерационного угла nθ  ( 0→nθ ) крити-
ческое преобразование окружности описывается кубической зави-
симостью вида 
                     3

2

1 3
2

nn θπθ −Ω=+ ,                                   (8.24) 

Уравнение (8.24) описывает поведение динамических систем с не-
чётной (несимметричной) нелинейностью, поэтому такие системы 
образуют свой подкласс универсальности. 

При  значениях  параметра 1>K  “языки” Арнольда начинают  
перекрываться, а система начинает совершать сложные колебания, 
соответствующие возникновению хаотических движений (напри-
мер, аттракторы Лоренца и Рёсслера). В этом случае при увеличе-
нии числа итерационных шагов до бесконечности числа вращений 
стремятся к золотому сечению (см. Главу 4, стр. 65). 

Мультифрактал, состоящий из точек, которые соответствуют 
иррациональным значениям формального числа вращения, имеет 
спектр размерностей в диапазоне от 924,0)( ≈∞−D  до 5,0)( =∞+D . 
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Глава 9. UФракталы и кластеры U 

 

Если я рассуждаю логично, это значит только то, что я 
не сумасшедший, но вовсе не доказывает, что я прав. 

   И.П. Павлов 
 

Диффузионный процесс базируется на случайном блуждании 
частиц, которые могут достигнуть любой точки среды. При проте-
кании (перколяции) существует критический порог, ниже которого 
перколяционный процесс затухает. Например, для квадратной ре-
шётки критическая вероятность протекания от узла к узлу состав-
ляет 59725,0=cp . При выполнении условия cpp <  процесс блуждания 
частиц по узлам квадратной решётки происходит в ограниченной 
области квадратной решётки без её протекания. Теория перколя-
ции применима к просачиванию жидкости в трещины, к распро-
странению и взаимодействию трещин в различных материалах, к 
распространению эпидемий, лесных пожаров и другим аналогич-
ным процессам. Схожесть диффузионного перемещения и процес-
са протекания зачастую приводит к их смешению. Это связано с 
тем, что они являются стохастическими процессами, т.е. базируют-
ся на случайных блужданиях частиц. При диффузионном переме-
щение частица может достигать любой точки среды. В отличие от 
диффузии перколяционный процесс начинается при достижении 
порога протекания. До достижения порога перколяции блуждаю-
щим частицам доступна лишь ограниченная часть системы. Наи-
более ярко схожесть диффузии и перколяции проявляется при ис-
следовании диффузии от источника вещества. Подвижная граница 
распространения вещества имеет такую же структуру, что и фрак-
тальная геометрия перколяционного кластера, что и является при-
чиной их частичного совпадения.  

Для иллюстрации процесса протекания рассмотрим плоскую 
квадратную решётку, узлы которой независимо друг от друга с од-
ной и той же вероятностью p  занимают некоторые объекты (ато-
мы, деревья или другие элементы) или не занимают с вероятнос-
тью pq −=1  (рис. 9.1). Обычная постановка перколяционной задачи 
состоит в отыскании непрерывного канала от нижней части ре-
шётки к её верхнему краю (от выбранного нижнего узла через со-
седние занятые узлы). Если такой путь существует, то говорят, что 
решётка протекает или перколирует (“percolate” (латынь) – течь 
насквозь, протекать, см. также пункт 1.2, стр. 22).  
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Рис. 9.1. Протекание по квадратной решётке  
при достижении порога перколяции. 

 

Помимо протекания по узлам рассматривают также перколя-
цию по связям. Для такой задачи все узлы считаются занятыми, а 
между ближайшими соседними узлами с вероятностью p  возни-
кают связи, или они не возникают с вероятностью pq −=1 . Непре-
рывный путь отыскивается не по узлам решётки, а по имеющимся 
между узлами связям. Порог перколяции по связям для бесконеч-
ной квадратной решётки установлен точно и равен 5,0=cp . Если со-
здать квадратную решётку из сопротивлений (резисторов) и про-
пустить электрический ток, то он будет течь только по определён-
ному пути. Резисторы, образующие путь для прохождения элект-
рического тока, называются остовом кластера, а остальные – бол-
тающимися связями. 

Достижение системой порога перколяции приводит к образо-
ванию кластеров всевозможных масштабов, т.е. возникающий пер-
коляционный объект обладает мультифрактальными свойствами. 
Если число кластеров, расположенных на ε  узлах, равно )(εn , то 
они связаны между собой степенным законом τεε −≈)(n , где показа-
тель степени для квадратной решётки 

91
187=τ . Самоподобие перко-

ляционных кластеров наблюдается в масштабах от одного шага до 
размеров всей квадратной решётки. Ниже порога протекания верх-
ней границей масштаба перколяционного объекта является корре-
ляционная длина ξ . На масштабах ξ<l  узлы решётки образуют мо-
нофрактал, в противном случае – геометрия объекта евклидова. В 
критической области корреляционная длина становится бесконеч-
ной, поэтому даже два узла решётки, как бы далеко они не распо-
лагались друг от друга, принадлежат к одному и тому же кластеру. 
Корреляционная размерность перколяционного мультифрактала 
равна 9,1

48
91≈=D . Она связана с показателем степени 

91
187=τ  очевидным 
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соотношением 12 −=τ
D

.  

Реальные физические объекты и процессы всегда имеют при-
родный масштаб: на микроуровне им является радиус атомов или 
молекул (частиц, мономеров) r , а на макроуровне – радиус сферы  
(окружности) R , внутрь которой можно поместить объект целиком 
или область наблюдаемого процесса. В этой связи возникает необ-
ходимость покрытия кластеров мономерами. В Главе 6 (пункт 6.2, 
стр. 106 и пункт 6.3, стр. 115) рассматривались различные фигуры 
покрытия плоскости и пространства, одной из которых является 
шар (метод Фуллера). Шарами можно плотно упаковать линию без 
самопересечений, окружность, сферу (рис. 9.2)  и другие геометри- 

 
 

 
 
 
 
 
 

 

Рис. 9.2. Плотная упаковка шарами различных геометрических фигур. 
 

ческие фигуры. Если радиус R  внешней сферы (кластера) значи-
тельно превышает радиус r  мономеров, то число шаров )(RN , необ-
ходимых для покрытия кластера определяется по формуле 

  
D

r
RRN ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ρ)( ,      (9.1) 

где ρ  – плотность частиц в однородном кластере с фрактальной 
или евклидовой размерностью D . Для неоднородного фрактально-
го кластера плотность зависит от расстояния до начала отсчёта и с 
ростом этого расстояния быстро убывает по степенному закону. В 
случае плотной упаковки однородного фрактального кластера ша-
рами плотность мономеров 7405,0

32
≈= πρ , а для их случайной упа-

ковки она снижается до величины 637,0≈ρ . Помимо фрактальной 
размерности для количественной характеристики кластера исполь-
зуется разветвлённость, как мера того количества связей, которые 
надо разорвать, чтобы отделить произвольно большую часть дан-
ного кластера. 

Для пояснения метода упаковки Фуллера рассмотрим покры-
тие кривой Коха (см. пункт 2.2, стр.33) мономерами первого итера- 
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рационного шага её построения (рис. 9.3). На  n-ом  шаге  построе-  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.3. Покрытие мономерами триадной кривой Коха. 
 

ния кластер Коха состоит из nRN 4)( =  мономеров и имеет размер 
rR n3=  при постоянной плотности 1=ρ . По формуле (9.1) вычислим 

фрактальную размерность этого кластера: 
Dn

n
r

r
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅= 314 ⇒ 2618,1

3ln
4ln ≈=D .    (9.2) 

Фрактальная размерность D  определяет порядок заполнения кла-
стером занимаемого пространства, но не описывает его геометри-
ческую форму. Кроме того, следует остерегаться считать природ-
ный объект фракталом или мультифракталом, основываясь только 
на его случайности или пористости. 

Кластеры возникают при ограниченной диффузией агрегации 
и электроосаждении металлов из растворов (для плоского случая 

71,1=D , а в пространстве 5,2=D ). Например, в плоскости растут клас-
теры листка цинка ( 63,1≈D ) и коллоидного золота ( 79,17,1 ÷≈D ); в 
трёхмерном пространстве растут кластеры меди ( 43,2≈D ), протеи-
нов иммуноглобулина типа IgG ( 56,2≈D ), коллоидного кварца и его 
аэрогелей ( 55,24,2 ÷≈D ). 

Общей чертой кластеров, возникающих в результате реализа-
ции различных физических процессов, является тот факт, что эти 
процессы описываются уравнением Лапласа для концентрации ча-
стиц, давления и температуры. Уравнение Лапласа описывает ста-
ционарное, но неоднородное распределение перечисленных вели-
чин. В агрегационных, перколяционных и им подобных кластерах 
присутствуют вакансии всех масштабов: от самых маленьких до 
совместимых с размером кластера. Кроме того, кластеры разных 
размеров самоподобны по их виду. 
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9.1. UВозникновение кластеров при протеканииU 

 

Никогда не замечаешь того, что сделано: видишь 
только то, что осталось сделать. 

     Мария Складовская-Кюри 
 

Пусть равное количество частиц и вакансий (пор) распреде-
лены по квадратной решётке со стороной L , причём соседние поры 
соединены капиллярными каналами (слева, справа, снизу и свер-
ху). Вероятность обнаружения поры в наугад выбранной точке ре-
шётки равна 5,0=p . На рис. 9.4 поры отображены белыми и чёрны-
ми точками. Белыми точками на рис. 9.4 отмечен самый большой 
кластер из пор.  Из рис. 9.4 видно, что в этом случае протекание не  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 9.4. Распределение по квадратной решётке 
с размером стороны 14=L . 

 

наблюдается, так как отсутствует непрерывный путь между ниж-
ней и верхней сторонами квадрата. Если в наугад выбранной точке 
квадратной решётки, принадлежащей кластеру из пор, ввести жид-
кость, то она займёт лишь ограниченную область, покрытую этим 
кластером. Увеличение количества вакансий в решётке приводит к 
росту вероятности p  и к изменению площади, занимаемой класте-
рами. Быстрее других будут расти большие вакансионные класте-
ры, а самой большой скоростью роста будет обладать кластер, от-
меченный белыми точками. При критическом значении вероятно-
сти cp  он простирается на всю решётку и называется перколяцион-
ным кластером. Помимо вероятности p  для характеристики ис-
следуемого процесса вводят вероятность протекания )(pPn , кото-
рая оценивается отношением числа узлов )(Ln , которые принадле-
жат самому большому (предперколяционному) кластеру, к площа-
ди 2L  (или объёму 3L ) решётки.  

 При малых значениях аргумента p  функция )(pPn  также мала.  
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Приближение вероятности p  к её критическому значению cp  со-
провождается резким ростом вероятности протекания )(pPn . Даль-
нейший рост меры p  до единицы приводит к линейному закону из-
менения вероятности протекания, т.е. при выполнении неравенств 

cl ppp >>  её можно представить в виде линейной функции вида 
ApApPn −+= 1)(  ( 25,1≈A ). 

Схематичный график функции )(pPn  представлен на рис. 9.5. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 9.5. Зависимость вероятности протекания )(pPn  от вероятности 
обнаружения p  поры в наугад выбранном узле квадратной решётки. 

 

Рассмотрим бесконечную квадратную решётку. Предперколя-
ционный кластер будет содержать бесконечно много узлов. Тогда 
вероятность бесконечного протекания ( )(lim)( pPpP n

n ∞→
∞ = ) вблизи поро-

га перколяции задаётся формулами 
      

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−

≤
=∞

cc

c

pppp

pp
pP

,)(

,0
)( β

,      (9.3) 

где критический индекс 14,0≈β  для двумерной и 4,0≈β  для трёхмер-
ной квадратных решёток. Формула (9.3) отображает тот факт, что 
вблизи порога перколяции происходит скачок вероятности беско-
нечного протекания. С физической точки зрения это означает, что 
решётка испытывает фазовый переход: состояние локальных свя-
зей заменяется на состояние глобального каналирования. Этот пе-
реход аналогичен преобразованию магнитной системы при сниже-
нии температуры до температуры Кюри (критическая температура 

cT ). Выше критической температуры упорядочение магнитных мо-
ментов наблюдается только в локальных областях. Ниже темпера-
туры Кюри упорядочение распространяется на всю решётку и при-
водит к образованию магнита с южным и северным полюсами. Ис-
следуем перколяционный процесс вблизи его порога. 
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9.2. UРаспределение кластеров при критической перколяции U 

 

Полезно время от времени ставить знак вопроса на вещах, 
которые тебе давно представляются несомненными.     

        Джеймс Рассел Лоуэлл 
 

Компьютерные исследования показали, что зависимость чис-
ла узлов )(Ln , которые принадлежат самому большому кластеру, от 
линейного размера решётки L имеет вид: 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

=

<

=

c
D

c
D

c

ppL

ppL

ppL

Ln
E ,

,

,ln

)( ,        (9.4) 

где ED  – размерность евклидового пространства. Из формулы (9.4) 
видно, что на пороге протекания перколяционный кластер в дву-
мерной решётке представляет собой фрактальную структуру с раз-
мерностью 89,1≈D , которая близка к размерности 2=ED . На рис. 9.6 
показана кривая Мандельброта-Гивена, которая является хорошей 
моделью перколяционного кластера и имеет размерность 89,1≈D . На 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.6. Моделирование кластера протекания  
с помощью кривой Мандельброта-Гивена.  

 

рис. 9.6 эллипсом выделено множество занятых частицами узлов, 
которое по своему виду напоминает множество Мандельброта (см. 
пункт 5.2, стр. 90). Кроме того, этот рисунок хорошо отображает 
самоподобие перколяционного кластера вблизи критического по-
рога.  

 Объединение двух или трёх соседних узлов, занятых порами,  
в новый сверхузел асимптотически порождает тот же кластер в но- 
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вом масштабе измерения (см. пункт 1.2, стр. 22-23). Представлен-
ное в пункте 1.2 ренормализационное преобразование имеет две 
тривиальных неподвижных точки 0=p  и 1=p , а также одну нетри-
виальную – cpp = . Функция преобразования имеет вид 32 23)( pppf −= , 
а её первая производная 0)(' =pf  для всех значений p  из интервала 
от 0 до 1, следовательно, указанные неподвижные точки являются 
аттракторами перколяции. Двукратное применение ренормализа-
ционной процедуры приводит к полному совпадению масштаби-
руемого фрагмента решётки с исходной решёткою. Перколяцион-
ный кластер и кластер после скейлингового преобразования явля-
ются равновероятными реализациями процесса протекания. Это, в 
свою очередь, указывает на однородность функции )(Ln  при увели-
чении (или уменьшении) решётки в k  раз, т.е. выполняется равен-
ство 

            ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

k
LnkLn D)( .        (9.5) 

Однородность функции )(Ln  приводит к её единственной реали-
зации в виде степенного закона DLLn ≈)( , что и отражает факт фрак-
тальности кластера протекания. 

Самоподобие кластера перколяции приводит к тому, что в его 
“дырах” располагаются такие же кластеры всевозможных разме-
ров. Число узлов s  в перколяционном кластере и его размер имеют 
характерные распределения. Порог протекания определяется расп-
ределением кластеров по размерам, которое не имеет характерного 
размера и поэтому должно описываться степенным законом. 

Средний квадратичный радиус (радиус гирации) кластера, из-
меряемый от центра тяжести, определяется формулой 

      ∑ −=
ji

jig rr
s

sR
,

2
2

2 )(
2

1)( .      (9.6) 

Число узлов s  в перколяционном кластере и радиус гирации также 
связаны степенным соотношением D

gRs ≈ . Усредняя величину (9.6) 
по размерам кластеров и извлекая из полученного выражения ква-
дратный корень, получим корреляционную длину или длину связ-
ности 

             ><= )(2 sR gξ .      (9.7) 
Вблизи порога протекания корреляционная длина имеет сингуляр- 
ность, которая приводит к появлению перколяционного кластера.  
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Изложенный материал показывает, что самоподобие класте-
ров приводит к степенным зависимостям, однако не всякий пока-
затель степени можно считать фрактальной размерностью. Многие 
из степенных показателей могут быть выражены через фракталь-
ную D  и евклидову ED  размерности. 

 

9.3. UПроникание в решётку с вытеснением U 

 

 

The whole problem with the world is that fools and fanatics are always 
so certain of themselves, but wiser people so full of doubts.  
Вся проблема этого мира в том, что дураки и фанатики всегда 
уверены в себе, а умные люди полны сомнений. 
       Бертран Рассел 

 
 

При заполнении пор решётки несжимаемой жидкостью одно-
го вида (например, маслом) перколяция жидкости другого типа ( 
например, воды) возможна только способом вытеснения первой 
жидкости (Уилкинсон, Виллимсен (1983)). Эксперимент показыва-
ет, что вытеснение одной жидкости другой происходит только по 
остову перколяционного кластера. Остов кластера включает все-
возможные траектории случайного блуждания по решётке, кото-
рые приводят к протеканию, за исключением тупиковых путей. 
Тупиковые пути заканчиваются в обособленных ветвях. Поры, ко-
торые связаны с кластером одним капиллярным каналом, называ-
ются обособленными ветвями (рис. 9.7). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.7. Перколяционный кластер: остов (   ) и  
обособленные ветви (   ). 

 

Если перерезать единственный капиллярный канал соедине-
ния, то обособленная ветвь теряет связь с кластером. Вторая жид-
кость не может протечь внутрь обособленной ветви, так как первая 
жидкость не может переместиться в какую-либо другую пору (ту-
пик для протекания). Самонепересекающиеся траектории случай-
ного блуждания не могут закончиться в обособленной ветви, так 
как в этом случае пришлось бы дважды пройти по тупиковому пу-
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ти, а это невозможно из-за самонепересечения. Отметим, что чис-
ло узлов в остове всегда меньше числа узлов в кластере на количе-
ство пор в обособленных ветвях. Процесс вязкого вытеснения вто-
рой жидкости подобен процессу образования вязких “пальцев”, ко-
торый описывается лапласовским уравнением (8.16) для давления 
(см. пункт 8.3, стр.148) совместно с определёнными граничными 
условиями.  

Экспериментальными и теоретическими исследованиями бы-
ло установлено, что на пороге перколяции вытеснение практичес-
ки полностью определяется геометрией кластера протекания и оно 
не зависит от таких физических характеристик, как поверхностное 
натяжение и смачиваемость. Фрактальная форма остова перколя-
ционного кластера вытеснения зависит от расположения источни-
ка первой жидкости (точки (точек) впрыскивания) и стока второй 
жидкости (точки (точек) вытекания). Его размерность меньше или 
равна размерности кластера протекания ( 89,162,10 ≈≤≈ DD ). Таким об-
разом, процесс вязкого вытеснения выделяет фрактальное подмно-
жество узлов из перколяционного кластера в виде остова вытесне-
ния. Размерность остова определяется как физическими свойства-
ми вытесняющей жидкости, так и геометрической структурой пор 
и капиллярных каналов. 

Процесс вытеснения реализуется путём противоборства меж-
ду поверхностными и вязкими силами в масштабе отдельно взятой 
поры. Перколяционный процесс вытеснения характеризуется сох-
ранением разности давлений между жидкостями 

       
r

ppp θσ cos2
12 =−=∆ ,              (9.8) 

где σ  – коэффициент поверхностного натяжения, θ  – угол смачи-
вания жидкостью поверхности поры, r  – радиус кривизны поры в 
месте контакта двух жидкостей. Капиллярные силы велики в узких 
каналах, поэтому вытесняющая жидкость движется быстро по та-
ким путям и тормозится внутри крупных пор.  

Отличие обычного протекания от перколяции с вытеснением 
состоит в том, что вытесняющая жидкость всегда выбирает узкие 
горловины, т.е. движется лишь по остову перколяционного класте-
ра. При стандартном перколяционном процессе протекающая жид-
кость заполняет не только остов, но и обособленные ветви. 
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9.4. UФрактальный диффузионный процесс U 

 

В любой науке, в любом искусстве лучший учитель 
– опыт. 

  Мигель де Сервантес Сааведра 
 

В случае диффузии от источника граница концентрационных 
изменений имеет такую же фрактальную структуру, как и перко-
ляционный кластер. Пусть на решётке, протяжённой вдоль оси аб-
сцисс и имеющей ширину L , помещён источник вещества, кото-
рый вводит новые порции частиц. В течение промежутка времени 
τ  введённая частица совершает скачок в один из соседних четырёх 
узлов, которые удалены от источника на постоянную решётки a . 
Согласно модели Эйнштейна (см. пункт 4.1, формулу (4.4), стр. 68 
), коэффициент диффузии определяется равенством 

τ2

2a=D . Будем 

считать независимыми перемещения блуждающей частицы вдоль 
обеих координатных осей. Это приводит к тому, что средние квад-
раты смещений частиц от первоначального положения вдоль ко-
ординатных осей равны между собой: 
       tytyxtx D2)]0()([)]0()([ 22 >=−=<>−< .     (9.9) 
Тогда квадрат длины диффузионного пробега частицы за время t  
будет равен 
          

τ
tatytyxtxl 2222 24)]0()([)]0()([ ==>−<+>−=< D .         (9.10) 

В случае линейного источника вероятность обнаружения час-
тицы на расстоянии x  от источника определяется формулой 
                          ∫ −−=

lx
u duexp

/

0

221)(
π

,                   (9.11) 

близка к единице у источника и быстро убывает при увеличении 
расстояния от источника. Следовательно, в зафиксированный мо-
мент времени диффузионный фронт будет иметь такой же вид, что 
и граница растущего перколяционного кластера. В силу того, что 
вероятность в некоторой окрестности источника превышает порог 
протекания 59725,0=cp , то происходит перколяция частиц по узлам 
решётки. Одномоментность реализации перколяционного процесса 
и диффузии в указанной области приводит к фрактальному виду 
границы диффузионного распространения вещества по решётке. 
Вдали от источника вероятность cpxp <)( , что приводит к затуха-
нию протекания и к образованию изолированных кластеров. Нали-
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чие двух различимых явлений приводит к формированию границы 
между областями, которая была названа “скорлупой” источника. 
На рис. 9.8 показана “скорлупа” источника (пунктирная линия, сам 
источник отображён в виде    ), которая отделяет область, где час-
тицы диффундируют и перколируют (   ), от области, где случай-
ные блуждания частицы описываются как диффузия (    ). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 9.8. Диффузионно-перколяционная и чисто диффузионная зоны. 

 

Очевидно, что каждой точке скорлупы соответствует крити-
ческое значение 59725,0=cp . Скорлупа источника вещества является 
фрактальной фигурой с размерностью 75,1≈sD . Так как она отделяет 
области смешанных и чистых процессов, т.е. является отражением 
эволюционной динамики системы, то её структура имеет довольно 
сложный вид. В одних частях скорлупы наблюдается избыток час-
тиц (“острова”), а в других – их недостаток (“озёра”). Характерный 
размер этих образований совпадает с корреляционной длиной, ко-
торая описывается степенным законом  
                          3/4

0 )( −−= cpxpξξ .                   (9.12) 
Скорлупа также характеризуется внешней границей. Под внешней 
границей понимается совокупность занятых частицами узлов, ко-
торые принадлежат диффузионно-перколяционному кластеру и ко-
торые может достичь частица из диффузионной зоны. Эта харак-
теристика является наиболее важной при изучении абсорбции ато-
мов и молекул на различных поверхностях. Фрактальная размер-
ность внешней границы определена точно и равна 3/4=bD . Таким 
образом, диффузионный фронт имеет сложное внутреннее строе-
ние и представляет собой мультифрактальное множество на мак-
роскопическом уровне, несмотря на микроскопический характер 
случайных блужданий. 
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Глава 10. UФрактальные временные ряды 
 

Лучший способ ознакомиться с каким-либо предметом – 
написать книгу о нём.  

        Бенджамин Дизраэли 
 

Многие природные объекты либо обладают сложной для ана-
лиза структурой, либо исследование их состояний невозможно по 
ряду причин (например, человеческий мозг, “чёрные дыры”, коти-
ровка валют на бирже, многовековые изменения климата и т.п.). О 
структуре и состоянии таких систем можно судить только по тем 
сигналам )(tx , которые они испускают (поглощают) (рис. 10.1).  

 

 
 
 
 

Рис. 10.1. Самоподобный временной ряд. 
 

Записанный сигнал разобьём на N  равных частей и предста-
вим в виде последовательности отрезков, которые разделены рав-
ноотстоящими точками )()( τktxtxk += , где τ  – временной интервал 
дискретизации. Анализ последовательности )(txk  должен ответить 
на следующие вопросы: 
– является ли сигнал обычным шумом или несёт информацию об 
устройстве системы? 
– характеризуется ли сигнал евклидовой или фрактальной размер-
ностями? 
– если сигнал отображает динамическую систему, то надо опреде-
лить: 

а) сколько независимых переменных требуется для описания 
её состояния? 
б) сколько аттракторов, слиперов и репеллеров содержит фа-
зовый портрет системы? 
в) каковы их геометрическое строение и фрактальная размер-
ность? 
г) какие из перечисленных точек и областей отвечают за ис-
пущенный сигнал? 
д) какие процессы протекают в системе (детерминированные 
или случайные)? 
е) можно ли сконструировать модель (непрерывную или дис-
кретную) для отображения системы? 
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ё) существуют ли способы управления геометрической и ди-
намической структурой исследуемого объекта? 

Если геометрическое изображение набора точек )( tx k  лишено ка-
кой-либо структуры, то сигнал является флуктуационным или слу-
чайным шумом (рис.10.2а). Определение каких-либо закономерно- 

 

            а)        б) 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10.2. Случайный (а) и детерминированный (б) сигнал. 
 

стей в этом случае затруднительно и требует привлечения теории 
вероятностей, математической статистики и корреляционного ана-
лиза. В противоположном случае точки чётко демонстрируют ди-
намику процессов, протекающих в системе (рис. 10.2б).  

Отыскание по виду сигнала дискретного отображения или си-
стемы дифференциальных уравнений, которые описывают процес-
сы, порождающие тот или иной сигнал, является весьма трудоём-
кой задачей. Решение этой задачи даст возможность как управле-
ния внутренними процессами (особенно систем с хаотической ди-
намикой), так и эффективного прогноза поведения систем при из-
менении внешних и внутренних параметров порядка. Вследствие 
этого продолжаются настойчивые попытки реконструкции уравне-
ний динамики как с чисто математических позиций, так и с прив-
лечением физических гипотез. 

Физико-математическая модель системы учитывает следую-
щие факторы: внутреннее строение системы (наличие неупорядо-
ченных и упорядоченных областей, внутреннюю и внешнюю гео-
метрию и т.д.); глобальное и локальное взаимовлияние элементов 
друг на друга; конфигурации расположения элементов внутри изу-
чаемого объёма; стремление компонент системы к смешению или 
разделению и т.п. Универсальность физико-математического отоб-
ражения реальных объектов приводит к выделению некоторых мо-
делей, которые описывают поведение систем с разных уровней ор-
ганизации материи. Одной из таких математических моделей явля-
ется анализ фрактальных временных рядов на базе метода норми-
рованного размаха или метода Херста. 
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10.1. UЭргодичность стационарных случайных процессов 
 

Такова сила истины: вы пытаетесь её опровергнуть, но сами ваши 
нападки возвышают её и придают ей большую ценность. 

                                              Галилео Галилей 
 

Развивающийся во времени случайный процесс )(tX  характе-
ризуется тем, что до проведения эксперимента неизвестен ни вид 
сигнала, ни его параметры: амплитуда, частота и фаза. Он предс-
тавляется в виде бесконечного ансамбля реализаций })({ itx  ( ∞÷=1i ), 
полученного в момент времени t. Фиксация набора реализаций при 

1tt =  даёт одномерное сечение процесса )(tX . Если процесс )(tX  ото-
бражает изменения непрерывной случайной величины, то её мож-
но описать с помощью плотности вероятности ));(( ttxp . Тогда веро-
ятность того, что случайная величина )(tX  примет значение из ин-
тервала ];[ xdxx +  в момент времени t , равна 

               xdttxpdP ));((= .                         (10.1) 
Знание вида плотности вероятности ));(( ttxp  недостаточно для вы-
яснения эволюции процесса )(tX . Гораздо больше информации да-
ют два сечения процесса )(tX , найденные в последовательные мо-
менты времени 1t  и 2t . В этом случае случайная величина )(tX  опи-
сывается двумерной плотностью вероятности );;)();(( 2121 tttxtxp . Эта 
функция не должна зависеть от порядка следования реализаций )( 1tx   
и )( 2tx  (перестановочная симметрия). Предположим, что реализа-
ции )( 1tx  и )( 2tx  статистически независимы. Тогда плотность веро-
ятности двумерного сечения представляется в виде произведения 
одномерных плотностей вероятности для каждого сигнала: 

      ));(());(();;)();(( 22112121 ttxpttxptttxtxp ⋅= .         (10.2) 
При решении многих практических задач не требуется знание 

вида функции нескольких переменных );;)();(( 2121 tttxtxp , а достаточ-
но вычислить числовые параметры распределения, которому под-
чиняется случайная величина )(tX . Такими числовыми характери-
стиками являются начальные и центральные моменты одномерных 
сечений (математическое ожидание )]([ tXM  и среднее квадратичес-
кое отклонение )]([ tXσ ), а также двумерный центральный момент ( 
функция корреляции )]();([ 21 tXtXK ). При их вычислении проводит-
ся усреднение по ансамблю реализаций (черта сверху над соответс- 
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твующими величинами): 

∫
∞

∞−

== )()),(()()()]([
____

txdttxptxtxtXM ;          (10.3) 

   
__________________

22 )]}([)({)()),((})]([)({)]([ tXMtxtxdttxptXMtxtX −=−= ∫
∞

∞−

σ ;      (10.4) 

=−−=
_______________________________________

221121 )]}([)()]}{([)({)]();([ tXMtxtXMtxtXtXK  

  ∫
∞

∞−

−−= )()(),),(),(()]}([)()]}{([)({ 2121212211 txdtxdtttxtxptXMtxtXMtx . (10.5) 

Функция корреляции )]();([ 21 tXtXK  характеризует степень статисти-
ческой зависимости между случайными процессами )( 1tX  и )( 2tX  в 
моменты времени 1t  и 2t . Совмещение одномерных сечений )( 1tX  и 

)( 2tX  при ttt == 21  приводит к совпадению корреляционной функции 
с квадратом среднего квадратического отклонения значений сигна-
ла )(tx  от его наиболее вероятного значения )]([ tXM : 

)]([)]();([ 2
21

21
tXtXtXK

ttt
σ=

==
.          (10.6)  

Параметры (10.3)-(10.5) являются функциями времени, следо-
вательно, они описывают эволюцию случайного процесса )(tX . Ес-
ли функция );;)();(( 2121 tttxtxp  инвариантна (сохраняется и не меняет-
ся с течением времени)  относительно временного сдвига на вели-
чину ξ , т.е. выполняется равенство 

         =++ );;)();(( 2121 ξξ tttxtxp );;)();(( 2121 tttxtxp ,         (10.7) 
то говорят о стационарности случайного процесса в узком смыс-
ле. Пусть математическое ожидание )]([ tXM  и среднее квадратиче-
ское отклонение )]([ tXσ  являются константами, а функция корре-
ляции (10.6) зависит только от модуля разности времён одномер-
ных реализаций 12 tt −=τ , т.е. )()]();([ 21 τKtXtXK = . В этом случае говорят 
о стационарности случайного процесса в широком смысле. Отме-
тим, что из стационарности случайного процесса в узком смысле 
следует стационарность случайного процесса в широком смысле, 
но не наоборот. Функция )(τK  является чётной ( )()( ττ −=KK ) и ограни-
ченной ( )0()( 2 KK =≤στ ) функцией своего аргумента. В практических 
расчётах используют также нормированную корреляционную фун-
кцию 2/)()( σττ K=R  ( 1)0( =R ), которая по своему определению близка  
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к нормированному размаху τσ/R  в модели Херста.  
Стационарный случайный процесс будем называть эргодиче-

ским, если при вычислении характеристик (10.3)-(10.5) усреднение 
по ансамблю реализаций заменяется усреднением по времени (ис-

пользуются угловые скобки 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=>< ∫∞→

T

T
td

T
0

...1lim... ). Формулы (10.3)-(10.5) 

принимают вид 

     mtdtx
T

txtXM
T

T
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=>=< ∫∞→

0

)(1lim)()]([ ;                  (10.8) 

                            22

0

2 )(})]([)({1lim mtxtdtXMtx
T

T

T
−><=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∫∞→

σ ;                 (10.9) 

                      2

0

)()(1lim})(}{)({)( mtdtxtx
T

mtxmtx
T

T
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+>=−+−=< ∫∞→
τττK .     (10.10) 

Из (10.9) видно, что среднее значение квадрата реализации опре-
деляется постоянными числовыми характеристиками – математи-
ческим ожиданием m  и средним квадратическим отклонением σ :  

   222 )( mtx +=>< σ .        (10.11) 
Сильным достаточным условием эргодичности стационарно-

сти случайного процесса в широком смысле является условие 
       0)(lim =

∞→
τ

τ
K ,          (10.12) 

а более слабым – условие Слуцкого (условия перемешиваемости) 
   0)(1lim

0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫∞→

T

T
d

T
ττK ,         (10.13) 

которое, в частности, справедливо для гармонического сигнала со 
случайной начальной фазой. Для статистически независимых сиг-
налов (см. формулу (10.2), стр. 168) функция корреляции равна ну-
лю для любых промежутков времени 12 tt −=τ , поэтому такие сигна-
лы эргодические. Верно и обратное утверждение: из эргодичности 
сигналов, которые испускает система во внешнюю среду, следует 
их нескоррелированность.  

Уравнение (10.12) показывает уменьшение значения функции 
корреляции с ростом времени τ . Скорость убывания этой функции 
характеризует величину ослабления статистической связи между 
значениями случайного сигнала в два различных момента времени. 
Числовой характеристикой, определяющей  диапазон  существова- 
ния корреляционной “пружины” между  прошлым  и  будущим, яв- 
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ляется время корреляции. Оно вычисляется по формуле 

    ∫
∞

=
0

)( τττ dk R                 (10.14) 

и даёт время, в течение которого возможен вероятностный прогноз 
поведения случайного сигнала в будущем. Любая попытка предс-
казать характер изменений случайного процесса для времени kττ >  
обречена на провал: столь далеко отстоящие во времени мгновен-
ные значения случайного сигнала практически нескоррелированы, 
так как функция корреляции (10.10) быстро убывает до нуля. 

 

10.2. UЗакон Херста 
 

Ум человека можно определить по тщательности, с 
которой он учитывает будущее и исход дела.  
                                        Георг Кристоф Лихтенберг  

 

В пункте 4.2 (стр. 69) была продемонстрирована самоаффин-
ность сигнала, который был получен от перемещения броуновской 
частицы вдоль оси абсцисс. Движение броуновской частицы мож-
но рассматривать, как процесс Маркова, при котором систему не 
“интересует” её прошлое и не “беспокоит”, что будет в будущем. 
Для описания поведения систем с “памятью” используют модель 
обобщённого броуновского движения (см. пункт 4.3, стр. 70). Та-
кие системы обладают свойствами пренебрежения (антиперсистен-
тность) или сохранения (персистентность) тенденциями развития, 
возникающими в системе. 

Пусть приращение сигнала )()( 12 txtxX −=∆ , полученное за про-
межуток времени 12 tt −=τ , подчиняется распределению Гаусса (за-
кону ошибок или нормальному закону) с математическим ожида-
нием m  и средним квадратическим отклонением σ  

     dymyxXP H

mx

H ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−=<∆ ∫
+

∞−

2

2
1exp

2
1)(

τστσπ
,             (10.15) 

где H  – показатель Херста. Математическое ожидание и диспер-
сия случайной величины X∆  определяются формулами 

       [ ] HX τσ
π
2=∆M  и [ ] HX 22 τσ=∆D ,        (10.16) 

соответственно. Для показателя Херста 
2
1=H  формулы (10.16) да-

ют значения математического ожидания и дисперсии для прираще-
ния X∆  классического движения Броуна. Приращения обобщённо-
го броуновского движения обладают самоаффинностью  по  прира- 
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щениям времени  
    )()()()()()( txtxXtxtxX H −+=∆=−+=∆ ττλτλτλ ,    (10.17) 

т.е.  являются однородными функциями времени. Параметр Херста 
можно выразить через размах )()( minmax txtxR −=  изменений сигнала на 
отрезке времени τ  и вычисленное для этого отрезка среднее квад-

ратическое отклонение ∑
=

><−=
τ

ττ τ
σ

1

2))((1

t
xtx  (среднее значение сиг-

нала за время τ равно ∑
=

=><
τ

τ τ 1
)(1

t
txx ): 

     
τ
στ

ln
)/ln(RH = .          (10.18) 

Оценка числа квадратов, покрывающих кривую обобщённого 
броуновского движения, равна 

     HN −≈ 2)(
τ
στ ,          (10.19) 

а фрактальная размерность исследуемой кривой –  
       HND −=−=

→
2

ln
)(lnlim

0 τ
τ

τ
.         (10.20) 

Математическое моделирование различных сигналов для все-
го возможного диапазона фрактальной размерности ( 21 << D ) осу-
ществляется с помощью функции Вейерштрасса 

   )1()42(
0

)2(42

1

)2(cos1
2)( +−

=

−−

−

+−
=

∑
ND

N

k
n

kkDD

b

tbsbb
tx

ϕπ
σ ,         (10.21) 

где b  и s  – параметры пространственно-частотного скейлингового 
преобразования, nϕ  – случайная фаза из интервала ]2;0[ π . При бес-
конечном значении числа гармоник N  функция Вейерштрасса за-
даёт идеальный математический фрактал. 

Для характеристики случайного процесса (например, движе-
ния броуновской частицы) в частотном диапазоне применяют фун-
кцию спектральной плотности мощности или спектр мощности 

)(ωS . Чаще всего эту функцию определяют на основе преобразо-
вания Фурье, которое применяется к анализируемому сигналу  

       
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>

≤
=

2
,0

2
),(

)(
Tt

Tttx
tx T .                 (10.22) 

на конечном участке. Частотное разложение Фурье для функции 
(10.22) имеет вид (ω  – круговая частота) 
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     ∫
∞

∞−

= ωω ω deXtx ti
TT )()( ,                 (10.23) 

где Фурье-трансформанта )(ωTX определяются равенством 

    ∫
−

−=
2/

2/

)()(
T

T

ti
TT dtetxX ωω .                 (10.24) 

Функция )(ωTX  характеризует спектральные свойства конечного от-
резка заданного сигнала. Для определения спектра мощности всего 
случайного процесса необходимо увеличить анализируемый отре-
зок до бесконечности, т.е. перейти к пределу ∞→T . Это приведёт к 
возникновению несобственного интеграла первого рода и нарушит 
абсолютную интегрируемость (дефиницию определённого интег-
рала). Именно по этой причине вводят спектр мощности, который 
определяется формулой 

       
T

XS TT
T

><=
∞→

)(lim)(
2 ωω ,               (10.25) 

где усреднение проводится по различным участкам сигнала.  
Для фрактальных временных рядов спектр мощности описы-

вается степенным законом αωω −≈)(S . Для различных шумов пока-
затель степени α  равен: 0=α  – белый (рис. 10.3а); 1=α  – розовый 
(фликкер-шум, рис. 10.3б); 2=α  – коричневый (броуновский, рис. 
10.3в); 3=α  – чёрный (рис. 10.3г). Из рис. 10.3 видно, что значение 
показателя  α  может служить характеристикой “гладкости” сигна- 
ла: чем больше величина показателя степени α , тем менее “экс-
цессным” (острым) выглядит график сигнала. Показатель α  связан 

 

 

             а)          б)   
 
 
 
 
 
 
     в)          г) 
 
 
 
 
 

Рис. 10.3. Виды шумов с целочисленным показателем α . 



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

174 
 

с показателем Херста равенством 
              12 −= Hα .                        (10.26) 

Для “белых” шумов ( )()( tAtx δ= , где 
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
0,1
0,0

)(
t
t

tδ  – дельта-функция Ди-

рака) показатель Херста лежит в интервале 15,0 <≤H ; фликкер-шу-
мовым случайным процессам отвечают значения 5,11 <≤H ; обобщён-
ное броуновское движение наблюдается при достижении величин 

25,1 <≤H ; для всех остальных случайных процессов – 2≥H . 
Используя фактор τσ/R  можно исследовать временные ряды, 

различающиеся по своей природе: от стока рек, отложения ила, ро-
ста деревьев и т.п. до котировок валют на бирже, среднегодового 
дохода граждан, изменений политической карты мира и т.п. Для 
многих временных рядов выполняется эмпирический (эксперимен-
тальный) закон Херста: 

      
HR
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
τ

στ
,                (10.27) 

где показатель Херста 09,073,0 ±=H . 
 

10.3. UСлучайные рядыU 

 

Я знаю, что подвержен погрешностям и часто ошибаюсь, 
и не буду на того сердиться, кто захочет меня в таких 
случаях остерегать и показывать мне мои ошибки.  

                     Петр I 
 

Случайные временные ряды возникают в результате независи-
мых измерений. Испытания называются независимыми, если веро-
ятность события A  не зависит от того, какие события появились в 
предыдущих опытах, или появятся в последующих экспериментах. 
Пусть испытания повторяются n  раз, причем событие A  появляет-
ся в каждом опыте с одной и той же вероятностью p , или не появ-
ляется с одной и той же вероятностью pq −=1 . Тогда вероятность 
появления события A  ровно m  раз в серии из n  независимых ис-
пытаний определяется по формуле Бернулли  

    mnmmnmm
nn qp

mnm
nqpCmP −−

−
==

!)(!
!)( .        (10.28) 

Формула Бернулли является дискретным аналогом закона Га-
усса: при бесконечно большом числе экспериментов ( ∞→n ) форму-
ла (10.28) описывает нормальное распределение.  

Применим формулу (10.28) к исследованию случайного про-
цесса, который состоит в подбрасывании монеты. Для этого слу-
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чайного процесса размах и среднее квадратическое отклонение оп-
ределяются формулами 

   1
2

−= τπ nR  и n=τσ ,         (10.29) 

соответственно. Следовательно, нормированный размах для гаус-
совского (белого) шума (при ∞→n ) равен 

2/1

22
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≈= ττπ

στ
R ,         (10.30) 

где показатель Херста 5,0=H . 
Обозначим через )(1 tm  количество “орлов”, выпавших при бро-

сании τ  монет в каждом испытании серии из n  независимых экс-
периментов, а через )(2 tm  – количество “решек”. Случайные вели-

чины )()()( 21 tmtmt −=ξ  и накопленное среднее ∑
=

=
t

l
ltX

1
)()( ξ  образуют вре-

менные ряды, графические изображения которых показаны на рис. 
10.4 а, б. График накопленного среднего соответствует блужданию 

 

   а)             б) 
 
 
 
 
 

        Рис. 10.4. Шум Гаусса )(tξ  (а) и накопленное среднее )(tX  (б) 
      при проведении независимых испытаний Бернулли. 

 

частицы вдоль линии с единичным шагом (см. рис. 4.1 на стр. 67). 
На расстояниях и периодах, значительно превышающих шаг и вре-
менной интервал между прыжками, соответственно, эти блужда-
ния асимптотически приближаются к перемещениям броуновской 
частицы. Нормированный размах Херста τσ/R  для исследуемого 
случайного процесса показан на рис. 10.5  (пунктиром показана за-  

 
 
 
 
 
 
 
 

        Рис. 10.5. Временная зависимость нормированного размаха 
       Херста τσ/R  в логарифмическом масштабе. 
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висимость (10.30) для белого шума).  
График для нормированного размаха Херста совпадает с га-

уссовской асимптотикой при достаточно больших значениях пара-
метра τ  ( 20>τ ), а при малых значениях τ  – наблюдается расхожде-
ние между указанными величинами. 

Таким образом, величина показателя Херста определяет сле-
дующие свойства случайных рядов: 
1) 5,00 <≤H  (показатель α  в спектре мощности αωω −≈)(S  изменяет-
ся в пределах 01 <≤− α , гауссовская корреляция между прошедши-
ми и будущими событиями 12);( −=− αttK  (см. пункт 4.3, формулу 
(4.8), стр. 70) заключена между значениями 0);(5,0 <−≤− ttK ) – слу-
чайные сигналы, посылаемые системой во внешний мир, являются 
зависимыми. Они несут информацию о предыдущем состоянии ис-
следуемого объекта с антиперсистентным (эргодическим) поведе-
нием. Чем ближе показатель Херста к нулю, тем устойчивее равно-
весное состояние системы; любые флуктуационные отклонения от 
этого состояния подавляются. Такие случайные временные ряды 
называются волатильными (изменчивыми), эти ряды характеризу-
ются постоянными реверсами (возвратами) к исходному состоя-
нию, определяемому средними характеристиками. 
2) 5,0=H  ( 0=α , 0);( =− ttK ) – случайные сигналы обладают постоян-
ным спектром мощности, энергией и характеризуются отсутствием 
корреляции между прошлым и будущим. Размах накопленных от-
клонений от наиболее вероятного значения случайной величины, 
описывающей случайный процесс, увеличивается со временем по 
закону (10.30). Любые два произвольных значения случайного сиг-
нала нескоррелированы, что отвечает случайным блужданиям: ни 
прошлое,  ни настоящее не влияют на будущее состояние системы.  
В частности, такие ряды могут описываться плотностью вероятно-
сти нормального распределения Гаусса (классическое броуновское 
движение), хотя это и не является обязательным условием. 
3) 15,0 <<H  ( 10 <<α , 1);(0 <−< ttK ) – с приближением показателя Хер-
ста к единице возрастает корреляция между разновременными се-
чениями случайного сигнала. Эти временные ряды сохраняют тен-
денции, возникшие в прошлом, поэтому их называют персистент-
ными или трендоустойчивыми (“trend” (англ.) – тенденция или те-
чение). Трендоустойчивому ряду соответствует колоколоподобный 
случайный сигнал, который при приближении параметра H  к зна-
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чению 5,0  асимптотически становится похож на кривую Гаусса для 
нормального закона распределения.   
4) 1≥H  ( 1≥α , 1);( ≥− ttK ) – чем бóльшее значение принимает показа-
тель Херста, тем детерминированнее становится случайный сигнал. 
В научной литературе отсутствуют данные о пороговом значении 
показателя Херста, при котором случайный временной ряд стано-
вится полностью детерминированным. Критического значения по-
казатель Херста, по-видимому, достигает при возникновении ближ-
них и дальних корреляций в пространственном расположении час-
тиц системы, а также корреляций между их скоростями перемеще-
ния. Увеличение показателя Херста в сторону значений, которые 
незначительно превышают единицу, демонстрирует рождение по-
рядка в стохастической среде (см. также пункт 4.5, стр. 75). Усиле-
ние тенденциозного развития порождает кинетический переход ди-
намической системы в область упорядочения и стационарного су-
ществования, которые определяются внешними условиями. 

Коэффициент корреляции );( tt−K  был получен для обобщён-
ного броуновского движения, представляющего собой фрактальное 
преобразование нормального закона распределения. Этому закону 
подчиняется подавляющее число случайных величин (95%), но не 
все. Поэтому требуется проведение дополнительных исследований 
стохастических сред с иными законами поведения. Кроме того, на-
личие времени коррелятивного поведения (10.14) указывает на по-
терю “памяти” стохастическими средами на длительных отрезках 
времени. Устойчивое существование “памяти” и её стабилизация 
другими взаимосвязями между элементами системы является од-
ной из основных проблем современного естествознания в связи с 
долгосрочными прогнозами поведения случайных систем. 

 

10.4. UПрогнозирование долгосрочных изменений U 

 

Если мы убеждены в том, что необыкновенно благоприятные условия 
немедленно порождают необыкновенно большое число выдающихся 
людей, то мы не можем не признать, что обычные неблагоприятные 
условия, господствующие в наших школах, заглушают и губят очень 
много талантов.  

                    В. Одоевский 
 

Прогностический поиск будущих изменений неразрывно свя-
зан с устойчивым существованием любой динамической системы. 
Кто знает будущее, тот знает, что делать в настоящем. Борьба 
между стационарностью упорядоченной системы и постоянными, 
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случайными воздействиями внешнего окружения привело к необ-
ходимости анализа возникающих в системе тенденций и их эволю-
ции. Антиперсистентным значениям показателя Херста ( 5,00 <≤H ) 
отвечают более высокие фрактальные размерности (для плоскости 
размерность определяется по формуле (10.20) HD −= 2 , а для прос-
транства – HD −= 3 ). Чем выше фрактальная размерность, тем более 
волатильна стохастическая система, при этом её сигнал испытыва-
ет большее число изменений. Такие системы изменяются часто и в 
краткие промежутки времени. Поэтому спрогнозировать их пове-
дение достаточно легко: если в такой системе нарастают флуктуа-
ции, то через определённый промежуток времени они начнут зату-
хать (отталкивание тенденции или персистентный репеллер).  

Системы, поведение которых описывается моделью случай-
ных блужданий броуновской частицы ( 5,0=H ), являются персистен-
тными слиперами по отношению к развитию тенденций, для них 
коэффициент корреляции 0);( =− ttK .  

Если показатель Херста превышает значение 5,0  и приближа-
ется к 1, то стохастическая среда начинает следовать возникшей 
тенденции, но её “память” (эредитарность – от лат. hereditarity – 
память, последействие, наследственность) о прошлом ухудшает-
ся с течением времени (склерозный персистентный аттрактор). 

При достижении показателем Херста значения 1=H  случай-
ный сигнал, испускаемый системой, становится евклидовым (его 
размерность 1=D  – линия на плоскости; 2=D  – плоскость в прост-
ранстве), при этом эредитарность становится феноменальной: сиг-
нал содержит информацию от любого прошлого до любого буду-
щего моментов времени (персистентный аттрактор). Достовер-
ность этого утверждения проверяется экспериментально. Следуя 
Шейнкману и Ле Барону, надо перемешать сечения исходного си-
гнала случайным образом. Если произведенное действие не изме-
няет показатель Херста, то корреляционная связь между сечения 
случайного сигнала отсутствует. При наличии долговременной на-
следственности перемешивание данных приводит к изменению по-
казателя Херста, так как нарушается структура сигнала.   

Если показатель Херста попадает в интервал 21 ≤<H , то с рос-
том H  до значения 2  фрактальная размерность сигнала уменьшает-
ся до нуля на плоскости и до единицы в пространстве. Это означа-
ет, что на евклидовой плоскости непрерывный сигнал “рассыпает-
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ся” на дискретное множество евклидовых точек, между которыми 
прослеживается сильная, корреляционная связь во времени. Она 
приводит к значительному увеличению “плотности” сечений сиг-
нала и к “сглаживанию” резких изменений в его огибающей (см. 
рис. 10.3в и г, стр. 174). Следовательно, численной мерой кинети-
ческого перехода беспорядок-порядок может служить гладкость 
огибающей сигнала. Если представить огибающую линию как тра-
екторию движения некоторой точки, то кривая будет гладкой, если 
она описывается параметризованной, непрерывно-дифференцируе-
мой функцией )(trr , которая называется радиус-вектором. Наличие 
корреляционной связи между сечениями хаотического сигнала по-
рождает такую же связь между значениями радиус-вектора, что от-
вечает детерминизации движения точки по огибающей. Возникно-
вение причинно-следственных “взаимодействий” между значения-
ми радиуса-вектора приводит к обратимости движения: обращение 
времени вынуждает точку двигаться по огибающей в обратном на-
правлении на участках детерминированного поведения.  

Для склерозного персистентного аттрактора обратимость, как 
и детерминизм движения, наблюдается только на коротких проме-
жутках времени. Другими словами, при значениях показателя Хер-
ста 15,0 <<H  наблюдается смесь детерминированного и хаотическо-
го движений. 

В таблице 10.1 приведены фрактальные размерности динами- 
       Таблица 10.1 

Фрактальные размерности и показатели Херста для динамических систем 
Система )0(D  )2(H  )3(H  

Ферхюльста ( ∞= rr ) 54,0  46,1  46,2  
Хенона 26,1  74,0  74,1  

Заславского 38,1  62,0  62,1  
Лоренца ∗05,2 ( )2(D ) 05,0− 95,0  

“пыль” Кантора 87,0  13,1  13,2  
 

ческих систем Ферхюльста (см. пункт 4.4, стр. 72); Хенона (явля-
ется двумерным аналогом логистического отображения Ферхюль-
ста и описывается системой уравнений 
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1 1 ); Заславско-

го (представляет собой модель осциллятора в сопротивляющейся 
среде с дискретными подталкиваниями внешней силой, см. подоб-
ную задачу в пункте 6.2, стр. 110); Лоренца (пункт 4.6, стр. 79) и 



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

180 
 

“пыли” Кантора. В этой же таблице приведены показатели Херста 
при вложении вышеуказанных систем в плоскость и пространство 
Евклида ( )2(H  и )3(H , соответственно).  

Для большинства природных рядов (например, электроэнце-
фалограмма (рис. 10.6)) показатель Херста равен 72,0≈H . Сигналы                    

 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 10.6. Электроэнцефалограмма лобной доли мозга здорового человека. 

 

динамических систем представляются в виде графика на плоскос-
ти Евклида, поэтому лучшей моделью для природных сигналов яв-
ляется логистическая модель Хенона и близкий к ней аттрактор 
Лоренца, но в пространстве.  

Для проведения τσ/R -анализа естественных, природных сиг-
налов лучшим способом обработки экспериментальных данных яв-
ляется суммирование несмещённых значений сигнала )(tx , чем от-
клонений сигнала от его статистического среднего (см. рис. 10.4а и 
б на стр. 175) 

    ><−= )()()( txtxtξ .                     (10.32) 
При этом способе накопленное отклонение от среднего значения 
испытывает сильные колебания при малом “шуме”, т.е. величина 

τσ/R  принимает значения ниже, чем при обычном методе Херста. 
При большом “шуме” вычисленные значения τσ/R  лежат заметно 
выше точек для несмещённого процесса (рис. 10.7). 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 10.7. Влияние “шумов” при смещённой обработке сигнала. 
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Глава 11. UФрактальные поверхности U 

 

Кто делает то, что может, делает то, что должен. 
                 Мадлен де Скюдери 

 

Широкое распространение идей фрактальной геометрии при-
вело к тому, что любая линия, поверхность или тело объявлялись 
самоподобными (самоаффинными). Завораживающая красота фра-
кталов (мультифракталов), построенных с использованием компь-
ютерной техники, породила стремление исследователей все при-
родные объекты наделить размерностью Хаусдорфа-Безиковича и 
спектром размерностей. В качестве примера неудачной фрактали-
зации можно привести исследования Хэка по установлению фрак-
тальной размерности рек (см. пункт 12.3, стр. 199). Однако приме-
нение фрактальной геометрии весьма полезно при отображении 
нерегулярных и случайных поверхностей. В этой связи представ-
ляется целесообразным рассмотрение вопросов, связанных с пост-
роением и анализом таких кривых поверхностей. 

Одним из способов получения фрактальных поверхностей яв-
ляется трансляция самоподобных или самоаффинных линий вдоль 
выбранного направления. Пример такого построения приведен на 
рис. 11.1 для триадной кривой Коха. Для определения фрактальной 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.1. Поверхность Коха первого итерационного порядка. 
 

размерности поверхности Коха покроем её полосами с длиной l  и 
шириной δ . Измерение площади поверхности Коха будем прово-
дить с помощью квадратных ячеек с площадью 2

0 δ=S . Для этого 
потребуется  

            )/1()( lDlN δ
δ

δ ⋅=             (11.1) 

ячеек (
3ln
4ln=lD  – размерность Хаусдорфа-Безиковича для триадной 

кривой Коха). Первый множитель в формуле (11.1) определяет ко-



Терехов С.В. “Фракталы и физика подобия” 
 

182 
 

личество квадратом, необходимых для покрытия полосы длиной l , 
а второй – для покрытия кривой Коха. Следовательно, фрактальная 
размерность поверхности Коха равна 262,21 ≈+= lDD . Этот пример ил-
люстрирует эмпирическое правило Мандельброта: если фракталь-
ное множество является пересечением двух других фрактальных 
подмножеств, то хаусдорфова размерность такого множества 
равна сумме фрактальных размерностей подмножеств. 

Такой способ построения фрактальных поверхностей облада-
ет целым рядом недостатков: искусственность и нереалистичность 
вида поверхности; её неизотропность в перпендикулярном к линии 
трансляции направлении; пригодность для отображения ограничен-
ного числа природных поверхностей (например, поверхностей, ко-
торые возникают при направленном истирании или шлифовке). В 
этой связи рассмотрим иные способы построения фрактальных по-
верхностей. 

 

11.1. UПоверхность стохастических перемещений U 

 

Знание некоторых принципов легко возмещает незнание 
некоторых фактов.  

              Клод Гельвеций 
 

Поверхности, более похожие на те, что наблюдаются у при-
родных объектов, можно получить методом наслоения. Он состо-
ит в том, что после трансляции фрактальной кривой к каждой её 
точке добавляются точки аналогичных слоёв, но повёрнутых на 
случайный угол по отношению к прямой трансляции. Пусть линия 
располагается в координатной плоскости zOx  и имеет фрактальную 
размерность D. Нерегулярная поверхность получается путём её па-
раллельного переноса вдоль оси ординат (ось yO ). Множество то-
чек поверхности обозначим через );( yxzD . Повернём исходную по-
верхность на случайный угол ϕ , умножим вертикальные координа-
ты точек на постоянный коэффициент zk  и прибавим к соответст-
вующим координатам исходной поверхности. Выполнив эту про-
цедуру n раз (n-слойная поверхность), получим фрактальную по-
верхность очень похожую на природный, горный ландшафт. Уди-
вительное свойство n-слойной поверхности состоит в том, что её 
размерность совпадает с фрактальной размерностью исходной по-
верхности. Теоретический анализ фрактальных поверхностей, по-
лученных методом наслоения при выборе различных значений ма-
сштабного коэффициента zk  для  каждого  слоя n, представляет со- 
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бой трудную задачу. 
Продемонстрируем сложности определения фрактальной раз-

мерности на простом примере поверхности Б. Мандельброта, ко-
торая изображена на рис. 11.2.  Такая поверхность не фрактальна и  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.2. Ступенчатая поверхность Б. Мандельброта. 
 

в поперечном сечении имеет евклидову размерность 1)( =zD . Для по-
строения фрактальной поверхности выберем случайным образом 
угол поворота из интервала ]2;0[ π  и скейлинговый коэффициент по 
оси аппликат слоя n, согласно формуле nnkz /1)( = . В результате ко-
нечного числа (n) шагов построения не фрактальная исходная, ге-
нерирующая поверхность превращается в кривую поверхность с 
размерностью Хаусдорфа-Безиковича равной 5,2=SD .  

Если число слоёв при построении поверхности Б. Мандельб-
рота достаточно велико ( ∞→n ), то её вертикальный разрез напоми-
нает сигнал броуновской частицы (см. рис. 4.1 на стр. 67). Поэтому 
автор такой фрактальной поверхности назвал её броуновской или 
поверхностью случайного перемещения. Эта поверхность описыва-
ется однородной функцией с показателем степени Херста H  

     );();( yxZkykxkZ H= ,           (11.2) 
который равен 2/13 =−= SDH . Кроме того, соотношение (11.2) пока-
зывает, что поверхность случайного перемещения не самоподобна, 
а самоаффинна. Если некоторые впадины заполнить “водой” и 
рассматривать полученную картину сверху под некоторым углом, 
то она напоминает географическую карту некоторого псевдоплане-
тарного участка (см. рис. 12.7, пункт 12.1, стр. 196). Фрактальная 
размерность береговой линии любого острова, изображённого на 
географической карте, равна 2/32 =−= HDL . Это значение не на мно-
го превышает размерность Хаусдорфа-Безиковича ( 3,1)( =realLD ), вы-
численную для реальных береговых линий. 
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11.2. UАнализ фрактальных поверхностей U 

 

Откапывая ошибки, теряют время, которое, может быть, 
употребили бы на открытие истин.  

                     Вольтер 
 

Вертикальные сечения фрактальных процессов и поверхнос-
тей порождают временные ( )(tx ) и пространственные ( )(xz ) сигналы. 
Временные сигналы были рассмотрены в Главе 10 (стр. 166-180), 
поэтому исследуем пространственные сигналы. Измерение прост-
ранственного сигнала )(xz  в равноотстоящих точках приводит к та-
ким же графикам, как и в случае временных сигналов. Полученные 
таким способом множества точек обладают размерностями Хаус-
дорфа-Безиковича, которые попадают в интервал ]2;0[ . Среднее 
квадратическое отклонение для приращений пространственного 
сигнала оценивается как среднее по длине измерений L 

             >−∆+=<−∆+=∆ ∫∞→
2

0

2 ])()([)]()([1lim)( xzxxzxdxzxxz
L

x
L

L
σ          (11.3) 

и описывается степенным законом )( x∆σ ~ Hx∆ . Поэтому фракталь-
ная размерность пространственного сигнала определяется по фор-
муле (10.20) (см. пункт 10.2, стр. 172). Показатель Херста вычис-
ляется по графику )( x∆σ , построенному в двойном логарифмичес-
ком масштабе. 

Барроу провёл исследование большого числа поперечных се-
чений природных ландшафтов и параметров окружающей среды. 
Полученные фрактальные размерности принадлежат отрезку ]2;4,1[  
и могут быть использованы для построения профилей природных 
рельефов и (экстра-) интерполяции параметров окружающей сре-
ды. Для оценки надёжности результатов Барроу необходимо иск-
лючить присутствие естественных пространственных масштабов в 
исходных данных. Кроме того, фундаментальное изучение фазо-
вых переходов показало, что для надёжной оценки эксперимента-
льных данных они должны охватывать длину xL ∆≥ 30 . Отсутствие 
корреляционного анализа для пространственных сигналов не поз-
воляет определить наличие дальнодействия и существования кор-
реляционной длины для имеющихся экспериментальных данных 
по фрактальным ландшафтам. Этот факт не позволяет установить 
такую же классификацию для пространственных сечений, которая 
была введена для временных сигналов. 
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11.3. UФрактальная топографияU 

 

Факты не перестают быть фактами, когда их игнорируют.  
                 Олдос Хаксли 

 

Пространственные сечения многих шероховатых поверхнос-
тей (поверхности разлома или шлифования, бетонная полоса аэро-
дрома, обшивка супертанкеров и т.п.) в большинстве случаев ха-
рактеризуются средним квадратическим отклонением 

><= )()( 2 xzxσ ,            (11.4) 
а сама шероховатость определяется дисперсией (квадрат среднего 
квадратического отклонения). Систему отсчёта выбирают так, что-
бы математическое ожидание было равно нулю ( 0)( >=< xz ). Другой 
важной характеристикой является корреляционная функция, кото-
рая определяется формулой 

>∆+⋅=<∆ )()()( xxzxzxK ,           (11.5) 
причём усреднение проводится по всей длине сечения пространст-
венного сигнала. Стационарный пространственный сигнал допол-
нительно характеризуется спектром мощности )(kK  

∫
∞

∞−

∆=∆ kdekx xki)()( KK .           (11.6) 

Волновой “вектор” k  связан с высотой шероховатости h соотно-
шением hk /2π= .  

Все природные объекты имеют ограниченную протяжённость 
maxL . Так как эта величина задаёт минимальное значение волнового 

вектора maxmin /2 Lk π= , то в формуле (11.6) в качестве нижнего преде-
ла надо использовать mink , т.е. записать в виде 

∫
∞

∆=∆
min

)()(
k

xki kdekx KK .           (11.7) 

Если спектр мощности пропорционален квадрату волнового “век-
тора” ( 2)( kCk =K  – коричневый или броуновский шум, C – “изрезан-
ность” сечения пространственного сигнала), то квадрат среднего 
квадратического отклонения будет равен  

        maxmin
2

2
)( LCkCx ==

π
σ .           (11.8) 

Это означает: дисперсия ( )()( 2 xx σ=D ) будет увеличиваться с ростом 
максимального, линейного размера поверхности в соответствии с 
законом Гаусса. 
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Исследования различных шероховатых поверхностей показа-
ли, что их фрактальная размерность заключена между 1 и 3. В пун-
кте 12.4 будет, в частности, обсуждена возможность перехода сте-
пенных законов в закон Гаусса. По-видимому, существование та-
кого перехода и может объяснить значительный разброс размерно-
стей таких поверхностей. Другой причиной указанного разногла-
сия может быть их квазифрактальность, т.е они характеризуются 
разными степенными закономерностями в плоскости поверхности 
и поперёк неё. Это означает самоаффинность шероховатых повер-
хностей: они фрактальны лишь на локальном уровне, поэтому гло-
бально характеризуются спектром фрактальных размерностей так 
же, как турбулентность и аналогичные явления. 

 
 

11.4. UМолекулярные ландшафты U 

 

Разум есть способность видеть связь общего с частным.  
                     И. Кант 

 

Осаждение молекул на поверхность называется адсорбцией. 
Площадь адсорбционной области находят по измеренным адсорб-
ционным изотермам. Для этого устанавливают графическую зави-
симость количества грамм-молей N  молекул от давления P  при 
фиксированной температуре T : 

   
constTPfPN == )()( .           (11.9) 

Определение числа N  производится либо путём измерения давле-
ния и объёма адсорбируемого вещества до и после взаимодействия 
с адсорбирующей поверхностью, либо прямым взвешиванием объ-
екта с активной поверхностью. Для анализа полученных экспери-
ментальных данных используют формулу Ленгмюра: 

  
Pk
PkNPN m

+
=

1
)( ,                  (11.10) 

где mN – число грамм-молей вещества в мономолекулярном слое, 
k  – коэффициент адсорбции. Если обозначить через 0S  площадь, 
которую занимает одна молекула, то молекулярный ландшафт за-
нимает площадь  

   0SNNS Am= ,          (11.11) 
где 1231002.6 −⋅= мольN A  – число Авогадро. Для большинства веществ 
площадь 0S  практически не зависит от адсорбирующей поверхнос-
ти и экспериментально установлена (например, для азота величина 

2,160 =S ÅP

2
P). 
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Если площадь 0S  измеряется с помощью квадратных ячеек, 
сторона которых имеет длину δ , то она равна 2

0 δ=S . Количество 
адсорбированных молекул вещества при их осаждении на фракта-
льную поверхность оценивается по формуле )(δN ~ 2/

0
DD S=−δ . Раз-

мерность Хаусдорфа-Безиковича для адсорбционного процесса ле-
жит в интервале от 1 до 3. Чем выше фрактальная размерность, тем 
более пористая поверхность адсорбции. На рис. 11.3 показана за-
висимость логарифма числа грамм-молей спиртов от логарифма 
площади сечения молекул при их осаждении на пористый силика-
гель. В этом случае фрактальная размерность 06,002,3 ±=D . Это гово- 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 11.3. Адсорбция спиртов на пористом силикагеле. 
 

рит о том, что поверхность пористого силикагеля заполняет евкли-
дово пространство. Следовательно, мономолекулярный слой спир-
тов обладает свойствами объёмной фазы с большим числом пор. 
Их количество тем больше, чем пористее силикагель. Многочис-
ленные исследования, проведенные другими авторами, подтверди-
ли столь высокую фрактальную размерность силикагеля и других 
пористых сред с размерностью Хаусдорфа-Безиковича от 2 до 3. 

Проведенные исследования показывают необходимость учёта 
фрактальности поверхностей, на которых протекает физико-хими-
ческий процесс (катализ, смачивание, напыление и т.п.). Наличие 
большого числа самоподобных (самоаффинных) пор в поверхнос-
тях адсорбции, смачивания, напыления и других связано с шерохо-
ватостью поверхности пор. Пространственный сигнал анализа ше-
роховатостей имеет фрактальный характер, что и приводит к инте-
рпретации вышеуказанных поверхностей, как фрактальных. В этой 
связи рассмотрим другие природные явления и процессы. 
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Глава 12. UФракталы и геометрия природных объектовU 

 

Убеждение – необходимое основание деятельности; если 
теория неправильна, практика не может быть верной.  
                  Бенджамин Дизраэли 

Простые стохастические среды подчиняются экспоненциаль-
ному и нормальному законам распределения. Однако масштабная 
инвариантность природных объектов вынуждает исследователей к 
использованию однородных функций и степенных законов с дроб-
ными показателями степени (фрактальные распределения). Дроб-
ные показатели степени приводят к появлению “длинных хвостов” 
(паретианов) в этих распределениях. Наличие паретианов объяс-
няется эредитарностью естественных систем, т.е. между фракталь-
ным объектом и внешней средой возникают обратные связи, кото-
рые усиливают персистентность внутренних процессов. Это соот-
ветствует замене эффекта “домино” (падение одного домино вы-
зывает падение всех остальных, выстроенных в цепочку) на про-
цесс “цепной реакции” (явление, наблюдавшееся ранее, впоследст-
вии только усиливается). Зачастую распределения с паретианами 
характеризуются неустойчивыми и малоинформативными выборо-
чными средними. Устойчивые паретианы наблюдаются для откры-
тых систем, которые обмениваются с окружающим миром вещест-
вом, энергией и информацией о внутреннем состоянии природного 
объекта, что вызывает перераспределение энтропии между систе-
мой и внешней средой. Таким образом, критерием открытости дис-
сипативной системы, в которой при определённых условиях могут 
возникать самоорганизующиеся структуры (в силу персистентнос-
ти внутренних процессов), является устойчивость паретианов. 

Фрактальные методы исследования природных систем суще-
ственно дополняют текстурные, физические и другие способы изу-
чения геометрических и других особенностей реальных явлений. 
Они позволяют выявлять скрытые и не регистрируемые другими 
методами аспекты строения и внутренней деятельности естествен-
ных объектов. Результаты исследования приведут к созданию при-
родоподобных устройств и механизмов, которые будут отличаться 
от ранее созданных повышенной устойчивостью, долговечностью 
и способностью к эволюционным преобразованиям. Например, ис-
пользуемые в настоящее время материалы с фотонными запрещён-
ными зонами используют для их создания брэгговское рассеива-
ние. Это приводит к тому,  что геометрические размеры фотонных 
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кристаллов должны быть порядка нескольких длин рассеиваемой 
волны. Применение планарных фрактальных структур с высокой 
поверхностной проводимостью позволит создать сложные отража-
ющие и пропускающие зоны в широком диапазоне частот. Такие 
приборы позволят не только принимать и обрабатывать внешние 
сигналы, но и накапливать, хранить в свёрнутом виде и использо-
вать получаемую информацию для дальнейшей эволюционной са-
моорганизации. Создание управляемых, интеллектуальных покры-
тий (например, антенн) можно осуществить при использовании де-
терминированных конструктивных фракталов (см. Главы 2 и 3). 
Для таких поверхностных отражателей резонансная длина волны 
может намного превышать линейные размеры фрактального трёх-
мерного фотонного кристалла, который содержит, например, кри-
вые Коха разной длины и расположенных в разных плоскостях. 

В пункте 1.2 был продемонстрирован целый ряд степенных 
законов, используемых в различных естественнонаучных моделях. 
В частности, широкое распространение получило трубчатое моде-
лирование транспортных путей. Фрактальное отображение транс-
портных магистралей и побочных путей реализуется в виде “де-
ревьев” Босмана (см. пункт 2.7, стр. 46). Природа использует фрак-
тальное построение ветвящихся структур, применяя генеалогичес-
кий код с определённым коэффициентом ветвления. Поэтому при-
родные объекты самоподобны не потому, что фракталы являются 
оптимальными геометрическими фигурами, а потому, что “строи-
тельство” реальных систем следует оптимальному генеалогичес-
кому коду: каждая стадия построения повторяет предыдущую 
итерацию, но в меньшем масштабе. 

Особую роль в развитии природных объектов играют катаст-
рофы (фазовые переходы, падение метеоритов, разливы рек и т.д.). 
Катастрофой называется нестандартное поведение системы, ко-
торое сопровождается скачкообразным изменением её характерис-
тик и состояния системы при плавном регулировании управляю-
щих параметров. Сводка результатов, полученных в простой тео-
рии катастроф, приведена в табл. 12.1. На практике наиболее час-
то встречаются системы, в которых наблюдаются катастрофы вида 
складки или сборки. В частности, явление гистерезиса возникает 
тогда, когда возвратный скачок на сборке не происходит при тех 
же значениях управляющих параметров. Сигнал, который возника- 
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              Таблица 12.1. 
Зависимость потенциальных энергий от управляющих параметров. 

Вид  
потенциальной энергии 

Число  
управляющих  
параметров 

Структура 
катастрофы 

qaqU += 3  1 – параметр a  Складка 

qbqaqU ++= 24
2
1

4
1  2 – параметры a  и b  Сборка 

qcqbqaqU +++= 235  3 – параметры a , b  и c  Ласточкин 
хвост 

qdqcqbqaqU ++++= 2345  4 – параметры a , b , c  и 
d  

Бабочка 

2121
3
2

3
1 qcqbqqaqqU −−++=  3 – параметры a , b  и c  Гиперболическая 

омбилика 
( ) 21

2
2

2
1

2
21

3
1 3 qcqbqqaqqqU −−++−=

 

3 – параметры a , b  и c  Эллиптическая 
омбилика 

21
2
2

2
1

4
22

2
1 qdqcqbqaqqqU −−+++=

 

4 – параметры a , b , c  и 
d  

Параболическая 
омбилика 

 
 

ет при катастрофе отвечает чёрному шуму. Однако при малых час-
тотах чёрный шум характеризуется бесконечной энергией, а при-
родные катастрофы при всех частотах имеют конечную энергию. 
Это связано с конечным временем протекания катастрофических 
изменений. Относительная стабилизация скачкообразных явлений 
связана также и с самоорганизацией динамической системы, т.е. с 
возникновением нового распределения её элементов. Этот процесс 
приводит к рассеиванию избытков вещества, энергии и информа-
ции, а, следовательно, к адаптации системы к новым условиям су-
ществования. Оценки возможных последствий тех или иных ката-
строф, основанные на использовании степенных законов, не учи-
тывают наличие стабилизационных процессов, поэтому являются 
приблизительными. В частности, такая угроза как глобальное по-
тепление на планете Земля возникла при анализе ограниченного 
временного ряда без учёта возможной самоорганизации водной и 
воздушной сред планеты. Кроме того, ограниченность временных 
корреляций не позволяет установить вид тенденций, возникающих 
при рассмотрении возможного катастрофического явления.  

Природные объекты имеют топологическую размерность ED  
и фрактальную размерность D . Эти величины для линейных фрак-
талов связаны с показателем Херста равенством 

      1=−+ EDHD .            (12.1) 
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Для плоских кривых, топологическая размерность которых равна 
1=ED , равенство (12.1) переходит в соотношение (10.20) (см. пункт 

10.2, стр. 172). Для плоских фрактальных объектов ( 2=ED ) равен-
ство (12.1) имеет вид 

      2=−+ EDHD ,           (12.2) 
которое является полным аналогом связи Эйлера (см. пункт 6.3, 
формулу (6.20), стр. 116). Для большинства фрактальных сигналов 
(кривые различных шумов) природных объектов разность 

       2,0=− EDD ,                     (12.3) 
поэтому показатель Херста изменяется в пределах от 8,0  для плос-
ких линий до 8,1  для пространственных кривых. Значение 8,0  хоро-
шо совпадает с показателем степени в законе Херста (см. пункт 10. 
2, формулу (10.27), стр. 174) для природных сигналов. 

Двумерные, плоские фракталы возникают при топографичес-
ком построении образования гор, поверхности разлома и т.д. Ис-
следования поверхности разлома показали её самоаффинность. Ес-
ли залить поверхность разлома некоторого материала другим ве-
ществом, затем производить послойные шлифовку и подсчёт пло-
щадей “островов” oS  исходного материала и их периметров oP , то 
между этими величинами проявляется связь, которая показана на 
рис. 12.1.  Она носит самоподобный характер,  так как описывается  

 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.1. Фрактальная связь между площадями и 
периметрами “островов” на поверхности разлома. 

 

степенным законом с дробным показателем степени: oS ~ 56,1
oP , а раз-

мерность Хаусдорфа-Безиковича для периметра равна 28,1 . Следо-
вательно, фрактальная размерность такой поверхности разлома ра-
вна 28,2 . Она характерна для несглаженных гор, для которых вер-
тикальный профиль имеет вид сигнала, наблюдаемый для чёрных 
шумов. Аналогичная зависимость установлена между площадью 
дождевых областей и периметрами образующих области  грозовых 
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облаков. Фрактальная размерность периметра дождевого облака 
составляет 35,1 . Полученные данные говорят об отсутствии естест-
венных масштабов в указанных и других природных явлениях. 

Другим примером плоской фрактальной фигуры может слу-
жить поверхность после воздействия на неё интенсивных энерге-
тических потоков (например, обшивка космического корабля или 
атомного котла). Описание и анализ шероховатостей таких повер-
хностей профильным методом весьма затруднительно. Для фрак-
тальных поверхностей неприемлемы представления о периодичес-
ком чередовании евклидовых “выступов” и “впадин”, которые воз-
никли при анализе процесса резания металлов. Эта проблема акту-
альна в связи с развитием нанотехнологий, для которых шерохова-
тость является одной из основных характеристик, тем более, что 
толщина нанослоя сопоставима с длиной свободного пробега элек-
трона. Поверхности таких объектов представляют собой совокуп-
ность фрактальных кластеров, распределение которых по поверх-
ности образца подчиняется степенному закону. Адекватность тео-
ретического описания таких поверхностей реальным геометричес-
ким структурам достигается использованием мультифракталов. 

Исследование реальных систем привело не только к развитию 
фрактальной геометрии, но к изменению математического аппара-
та для анализа бесконечно малых величин: интенсивно развивается 
дробное интегро-дифференциальное исчисление. В силу того, что 
“хвостатые” распределения не сходятся асимптотически к закону 
ошибок Гаусса, то они описывают аномальное случайное блужда-
ние частиц. Аномальность связана с проявлением персистентности 
и эредитарности реальных систем. В настоящее время дробное ( 
вернее, нецелое) исчисление применяется для исследования и мо-
делирования самых разнообразных процессов в случайных и фрак-
тальных средах (например, углеродные нанокомпозиты, структу-
рированные токопроводящие полимеры и пористые материалы).  

Современные теоретические модели зачастую не учитывают 
нарастание отклика системы на внешний раздражитель; эредитар-
ность и тенденциозность (анти- или персистентность) внутренних 
процессов; диссипацию вещества, энергии и информации; возник-
новение неустойчивостей различного рода и их эволюцию; корре-
ляционную связь между явлениями во времени и пространстве. 
Указанные недостатки являются всего лишь продолжением досто-
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инств классических моделей. Их устранение позволит существен-
но расширить границы познания окружающего мира, самих себя и 
человечества в целом. 

 

12.1. UФрактальные пейзажиU 

 

Нам следовало бы стремиться познавать факты, а не мнения, 
и находить место этим фактам в системе наших мнений.  

      Георг Кристоф Лихтенберг 
 

Сходство фрактальных фигур с природными объектами (рис. 
12.2, 12.3)  даёт возможность их использования для создания моде- 
 

     а)           б) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.2. Крымская сосна (а) и дерево Мандельброта (б). 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.3. Реальная (а) снежинка и её фрактальный аналог Коха (б). 
 

лей слабо отличающихся от своих оригиналов. Использование ме-
тодов построения, использующих разные числовые системы и ге-
неалогические коды, приводит как к геометрическим образам, по-
добным природным, так и к совершенно фантастическим изобра-
жениям (рис. 12.4). Столь широкое разнообразие форм и их возмо-
жных расцветок открывает новые перспективы в художественном 
творчестве и применении фракталов для создания необычных сце-
нических образов.  

 Ещё более сложной задачей является отображение реальных, 
 например, горных ландшафтов (рис.12.5), что связано с изменени- 
ем их вида при учёте временного фактора.  Созерцание природных 
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          “Сигаретный дым”                “Мальтийский крест”          
 
 
 
 
 
 
 
          “Паутина”           “Жар-птица” 
 
 
 
 
 
 
 
           “Многомерность”         “Ход времени” 

Рис. 12.4. Разнообразные фрактальные фигуры: от подобных  
природным объектам до самых фантастических. 

 

 
 
 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 12.5. Горные ландшафты с разным временем старения. 
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пейзажей, кроме того, ограничено дальностью наблюдения ( maxL ) и 
разрешающей способностью оптического прибора ( minL ). Для про-
стого моделирования рельефа местности обычно используют сину-
соидальную функцию вида 

    )(sin)()( xkkCxf ⋅= ,            (12.4) 
с последующим её параллельным переносом (см. Главу 1, рис. 1.4, 
стр. 11). В формуле (12.4) волновой вектор k  определяет простран- 
ственную “частоту” изменения сигнала и его амплитуды )(kC . Он 
лежит в пределах от maxmin /2 Lk π=  до minmax /2 Lk π= . Для построения 
вертикального сечения фрактальной поверхности выбирают диск-
ретный ряд частот, определяемый по итерационной формуле 

 i
kkk ii
αα
01 −=+  ( ...,2,1=i ).                  (12.5) 

В формуле (12.5) величина min0 kk > , а параметр α  изменяется в диа-
пазоне от 7,0  до 4,1 . Результатом построения является кривая, ана-
лог которой показан на рис. 10.4б (см. пункт 10.3, стр. 175). Па-
раллельный перенос этого профиля порождает горный ландшафт. 
Если “затопить” некоторые впадины и рассматривать полученную 
картину под некоторым углом, то возникает иллюзорная картина 
неправильной географической карты. Её неправильность связана с 
отсутствием перспективы и учёта кривизны поверхности (наблю-
дается обрезанность пейзажа вблизи горизонта). 

Для построения горной гряды можно поступить иначе: по-
строить профиль горного ландшафта с помощью равенств (12.4) и 
(12.5), повернуть его под определённым углом и выполнить пер-
пендикулярно к линии поворота аналогичное построение с парал-
лельным переносом однородного профиля )()( ykgkyg ⋅= −λ , но с час-
тотами которые определяются по формуле 

   ii kbk β=+1  ( ...,2,1=i ).                   (12.6) 
Скейлинговый коэффициент b , степень подобия β  и степень одно-
родности λ  подбираются так, чтобы при фиксированном значении 
x  высоты функций )(xf  и )(yg  совпадали. Полученная по данной 
процедуре гряда показана на рис. 12.6. Такой подход позволяет 
создать более реалистичную картину при наличии перспективы. 
Процедура “затопления” некоторых впадин между горными гряда-
ми, расположенных в различных  местах  дисплея, приводит к кар- 
те, показанной на рис. 12.7. Оживление  фрактального  пейзажа де- 
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Рис. 12.6. Горный ландшафт с  Рис. 12.7. Географическая карта 
вертикальным и поперечными  псевдопланетарного участка. 
профилями. 

 

ревьями, кустарниками, травами и жилыми строениями приводит к 
его практической неотличимости от реальной картины. 

Иной алгоритм построения кривых поверхностей был пред-
ложен Фоссом. Согласно этому методу, на плоской поверхности в 
случайно выбранной точке проводится процедура усреднения зна-
чений случайных чисел, расположенных в ближайших узлах квад-
ратной сетки со стороной равной единице. После каждого цикла 
усреднения случайный генератор удваивает число случайных то-
чек, что приводит к наслаиванию одной фрактальной поверхности 
на другую. Эта процедура необходима для сглаживания резких не-
ровностей при построении ландшафта по методу Фосса. Поверх-
ности, получаемые по методу Фосса, называются поверхностями 
случайного сложения. Отметим, что граничные точки экрана пре-
образуются по другому закону, чем внутренние точки, поэтому их 
фрактальная размерность отличается от размерности Хаусдорфа-
Безиковича для внутренних областей. Следовательно, надо разли-
чать локальную и глобальную фрактальные размерности. Поэтому и 
восприятие фрактальной поверхности зависит от аппаратурных во-
зможностей их графического представления.  

Построенные пейзажи не дают никакой информации о про-
цессах, приводящих к тому или иному виду ландшафта, но опреде-
ляют достаточно простые алгоритмические способы их отображе-
ния. Послойное строительство ландшафта позволяет видоизменять 
рельеф в нужном направлении до достижения более высокой сте-
пени реалистичности. Кроме того, представленные методы служат 
простым геометрическим инструментом для описания неевклидо-
вых и фрактальных поверхностей. Приведенные методы могут ис-
пользоваться для описания распределений различных физических 
параметров (давления, температуры, концентрации) по таким по-
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верхностям. Указанный подход объединяет построение ландшафта 
с возможностью анализа полученных экспериментальных данных. 

 

12.2. UСтатистика высоты волнU 

 

Настоящий философ не должен позволить ни ослепить себя частями 
Вселенной, где блещет порядок, ни поколебать себя частями, в кото-
рых он этого не находит.  

                  Мопертюи 
 

Большая часть планеты Земля покрыто водой. Изменение по-
годных условий вызывает перемещение воздушных масс. Потоки 
воздуха, в свою очередь, порождают поверхностные волны на вод-
ных просторах (рис.12.8). Чем быстрее и направленнее происходит  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.8. Виды волн в зависимости от скорости воздушного потока. 
 

движение воздушного потока, тем выше скорость перемещения и 
высота волны. Кроме того, высота волны также обусловлена ин-
терференционным процессом.  

Знание условий формирования волн, в особенности штормо-
вых, их направлений распространения и энергетических характе-
ристик является очень важным для любой деятельности на водо-
ёмах каких бы размеров они ни были. Поэтому наблюдение за вол-
нами и их характеристиками проводится во всех прибрежных го-
сударствах мира. 

В качестве высоты волны принимается расстояние между её 
самой высокой и самой низкой точками при пересечении установ-
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ленного уровня спокойной воды. Характерная волна имеет высоту 
sh , вычисляемую как среднее значение высот ⅓ крупных волн, за-

регистрированных за семнадцатиминутное наблюдение. Отметим,  
что максимальная высота волны составляет shh 8,1max = . Статистиче-
ский анализ полученных данных показывает фрактальность сигна-
ла )(th s . График этого сигнала подобен тому, который был получен 
при изучении случайных блужданий частицы Броуна (см. рис. 4.1 
на стр. 67).  

Применение τσ/R -анализа Херста к сигналу )(th s  приводит к 
значению показателя 01,087,0 ±=H . Согласно классификации, приве-
денной в пункте 10.3 (стр. 176-177), такое значение показателя H  
отвечает склерозному персистентному аттрактору. Это означает, 
что статистика волн существенно отличается от закона ошибок (за-
кона Гаусса). Исследование высоты волн в течение года (рис. 12.9) 

 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.9. Высота волн в течение одного года. 
 

показывает присутствие периодической составляющей, связанной 
с сезонными вариациями. τσ/R -анализ этих данных приведен на 
рис. 12.10.  
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12.10. Высота волн в течение одного года. 
 

Для исключения периодических колебаний пока нет приня-
тых правил. Федер с сотр. внесли поправки на наличие осцилляций 
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в сезонных наблюдениях за высотой волн и обнаружили существо-
вание двух областей с разными свойствами (рис. 12.11).  Первая из  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 12.11. τσ/R -анализ высоты волн с коррекцией  

на сезонные периодические колебания. 
 

этих областей характеризуется персистентным аттрактором с уси-
ливающейся памятью ( 02,092,0 ±=H ), а другая – практически пол-
ным отсутствием корреляционной связи ( 02,052,0 ±=H ), т.е. незави-
симостью сечений исследуемого сигнала. Полученные данные по-
зволят прогнозировать волны максимальной высоты, что особенно 
важно для безопасного судоходства и проживания людей на побе-
режьях океанов и морей. 

 

12.3. UФрактальная геометрия облаков и рекU 

 

Дороги не те знания, которые отлагаются в мозгу, как жир; 
дороги те, которые превращаются в умственные мышцы.  

                        Г. Спенсер 
 

Плоские проекции природных объектов могут быть охарак-
теризованы отношением их периметров к их площадям. Вначале 
вычислим отношение периметров к площадям евклидовых фигур 
таких, как окружность, квадрат и равносторонний треугольник: 
– окружность: RPo π2= , 2RSo π= , πν 2==

o

о

S
P ; 

– квадрат: LPo 4= , 2LSo = , 4==
o

о

S
Pν ; 

– равносторонний треугольник: LPo 3= , 
4

3 2LSo = , 4 3
6==

o

о

S
Pν . 

Из этих равенств видно, что отношение периметра к площади фи-
гуры есть величина постоянная,  не зависящая от линейного масш- 
таба фигуры. Если выбрать произвольную плоскую фигуру, нап-
ример, изображённый на рис. 7.2 (стр. 121) “остров”, то длину его 
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береговой линии )(δoP  и площадь )(δoS  можно оценить с помощью 
квадратных ячеек с линейным размером δ . Согласно Б. Мандельб-
роту, для фрактальных плоских фигур величина  

        
)(

))(()(
/1

δ
δδν
o

D
о

D S
P= ~ D

D−1

δ            (12.7) 

не зависит от линейных размеров “острова”, но определяется раз-
мером эталона δ . В качестве примера рассмотрим “остров” Коха, 
который генерируется из квадрата со стороной a  и изображён на 
рис. 12.12. При преобразованиях квадрата, выполняемых при пост- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 12.12. Триадный “остров” Коха. 

 

роении “острова” Коха, его площадь не изменяется, т.е. 2)( aSo =δ . Пе-
риметр кривой Коха n -го порядка определяется формулой 

         aL nn
n ⋅⋅⋅= )4/1(84             (12.8) 

и равен длине береговой линии “острова”, измеренной с помощью 
эталона )()4/1()4/1( δδ o

nn Sa ⋅=⋅= . Следовательно, порядок линии опре-
деляется соотношением 

         
)4/1ln(

))(/ln( δδ oS
n = ,            (12.9) 

а периметр “острова” – 
         2/14)( D

o
D

o SP ⋅⋅= −δδ .         (12.10) 
В этой формуле размерность Хаусдорфа-Безиковича равна 2/3=D . 
Исследование зависимости площади дождевых зон от периметров 
грозовых облаков (рис. 12.13) показало: они подчиняются соотно-
шению (12.7), причём эта зависимость имеет вид, аналогичный 
графику для поверхности разлома, показанному на рис. 12.1.  

Фрактальная размерность облаков, полученная после обрабо-
тки экспериментальных данных, равна 05,035,1 ±=D . Сложность  тео- 
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Рис. 12.13. Связь между периметром и площадью облака. 

 

ретического моделирования формы облака заключается в том, что 
его очертания постоянно изменяются, сохраняя при этом фракта-
льную структуру, которая не зависит от размеров облака, высоты 
его расположения, массы и других характеристик. Хентшелем и 
Прокаччей была предложена модель относительной турбулентной 
диффузии, согласно которой фрактальная размерность облака дол-
жна находиться в интервале 41,137,1 <<D . С учётом погрешности оп-
ределения этой величины по данным рис. 12.13, ранее найденное 
значение фрактальной размерности облаков попадает в интервал 
Хентшеля-Прокаччи. Помимо модели Хентшеля-Прокаччи были 
предложены иные теоретические модели, по которым облака явля-
ются мультифрактальными образованиями. 

Если для облаков связь между периметром и площадью опре-
деляется равенством (12.10), то для рек связь между их длиной, 
измеренной вдоль самого протяжённого рукава, и площадью их 
бассейна, включающего все притоки, описывается приближённым 
равенством Хэка 

           2/4,1)( D
oSL ⋅=δ , 2,1=D .        (12.11) 

Однако более поздними исследованиями было установлено, что за-
висимость Хэка не является универсальной, на неё оказывают вли-
яние геологические и топографические особенности местности, по 
которой протекает река. Если русло реки проходит по песчанику, 
то коэффициент 4,1  испытывает вариации в интервале от 0,1  до 5,2 . 
Кроме того, у реки существуют довольно протяжённые участки, на 
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которых в реку не впадает ни один приток. Это приводит к более 
быстрому росту её длины и нарушению равенства (12.11).  

Согласно Хортону, для отыскания правильного соотношения, 
характеризующего фрактальность рек, надо измерять длины осно-
вного русла и его притоков, разбивать эту выборочную совокуп-
ность на группы и рассчитывать показатель длины, как отношение 
средней длины рек одной группы к средней длине рек из соседней 
группы. Тогда средняя длина группы, состоящей из притоков с на-
именьшей длиной 0L , позволяет определить длины всех остальных 
групп при помощи i -го показателя длины. Аналогичные расчёты 
проводятся с количеством притоков, которые попали в i -ую груп-
пу, что позволяет вычислить i -ый коэффициент ветвления и наи-
меньшую площадь бассейна 0S . Для бассейна порядка s , который 
характеризуется показателем длины Lk  и коэффициентом ветвле-
ния bk , формула (12.11) заменяется на равенство 

                 
sD

S
SLL ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

0
0 ,                           (12.12) 

где фрактальная размерность реки определяется формулой 
    

b

L
s k

kD
ln
ln

= .          (12.13) 

При аппроксимации равенства (12.13) степенным законом Хортон 
получил значение 3,1=sD , которое близко к ранее установленному 
значению 22,1=D . 

Модель Хортона, устанавливающая связь между показателем 
длины и коэффициентом ветвления может быть принята в качестве 
нулевого приближения при теоретическом описании транспорт-
ных путей с ветвлениями (железно- и автодорожных магистралей, 
кровеносной системы биоорганизмов, дыхательной системы, тру-
бопроводов и т.п.). Кроме того, её можно использовать в рекурсив-
ных процедурах построения ветвящихся явлений и процессов. 

Рассмотренные примеры демонстрируют необходимость раз-
работки новых методов и приёмов математического анализа фрак-
тальных объектов и их функционирования. Одним из претенден-
тов на эту роль выступает дробное (не целое) исчисление, которое 
позволяет описывать явления в пористых средах, аномальное слу-
чайное блуждание и т.п. Оно возникает при рассмотрении физиче-
ских явлений со степенными законами распределения. 
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12.4. UЭредитарность, дальнодействие и степенные законыU 

 

Малейшее движение отзывается во всей природе. Один-
единственный камень способен произвести изменения в 
целом мире… Так что в мире нет ничего несущественного.  
                                                                                 Б. Паскаль 

Присутствие в сигнале, который излучается системой, прост-
ранственных и временных корреляций свидетельствует о дально-
действующем и эредитарном характере процессов, протекающих в 
системе. Следствием дальнодействия является установление ближ-
него и дальнего порядков в хаотической, случайной среде. Размер 
областей упорядочения (жидкости и кристаллы) зависит от вели-
чины корреляционной длины. Наличие эредитарности проявляется 
в эффектах памяти (среды с памятью), явлениях гистерезиса, ме-
ханической усталости металлов, запаздывании электромагнитных 
и других волн, дипольных моментах атомов и молекул, наведен-
ных пролетающими в их окрестности заряженными частицами.  

При описании, например, броуновского движения Эйнштейн 
предположил, что смещения частицы Броуна статистически неза-
висимы (марковский процесс) во времени, т.е. отсутствует влияние 
предыстории на сиюминутное положение частицы. Ранее было по-
казано (см. пункт 10.3, стр.176), что броуновское движение обла-
дает нулевым значением временной корреляционной функции, ес-
ли её смещения описываются нормальной случайной величиной, 
которая распределена по закону Гаусса. Именно применение зако-
на Гаусса обеспечило Эйнштейну независимость смещений, хотя 
это предположение и выглядит сомнительным.  

Дальнодействующие силы постоянно видоизменяют распре-
деление атомов среды, в которой перемещается броуновский “бро-
дяга”. Совместное действие пространственно-временных корреля-
ционных сил является причиной случайных блужданий броунов-
ской частицы. Кроме того, нельзя считать время соударения между 
частицей и атомами достаточно малой величиной. Если бы это бы-
ло так, то последующее смещение игнорировало бы законы сохра-
нения импульса и энергии, которые учитывают значения динами-
ческих характеристик до и после столкновения. Этот факт говорит 
о корреляционной связи между скоростями частицы в предыду-
щий и настоящий моменты времени. Согласно молекулярно-кине-
тической теории, скорость атомов (молекул) среды определяется 
температурой. Случайные флуктуации температуры, которые воз-
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никают в произвольной точке среды, приводят к тому, что локаль-
ная температура отличается от температуры среды. Это явление 
вызывает флуктуации скорости частицы. В зависимости от перси-
стентности среды флуктуации могут нарастать, или спадать. Таким 
образом, движение частицы не только испытывает случайные из-
менения, но и вносит возмущения в среду, которые из-за дально-
действия и персистентности среды могут оказывать существенное 
влияние на дальнейшие перемещения самой частицы. Другими 
словами, среда выступает в роли накопителя информации, которая 
используется для регулирования движения броуновского “бродя-
ги”. Такой подход не требует обязательного использования закона 
Гаусса. В этом случае динамическая система характеризуется на-
личием обратной связи между частицей и средой (саморегуляция), 
накоплением и использованием информации, дальнодействием и 
эредитарностью. Моделирование случайных блужданий броуновс-
кой частицы с учётом перечисленных явлений назовём синергети-
ческим (синергетика (лат.) – энергия совместного действия). 

Первым, кто обратил внимание на возникновение эредитар-
ности, был Пикар (1907). Его идеи были развиты Вольтерра, кото-
рый сформулировал общие положения явлений линейной наследст-
венности (системы с нелинейной эредитарностью будут рассмот-
рены позже): 

1) Uпринцип линейности U. Рассмотрим задачу Коши для диффе-
ренциального уравнения второго порядка, которая формулируется 
следующим образом:  

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=++
'
0

'
0

'''

)0(,)0(

)()()(

yyyy

xfyxbyxay .          (12.14) 

Вводя обозначение )()('' xxy ϕ= , получим  

           ∫+=
x

sdsyxy
0

'
0

' )()( ϕ  и ∫+=
x

dyyxy
0

'
0 )()( ξξ .       (12.15) 

Отсюда находим, что  

    ∫∫++=
x

dsdsyxyxy
0 0

'
00 )()( ξϕ

ξ
.                  (12.16) 

Изменив порядок интегрирования в двойном интеграле, получим 

     ∫ −++=
x

sdssxyxyxy
0

'
00 )()()( ϕ .         (12.17) 

Подставляя найденные выражения для искомой функции и её  
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производных в условие задачи Коши, найдём интегральное урав-
нение Вольтерра второго рода:  

    )(~)();()(
0

xfsdssxQx
x

=−∫ ϕϕ ,         (12.18) 

где )]()()([);( xbsxxasxQ −+−=  и { } ])()()([)()(~
0

'
0 yxbyxbxxaxfxf ++−= . Уравне-

ние Вольтерра показывает, что вторая производная искомой функ-
ции зависит от начальных условий. Это означает, что решение за-
дачи Коши также будет зависеть от начальных условий или пре-
дыстории исследуемого процесса. Используя δ -функцию Дирака, 
которая определяется формулой 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=−
sx
sx

sx
,1
,0

)(δ  (неэредитарное сла-

гаемое), перепишем равенство (12.18) в виде 
         )(~)();(~

0

xfsdssxQ
x

=∫ ϕ ,         (12.19) 

где ядро уравнения );()();(~ sxQsxsxQ −−=δ  определяет эволюцию вто-
рой производной решения задачи Коши. Формулу (12.19) Вольтер-
ра распространил и на отрицательную полуось времени, т.е. 

       )(~)();(~ tfdtQ
t

=∫
∞−

ττϕτ .         (12.20) 

Интегральное уравнение (12.20) удовлетворяет принципу детерми-
низма, так как интегрирование в (12.20) ведётся только по предше-
ствующим моментам времени. 

2) Uпринцип затуханияU. Этот принцип сводится к требованию 
0);(~lim =

∞−→
τ

τ
tQ .          (12.21) 

3) Uпринцип инвариантностиU. Ядро уравнения (12.20) должно 
удовлетворять соотношениям 

)(~)0;(~);(~);(~ ττττ −Φ=−=−−= ttQaatQtQ .       (12.22) 
Наличие корреляционного времени kτ  (см. пункт 10.1, фор-

мулу (10.14), стр. 171) говорит о существовании ограниченной эре-
дитарности: по истечении промежутка времени kτ  стирается ин-
формация о событиях, которые происходили ранее. Другими сло-
вами, динамическая система утрачивает память о начальных усло-
виях, что соответствует её переходу в область детерминированно-
го хаоса. 

В качестве примера рассмотрим вынужденные колебания ма- 
териального тела массой  m  на пружине с коэффициентом упругос- 
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ти k  под действием внешней побуждающей силы )(tF  при отсутст-
вии сопротивления среды. Колебания описываются уравнением ( 
см. также пункт 2.5, стр. 39-41) 

     )(tFxkxm =+&& .                      (12.23) 
При выводе этого уравнения завуалировано была введена гипотеза 
о корреляционной независимости воздействий возвращающей си-
лы в различные моменты времени и её мгновенном действии на 
колеблющееся тело. При таком подходе игнорируются эффекты, 
связанные с тем, что пружина растягивается только до определён-
ного уровня, а затем начинает сжиматься. Накопленную информа-
цию о своём состоянии пружина использует для возврата тела в 
исходное положение. Следовательно, и в этом примере пренебре-
жение состоянием пружины и её памятью приводит к односторон-
нему восприятию вынужденных колебаний.  

При синергетическом подходе уравнение (12.23) надо заме-
нить на интегро-дифференциальное уравнение вида 

    )()()(~ tFdxtkxm
t

=−Φ+ ∫
∞−

τττ&& ,                     (12.24) 

где )()()(~ ττδτ −Φ−−=−Φ ttt . Если система не обладает “памятью” о пре-
дыдущих состояниях, то функция 0)( =−Φ τt , а уравнение (12.24) пе-
реходит в уравнение (12.23). Возвращающая сила определяется по 
классической формуле, но с помощью вариационной производной  

               ∫
∞−

−Φ−=−=
t

dxtk
x
xUxF τττ

δ
δ )()(~)()( .              (12.25) 

Выделив неэредитарную часть )( τδ −t  в функции памяти )(~ τ−Φ t  и ум-
ножив уравнение (12.24) на скорость x& , перепишем его в виде 
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τττ& .              (12.26) 

Выражение в квадратных скобках уравнения (12.26) представляет 
собой полную энергию системы hE , которая равна сумме кинети-

ческой энергии 
2

)(2 txmK
&

=  и потенциальной энергии эредитарной сис-

темы τττ∫
∞−

−Φ−=
t

dxttxktxkU )()()(
2

)(2
. Вводя обозначения для скорости  
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изменения диссипативной функции 

   
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−Φ+Φ−= ∫
∞−

t

dxttxktxk
td
tW τττδ )()()()0()()( 2 &         (12.27) 

(значок δ  указывает на то, что функция диссипации )(tW  не являет-
ся полным дифференциалом), работы внешней силы )()()( txdtFtAd =  
и умножая уравнение (12.26) на td , приходим к уравнению 

)()()( tAdtWtEd h =−δ .               (12.28) 
Из формулы (12.28) следует, что учёт эредитарности системы тож-
дественен введению в рассмотрение сил сопротивления, а полная 
энергия системы расходуется на выполнение работы против вне-
шних сил и диссипацию (рассеивание) энергии. Последнее замеча-
ние находится в полной гармонии с термодинамическим подхо-
дом, если система состоит из ансамбля тождественных осциллято-
ров.  

При классическом подходе к описанию вынужденных коле-
баний (см. также пункт 2.5, стр. 39-41) решение содержит экспо-
ненту, однако большинство физических и других явлений описы-
ваются степенными законами (см. пункт 1.2, стр. 18) – “штандар-
тами” самоподобия или самоаффинности. В таблице 12.2 приведен 
малый перечень физических явлений и процессов, которые описы-
ваются степенными законами. Будем называть стандартной сте-
пенной функцией соотношение, которое задаётся равенством 

     
)(

)0(
1

µ

µ

µ Γ
=>Φ

−tt ,               (12.29) 

где ∫
∞

−−=Γ
0

1)( dtet tµµ  – гамма-функция (см. рис. 12.14), которая при 

целых значениях аргумента n=µ  равна факториалу числа n , т.е. 
   123...)2()1(!)1( ⋅⋅⋅⋅−⋅−⋅==+Γ nnnnn , 1!0)0( ==Γ .       (12.30) 

Распространённость степенных законов тесно связана с их свойст-
вами: 

1) самоподобие или однородность )()( 1 tt µ
µ

µ λλ Φ=Φ − ; 
2) функции )(tµΦ  образуют полугруппу, т.е. их свёртка 

)()()()(
0

tdtt
t

νµνµνµ τττ +Φ=Φ−Φ=Φ∗Φ ∫ ; 

3) для значений аргумента n−=−−−= 0,1,2,3,...µ  функции )(tµΦ  оп-
ределяются через δ -функцию Дирака и её производные: 
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     Таблица 12.2. 
Физические явления и их степенные законы. 

Явление или процесс Степенной закон 
Лейденская банка Падение напряжения: )(tu∆ ~ α−t , 1≈α  
Ограниченная диф-
фузией агрегация 

Концентрация кластеров: )(tn ~ α−t , 1=α  

Конденсатор с ди-
электрическим за-

полнением  

Составляющая тока: )(tI d ~ α)( 0tt − , )0;1(−∈α   

Деформация вязко-
упругих материалов  

Деформация: )(tσ ~ α−t , )1;0(∈α   

Релаксация  
полимеров 

Число полимеров, вовлечённых в движение: 
)(tn ~ α−t , )1;2/1(∈α  

 Люминесценция  Ток затухания: )(tI ~ α−t , ]2;2/1(∈α  
Турбулентность Скорость изотропного турбулентного движения: 

)(tv ~ α−t , 7/5=α  
Звуковые волны Коэффициент поглощения: )(ωγ ~ αω , ]2;0[∈α  

Аномальная кинети-
ка экситонов 

Коэффициент скорости аннигиляции: )(tk ~ α−t , 
)1;0[∈α  

Распределение слу-
чайных величин  

Плотность Леви-Смирнова: )(xf ~ α−x , 2/3=α   
 

Излучение фотонов 
наночастицей 

Закон распределения: )( tTon >P ~ α−t , )1;0(∈α  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Рис. 12.14. График гамма-функции действительного аргумента. 
 

)()1()( )( tt nn
n δ−=Φ− ; 

4) функции )(tµΦ  являются оригиналами преобразования Ме-

ллина ∫
∞+

∞−

−=Φ
ix

ix

tp pdep
i

t µ
µ π2

1)(  ( α>pRe ), от степенных функций 

µ−p  комплексной переменной yixp += , α  – ограничитель 
роста экспоненты в преобразовании Лапласа; 
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5) для нахождения Фурье-трансформант )(kµΦ  функций )(tµΦ  
достаточно переменную преобразования Лапласа p  заме-
нить на комплексную переменную преобразования Фурье 
( ki− ), тогда µ

µ
−−=Φ )()( kik ; 

6) стандартные степенные функции не обладают трансляци-
онной симметрией, т.е. )()( tconstt µµ τ Φ⋅≠+Φ ; 

7) имеет особенность при 0=t ; при приближении аргумента к 
нулю ( 0→t ) быстро убывает; 

8) при увеличении аргумента ( ∞→t ) убывает достаточно мед-
ленно (“длинный” или “тяжёлый хвост”). 

Графики некоторых функций )(tµΦ  показаны на рис. 12.15. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 12.15. Графики ряда наследственных функций. 
 

Отсутствие или наличие эредитарности у системы, состояние 
которой описывается функцией )(tf , определяется следующим ус-
ловием: если скорость изменения функции 

td
tfd )(  в момент времени 

t  пропорциональна значению функции )(tf  в тот же момент време-
ни t , то система неэредитарна; в противном случае – система об-
ладает памятью. Например, если tetf −=)( , то система неэредитарна, 
а если µttf =)( , то поведение системы определяется её наследствен-
ностью. 

Степенные законы широко представлены не только в теоре-
тической физике (законы Ньютона, Кулона, теория полюсов Редже 
в физике элементарных частиц и т.п.), но и в математике. В част-
ности, они используются в дробном (нецелом) исчислении. 
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12.5. “UХвостатые” распределения U 

 

Мало знать, надо и применять. Мало хотеть, надо и делать.  
                                                                                 И. В. Гёте 

 

Хаотичность ансамбля динамических систем, согласно тео-
рии Больцмана, характеризуется энтропией, которая определяется 
посредством функции распределения );;( txxf & : 

  ∫−= VdfffS ln)( ,          (12.31) 
где xdxdVd &=  – элемент фазового объёма. Из этого определения эн-
тропии следует, что она сохраняется с течением временем. Посто-
янство энтропии следует из уравнения Лиувилля 0=

dt
df , определяю-

щего неизменность фазового объёма, занятого ансамблем частиц в 
фазовом пространстве: 

      ( ) 0ln1
)(

=+−= ∫ Vd
td
fd

f
td
fSd .                 (12.32) 

Установить точный вид функции распределения для ансамбля не 
представляется возможным. Это связано со свойством перемеши-
ваемости для динамических систем. Оно возникает из-за подвиж-
ности взаимодействующих частиц. В этой связи приходится вво-
дить ограничения на вид функции распределения );;( txxf & , напри-
мер, в виде её огрубления. Однако при огрублении определения 
функции распределения );;( txxf & , например, в виде ∫= Vdf

V
p

δ
1  ( Vδ  – 

область огрубления), ситуация изменяется. Функция распределе-
ния p теперь зависит от времени, следовательно, и новая энтропия 

∫−= VdpppS ln)(  также будет функцией времени. 
Плотность распределения p для непрерывной случайной ве-

личины X  удовлетворяет условию нормировки. В одномерном слу-
чае оно имеет вид 

   1)( =∫
∞

∞−

xdxp .          (12.33) 

Дифференциальная функция распределения )(xp  применяется для 
нахождения числовых характеристик таких, как математическое 
ожидание m (наиболее вероятное значение вx , которое может при-
нять случайная величина X ), дисперсия D  и среднее квадратичес-
кое отклонение D=2σ  (параметры рассеивания значений ix  случай-
ной величины X  относительно математического ожидания): 
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     ∫
∞

∞−

= xdxpx )(m ,          (12.34) 

       ∫
∞

∞−

−== xdxpmx )()( 22σD .                            (12.35) 

Выполнение условий (12.33)-(12.35) приводит к тому, что уравне-
ние 0)( =pSδ  имеет решение, которое представляет собой нормаль-
ный закон распределения (закон ошибок, закон Гаусса) 

    2

2

2
)(

2
1)( σ

σπ

m−−
=

x

exp .         (12.36) 

Святая вера математиков в центральную теорему теории ве-
роятностей, а физиков – в стационарность энтропии Больцмана, 
привела к тому, что распределения с бесконечными значениями 
начального (12.34) и центрального (12.35) моментов оказались вне 
их исследований. Бесконечные значения моментов означают, что 
плотность вероятности )(xp  недостаточно быстро убывает на беско-
нечности (“длинный” или “тяжёлый хвост”). Принципиальных 
возражений против использования “хвостатых” распределений с 
бесконечными моментами нет, хотя среди научных данных есть 
явления, для которых они непригодны. Использование атавистиче-
ских распределений )(xg  возможно при отказе от условий (12.34) и 
(12.35) и замене их на равенство 

        cconstxdxpxg ==∫
∞

∞−

)](ln[)( .         (12.37) 

Тогда условие стационарности энтропии 0=Sδ  при учёте соотноше-
ний (12.33) и (12.37), а также метода неопределённых коэффици-
ентов Лагранжа, приводит к решению )()( xgxp = . Следовательно, 
любое распределение с плотностью вероятности )(xg  удовлетворя-
ет условию стационарности энтропии Больцмана-Гиббса. 

Другой способ получения распределений, которые отличают-
ся от закона Гаусса и имеют “тяжёлые хвосты”, был предложен 
Цаллисом. Он использовал обобщённую энтропию вида 

         
1

)(1
));(( 1

−

−
=

∑
=
q

xp
qxpS

N

i

q
i

,         (12.38) 

где q – показатель “деформации” вероятности. Энтропия Цаллиса 
связана с  энтропией  Реньи (см. пункт 1.4, формулу (1.11), стр. 27)  
соотношением 
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1

]));(()1(1[ln
−

−−=
q

qxpSqSq .        (12.39) 

Математический формализм, который основан на использовании 
обобщённой энтропии, сохраняет в термодинамической теории не-
изменными преобразования Лежандра, теорему Эренфеста, урав-
нение фон Неймана и теорему взаимности Онзагера для любого 
вещественного числа q. Для случая непрерывных случайных вели-
чин энтропию Цаллиса представим в виде 

     
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
= ∫

∞

∞−
σ

σ xdxp
q

qxpS q)]([1
1

1));(( .        (12.40) 

Используя условие стационарности энтропии, условия (12.33) и  

      qq xdxpx −
∞

∞−

=∫ 32 )]([ σ ,         (12.41) 

метод неопределённых коэффициентов Лагранжа 

0)]([)(1)]([1
1

1));(( 23 =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
= ∫∫∫

∞

∞−

−
∞

∞−

∞

∞−

xdxpxxdxpxdxp
q

qxpS qqq σνµ
σ

σδδ , 

получим следующий класс распределений 
   

1
1

2])1(1[

)();(
−−+

=
qxq

qAqxp

β

, )3;1(∈q , Rx∈ ,        (12.42) 

и 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−
>=

−
≤

−+

=
−

)1(
1,0);(

)1(
1,

])1(1[

)();(
1

1
2

q
xqxp

q
x

xq

qAqxp
q

β

β
β , )1;( ∞−∈q .     (12.43) 

При значении параметров распределения 2=q , 
π
1)2( =A  и 1=β  форму-

ла (12.42) переходит в известное распределение Коши, называемое 
в электродинамике Максвелла естественной формой спектральной 
линии Лоренца. Такой же вид имеет формула Брейта-Вигнера, ко-
торая описывает сечение ядерных реакций вблизи резонансов. Рас-
пределение Коши обладает следующими свойствами: 

1) математическое ожидание существует в смысле главного 
значения несобственного интеграла (12.34); 

2) дисперсия бесконечна; 
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3) среднее арифметическое значение суммы случайных ве-
личин с распределениями Коши распределяется также по 
закону Коши (возрастание числа слагаемых не изменяет 
“статистическую погрешность” среднего арифметического 
значения). 

В дальнейшем был открыт целый ряд устойчивых атавистических 
распределений: Хольцмарк – изучение влияния электрического по-
ля окружающих атом соседей на его излучение (распределением 
Хольцмарка описываются флуктуации гравитационного поля слу-
чайно распределённых в пространстве звёзд (Чандрасекар и Ней-
ман)); Монин – диффузия частиц в турбулентной среде; Лифшиц – 
флуктуации температуры в подверженной ядерным излучениям 
среде; Добрушин – распространение и детектирование радиоволн 
и др. Для исследования фрактальных процессов в настоящее время 
используется дробное (нецелое) исчисление. 

 

12.6. UЭлементы дробного исчисленияU 

 

Большинство голосов не есть неопровержимое свидетельство в пользу 
истин, нелегко поддающихся открытию, по той причине, что на такие 
истины натолкнётся скорее отдельный человек, чем целый народ.  
                                                                                                   Рене Декарт 

 

Многократное интегрирование функции )(xf  задаётся форму-
лой 

      ∫ ∫ ∫ ∫
−

−=
x

a

x

a

x

a

x

a
nnnn

n

dxdxdxdxxfx
1 2 1

121...)(...)(φ .        (12.44) 

Коши получил формулу, которая позволяет заменить многократ-
ное интегрирование вычислением одного интеграла: 

 ∫ −−
−

=
x

a

n
n dyyfyx

n
x )()(

)!1(
1)( 1φ .         (12.45) 

Производя замену целого аргумента n  на нецелую (в том числе и 
дробную) переменную µ  с учётом (12.30), получим обобщение 
формулы (12.45) на случай нецелого интегрирования: 

∫ −−
Γ

=
x

a

dyyfyxx )()(
)(

1)( 1µ
µ µ
φ .               (12.46) 

С гамма-функцией тесно связана пси-функция, которая определя-
ется равенством 

          
xd
xd

x
x )(

)(
1)( Γ

Γ
=ψ .                (12.47) 

График этой функции показан на рис.12.16. Пси-функция обладает 
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Рис. 12.16. График пси-функции. 
 

следующим свойством 
x

xx 1)()1( +=+ ψψ , которое часто используется 

в дробном исчислении. Использование гамма- и пси-функций по-
зволяет обобщить обыкновенную производную на нецелый поря-
док производной. 

Введём в рассмотрение оператор обыкновенной целой произ-
водной порядка n  в виде n

n
n
t

td
dD ≡ . Действие этого оператора на не-

прерывно дифференцируемую функцию )(tf  приводит к n -ой про-
изводной функции (нулевая производная равна самой функции): 
   )()(0 tftfDt = ; )()( )1(1 tftfDt = ; )()( )2(2 tftfDt = ; …; )()( )( tftfD nn

t = .   (12.48) 
Производные целого порядка обладают следующими свойствами: 
– однородность )()( )( ηλληλ +=+ tftfD nnn

t ;         (12.49) 

– линейность ∑∑
==

=
N

i

n
ii

N

i
ii

n
t tfCtfCD

1

)(

1
)()( ;         (12.50) 

– полугрупповое свойство )()()( )( tfDtftfDD nm
t

nmn
t

m
t

++ == ;      (12.51) 
– коммутативность )()( tfDDtfDD m

t
n
t

n
t

m
t = .        (12.52) 

При дифференцировании применяется стандартный набор правил 
дифференцирования, одним из которых является взятие производ-
ной от произведения двух функций: 

     ∑
=

−=⋅
n

i

inii
n

n
t tgtfCtgtfD

0

)()( )()()]()([ ,       (12.53) 

где 
)!(!

!
ini

nC i
n −
=  – число сочетаний из n  элементов по i  элементов. 

Рассмотрим целые производные от элементарных функций и 
их обобщения по Коши: 
• степенная функция kttf =)(  ( k  – целое число) 

1)( −= k
t tktfD ; 22 )1()( −−= k

t tkktfD ; 33 )2)(1()( −−−= k
t tkkktfD ; …; 
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      nknknkn
t t

nk
kt

nk
ktnkkkktfD −−−

+−Γ
+Γ=

−
=+−−−=

)1(
)1(

!)(
!)1)...(2)(1()( .     (12.54) 

Отметим, что  
 

⎩
⎨
⎧

>
=

=
kn
knk

tD kn
t ,0

,! .          (12.55) 

Все операторы n
tD  имеют “постоянные” функции вида 

   ∑
=

=
n

i

i
in tctC

0
)( .          (12.56)  

Степенные функции с отрицательным показателем степени 
используются при исследовании асимптотического ( ∞→t ) по-
ведения других функций. n -ая производная функции равна 
                    )()(

)(
)()1(

!)1(
!)1()1( nknnknkn

t t
k

nkt
k

nktD +−+−−

Γ
+Γ−=

−
−+−= .    (12.57) 

Следовательно, нецелая производная порядка β  от степенной 
функции αttf =)(  с вещественным показателем степени α  име-
ет вид 

    
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<
Γ
+Γ−

≥
+−Γ

+Γ

=
+−

−

0,
)(

)()1(

0,
)1(

)1(

)(
)( α

α
βα

α
βα

α

βαβ

βα

β

t

t
tfD t .       (12.58) 

На рис. 12.17 изображены графики нецелых производных от 
константы ( 0=α ) при пошаговом изменении их порядка. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 12.17. Дробные производные от 1  
при изменении β  от 1−  до 1 с шагом 1,0 . 

 

• экспоненциальная функция tetf α=)(  (α  – вещественное число) 
t

t etfD αα=)( ; t
t etfD αα 22 )( = ; t

t etfD αα33 )( = ; …; tnn
t etfD αα=)( . (12.59) 

Следовательно, нецелая производная порядка β  от экспонен-
циальной функции tetf α=)(  имеет вид 

     t
t etfD αββ α=)( .                  (12.60) 
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Если порядок дробной производной меньше нуля ( 0<β ), то не- 
целая производная от экспоненциальной функции будет фун-
кцией комплексного переменного. 

• логарифмическая функция ttf alog)( =  ( 0>a , 1≠a ) 

at
tfDt ln

1)( = ; 
at

tfDt
ln
1)( 2

2 −= ; 
at

tfDt
ln
21)( 3

3 ⋅= ; 
at

tfDt
ln

321)( 4
4 ⋅⋅−= ;…;  

 
at

ntfD n
nn

t
ln
1)!1()1()( 1 −−= − .         (12.61) 

Следовательно, нецелая производная порядка β  от логариф-
мической функции ttf alog)( =  имеет вид 

 
at

tfD t
ln
1)()1()( 1

β
ββ βΓ−= − .         (12.62) 

• синусоида )sin()( ϕω += ttf   
)2/(sin)cos()( πϕωωϕωω ++=+= tttfDt ; )2/2sin()( 22 πϕωω ++= ttfDt ;  

)2/3sin()( 33 πϕωω ++= ttfDt ; )2/4sin()( 44 πϕωω ++= ttfDt ;…;  
       )2/sin()( πϕωω nttfD nn

t ++= .         (12.63) 
Следовательно, нецелая производная порядка β  от синусои-
ды )sin()( ϕω += ttf  имеет вид 

      )2/sin()( πβϕωω ββ ++= ttfD t .         (12.64) 
Полученные результаты показывают, что применение оператора 
дифференцирования 

td
dDt ≡  к непрерывно дифференцируемой фун-

кции )(tf  и её производным приводит к последовательности вида 
)()()0( tftf = , )()1( tf , )()2( tf ,…, )()( tf n ,...        (12.65) 

Следовательно, действие оператора tD  сводится к увеличению на 
единицу порядка производной, т.е. tD  является оператором транс-
ляции на единицу для порядка производной. Возникает вопрос: “А 
нельзя ли перемещать порядок производной не вправо, а влево по 
оси порядков производных?” Оказывается не только можно, но и 
нужно. 

Рассмотрим производные с целым, но отрицательным показа-
телем порядка. Для этого вычислим первую производную от функ-
ции (12.44), записав её в виде 

        ∫ −=
x

a
nnnn dxxx )()( 1φφ ,                (12.66) 

тогда 
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       )()()( 11 xdxx
xd

dxD n

x

a
nnnnx −− == ∫ φφφ .        (12.67) 

Заменив порядок производной n  на n− , можно записать равенство 
    )()()( ,

)(
, xIxxD n

xa
nn

xa φφφ −−− == ,        (12.68) 
где оператор n

xa
n
xa ID −− = ,,  представляет собой n -кратное интегрирова-

ние функции )(xφ , которое с учётом формулы Коши (12.46) можно 
представить в виде 

   n
xa

n
xa ID −− = ,, ∫ −−−

−Γ
=

x

a

n dyyx
n

...)(
)(

1 1 ,                    (12.69) 

а для нецелого исчисления –  
ββ −− = xaxa ID ,, ∫ −−−

−Γ
=

x

a

dyyx ...)(
)(

1 1β
β

.                (12.70) 

Производная (12.70) называется дробной производной Римана-Ли-
увилля отрицательного порядка 0>β . Заметим, что операторы 0>β

tD  
и 0<β

tD  не коммутируют, т.е.  
⋅>0β

tD ≠<0β
tD ⋅<0β

tD 0>β
tD . 

Оператор β
tD  с вещественным порядком производной называется 

диферинтегралом. 
Распространение определения дробной производной Римана-

Лиувилля на положительные значения порядка производной при-
водит к формулам для левостороннего ( ][β  и }{β  – целая и дробная 
части числа β , соответственно) 
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и правостороннего 
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диферинтегралов. 
Отметим, что интегральные производные Римана-Лиувилля 

от степенных функций с отрицательными показателями степени не 
существуют. Кроме того, они не имеют нулевых функций, которые  
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обращают интеграл в нуль при любых значениях аргумента. 
Разложение функции )(xf  в ряд Тейлора содержит целые про-

изводные от функции любого порядка. Ряд Тейлора позволяет вос-
становить функцию в области её определения по счётному множе-
ству её производных. Ещё большую информацию несут производ-
ные с вещественным порядком производных. Одним из обобщений 
ряда Тейлора является его представление в виде 

 ∑
∞

∞−=

+
+

++Γ
=+

i

ic
ic
xa

ic
xfD

cxf β
β

ξ
β

ξ
)1(
)(

)( , , ]1;0(∈c .        (12.72) 

При 0=c , 0=β  с учётом равенства 0
)1(

1 =
+Γ i

( 1,2,3..., −−−=i ) формула 

(12.72) превращается в стандартный ряд Тейлора. Существуют и 
другие представления ряда Тейлора с использованием дробного 
исчисления. Применяя ряд Тейлора к определению дробной произ-
водной, получим 

   =)(, xfxa
βD ∫∑ +−

−

=

−

−−Γ
+−

++Γ

x

a
n

nn

i

i
i

d
x

f
n

ax
ni

af ξ
ξ

ξ
ββ β

β
1

)(1

0

)(

)(
)(

)(
1)(

)1(
)( ,        (12.73) 

здесь 1][ += βn . Дробная производная от степенной функции )( ax−Φµ  
определяется по формуле 

            =−Φ )(, axbx µ
βD

)(
)( 1

βµ

βµ

−Γ
− −−ax .               (12.74) 

Если νβµ −=  и );0[ βν ∈ , то 0)(, =−Φ − axbx νβ
βD . Дробное исчисление на-

зовём континуальным дифференцированием. 
Помимо дробной производной Римана-Лиувилля использует-

ся также нецелая производная Капуто, которая задаётся операто-
ром  

  n
x

n
xaxa DI ββ −= ,,D ,          (12.75) 

и производная Маршо 
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Дробные производные для аналитических функций )(zf  комплекс-
ного аргумента iyxz +=  получают путём обобщения интегральной 
формулы Коши на случай комплексных показателей порядка про-
изводной: 

  κκ
LL ID = ∫ +−

+Γ=
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ζ
ζ

ζ
π
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κ d
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f
i 1)(

)(
2

)1( .                (12.77) 
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Глава 13. Самоподобие физических явлений и процессов 
 

Мы должны стремиться не к тому, чтобы каждый нас понял, 
а к тому, чтобы нас нельзя было не понять.  

                          Вергилий 
Весь изложенный материал убедительно доказывает, что фи-

зика, как наука, исследует самоподобные или самоаффинные объ-
екты и протекающие в них явления. Ещё одним из успехов физики 
подобия является теория ренорм-группы. Её применение позволи-
ло объяснить целую палитру фактов самой разной природы: от фа-
зовых переходов и низкотемпературных процессов до структур-
ных образований в магнитных и неупорядоченных средах; от воз-
никновения динамического хаоса до самоорганизации.  

Весьма часто наблюдается картина, когда совершенно разные 
системы демонстрируют тождественное поведение в критической 
области. Оно характеризуется одинаковым дробным показателем 
степени (критическим индексом) в связи, которая устанавливается 
между физическими величинами. Как было показано в Главе 12 
физическое подобие связано пространственно-временными корре-
ляциями, возникающими в динамических системах. Влияние про-
шлого на настоящее, состояния системы в целом на происходящее 
в локальной точке, взаимное тестирование пары система-среда с 
помощью вещества, энергии и информации порождают странные 
аттракторы, репеллеры и слиперы возникающих в системе эволю-
ционных путей (тенденций). Персистентность или антиперсистен-
тность процессов, протекающих в системе, производят отбор при-
емлемых состояний, которые способствуют стационарному сущес-
твованию системы или её переводу на качественно новый уровень 
бытия (самоорганизация). Фрактальная геометрия природы явля-
ется “зеркалом” всех перечисленных факторов, обеспечивающих 
жизнеспособность динамической системы. Зачастую протекающие 
процессы стохастичны, но эта случайность порождает причинно-
следственные изменения: из хаоса рождается порядок. А в силу 
принципа перемешиваемости при определённых значениях управ-
ляющих параметров в детерминированной системе возникают хао-
тические движения. 

Одним из способов описания случайного процесса является 
использование модели Маркова. В этой модели настоящее состоя-
ние процесса зависит от конечного числа предшествующих вре-
менных моментов (временная корреляция). Порядок марковского 
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процесса определяется ограниченным количеством предшествую-
щих прошлых состояний (корреляционное время), которые влияют 
на протекание процесса в настоящем.  

 Рассмотрим марковский процесс первого порядка (рис. 13.1):  
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 13.1. Схема протекания марковского процесса первого порядка 
 

на настоящий момент протекания процесса влияет только его бли-
жайшее прошлое. Представленная схема отражает все двухуровне-
вые системы. Источник, помеченный знаком “+”, порождает нечто 
с вероятностью p , и подаёт сигнал в виде 1+ , если нечто поглоща-
ется источником (на рис. 13.1 это действие источника показано на-
правленной частью окружности из состояния “+” в “+”). Если ис-
точник выдаёт сигнал 1− , то нечто перетекает в сток (из “+” в “–”) 
с вероятностью pq −=1 . Сток, помеченный знаком “–”, поглощает 
нечто с вероятностью pq −=1 , сигнализируя об этом появлением 1−  
(из “–” в “–”). Если сигнализатор стока показывает 1+ , то нечто 
возвращается в источник с вероятностью qp −= 1 . 

Энтропия марковской системы с двумя уровнями при qp =  оп-
ределяется формулой Шеннона 

)1(log)1(log 22 ppppSM −−−−= .          (13.1) 
Эта энтропия совпадает с вероятностью марковского процесса ну-
левого порядка с двухуровневым источником: нечто порождается 
и поглощается источником (система без памяти). При 2/1== qp  ис-
точник ведёт себя как автомат, выполняющий подбрасывание мо-
неты. Случайность появления сигналов 1+  и 1−  приводит к после-
довательности знаков “+” и “–”, в которой они встречаются поров-
ну. Пусть в результате проведения эксперимента была получена 
последовательность 
 
Вычеркнем каждый второй символ 
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получим последовательность 
 
в которой символы “+” и “–” встречаются с той же вероятностью 

2/1== qp , что и в исходной последовательности. Это говорит о том, 
что даже после выбрасывания половины полученных данных усе-
чённая последовательность подобна исходному ряду. При 2/1≠p  са-
моподобие нарушается. Уберём произвольным образом в исход-
ной последовательности шесть знаков “+” (теперь вероятность об-
наружить “+” в последовательности равна 5,03/218/12 >==p ) и повто-
рим процедуру вычёркивания каждого второго знака, получим 
 
т.е. последовательность принимает вид 

 
Вероятность обнаружить знак “+” в наудачу выбранном месте пос-
ледовательности равна 5,05/215/6 <==p . Так как вероятность измени-
лась, то прошлое коррелирует с настоящим, т.е. влияет на него.  

Рассмотренный пример показывает, что при значениях 5,0>p  
вероятность появления знака “+” после “+” выше, чем вероятность 
появление знака “–”. При 5,0<p  наблюдается противоположная кар-
тина: возникает череда из противоположных знаков. Это свиде-
тельствует об ослаблении корреляции между символами последо-
вательности. Корреляция между символами ns  и mns + , которые рас-
положены на местах n  и mn + , определяется по формуле 

    ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=
+

∞→

N

n
mnn

N
m ss

N
K

1

1lim .           (13.2) 

Марковский источник первого порядка стационарный и эргодиче-
ский, поэтому (13.2) можно заменить усреднением по ансамблям 

)( −− , )( +− , )( −+  и )( ++  (разность между вероятностями вытекания 
из источника и возврата в него и вероятностями аналогичных про-
цессов для стока): 

       12)1(2/)22(1 −=−−=−= pppqpK .          (13.3) 
Из формулы (13.3) видно, что при 2/1=p  корреляционная связь 
между элементами отсутствует. Если 2/1<p , то 01 <K  – система ан-
типерсистентна: происходит достаточно частая смена символов. 
При выполнении обратного неравенства для вероятности ( 2/1>p ) 
корреляция положительна, появляется череда из знаков “+”. Длина 
этих “очередей” (из символов “+”)  определяется  корреляционным  
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временем. 
В силу того, что в марковском процессе первого порядка на-

стоящее определяется предшествующим прошлым, то корреляция 
mK  связана с 1K  простым соотношением 

       mm
m pKK )12()( 1 −== .           (13.4) 

Введём в рассмотрение новый параметр α , который определяется 
при 2/1≥p  из равенства 

       12 −=− pe α ,            (13.5) 
тогда величина mK  будет равна 

                 m
m eK α−= .                    (13.6) 

Коэффициент корреляции для усечённой последовательности сим-
волов равен квадрату величины (13.6). Удваивание параметра α  
приводит к тому, что новая вероятность обнаружения символа “+” 

)2/1(p  после усечения наполовину последовательности будет связана 
со старой вероятностью p  соотношением 

   2
)2/1( )12(12 −=− pp .           (13.7) 

Подставив в (13.7) значение 5/2=p , найдём 52,0)2/1( =p . После пов-
торного вычёркивания каждого второго символа получим 

   2
)2/1()4/1( )12(12 −=− pp  ⇒    5008,0)4/1( =p .                  (13.8) 

Следовательно, процедура двукратного уменьшения числа симво-
лов в каждой последовательности приводит к уменьшению корре-
ляции в расположении символов. Последовательность вероятнос-
тей 

)2/1( np  быстро сходится к значению 0,5 при увеличении номера 
усечения n  ( ∞→n ). Процесс усечения последовательности симво-
лов соответствует умножению параметра α  на коэффициент подо-
бия k . Это приводит к тому, что усечённая последовательность 
становится асимптотически подобной исходной последовательно-
сти. Величина )/(1 αk  определяет корреляционную длину для пере-
нормировки исходной последовательности или момент возникно-
вения самоподобия. 

В физике теория перенормировок известна под названием ре-
норм-группы Вильсона (некоторые примеры приведены в пункте 
1.2, стр. 21-23). Применение теории Вильсона позволило выделить 
классы универсальности при использовании степенных законов с 
критическими индексами. Вид класса универсальности зависит от 
фрактальной размерности пространства и числа степеней свободы 
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параметра порядка. Убеждённость физиков в правильности теории 
перенормировок была основана на исследовании точно решаемых 
моделей (например, модели Изинга). В настоящее время интерес к 
теории перенормировок значительно уменьшился по целому ряду 
причин: так и остались невыясненными вопросы о сходимости ре-
нормализационных рядов, о различии критических индексов фазо-
вых переходов для иерархических решёток с одинаковыми связно-
стями и фрактальными размерностями и др. Однако идея перенор-
мировки остаётся по-прежнему актуальной. 

 

    13.1. Модель Изинга и теорема Янга-Ли  
 

Если вы можете решить задачу, это – упражнение; в 
противном случае, это – проблема.  

                     Ричард Белламан 
 

Пусть спиновая решётка находится в магнитном поле с на-
пряжённостью H . Спин is , расположенный в узле i , может прини-
мать значения 1+  (спин вверх ↑ ) или 1−  (спин вниз ↓ ). Он взаимо-
действует только с ближайшими соседями (обозначим их { }ji, ) и с 
магнитным полем. Обозначим через J  энергию обменного взаимо-
действия, тогда энергия спиновой системы, состоящей из N  эле-
ментов, равна 

         
{ }

∑∑ +=
i

i
ji

ji sHssJE
,

.           (13.9) 

Положительные значения J  соответствуют ферромагнитному вза-
имодействию, а 0<J  – антиферромагнитному. Используя статисти-
ку Больцмана, запишем статистическую сумму по конфигураци-
ям спинов ][ is  в виде 

          ( )
{ }

∑ ∑∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−=

][ ,][
expexp),(

is i
i

ji
ji

is
N sLssKEHTZ β ,         (13.10) 

здесь 1)( −= TkBβ , градДжk B /1038.1 23−⋅=  – постоянная Больцмана, T  – 
температура по абсолютной шкале Кельвина, JK β= , HL β= . 

Удельная свободная энергия в расчёте на один узел равна 
         N

N
fHTf

∞→
= lim),( ,          (13.11) 

где 
N
Zf N

N β
ln= . Комплексные нули статистической суммы (13.10) оп-

ределяют особенности функции (13.11) и отвечают за появление 
фазовых переходов, согласно теории Янга-Ли. В термодинамичес-
ком пределе ( ∞→N ) таких нулей становится бесконечно много и 
они располагаются вблизи действительной оси. 
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При фиксированном значении K  статистическая сумма зави-
сит только от параметра L . Вводя комплексную переменную Lez 2= , 
перепишем (13.10) в виде 

    )()(),( 2/

0

2/ zPzzKazHTZ N
N

N

n

n
n

N
N

−

=

− == ∑ ,                (13.12) 

где ∑
=

=
N

n

n
nN zKazP

0
)()( – полином степени N  с вещественными положи-

тельными коэффициентами )(Ka n . Янг и Ли доказали, что для фер-
ромагнетика ( 0>K ) нули полинома )(zPN  любого порядка N  лежат 
на единичной окружности. Для действительных значений темпера-
туры T  это означает, что нули полинома )(zPN  лежат на мнимой 
оси внешнего магнитного поля H . При температурах ниже крити-
ческой температуры сT  магнитного фазового перехода в термоди-
намическом пределе нули образуют последовательность, которая 
сходится к точке 0=H . Этот результат не зависит ни от типа ре-
шётки, ни от пространственной размерности модели. Поэтому рас-
смотрим одно- и двумерную решётки Изинга при 0=H . 

 

13.2. Одно- и двумерная модели Изинга  
при отсутствии внешнего магнитного поля 

 

Взрослея, мы становимся серьёзнее, и это, позволю себе за-
метить, первый шаг к тому, чтобы поглупеть.  
                       Джозеф Аддисон 

 

Рассмотрим одномерную решётку Изинга (цепочка со свобо-
дными концами) при отсутствии внешнего магнитного поля. Вво-
дя новую переменную Kex 2−= , перепишем формулу (13.10) в виде 
          12/)1(

)( )1(2),( −−− += NN
chainN xxHTZ .              (13.13) 

Функция (13.13) имеет нуль 1−=x  порядка 1−N . При отождествле-
нии 1+N -ого звена цепочки с её первым звеном получим окруж-
ность, для которой формула (13.13) имеет иной вид 

   ])1()1[(),( 2/
)(

NNN
circleN xxxHTZ −++= − .          (13.14) 

Эта функция имеет N  нулей на мнимой оси при 
    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +=
N

kctgixk 2
)12( π , )1(...,,2,1,0 −= Nk ,        (13.15)  

что разительно отличается от количества нулей для цепочки. Эта 
формула указывает на наличие особенности в точке 0=T . Сделав 
замену six = , получим для плотности корней (в термодинамичес-
ком пределе) следующее выражение 
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21
111)(
sds

dk
N

s
+

==
π

ν .         (13.16)  

Формула (13.16) описывает распределение Коши. Полученные ре-
зультаты указывают на отсутствие фазовых переходов в одномер-
ной цепочке. 

Исследования Онзагера двумерной решётки Изинга показали, 
что статистическую сумму можно записать в виде 
    ∏∏

= =
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

m

p

n

l
N Ksh

n
lKsh

m
pKchKchTZ

1

2/

1
2121 )2(2cos)2(2cos)2()2()( ππ ,  (13.17)  

где ii JK β= , iJ  – постоянная взаимодействия вдоль оси i , nmN ⋅= . В 
анизотропном случае 21 JJ ≠  нули функции (13.17) находятся внутри 
конической области, остриё которой упирается в действительную 
ось. Иными словами, последовательность комплексных нулей ста-
тистической суммы сходится к действительной точке фазового пе-
рехода. 

При термодинамическом описании возможных состояний N -
частичной системы перенормировка состоит в том, чтобы умень-
шить число степеней свободы с N  до NN <1  с изменением интен-
сивных характеристик системы. Нахождение вида зависимости ме-
жду значениями температуры до (T ) и после ( 1T ) перенормировки, 
т.е. вида функции 

)(1 TfT = ,          (13.18) 
является основной задачей ренорм-группового подхода. Выполне-
ние равенства (13.18) должно приводить к равенству статистичес-
ких сумм до и после перенормировки с точностью до несущест-
венного множителя k : 

   )()( 11
TZkTZ NN = .         (13.19) 

 Критическая точка фазового перехода cT  является неподвиж-
ной точкой преобразования нормировки (13.18). Ей соответствует 
особенность функции преобразования )(Tf . Наличие особенности 
порождает скачкообразное поведение некоторых термодинамичес-
ких характеристик системы.  

В силу того, что термодинамическое описание состояния ве-
щества проще описывается статистической суммой )( 11

TZ N , то вна-
чале находят нули этой функции, а затем по формуле (13.18) восс-
танавливают нули функции )(TZ N . Используя описанную методику 

2−N  раза, можно прийти к двухчастичной статистической сумме 
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)(2 TZ . Движение в обратную сторону приводит к вычислению ну-
лей всех термодинамических потенциалов, вплоть до термодина-
мического предела ( ∞→N ). Таким образом, нули потенциала )(2 TZ  
являются прообразами нулей вышележащих уровней. Для свобод-
ной цепочки 

                
x

xHTZ chain
12),()(2

+= ,                     (13.20) 

а для кольца –  
                

x
xHTZ circle

12),(
2

)(2
+= .                     (13.21) 

Исследованиями Янга и Ли было установлено, что множест-
во нулей исходной статистической суммы тождественно множест-
ву Жюлиа (см. пункт 5.2, стр. 89) преобразования перенормиров-
ки. Следовательно, любая ренорм-процедура состоит в отыскании 
всех точек, которые являются пересечением множества Жюлиа с 
вещественной осью. В качестве примера рассмотрим одномерную 
цепочку Изинга, которая состоит из спинов, направленных либо 
вверх (↑ ), либо вниз (↓ ). Эта модель идентична марковскому про-
цессу первого порядка. Перенормировка исходной статистической 
суммы производится путём проведения суммирования спинов че-
рез один (вычёркивание каждого второго символа в марковском 
процессе). Статистическая сумма одномерной цепочки из N  спи-
нов is  имеет вид 

== ∑ ∑
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где 
2/

12
N

x
xk

⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += , а преобразование перенормировки имеет вид  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==′

x
xxfx 1

2
1)( .         (13.23) 

Формула (13.21) с помощью замены 
1
1

−
+=

x
xz  сводится к преобразо-

ванию Жюлиа: 2zz =′ . 
Нуль статистической суммы (13.20) попадает в сверхустой-

чивую неподвижную точку 10 −=x  преобразования (13.23). Если ите-
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рационный процесс начинается с этой точки, то на ней он и закан-
чивается, так как точка 10 −=x  является слипером. Статистическая 
сумма (13.21) обращается в нуль в точках ix m=2,1  ( 12 −=i , i  – мнимая 
единица), которые принадлежат множеству Жюлиа. 

 

13.3. Иерархическая решётка со спинами Поттса 
 

Гениален тот, кто открывает принципы.  
                    М. Колесников 

 

Рассмотрим иерархическую решётку, построение структуры 
которой выполняется согласно рекуррентной процедуре (см. пункт 
1.2, рис. 1.15а, стр. 22). На n -ом итерационном шаге построения 
решётка имеет 14 −n  связей. На следующем этапе каждая связь заме-
няется двумя новыми узлами и четырьмя связями новой решётки.  

Поттс обобщил модель Изинга и предположил, что в каждом 
узле решётки находится спин Поттса, который может принимать 
не 2, а q  состояний: qsi ...;;2;1= . Взаимодействие спина Поттса с 
ближайшими соседями происходит только тогда, когда их состоя-
ния совпадают. Энергия спиновой конфигурации ][ is  определяется 
формулой 

       ∑=
},{

,][
ji

jiis EE ,          (13.24) 

где )(
,0

,
, ji

ji

ji
ji ssJ

ss

ssJ
E −−=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=−
= δ . Статистическая сумма на n -ой стадии 

построения представляет собой полином порядка 14 −n  относитель-
но аргумента Jex β= . Возврат с n -го уровня на один нижележащий 
уровень выполняется суммированием по состояниям 242 −⋅ n  спинов, 
возникших на n -ом шаге построения иерархической решётки, т.е. 

   )()( )1()( xZkxZ nn ′= − .         (13.25) 
Преобразование вида (13.18) определяется равенством 

                      
22

22
1
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−+=′

qx
qxx ,                     (13.26) 

а коэффициент пропорциональности 
    242)22(

−⋅−+=
n

qxk .         (13.27)  
Каждый нуль функции )1( −nZ  соответствует четырём нулям функции 

)(nZ . Для первого итерационного шага построения иерархической 
решётки статистическая сумма равна 

 )1()()1( −+= qxqxZ .         (13.28) 
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Итерационный поиск корней статистической суммы )(nZ  сле-
дует начинать с единственного нуля функции (13.28) qx −=1 . При 
увеличении номера итерации до бесконечности получим все корни 
статистической суммы, неограниченно приближающиеся к множе-
ству Жюлиа преобразования (13.26). Это преобразование имеет 2 
сверхпритягивающие неподвижные точки 1=x  ( ∞=T  – полный бес-
порядок) и ∞=x  ( 0=T  – идеальный порядок при 0>J ). Кроме этих 
точек есть ещё четыре: 2/)2( qx −=∞ , qx −= 10 mm  и qx q −=1 . Указанные 
точки определяют вид фазовой границы между пара- и ферромаг-
нитными состояниями.  

Точка ∞x  – бесконечно удалённая притягивающая точка. Если 
начать итерационную процедуру с этой точки, то все точки ока-
жутся на бесконечности. Обе точки qx −= 10 mm  в процессе построе-
ния решётки стремятся к нулю. Таким образом, необходимо про-
следить за итерационными траекториями нуля и точки qx q −=1 , ко-
торые взаимно дополняют друг друга. В связи с последним заме-
чанием достаточно проследить за траекторией точки 0=x . Если эта 
точка принадлежит пара- или ферромагнитной фазе, то дополни-
тельных фаз (аттракторов) не возникает. В случае, когда точка 0=x  
является слипером и не притягивается ни к пара-, ни к ферромаг-
нитному аттрактору, то по теореме Фату возможно появление од-
ной или двух дополнительных фаз. Их появление связано с тем, 
что точка 0=x  не принадлежит множеству Жюлиа преобразования 
(13.26). 

 

13.4. Переход Андерсона 
 

Ты никогда не будешь знать достаточно, если не будешь 
знать больше, чем достаточно.  
                         Уильям Блейк 

 

Мультифрактальный анализ используется при исследовании 
явлений и процессов в неупорядоченных средах, в частности, эф-
фекта Андерсона (переход металл-диэлектрик). Пусть квантовая 
частица массой m  движется в поле случайного потенциала )(rU . 
Для стационарного случая уравнение Шрёдингера имеет вид: 

      )()()()(
2

2

rrrr ψψψ EU
m

=+∆− h .        (13.29) 

( сДжh ⋅⋅== −3410055,1)2/( πh  – приведенная постоянная Планка). В зави-
симости от величины энергии E  и степени беспорядка решения 
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уравнения (13.29) образуют два класса поведения квантовой час-
тицы: локализацию и блуждание по среде. 

Локализованные состояния характеризуются волновой функ-
цией, которая быстро убывает с ростом расстояния от местополо-
жения частицы 0r :  

 )(rψ ~ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ξ
0r-r

exp .         (13.30) 

где ξ  – радиус локализации (в диэлектрике, а в металле эта вели-
чина называется корреляционной длиной). Делокализованное сос-
тояние распределено по всему объёму образца. В качестве приме-
ра такого состояния можно привести распространение монохрома-
тической, плоской волны с импульсом kh  (k – волновой вектор): 

   )(rψ ~ ( )rkiexp .          (13.31) 
В энергетическом пространстве локализованные и делокализован-
ные состояния отделяются друг от друга изоэнергетической повер-
хностью cEE = . Величина cE  называется порогом подвижности. На 
этой границе радиус локализации обращается в бесконечность, так 
как он обратно пропорционален модулю разности между энергией 
частицы и порогом подвижности в степени ν  (ν  – критический ин-
декс радиуса локализации): 

      ξ ~ ν−− cEE .                (13.32) 
Переход состояния квантовой частицы из одной области в другую 
называется квантовым переходом Андерсона.  

На границе между областями локализации и блужданий по 
всему объёму фазы волновая функция частицы имеет мультифрак-
тальную структуру. Пороговая энергия cE  определяется для беско-
нечного образца. Следовательно, для системы с конечным линей-
ным размером L  переход будет “размытым” и будет происходить  
в узкой полосе );( EEEE cc δδ +− . Размер полосы определяется неравен-
ствами 

L>>ξ  и νδ /1−<< LE .         (13.33) 
Так как квадрат модуля волновой функции определяет плот-

ность вероятности, то моменты 1M  и 2M  равны 
   1)( 2

1 == ∫ rr DdM ψ          (13.34) 
и 

     ∫= rr DdM 4
2 )(ψ ,         (13.35) 
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соответственно. В формулах (13.34) и (13.35) интегрирование ве-
дётся по всему объёму образца, который расположен в пространс-
тве с размерностью D . Для локализованного состояния огибающая 
волновой функции определяется формулой 

       )(rψ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≈ −

ξ
ξ 0r-r

exp2/D .               (13.36) 

Следовательно,  
2M ~ D−ξ           (13.37) 

и не зависит от размера образца L . В случае плоской волны  
        )(rψ ( )rkiL D exp2/−≈ ,         (13.38) 

а второй момент зависит от размера L  по степенному закону 
2M ~ DL− .          (13.39) 

Последнее равенство говорит о том, что волновая функция запол-
няет весь объём образца. 

Численные эксперименты показали, что в точке перехода Ан-
дерсона квадрат модуля волновой функции состоит из чередую-
щихся редких всплесков с большой амплитудой. Каждый вейвлет 
(“wavelet” (англ.) – всплеск, маленькая волна) сопровождается ок-
ружением из мелких волн. Каждый большой всплеск с “челядью” 
из более мелких волн образует фрактальную структуру со своей 
размерностью Хаусдорфа-Безиковича. Совокупность всех вейвле-
тов с их окружениями образуют мультифрактальный объект.  

Фрактальные размерности моментов более высокого порядка 
в случае нелокализованных состояний оцениваются по формуле 
(см. пункт 7.1, формулу 7.5, стр.123) 

∫= rr Dq
q dM 2)(ψ  ~ )()()1( qqDq LL τ−−− = ,        (13.40) 

Волновая функция отлична от нуля практически во всех точках D -
мерного пространства, поэтому DD =)0( . Остальные размерности 
удовлетворяют неравенствам 

        0)(...)2()1()0( ≠∞>>>>= DDDDD .        (13.41) 
Нахождение спектра размерностей осуществляется так же, как бы-
ло показано в Главе 7 (стр. 120-135). Применение метода перевала 
вблизи максимума 0α  функции спектра размерностей )(αf  приво-
дит к тому, что распределение вероятностей нахождения частицы 
в ячейке с номером i  ( ip ~ iL α− ) имеет вид лог-нормального распре-
деления, которому ещё подчиняется, например, проводимость: 

     )( pP ~ [ ]2
0 ])ln/[(lnlnexp αλ +− LpL .        (13.42) 
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Глава 14. Клеточные автоматы 
 

Всегда, прежде чем может быть возведено что-то новое, 
должен быть поколеблен авторитет существующего.  

                         Стефан Цвейг 
Клеточные автоматы широко используются для аналогового 

моделирования физических явлений и процессов. Они состоят из 
набора ячеек, которые образуют регулярную решётку. Состояние 
ячейки определяется одним числом или набором чисел (вектор, 
тензор и т.д.). Числа могут быть целыми, вещественными, комп-
лексными или гиперкомплексными. Состояния ячеек изменяются 
синхронно через дискретные промежутки времени. Изменения вы-
полняются по локальным правилам и могут зависеть от состояний 
соседних ячеек. Правила стационарны, т.е. не меняются с течени-
ем времени. С физической точки зрения правила определяют ло-
кальные взаимодействия между ячейками, т.е. описывают поведе-
ние динамической системы.  

Итерационный процесс преобразования клеточного автомата 
сводится к определению состояний ячеек в текущий момент вре-
мени в зависимости от состояний близлежащих соседей и их са-
мих. Если новое состояние ячейки зависит от её состояния в теку-
щий и предыдущие моменты времени, то клеточный автомат эре-
дитарен, т.е. обладает памятью. Множество соседних клеток, ко-
торые влияют на изменение состояния выбранной ячейки, называ-
ется её окрестностью. Задание вида окрестности осуществляется 
путём ведения дискретного метрического пространства.  

Любая вычислительная система состоит из 2 частей: архитек-
турной (набор выполняемых операций) и строительной (набор по-
стоянных и переменных данных). Первая часть фиксирована и ак-
тивна, а другая – изменчива и пассивна. Отличие клеточных авто-
матов от классической вычислительной схемы состоит в том, что 
обе части состоят из подобных элементов. Такой подход приводит 
к саморазвитию, самосовершенствованию и построению аналогич-
ных себе структур. Другой отличительной чертой клеточных авто-
матов является локальность и схожесть правил, по которым проис-
ходит эволюция системы. Кроме того, дискретность используемых 
переменных позволяет исследовать новый класс – недифференци-
руемые функции. Уменьшение размера ячейки приводит к сниже-
нию дискретных свойств клеточных автоматов, однако полностью 
они не исчезают (это может произойти только при нулевом разме-
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ре клетки, но тогда клеточный автомат прекращает своё существо-
вание). Итак, основными свойствами клеточных автоматов явля-
ются:  
1) конечность размеров ячеек и их возможных состояний; 
2) локальность вероятностных правил эволюции состояний (новое 
состояние клетки определяется ближайшим окружением и, при не-
обходимости, её предыдущим состоянием); 
3) самоподобие всех клеток, за исключением, может быть, гранич-
ных клеток (при необходимости краевые эффекты подавляются за 
счёт введения циклических условий); 
4) синхронность изменений состояний всех ячеек клеточного авто-
мата. 

Клеточные автоматы разделяются на причинно-следственные 
и стохастические, однородные и неоднородные, на подвижные и 
неподвижные, абстрактные и реальные. В детерминированных ав-
томатах состояние ячейки в последующий момент времени одно-
значно определяется предыдущим состоянием клетки и её окрест-
ности. Для вероятностных автоматов характерно определение сос-
тояния ячеек осуществляется по стохастическим правилам. В од-
нородных автоматах правила изменения состояний для всех кле-
ток одинаковы, а в неоднородных – нет. В подвижных клеточных 
автоматах ячейка может перемещаться по решётке, а в неподвиж-
ных – её местоположение неизменно. Абстрактные автоматы от-
ражают развитие произвольных изменений, а реальные – природ-
ные преобразования. На рис.14.1 показаны сфотографированная и 
смоделированная клеточным автоматом турбулентная дорожка. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 14.1. Дорожка Кармана при обтекании жидкостью цилиндра. 
 

В силу того, что клеточные автоматы используют итерацион-
ную процедуру и фиксированные правила построения, то их реа-
лизация должна приводить к созданию фрактальных объектов, как 
это было продемонстрировано в предыдущих Главах. 
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14.1. Игры “Жизнь”, “Аква-Тор” и другие 
 

Некоторые ценят книги по их объёму, точно напи-
саны они для упражнения рук, а не ума. 

                  Грасиан-и-Моралес Бальтасар 
 

 

Игра “Жизнь” была придумана английским математиком Дж. 
Конвеем в 1970 году и впервые опубликована в рубрике “Мате-
матические игры” журнала Scientific American. При компьютерной 
реализации игры используют поверхность тора, которая разделена 
на клетки. Каждая клетка, как и спин в модели Изинга, может на-
ходиться в двух состояниях: живая (“1”) или мёртвая (“0”). Окрес-
тность клетки состоит из восьми соседей. Распределение живых 
клеток до начала игры задаётся произвольным образом и опреде-
ляет первое поколение. Правила игры состоят в следующем: 
– если мёртвая клетка соседствует с тремя живыми ячейками, то 
она становится живой; 
– если живая клетка имеет ровно троих живых соседей, то она ос-
таётся живой; 
– если живых соседей меньше (одиночество) или больше (перена-
селённость) трёх, то живая клетка умирает. 

Первоначальное распределение живых клеток игрок опреде-
ляет либо самостоятельно, либо с помощью генератора псевдослу-
чайных чисел. Программа игры может последовательно просмат-
ривать все ячейки и определять изменения состояний каждой клет-
ки, но это очень медленный алгоритм. Быстрый алгоритм на каж-
дом итерационном шаге определяет списки клеток, чьи состояния 
будут изменены на следующем этапе эволюции. Каждое вновь воз-
никающее распределение задаёт будущую конфигурацию, но вос-
становить по ней прошлое состояние клеточного автомата невоз-
можно. С этой точки зрения клеточный автомат демонстрирует не-
обратимость происходящих событий. В процессе эволюционного 
развития произвольного вида конфигурации приобретают свойст-
во симметрии, сохраняют его и приумножают его виды. 

Возникающие в игре Конвея структуры можно разделить на 
классы:  
– устойчивые (не изменяются при переходе от одного поколения к 
другому);  
– периодические (их состояние повторяется через несколько поко-
лений);  
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– двигающиеся (фигура повторяется при изменении её местополо-
жения);  
– ружья (состояние повторяется с появлением новых фигур);  
– паровозы (двигающиеся фигуры, которые оставляют за собой 
следы из устойчивых или периодических фигур);  
– пожиратели (могут пережить столкновения с некоторыми двига-
ющимися фигурами). 
В качестве примеров на рис. 14.2 и 14.3 показаны устойчивые и 
периодические фигуры, соответственно. 
 
 
 
                ж а б а 
 
 
 
 
           с е м а ф о р 
 
 
 

                 ч а с ы 
 
   Рис. 14.2. Устойчивые фигуры.     Рис. 14.3. Периодические структуры. 

 

Ценность модельной игры Конвея (см. также Приложение Б) 
для физической теории состоит в следующем: 

• демонстрация самоорганизации случайного распределения; 
• возникновение множества типов упорядоченности (устойчи-
вых, периодических, подвижных и т.п.); 

• реализация отбора жизнеспособных состояний; 
• первостепенная важность правил отбора, а не внутреннего и 
внешнего устройств эволюционной площадки, хотя они тоже 
оказывают краткосрочное влияние на динамику развития сис-
темы; 

• необратимость эволюционных преобразований; 
• появление фрактальных объектов; 
• универсальность вычислительных возможностей и их разви-
тие (накопление и переработка информации). 
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Эволюция биосистемы “хищник”–“жертва” описывается мо-
делью Ферхюльста (см. Главу 4, пункт 4.4, стр. 72). Реализация 
этой модели с помощью клеточных автоматов осуществляется на 
торе (рис. 14.4),  который получается путём замыкания противопо- 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 14.4. Игра “хищник”–“жертва” на торе. 
 

ложных сторон экрана дисплея (например, игра “Аква-Тор”: акулы 
и рыбы). “Жертвы” имеют неограниченный запас пищи, а “хищни-
ки” питаются “жертвами”. 

Правила игры заключаются в следующем: 
– “жертва” и “хищник” могут случайно перемещаться в любую не-
занятую ячейку, которая имеет общую границу с ячейкой особи; 
– особь может периодически оставлять в покидаемой ячейке по-
томство (период воспроизводства является параметром игры); 
– особь живёт ограниченное время (также параметр игры); 
– “хищник”, который в течение определённого времени (параметр 
игры) не встречает “жертву”, погибает; 
– “хищник” поедает “жертву”, если “жертва” оказывается в сосед-
ней ячейке, при этом он перемещается на её место. 

Помимо указанных игр изучен целый ряд других сценариев 
развития популяций, подчиняющихся различным правилам. В час-
тности, правила, по которым выбранная клетка меняет своё состо-
яние при условии “жизнедеятельности” хотя бы одного из восьми 
ближайших соседей, приводят к возникновению фрактальной фи-
гуры. Этот самоподобный объект показан на рис. 14.5. Пусть со-
стояние клеточного автомата задаётся следующими правилами: 
– при определении состояния центральной клетки учитывается со-
стояния не только восьми ближайших соседей, но и состояние са-
мой центральной клетки; 
– если “мертвы” не более  четырёх  клеток, то  центральная  клетка  
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“умирает” или остаётся “мертвой”; 
– если “мертвы” более четырёх клеток с учётом центральной клет-
ки, то центральная клетка “оживает” или остаётся “живой”. 
Реализация указанного закона приводит к возникновению конфи-
гураций, которые весьма похоже отображают распределение спи-
нов в модели Изинга (рис.14.6). Возникающие структуры однород- 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
       

Рис. 14.5. Фрактальная “сне-     Рис. 14.6. Распределение “жи- 
жинка”, возникающая по пра -    вых” и  “мёртвых” клеток. 
вилу “одна из восьми”. 

 

ны, но не фрактальны. Самоподобие в “спиновых” системах про-
исходит при критическом значении управляющего параметра (на-
пример, энергии) и нарушении симметрии. 

Рассмотренные примеры демонстрируют клеточные автома-
ты с детерминированным, предопределённым поведением. Если 
отказаться от задания состояний соседних клеток в качестве вход-
ных переменных для следующего итерационного шага, то получим 
клеточный автомат “без памяти”. Однако переобозначение пере-
менных всё-таки указывает на наличие простейшей “памяти”, ко-
торая обеспечивает самовоспроизводство. В частности, такой дву-
мерный клеточный автомат позволяет построить “салфетку” Сер-
пинского (см. рис. 2.10, пункт 2.4, стр. 36). При задании вероятно-
стей тех или иных процессов в клеточном автомате его поведение 
изменяется случайным образом. Это позволяет моделировать слу-
чайные блуждания частицы (например, диффузию с дрейфом).  

Таким образом, клеточные автоматы являются аналоговыми 
моделями (“с памятью” или без неё, стохастическими или детер-
минированными) реальных явлений и процессов. Они позволяют 
выявить качественные стороны изучаемого объекта и определить 
существенные характеристики систем различной природы, в том 
числе и биосистем. Поэтому изучим влияние случайной информа-
ции на формирование биоструктур. 
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14.2. Влияние случайной информации и фрактальности 
на формирование биосообществ 

 

 Чем больше вы скажете, тем меньше люди запомнят. 
                          Франсуа Фенелон 

 

 

Биологическим популяциям присущи все свойства нелиней-
ных динамических систем: фрактальность структуры и протекаю-
щих процессов, детерминированный хаос, самоорганизация и дру-
гие характеристики. Например, для популяции муравьёв хаос на-
блюдается в спонтанной активности рабочих муравьёв, фракталь-
ные колонии возникают в брачный период, самоорганизация воз-
никает при обустройстве гнёзд. Целый ряд сайтов всемирной пау-
тины (см., например, http://www.esd.ornl.gov/programs/COMPMECH и др.) 
посвящены моделированию поведения биосистем. Предложенные 
модели учитывают самые разные аспекты развития, как индивиду-
альных особей, так и популяций в целом.  

Важнейшей характеристикой биологических популяций явля-
ется их возможность накапливать, перерабатывать, сохранять и пе-
редавать информацию. В этой связи рассмотрим процесс случай-
ного распространения и сохранения информации. Клеточный ав-
томат зададим правилами: 

– клетка может находиться в одном из трёх состояний; 
 – при получении новой информации клетка окрашивается в 
чёрный цвет; 
 – по истечении определённого времени новость устаревает, 
но сохраняется клеткой, которая окрашивается в серый цвет; 
 – клетка, которая не получила новость или забыла об имею-
щейся информации, приобретает белый цвет. 
Распространение информации задаётся правилами: 
 – все клетки, за исключением одной чёрной клетки с новост-
ной информацией, имеют белый цвет; 
 – клетка остаётся белой (отсутствие информации) или пере-
крашивается в чёрный цвет при получении нового сообщения; 
 – белая клетка меняет цвет (усвоение информации) при вы-
полнении условия 1>⋅mp , где p  определяет вероятность принятия 
новости, а m  – количество “проинформированных” соседей; 
 – чёрная клетка принимает серый цвет (сохранение информа-
ции), если её окружение состоит из клеток с чёрным или серым 
цветом; 
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 – серая клетка окрашивается в белый цвет (информация утра-
чивает свою актуальность и забывается), если вокруг неё располо-
жены клетки с чёрным или серым цветом. 

По истечении достаточно большого числа итераций распре-
деление новостей принимает колоколообразный вид (рис. 14.7а), 
характерный для динамики реальных информационных процессов 
(рис. 14.7б). Такая форма кривой соответствует  диффузии  инфор- 
 
  а)          белые  серые      б) 
 
 
 
 
 
        чёрные 

 
 

Рис. 14.7. Распространение новой информации в модельной (а) и  
реальной среде (б). 

 

мации в заданной среде. По аналогичному сценарию происходит 
распределение вещества, энергии и энтропии в пространстве.  

Формирование градиентных потоков различной природы по-
рождает как индивидуальное существование особей или их объе-
динение в сообщество на некоторой площади (ареал обитания), так 
и фрактальность строения биологических популяций. Распределе-
ние биосистем по ареалам обитания носит случайный, равномер-
ный или агрегированный характер. Тип распределения определя-
ется отношением дисперсии к среднему расстоянию между особя-
ми. Подавляющая часть биологических видов предпочитает агре-
гированное состояние. Степень агрегированности особей исследу-
емого вида примерно одинакова при различных масштабах облас-
ти обитания. Это позволяет представить биологический вид в виде 
случайного (мульти-)фрактала. Диапазон существования фракталь-
ного биосообщества определяется средней площадью, занимаемой 
индивидуумом (нижняя масштабная граница), и размером ареала 
обитания (верхнее скейлинговое ограничение). Адекватность фра-
ктальной модели пространственного распределения видов наблю-
дается только на определённых масштабах (ограниченное самопо-
добие), вне которых модель приводит к значительным неточнос-
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тям. До масштаба в 20 метров виды распределяются случайным 
образом, после чего возникает фрактальная структура, которая оп-
ределяется доминирующим в ареале обитания видом. Остальные 
виды распределяются случайно или агрегировано, что подтвержда-
ется моделированием на клеточных автоматах. 

 

14.3. Фрактальность клеточных автоматов 
 

Понимая подсознательное, мы освобождаем себя от его 
власти.      Карл Густав Юнг 

 

Задание генеалогического кода в виде правил, по которым ра-
ботает клеточный автомат, приводит к возникновению фракталь-
ных объектов. Компьютерное программирование правил осущест-
вляется с использованием булевой алгебры (двоичное исчисление: 
состояния компьютерных ячеек 0 и 1). Запись целых чисел в дво-
ичном исчислении имеет вид: 

 

  Десятичная:  0,  1,   2,    3,     4,       5,       6,       7,    … 
    Двоичная:  0,  1,  10,  11,   100,   101,   110,   111,  … 

 

Суммируя цифры в двоичном коде получим последовательность 
чисел вида =)(nA 0, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 3, … ( =n 0, 1, 2, 3, …). Эта последова-
тельность чисел получается при использовании итерационной про-
цедуры, состоящей в том, что ко всем числам предыдущей после-
довательности прибавляется единица и возникшая подпоследова-
тельность записывается справа от предыдущей последовательнос-
ти: 0)(1 =nA , 01)(2 =nA , 0112)(3 =nA , 01121223)(4 =nA , 2323340112122312)(5 =nA , ... 
Указанное правило построения последовательности )(nA  приводит 
к удвоению членов каждой последующей последовательности, т.е. 
число членов последовательности с каждым итерационным шагом 
растёт по экспоненциальному закону. Если удалить из последова-
тельности цифры, стоящие на нечётных местах, то получим ту же 
самую последовательность )(nA , но с удвоенным аргументом: 

=)(nA 0, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 3, 1, 2, 2, 3, 2, 3, 3, 4 … 
    =)2( nA 0,     1,     1,     2,     1,     2,     2,     3,    … 

Таким образом, последовательность )(nA  самоподобна и обладает 
свойством =)2( nA )(nA . Рассмотрим последовательность  

== )(2)( nAnB 1, 2, 2, 4, 2, 4, 4, 8, … 
Эта последовательность самоподобна не только по индексу её чле-
нов, но и по их величине, она обладает свойством 

)(2)2( nBnB i =+ , in 20 <≤ . 
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Числа )(nB  получают с помощью клеточного автомата, который вы-
числяет биномиальные коэффициенты 

)!(!
!

ini
nC i

n −
=  (см. также треу-

гольник Паскаля на стр. 36). Предположим, что одномерный кле-
точный автомат состоит из ячеек, в каждой из которых записаны 
нули за исключением одной ячейки, в которой хранится единица. 
Эволюция клеточной системы происходит по схеме: суммируются 
значения в выбранной ячейке и в ячейке слева от неё; происходит 
перезаписывание значения ячейки справа от исходной ячейки. По-
следовательность состояний автомата имеет вид: 

...0001000... ; ...0001100... ; ...0001210... ; ...0001331... ; ..00014641... . 
Приведенный пример клеточного автомата является простейшим 
компьютером, вычисляющим биномиальные коэффициенты. 

Определим количество нечётных коэффициентов при задан-
ном n  для всех i  из интервала от 0 до n .  

0=n : 1
)!00(!0

!00
0 =

−
=C ( 1!0 = ) –   1 

1=n : 1
)!01(!0

!10
1 =

−
=C ;  1

)!11(!1
!11

1 =
−

=C  –   2 

2=n : 1
)!02(!0

!20
2 =

−
=C ;  2

)!12(!1
!21

2 =
−

=C ; 1
)!22(!0

!22
2 =

−
=C  –  2 

3=n : 1
)!03(!0

!30
3 =

−
=C ;  3

)!13(!1
!31

3 =
−

=C ; 3
)!23(!2

!32
3 =

−
=C ; 1

)!33(!3
!33

3 =
−

=C  –  4 

4=n : 1
)!04(!0

!40
4 =

−
=C ;  4

)!14(!1
!41

4 =
−

=C ; 6
)!24(!2

!42
4 =

−
=C ; 4

)!34(!3
!43

4 =
−

=C ; 

1
)!44(!4

!44
4 =

−
=C  –  2   … 

Последовательности, очень похожие на )( nB , возникают при 
исследовании целого ряда химических реакций, например, в про-
цессах каталитического окисления. Если построить треугольник 
Паскаля в двоичном исчислении (см. стр. 36), то полученная кар-
тина соответствует “салфетке” Серпинского. Это означает, что в 
основе самоподобия ряда целых чисел и процессов окисления ле-
жит один и тот же фрактал. Следовательно, каталитическое окис-
ление происходит по тем же правилам, что и работа одномерного 
клеточного автомата, который вычисляет биномиальные коэффи-
циенты. Скорость химической реакции в дискретные моменты вре-
мени nt =  описывается последовательностью )(nB . Рассмотренные 
примеры указывают на фрактальность клеточных автоматов. 
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14.4. Самоорганизация и компьютерное моделирование 
 

Я сделал лучшую свою работу тогда, когда я забыл свою точку 
зрения. Чем меньше я делаю из себя, тем больше меня есть. 

        Лао-Цзы 
 

Теория самоорганизации в открытых, нелинейных, диссипа-
тивных системах возникла в результате объединения следующих 
научных направлений:  
– исследование необратимых процессов с помощью методов ста-
тистической физики и линейной теории Онзагера;  
– построение теории открытых систем, которые находятся в ста-
ционарном состоянии и сохраняют устойчивость в определённом 
диапазоне внешних воздействий;  
– выяснение условий возникновения из хаоса самоорганизующихся, 
упорядочивающихся структур;  
– качественный и количественный анализ нелинейных динамичес-
ких систем (бифуркации, фракталы, катастрофы, солитоны и др.); 
– применение фрактальной геометрии, дробного дифинтегрирова-
ния и компьютерного моделирования при решении физических и 
других задач. 

Новая наука имеет разные названия: теория о самоорганиза-
ции, синергетика, теория открытых систем, теория диссипатив-
ных структур, термодинамика необратимых процессов, теория не-
линейных динамических систем. Синергетика – это наука об об-
щих закономерностях возникновения, существования, устойчивос-
ти и эволюции самоорганизующихся диссипативных структур, во-
зникающих в разных по природе открытых системах при протека-
нии необратимых процессов. До появления синергетики классиче-
ская физика занималась изучением поведения изолированных, за-
крытых и открытых систем, состояние которых находилось в ма-
лой окрестности положения равновесия. В этой области природ-
ные законы описываются линейными зависимостями между внут-
ренними параметрами системы (например, связь между потоком 
и термодинамическими силами в теории Онзагера), диапазон при-
менения которых достаточно широк. Однако в настоящее время 
зачастую приходится иметь дело с явлениями и процессами, кото-
рые связаны с возникновением качественно нового поведения дис-
сипативной системы. В этой связи были разработаны нелинейные 
модели, которые позволяют не только выявить общие закономер-
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ности хаотической самоорганизации, но и охватить более широкий 
круг проблем: от физических до социально-экономических. 

Синергетика возникла на стыке наук, она применяет методы 
и приёмы исследования, одинаково приложимые к различным сис-
темам вне зависимости от их природного уровня. Отличие синер-
гетики от других наук состоит в том, что она изучает не статику, 
не равновесное или стационарное состояния системы (как, напри-
мер, термодинамика и теория информации), а её поведение вдали 
от таких состояний. Она изучает не алгоритмы и механические ат-
рибуты, которые определяют правильное функционирование сис-
темы (как, например, кибернетика), а устанавливает принципы са-
моорганизации и эволюционных преобразований, приводящих к 
длительному, безотказному существованию системы. Синергетика 
учитывает флуктуации в точках ветвления (бифуркации) в отличие 
от теории динамических систем. В целом, синергетика занимается 
изучением стохастических (вероятностных) систем с зависящи-
ми от времени управляющими параметрами. Изменяя управляю-
щие параметры, можно менять поведение системы неожиданным 
образом, причём предугадать, как поведёт себя система до прове-
дения эксперимента невозможно, что связано с неполнотой инфо-
рмации о составных частях диссипативной системы. Неопределён-
ность и непредсказуемость поведения составляющих диссипатив-
ной системы, наличие резонансных явлений приводит к необходи-
мости введения понятия информации (энтропии). Недостаток ин-
формации приводит к отказу от индивидуального описания “час-
тиц”, переходу к разным усреднениям при исследовании свойств 
системы в целом (например, ансамбли подсистем, временное ус-
реднение и т.п.), неизбежным квантовым флуктуациям и зависимо-
сти эволюции некоторых систем от начальных или граничных ус-
ловий. 

В окрестности точки бифуркации достаточно малое внешнее 
воздействие может привести к значительным последствиям, кото-
рые невозможно предвидеть. В этой области возникают корреля-
ции в состояниях месторасположения и скоростях движения ком-
понентов динамической системы. Корреляции наблюдаются на ма-
кроскопических масштабах в течение продолжительного времени. 
Кооперативное поведение частиц приводит к возникновению из 
хаоса упорядоченных областей, которые самоорганизуются и эво-
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люционируют. Возникающая нелинейность в поведении системы 
приводит к появлению обратных связей и связанных с ними воз-
можностями управления свойствами и характеристиками системы. 

Синергетическими системами, в которых возникает самоор-
ганизация, являются ячейки Бенара (см. пункт 4.6, стр. 79), перио-
дические химические реакции Белоусова-Жаботинского, биологи-
ческая система хищник-жертва и другие. В эксперименте Бенара 
при критическом градиенте температуры слой жидкости с верхней 
свободной границей разбивается на совокупность шестиугольных 
ячеек. Внутри ячеек жидкость поднимается вверх, а стекает по их 
стенкам. Аналогичная картина наблюдается при высыхании озёр, 
образовании колоний бактерий и других процессах. Отметим, что 
причиной кинетического перехода системы в целом на иной орга-
низационный уровень является хаотизация движений компонентов 
(аттракторы Лоренца, Рёсслера и др., см. пункт 4.6, стр. 79-85). 

Сложность аналитического исследования процессов в нели-
нейных системах вынуждает учёных к применению компьютерно-
го моделирования. Моделирование (модель происходит от латинс-
кого слова modus, которое переводится как копия или образ) сво-
дится к выделению основных свойств реальной системы. Отсече-
ние качеств, которые слабо влияют на поведение системы, позво-
ляет описать частные и общие характеристики на основе идеализи-
рованного представления об устройстве и структуре исследуемого 
объекта.  

Численный эксперимент, проводимый на персональном ком-
пьютере, позволяет проверить соответствие модели реальным яв-
лениям и предсказать возможные изменения в поведении объекта 
при изменении управляющих параметров. Модель позволяет выяс-
нить не только свойства оригинала, но и установить закономерно-
сти его взаимодействия с внешней средой. Если модель адекватна 
оригиналу, то она используется для сохранения информации об 
аналогичных системах в свёрнутом виде (математический код) и 
совершенствования представлений о таких структурах. Предлага-
емые модели могут отображать различные характерные черты, по-
этому, чем ближе модель к реальности, тем больше свойств раз-
личных систем она описывает. При ознакомлении с ранее сущест-
вующими моделями выделяют их положительные и отрицатель-
ные стороны.  
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Набор моделей, отображающих различные стороны матери-
ального мира, определяет уровень научного знания о среде обита-
ния. Модели разделяют на вещественные (натурные, физические и 
др.) и идеальные (наглядные, математические и др.). Натурные мо-
дели используются для исследования процессов и явлений в реаль-
ных условиях. Физические модели воспроизводят свойства ориги-
налов на макетах и в экспериментальных установках. Наглядные 
модели отображают изменения системы в виде таблиц, графиков, 
схем и т.п. материалов. Математические модели используют ана-
логовые, структурные, геометрические и другие образы исследуе-
мого явления или процесса.  

Иную классификацию моделей можно предложить, если ис-
ходить из схемы “воздействие среды – реакция системы” (чёрный 
ящик с неизвестным строением). В данном случае моделируется 
матрица перехода от заданного вектора воздействий к вектору от-
клика. Модели разделяют на линейные и нелинейные, однородные 
и неоднородные, устойчивые и неустойчивые и т.п. 
 Наивысшей абстрагированностью от конкретного содержа-
ния того или иного объекта исследования обладают только мате-
матические модели, которые и получили наиболее широкое рас-
пространение при научных исследованиях. Использование ЭВМ 
позволяет существенно ускорить сопоставление предлагаемых мо-
делей с реальными системами, а также проводить независимый 
компьютерный эксперимент для проверки гипотез и теоретичес-
ких предсказаний. Конечной целью математического моделирова-
ния является отображение реальности с заданной степенью точно-
сти и надёжности получаемых результатов. Математические моде-
ли используют имитационный и аналитический подходы. Имита-
ционное моделирование базируется на описание реальности с по-
мощью функциональных зависимостей, которые связывают пара-
метры внешних раздражителей с изменениями характеристик сос-
тояния системы (например, равновесная термодинамика или элек-
тродинамика). Аналитическое копирование использует уравнения 
различной математической природы, аппроксимацию и интерпо-
ляцию, оптимизационные и вариационные принципы, стохастику 
и детерминизм. 

Смена количественного исследования (аналитический метод) 
качественным подходом (имитационный уровень) показывает на-
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личие критического значения управляющего параметра, при кото-
ром наблюдается возникновение новой структурной модели: ана-
литические формулы и выражения заменяются набором алгорит-
мов имитации установленных переходов, преобразований, ветвле-
ний и т.п. Аналитическое моделирование даёт возможность прог-
ноза поведения реальной системы в течение длительного проме-
жутка времени в определённом диапазоне числовых значений па-
раметров состояния. Имитационная модель отображает информа-
цию о системе только в заданные промежутки времени при фикси-
рованных параметрах состояния. 
 Неотъемлемой частью моделирования является программное 
обеспечение и возможность его обновления при усовершенствова-
нии модели. Естественно, что основными преимуществами прог-
раммной среды являются простота ввода исходных данных с их 
последующей корректировкой без внесения изменений в само про-
граммное обеспечение; визуализация (отображение на дисплее ко-
мпьютера) объектов и процессов. Такими универсальными прог-
раммами являются Mathcad, MathLab, Maple, SolidWorks, AutoCAD 
Designer и другие.  

Проведение компьютерного эксперимента обеспечивает кон-
троль за всеми характеристиками объекта, явления или процесса. 
Другими преимуществами компьютерного эксперимента являют-
ся:  

• дешевизна; 
• безопасность, функциональность и технологичность; 
• контролируемая стохастичность; 
• возможность проведения опасных и практически неосу-
ществимых экспериментов (например, сценарии плане-
тарных катастроф, эволюционный процесс при тех или 
иных физико-химических условиях); 

• проверка теоретических моделей без проведения экспе-
риментов. 

Создание компьютерных моделей природных явлений и про-
цессов позволяет понять причины возникновения динамического 
хаоса, фрактальности реальных объектов, условия зарождения и 
развития самоорганизующихся систем, кинетический характер фа-
зовых превращений в открытых диссипативных структурах и мно-
гие другие характеристики реального мира. 
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Приложение А 
Зависимость порядка оси от параметра подобия 
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 1−  3/1      1,5≈  

0  6/1      5,4≈  

1 0  2/π  4  
2       6/1−      6,3≈  

3        3/1−      3,3≈  

4        2/1−  3/2π  3  
5        3/2−      7,2≈  

6        6/5−      5,2≈  

 
 
 
 
 
 
 
 
3  

 
 
 
 
 
 
 
 

]7;5[−  

7           1−  π  2  
      

6−  1 0 ( π2 ) 1 
5−  7/6     6,11≈  

4−  7/5      1,8≈  

3−  7/4      5,6≈  

2−  7/3      6,5≈  

1−  7/2      9,4≈  

0  7/1      4,4≈  

1 0  2/π  4  
2        7/1−      7,3≈  

3        7/2−      4,3≈  

4        7/3−      1,3≈  

5        7/4−      9,2≈  

6        7/5−      7,2≈  

7        7/8−      4,2≈  

  
 
 
 
 
 
 
 
 

2
7

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

]8;6[−  

8          1−  π  2  
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          Приложение Б 
 

Игра “Жизнь”(по А.А. Шалыто и Л.А. Наумову (http://is.ifmo.ru)) 
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